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УДК 519.865 + 519.95 
ББК 22.165 
ОБ ОДНОЙ ГИПОТЕЗЕ В ОСНОВАНИЯХ ТЕОРИИ 

ИЕРАРХИЧЕСКИХ ИГР 

Горелов М. А. 1 
(Вычислительный центр РАН, Москва) 

 
При исследовании игр с фиксированным порядком ходов обыч-
но принимается некоторая гипотеза о поведении игрока ниж-
него уровня, существенно упрощающая как «ответ» в полу-
чающейся задаче, так и рассуждения, приводящие к этому 
ответу. Ниже обсуждается адекватность этой гипотезы. 
При этом рассматривается простейшая игра двух лиц, на 
примере которой видны как основные проблемы, так и неко-
торые подходы к их решению. 

 
Ключевые слова: иерархические игры, максимальный гаран-
тированный результат, устойчивость. 

Введение 

Пусть имеется игра двух лиц, в которой первый игрок вы-
бирает свои управления из множества U, а второй – из множест-
ва V. Будем считать, что цели игроков описываются стремлени-
ем к максимизации функций g и h соответственно. 

Рассмотрим следующую схему взаимодействия игроков (по 
традиции носящей имя игры Γ2 [3]). Предположим, что первый 
игрок рассчитывает и действительно будет иметь информацию о 
выборе его партнером управления v ∈ V до принятия своего 
окончательного решения. Таким образом, стратегиями первого 

                                           
1 Михаил Александрович Горелов, кандидат физико-математических 
наук, (griefer@ccas.ru). 

mailto:griefer@ccas.ru
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игрока являются всевозможные функции *u  из множества V в 
множество U (множество всех его стратегий обозначим U*). При 
этом будем считать, что игрок 1 первым выбирает свою страте-
гию u* ∈ U* и сообщает ее партнеру. 

Как в этой ситуации следует поступать первому игроку? 
Для ответа на этот вопрос мы будем пользоваться общими 
методологическими принципами, изложенными в [4]. В данной 
работе наиболее существенными будут два из них. 

Принцип 1.  Эффективность стратегий должна оцениваться 
на основе получения гарантированной величины выигрыша. 

Принцип 2.  Исследователь операции должен использовать 
всю доступную ему информацию. 

На основе второго принципа следует использовать инфор-
мацию о функции выигрыша второго игрока для оценки множе-
ства его возможных ответов на стратегию u*. Как это сделать? 
Поскольку второй игрок знает выбранную партнером страте-
гию, его результаты зависят только от его решений. Поэтому 
естественно было бы считать, что он непременно выберет одну 
из точек максимума своего критерия h(u*(v), v). Однако тут 
возникает как минимум два вопроса. 

Вопрос 1.  Как описать поведение второго игрока, если 
максимум функции h(u*(v), v) не достигается ни в одной точке? 

Вопрос 2.  Можно ли считать, что второй игрок будет до-
биваться абсолютно точной реализации максимума своего 
выигрыша? 

Первый вопрос является по преимуществу математическим, 
а потому решается сравнительно несложно. Второй – скорее 
содержательный, и для ответа на него требуются более тонкие 
рассуждения. 

Начиная с работы [9] эти проблемы решаются следующим 
образом. Множество рациональных ответов второго игрока на 
стратегию u* определяется одним из следующих условий: 
(1) { }* * *( ) : ( ( ), ) max ( ( ), )

w V
B u v V h u v v h u w w

∈
= ∈ = , 

если максимум в формуле (1) достигается; 
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(2) { }* * * *( ) : ( ( ), ) sup ( ( ), ) ( )
w V

B u v V h u v v h u w w uδ
∈

= ∈ ≥ −  

в противном случае. Здесь δ – функционал, определенный на 
множестве U* и принимающий положительные значения. Игро-
ка с таким поведением будем называть абсолютно рациональ-
ным. Тогда стратегия u* гарантирует первому игроку получение 
выигрыша 
 

*
* *( )

( ) inf ( ( ), )
v B u

r u h u v v
∈

= , 

а его максимальный гарантированный результат равен 
(3) 

** *

*( )
sup inf ( ( ), )

v B uu U
R h u v v

∈∈
= .  

Таким образом, даются ответы на оба поставленных выше 
вопроса, причем на второй – определенно положительный. 
Между тем, это явно противоречит первому из приведенных 
выше методологических принципов. В самом деле, Плюшкин, 
видимо, сидит в душе каждого человека, но возведение его 
принципа поведения в абсолют – это определенная идеализация. 
И оправдана она лишь тогда, когда от этого не сильно меняется 
найденное решение, по крайней мере, в типичных случаях. К 
этому могут быть добавлены стандартные рассуждения о том, 
что функция выигрыша противника не может быть известной 
абсолютно точно, что при поиске максимума неизбежны ошиб-
ки округления и т. д. (см. [1, 11, 12, 15]. 

На первый взгляд, обсуждение таких тонкостей может 
представлять интерес лишь для любителей математической 
строгости. Однако детальное знакомство с иерархическими 
играми показывает, что они весьма часто оказываются неустой-
чивыми к малым изменениям параметров модели (см. [5, 13]), а 
потому данный вопрос является далеко не праздным.  

Добавим, что после работы [9] этот прием использовался 
многократно. Большое число примеров и далеко не полный 
список ссылок можно найти в монографиях [5, 10]. Для всех 
этих случаев вопросы, исследуемые в данной заметке, являются 
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актуальными. Но рискну предположить, что решать их можно 
по одной схеме. 

1. О достижимости максимума  

Обсудим первый из поставленных выше вопросов. Везде в 
дальнейшем будем предполагать, что множества U и V наделе-
ны топологией и компактны, а функции g и h непрерывны. 

Примем следующее допущение. 
Гипотеза 1. Если v ∈ B(u*) и h(u*(w), w) > h(u*(v), v), то 

w ∈ B(u*). 
По-видимому, это самое слабое предположение, согласую-

щееся с представлением о том, что функция h хоть как-то опи-
сывает цели второго игрока. 

Эта гипотеза примерно соответствует концепции ограни-
ченной рациональности, предложенной Г. Саймоном в пятиде-
сятых годах прошлого века [16]. 

Для игры с абсолютно рациональным вторым игроком эта 
гипотеза выполняется. 

Из гипотезы 1 следует существование такого функционала 
δ, определенного на множестве U* и принимающего неотрица-
тельные значения, что  

 { }* * * *: ( ( ), ) sup ( ( ), ) ( ) ( )
w V

v V h u v v h u w w u B uδ
∈

∈ > − ⊂  

и  

 { }* * * *( ) : ( ( ), ) sup ( ( ), ) ( )
w V

B u v V h u v v h u w w uδ
∈

⊂ ∈ ≥ − . 

Доказательство этого факта не вызывает труда. 
Отказываясь от предположения о том, что второй игрок ве-

дет себя подобно Плюшкину, следует определять множество 
рациональных ответов второго игрока формулой (2) для всех 
стратегий u*. Игрока, поведение которого описывается таким 
образом, будем называть δ-рациональным. 
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Три важных частных случая функционала δ выделены в 
[13] (один из них совпадает с вводимым ниже понятием  
κ-рациональности). Но можно представить себе и другие, более 
сложные варианты. Например, очень привлекательно выглядит 
предположение о том, что значение δ(u*) тем больше, чем слож-
нее задача, стоящая перед вторым игроком, т. е. чем сложнее 
найти максимум функции ϕ(v) = h(u*(v), v). 

Можно ожидать, что решение задачи с абсолютно рацио-
нальным вторым игроком существенно проще, чем решение 
аналогичной задачи для игры с δ-рациональным противником. 
Из дальнейшего будет видно, что это ожидание оправдано. 
Поэтому естественно ставить вопрос о том, насколько коррект-
но можно рассматривать модель с абсолютно рациональным 
противником как идеализацию (предельный случай) игры  
с δ-рациональным вторым игроком. 

Разумеется, та же постановка вопроса правомерна и в том 
случае, когда максимумы в задаче второго игрока заведомо 
достигаются (например, в иерархической игре Γ1). Но в таком 
случае естественно выглядят предположения о компактности 
множеств управлений и непрерывности функций выигрыша 
игроков. А в этих предположениях задача решается стандарт-
ными методами математического анализа. В нашем случае 
задать подходящую топологию на множестве стратегий U* не 
удается (см. по этому поводу [7, 8]), а потому приходится искать 
обходные пути. А именно, приходится описывать структуру 
некоторых оптимальных стратегий в терминах множеств U и V, 
и использовать их топологию. 

Аналогичные вопросы поднимались и в [1, 15], но и там 
рассматриваются модели без обмена информацией о действиях 
игроков, а потому проблемы решаются стандартным образом. 

Не накладывая дополнительных ограничений на функцио-
нал δ, вычислить значение максимального гарантированного 
результата первого игрока в игре с δ-рациональным противни-
ком и найти структуру оптимальных стратегий крайне сложно. 
Поэтому воспользуемся оценками. 
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Начнем с рассмотрения частного случая, когда для любой 
стратегии u* значение δ(u*) равно одному и тому же числу κ. 
Игрока с таким поведением назовем κ-рациональным. 

Непосредственно проверяется, что если для всех стратегий 
*u  выполняется неравенство δ(u*) < κ, то максимальный гаран-
тированный результат первого игрока в игре с δ-рациональным 
противником не меньше аналогичного результата в игре  
с κ-рациональным вторым игроком. 

Для получения обратной оценки потребуется 
Лемма 1.  В игре с абсолютно рациональным вторым игро-

ком для любой стратегии ω* ∈ U* первого игрока найдется такая 
стратегия u*, что r(u*) ≥ r(ω*) и верхняя грань *sup ( ( ), )

v V
h u v v

∈
 

достигается. 
Доказательство.  Пусть v1, v2, … – последовательность то-

чек из множества B(ω*), для которой 
 * *lim ( ( ), ) sup ( ( ), ).t t

t v V
h v v h v vω ω

→∞ ∈
=  

В силу компактности, не ограничивая общности, можно считать, 
что последовательности v1, v2, … и ω*(v1), ω*(v2), … сходятся к v0 
и u0 соответственно. 

Положим u*(v) = ω*(v) для v ≠ v0 и u*(v0) = u0. Тогда верхняя 
грань *sup ( ( ), )

v V
h u v v

∈
 достигается в точке v0 и 

 0 0
* * *( ) ( , ) lim ( ( ), ) ( )t t

t
r u g u v g v v rω ω

→∞
≥ ≥ ≥ . 

Заметим, что в случае абсолютно рационального первого 
игрока его максимальный гарантированный результат не зави-
сит от функционала δ. Поэтому справедливо 

Следствие.  Максимальный гарантированный результат 
первого игрока в игре с абсолютно рациональным вторым игро-
ком не меньше аналогичного результата в игре  
с δ-рациональным вторым игроком. 

Аналогично лемме 1 доказывается 
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Лемма 2.  В игре с κ-рациональным вторым игроком для 
любой стратегии ω* ∈ U* первого игрока найдется такая страте-
гия u*, что r(u*) ≥ r(ω*) и верхняя грань *sup ( ( ), )

v V
h u v v

∈
 достигает-

ся. 
Доказанные леммы отчасти отвечают на вопрос 1. Впрочем, 

нетрудно придумать такой функционал δ, что аналог лемм 1 и 2 
для соответствующей игры с δ-рациональным вторым игроком 
неверен. Но такие контрпримеры плохо интерпретируются. 

Заметим, что в учебнике [2] множество рациональных отве-
тов первого игрока определяется формулой (1), если максимум в 
ней достигается, и равенством B(ω*) = V во всех остальных 
случаях. Пожалуй, a priori такое определение является совсем не 
мотивированным. Лемма 1 ставит все на свои места. 

2. Вычисление максимального гарантированного 
результата  

Для игр с абсолютно рациональным и κ-рациональным вто-
рым игроком максимальный гарантированный результат (3) 
может быть выражен в терминах множеств U и V и функций g и 
h, что и будет сделано в данном разделе. Введем необходимые 
обозначения. Положим 
 max min ( , )

u Uv V
L h u v

∈∈
= ,   D(l) = {(u, v) ∈ U×V: h(u, v) > l}, 

 { }( ) : min ( , )
u U

E l v V h u v l
∈

= ∈ ≥ ,   
( , ) ( )

( ) sup ( , )
u v D l

K l g u v
∈

= , 

 
( )

( ) min max ( , )
v E l u U

M l g u v
∈ ∈

= . 

Начнем с замечания: если стратегии u* и ω* таковы, что 
B(u*) ⊂ B(ω*) и u*(v) = ω*(v) при v ∈ B(u*), то r(u*) ≥ r(ω*). 

Обратимся к игре с абсолютно рациональным вторым игро-
ком. В силу леммы 1 при поиске оптимальной стратегии перво-
го игрока можно ограничиться рассмотрением таких стратегий, 
что максимум в определении множества рациональных ответов 
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противника достигается. Пусть ω* – такая стратегия, v0 ∈ B(ω*) и 
u0 = ω*(v0). 

Множество E(L) не пусто и выбор любого управления из 
этого множества гарантирует второму игроку получение выиг-
рыша, большего или равного L. Поэтому h(u0, v0) ≥ L. 

Если h(u0, v0) > L, то стратегию ω* можно подправить так, 
что в множестве рациональных ответов второго игрока останет-
ся одна точка v0, отчего гарантированный результат первого 
игрока может только улучшиться. В самом деле, определим 
стратегию наказания *

pu  условием 
 *( ( ), ) min ( , )p

u U
h u v v h u v

∈
= , 

и рассмотрим стратегию u* такую, что 

(4) 
0 0

*
*

, если ,
( )

( ) в противном случае.p

u v v
u v

u v
 =

= 


 

Эта стратегия гарантирует первому игроку выигрыш g(u0, v0), 
который в силу сделанного замечания не хуже выигрыша, га-
рантируемого стратегией ω*. 

Выбрав подходящим образом точку (u0, v0) ∈ D(L) и ис-
пользуя стратегию вида (4), можно гарантированно получить 
выигрыш, сколь угодно близкий к K(L). 

Пусть теперь стратегия ω* такова, что h(u0, v0) = L. Тогда во 
множество B(ω*) входит все множество E(L). Поэтому стратегия 
ω* не может гарантировать первому игроку выигрыша, больше-
го M(L). Стратегию ω* можно подправить, исключив из множе-
ства B(ω*) все другие точки и не ухудшив при этом гарантиро-
ванного выигрыша. А в точках множества E(L) разумно 
выбирать управления первого игрока в соответствии с его абсо-
лютно оптимальной стратегией *

au , определенной условием 
 *( ( ), ) max ( , )a

u U
g u v v g u v

∈
= . 

Рассмотрим стратегию 
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 *
*

*

( ), если ( ),
( )

( ) в противном случае.

a

p

u v v E L
u v

u v
 ∈

= 


 

Для нее B(u*) ⊂ E(L), поэтому она гарантирует первому игроку 
выигрыш, не меньший чем M(L). 

Таким образом, мы установили, что в игре с абсолютно ра-
циональным вторым игроком R = max{K(L), M(L)}.  

Этот результат получен впервые в [3]. Приведенная схема 
рассуждений позволяет получить аналогичный результат и для 
игр с κ-рациональным вторым игроком. Обратимся к их иссле-
дованию. 

Пусть ω* – произвольная стратегия первого игрока, для ко-
торой верхняя грань *sup ( ( ), )

v V
h v vω

∈
 достигается в точке и v0, и 

u0 = ω*(v0). Теперь придется выделить три случая. 
1)  Если h(u0, v0) > L+κ, то стратегия ω* не может гарантиро-

вать выигрыша, большего K(L + κ), а стратегия вида (4) при 
подходящем выборе точки (u0, v0) позволяет гарантированно 
получить результат, сколь угодно близкий к K(L+κ). 

2)  Если h(u0, v0) = L, то в B(ω*) входит все множество  
E(L – κ), поэтому стратегия ω* позволяет гарантированно полу-
чить выигрыш, не больший M(L – κ), а стратегия вида  

 *
*

*

( ), если ( ),
( )

( ) в противном случае.

a

p

u v v E L
u v

u v
κ ∈ −

= 


 

позволяет получить именно такой выигрыш. 
3)  Остается рассмотреть случай L < h(u0, v0) ≤ L + κ. Пусть 

g(u0, v0) = l. Тогда в множество B(ω*) входят точка v0, множество 
E(l – κ) и, возможно, еще какие-то точки. Поэтому такая страте-
гия ω* не может гарантировать выигрыш больший, чем N(κ), где 
 

( , ) ( )
( ) sup min{ ( , ), ( ( , ) )}

u v F
N g u v M g u v

κ
κ κ

∈
= − , 

 F(κ) = {(u, v) ∈ U×V: L < g(u, v) ≤ L + κ}. 
Если теперь выбрать произвольную точку (u0, v0) из множе-

ства F(κ) и рассмотреть стратегию 
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0 0

0 0 0
* *

*

, если ,
( ) ( ), если ( ( , ) ), но ,

в остальных случаях,

a

p

u v v
u v u v v E g u v v v

u
κ

 =
= ∈ − ≠



 

то множество B(u*) будет содержаться в объединении 
{v0} ∪ E(g(u0, v0) – κ), а потому первый игрок гарантированно 
получит выигрыш min {g(u0, v0), M(g(u0, v0) – κ)}. За счет подхо-
дящего выбора точки (u0, v0) можно гарантировать получение 
выигрыша, сколь угодно близкого к N(κ). 

Таким образом, доказана 
Теорема 1.  В игре с κ-рациональным вторым игроком име-

ет место равенство R = max {K(L + κ), M(L – κ), N(κ)}. 
Заметим, что подобные конструкции появлялись в [11] при 

регуляризации задачи поиска максимального гарантированного 
результата в игре с абсолютно рациональным вторым игроком. 
Но игры с κ-рациональным вторым игроком там не рассматри-
вались. 

3. Предельные соотношения  

Естественно поставить вопрос о связи максимального га-
рантированного результата в игре с абсолютно рациональным 
вторым игроком и в игре с κ-рациональным вторым игроком 
при малых значениях κ. Ответ на него дает 

Теорема 2.  Максимальный гарантированный результат в 
игре с κ-рациональным вторым игроком стремится к макси-
мальному гарантированному результату в игре с абсолютно 
рациональным вторым игроком, когда κ, убывая, стремится к 
нулю. 

Доказательство.  Заметим, прежде всего, что 
(5) 

0
lim ( ) ( )K L K L

κ
κ

→ +
+ = . 

В самом деле, D(L + κ) ⊂ D(L), а потому K(L + κ) ≤ K(L) 
(L+κ) ≤ K(L) при κ ≥ 0. С другой стороны, выберем точку 
(uε, vε) ∈ D(L) так, что g(uε, vε) > K(L) – ε. В этой точке 
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h(uε, vε) > L, а потому для всех κ < g(uε, vε) – L точка (uε, vε) 
принадлежит D(L + κ). Значит, K(L + κ) ≥ g(uε, vε) > K(L) – ε. В 
силу произвольности ε отсюда следует равенство (5). 

В силу следствия из леммы 1 этим доказывается теорема в 
случае, когда max {K(L), M(L)} = K(L). 

Аналогичным образом, если max {K(L), M(L)} = M(L), то 
теорема следует из равенства 
(6) 

0
lim ( ) ( )M L M L

κ
κ

→ +
− = . 

Остается установить его. 
Непосредственно из определения следует, что при κ ≥ 0 

выполняется неравенство M(L–κ) ≤ M(L). Поэтому 
 

0
lim ( ) ( )M L M L

κ
κ

→ +
− ≤ . 

Допустим, что 
 

0
lim ( ) ( )M L M L

κ
κ

→ +
− < . 

Тогда существует такое ε > 0, что для любого κ > 0 найдется 
точка vκ∈ V, для которой min ( , )

u U
h u v Lκ κ

∈
≥ −  и 

 max ( , ) ( )
u U

g u v M Lκ ε
∈

≤ − . 

В силу компактности пространства V множество 
{vκ : κ = 1/n, n = 1, 2, …} содержит предельную точку v0. Так как 
функции ( ) min ( , )

u U
v h u vϕ

∈
=  и ( ) max ( , )

u U
v g u vκψ

∈
=  непрерывны, в 

этой точке выполняются неравенства 0min ( , )
u U

h u v L
∈

≥  и 
0max ( , ) ( )

u U
g u v M L ε

∈
≤ − . Первое из них означает, что точка v0 

принадлежит множеству E(L), а тогда второе противоречит 
определению величины M(L).  

Полученное противоречие доказывает равенство (6) а с ним 
и теорему. 

Следствие.  Для любой игры и любого ε > 0 найдется такое 
κ > 0, что для любого функционала δ, ограниченного сверху 
числом κ, максимальные гарантированные результаты первого 
игрока в играх с абсолютно рациональным и с δ-рациональным 
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вторым игроком отличаются меньше чем на ε. 
Назовем игру сильно регулярной, если K(L) ≥ M(L) и верх-

няя грань в определении величины K(L) достигается в некото-
рой точке (u0, v0). Из приведенного доказательства видно, что в 
сильно регулярных играх при κ < g(u0, v0) – L максимальные 
гарантированные результаты первого игрока в играх с абсолют-
но рациональным и κ-рациональным вторым игроком попросту 
совпадают. В [6] показано, что в некотором естественном смыс-
ле сильно регулярные игры типичны. 

Разумеется, типичность следует понимать как типичность в 
некотором фиксированном классе, и предыдущее замечание 
относится к классу всех игр с фиксированными множествами 
управлений и произвольными непрерывными функциями выиг-
рыша, близость которых оценивается с помощью равномерной 
метрики. Если на класс игр накладываются какие-то дополни-
тельные ограничения, что может диктоваться, например, приро-
дой моделируемого конфликта, то типичными могут оказаться и 
игры, не являющиеся сильно регулярными. Поэтому их рас-
смотрение может представлять значительный интерес. Как 
показывают примеры следующего раздела, характер стремления 
максимального гарантированного результата первого игрока в 
игре с κ-рациональным вторым игроком к аналогичному резуль-
тату в игре с абсолютно рациональным вторым игроком может 
быть весьма различным. 

4. Примеры  
Во всех примерах данного раздела будем полагать 

U = V = [0, 1]. 
Пример 1.  Рассмотрим линейные игры с функциями выиг-

рыша g(u, v) = au – bv и h(u, v) = cu + dv, где a, b, c и d – некото-
рые положительные константы. 

Со всякой игрой бывает удобно связать множество 
{ }2( , ) R : ( , ), ( , ), ,C x y x g u v y h u v u U v V= ∈ = = ∈ ∈ . 
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Для данной игры это множество представляет сбой параллело-
грамм с вершинами (0, 0), (a, c), (–b, d) и (a – b, c + d). 

Если множество C выпукло, то максимальный гарантиро-
ванный результат первого игрока в игре с абсолютно рацио-
нальным вторым игроком равен 
(7) 

( , ) ( )
max

x y C L
x

∈
, 

где C(l) = {(x, y) ∈ C: y ≥ l}, а L, как и прежде, – максимальный 
гарантированный результат второго игрока. 

В данном примере L = d и характер решения зависит от со-
отношения параметров. 

Если c > d, то максимум в формуле (7) достигается в вер-
шине (a, c), поэтому игра является сильно регулярной и при 
κ < c – d максимальные гарантированные результаты первого 
игрока в играх с абсолютно рациональным и κ-рациональным 
вторым игроком совпадают. 

Если же c < d, то максимальный гарантированный резуль-
тат первого игрока в игре с κ-рациональным противником 
меньше его максимального гарантированного результата в игре 
с абсолютно рациональным вторым игроком на величину κb/d. 

Разумеется, оба случая являются типичными в классе игр с 
линейными функциями выигрыша. 

Пример 2.  Рассмотрим игру с функциями выигрыша 
g(u, v) = v cos(2π(u + v)) и h(u, v) = v sin(2π(u + v)). 

В этой игре максимальный гарантированный результат вто-
рого игрока L = 0, множество C представляет собой единичный 
круг с центром в начале координат и потому максимальный 
гарантированный результат первого игрока в игре с абсолютно 
рациональным противником равен 1, хотя и не достигается ни 
на одной из стратегий. 

В силу выпуклости круга величина K(L + κ) = K(κ) равна 

( , ) ( )
max

x y C
x

κ∈
. Поэтому величина K(L + κ), а значит, и максимальный 

гарантированный результат первого игрока в игре с  
κ-рациональным вторым игроком, отличается от такого же 
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результата в игре с абсолютно рациональным вторым игроком 
на величину порядка κ 2 (при κ → 0). 

Пример 3.  Пусть функции выигрыша игроков имеют вид 
g(u, v) = v cos(2π(u + v)) и  
h(u, v) = v sin(2π(u + v)) – (v cos(2π(u + v)))2. 

В этой игре, как и прежде, L = 0, а множество C представ-
ляет собой выпуклую яйцеобразную фигуру, вписанную в квад-
рат { }2( , ) R : 1 1, 1 1x y x y∈ − ≤ ≤ − ≤ ≤ . Максимум в формуле (7) 

достигается для этой игры в точке 5 1,0
2

 −
  
 

, а потому макси-

мальный гарантированный результат первого игрока в игре с 

абсолютно рациональным вторым игроком равен 5 1
2
− . 

Угловой коэффициент касательной к границе множества C 

в точке 5 1,0
2

 −
  
 

 равен ( ) 5 25 1
10

λ
+

= − − . Поэтому 

K(L + κ) отличается от 5 1
2
−  на величину порядка λκ.  

Если стратегия u* такова, что *sup ( ( ), )
v V

h u v v κ
∈

≤ , то точка 

v = 0 принадлежит множеству B(u*), а значит, такая стратегия 
гарантирует первому игроку выигрыш, не больший нуля, что 
меньше K(L + κ). Поэтому в данной игре разница между макси-
мальными гарантированными результатами первого игрока в 
играх с абсолютно рациональным и κ-рациональным вторым 
игроком составляет величину порядка λκ (при κ → 0). 

Пример 4.  Пусть n – нечетное число. Рассмотрим игру с 
функциями выигрыша g(u, v) = v cos(2π(u + v)) и 
h(u, v) = (v sin(2π(u + v)) – (v cos(2π(u + v)))2)n. 

Поскольку функция f(x) = xn монотонно и непрерывно ото-
бражает отрезок [–1, 1] на себя, максимальный гарантирован-
ный результат первого игрока в игре с абсолютно рациональ-
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ным вторым игроком будет таким же, как в предыдущем приме-
ре (это следует из леммы 1). 

А вот его максимальный гарантированный результат в игре 
с κ-рациональным противником изменится. Разница результатов 
в двух рассматриваемых моделях составит величину порядка 

( )
1
nλκ . 
Более того, при большом значении n множество C в данной 

игре будет весьма точно аппроксимироваться в Хаусдорфовой 
метрике объединением отрезков { }2( , ) R : 0, 1 1x y x y∈ = − ≤ ≤  и 

2 5 1 5 1( , ) R : 0,
2 2

x y y x
 − − ∈ = − ≤ ≤ 
  

. Поэтому при любом 

фиксированном значении κ можно подобрать настолько боль-
шое значение n, что разница между максимальными гарантиро-
ванными результатами первого игрока в играх с абсолютно 
рациональным и κ-рациональным вторым игроком будет боль-
ше, скажем, 1 2 . 

Замечание.  Качественные эффекты, обнаруженные в рас-
смотренных примерах, разумеется, не зависят от единиц изме-
рения, в которых выражаются выигрыши игроков. Но количест-
венные характеристики (например, величина λ в двух 
предыдущих примерах) конечно же, зависят от выбора этих 
единиц. В примерах 2–4 функции выигрыша нормированы 
условиями 
 

( , ) ( , )
max ( , ) max ( , ) 1

u v U V u v U V
g u v h u v

∈ × ∈ ×
= = , 

 
( , ) ( , )

min ( , ) min ( , ) 1
u v U V u v U V

g u v h u v
∈ × ∈ ×

= = − , 

поэтому можно считать, что величина κ измерена в естествен-
ных безразмерных единицах, а потому и количественные ре-
зультаты являются осмысленными. 
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5. Заключение  

Попробуем теперь ответить на вопросы, сформулированные 
во введении. К сожалению, однозначного ответа получить не 
удается. Причина этого заключается в следующем. 

Традиционно интересы игроков задаются с помощью функ-
ций, принимающих действительные значения. Какой смысл 
вкладывается в эту конструкцию – обычно не оговаривается. 
Существует по крайней мере три способа ее интерпретировать. 

1)  Можно использовать только отношение порядка на мно-
жестве R  для того, чтобы выяснить, какой из двух исходов 
игры лучше (т. е. функции выигрыша известны с точностью до 
любого монотонного преобразования). 

2)  Можно использовать наличие на множестве действи-
тельных чисел отношения порядка и согласованной с ним топо-
логии (т. е. критерии известны с точностью до монотонного 
непрерывного преобразования). 

3)  А можно использовать еще и согласованность этой то-
пологии с арифметическими операциями, чтобы сделать цель 
игрока количественной (т. е. функции выигрыша известны с 
точностью до монотонного аффинного преобразования). 

В зависимости от моделируемого конфликта, адекватным 
может быть каждое из этих пониманий. 

Из результатов раздела 3 следует, что при третьем понима-
нии модель с абсолютно рациональным вторым игроком можно 
считать правильно отражающей реальность. При этом от ответа 
на первый вопрос по существу ничего не зависит, по крайней 
мере, если выполняется гипотеза 1. 

Примеры 2–4 показывают, что при первом понимании эта 
модель может оказаться далекой от действительности. В этом 
случае «функционал скупости» δ следует выписывать явно, 
исходя из анализа моделируемой системы. 

Второе понимание занимает промежуточное положение, и в 
таком случае для ответа на поставленные вопросы следует 
обращаться к детальному анализу моделируемого конфликта. 



 
Системный анализ 

 21 

Обратим внимание на еще одно обстоятельство. В статье 
[9] и некоторых более поздних работах рассматриваются более 
сложные, но аналогичные игры с неопределенными факторами. 
При исследовании на функционал δ приходится накладывать 
гораздо более жесткие ограничения, и в дальнейшем они ис-
пользуются по существу. Вероятно, это связано с тем, что в этих 
играх возможны другие типы неустойчивости с более сложной 
геометрией. В связи с этим исследование вопросов, аналогич-
ных обсуждавшимся выше, становится необходимым, если пы-
таться использовать эти модели в прикладных исследованиях. 

Подведем итоги. Рассмотренная выше классическая модель 
уже проходила некоторую проверку практикой. Результаты 
данной работы можно рассматривать как некое математическое 
обоснование этой модели. 

Заметим, что проблемы, аналогичные рассмотренным вы-
ше, возникают не только в играх с обменом информацией. 
Например, в [13] предложена модель, в которой первый игрок 
управляет ограничениями на область выборов противника, т. е. 
множество его стратегий есть семейство всех подмножеств 
некоторого множества (т. е. опять «бесконечномерное» про-
странство). Самый естественный подход к исследованию этой 
модели состоит в том, чтобы применить на начальном этапе 
идею работы [6], а затем проверить корректность этого подхода. 

Заметим, кстати, что в работе [13] (в связи с этой моделью), 
так же как и в работе [3], вопросы достижимости максимумов 
обходятся молчанием. Это, видимо, вполне оправданно и ра-
зумно на этапе постановки новой задачи, но требует уточнения 
при ее детальном исследовании. 

Cделаем пару замечаний о математической стороне дела. 
Факт, установленный в лемме 1, известен давно. Но обычно 

он получается как следствие теоремы Гермейера о структуре 
оптимального решения в игре Γ2. Попытка аналогичным обра-
зом решить задачу с κ-рациональным вторым игроком довольно 
неожиданно наталкивается на значительные трудности. Пред-
ложенное выше видоизменение классической схемы доказа-
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тельства теоремы Гермейера, видимо, имеет определенные 
методологические и методические преимущества. В частности, 
именно оно позволяет доказать более общую теорему 2. 

При исследовании сложных теоретико-игровых моделей 
построение примеров, обладающих заданными свойствами, 
представляет определенные трудности. Использованный при 
построении примеров 2–4 способ, основанный на подборе под-
ходящего преобразования в «плоскости критериев», представля-
ется достаточно гибким. 
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Abstract: In the study of hierarchical games a hypothesis on the 
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and some approaches to their solution. 
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ТРИАДНЫЙ ПОДХОД К МОДЕЛИРОВАНИЮ 
СИСТЕМ СЕТЕЦЕНТРИЧЕСКОГО УПРАВЛЕНИЯ  

Юдицкий С. А.1, Владиславлев П. Н.2, Точ Д. С.3 
(Учреждение Российской академии наук 

Институт проблем управления РАН, Москва) 
 

Рассмотрен комплексный триадный подход к моделированию и 
анализу систем сетецентрического управления в различных 
предметных областях, базирующийся на формальном аппара-
те целеполагания, логического управления последовательно-
стью действий, взаимовлияния отклонений от нормы показа-
телей деятельности системы. Предлагается человеко-
компьютерное взаимодействие при триадном моделировании. 

 
Ключевые слова: сетецентрическое управление, триадная 
структура, целеполагание, последовательность действий, 
взаимовлияние отклонений показателей от нормы. 

1. Введение 

Большие системы в различных предметных областях (биз-
нес, производство, энергетика, торговля, военная сфера и т. д.) 
состоят из множества центров (автономных организационных 
объектов), объединенных в общую сеть. Управление функцио-
нированием и развитием сетевых взаимодействий, называемое 
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2 Павел Николаевич Владиславлев, кандидат технических наук 
(vladislavlev@rambler.ru). 
3 Дмитрий Сергеевич Точ, кандидат технических наук  
(dimpale@pochta.ru). 
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сетецентрическим управлением (СЦУ), предусматривает вы-
полнение в определенной последовательности совокупности 
целенаправленных действий, сопровождающихся изменением 
показателей состояния системы. Для того чтобы организовать 
СЦУ, необходимо решить следующие задачи: 

–  сформировать состав и структуру целей, поставленных пе-
ред системой, установить причинно-следственные связи на 
множестве целей (целеполагание [5, 9, 11]); 

–  задать состав и порядок выполнения действий (логическое 
управление [3, 10, 12]); 

–  выбрать наиболее значимые показатели, характеризующие 
работу системы, определить отношения и способы взаимовлия-
ния между показателями (когнитивный анализ [4, 6, 8]); 

–  установить связи между действиями, целями и показателя-
ми. 

Моделирование системы СЦУ реализуется в форме челове-
ко-компьютерного взаимодействия: человек задает предпола-
гаемое формальное описание (модель) системы, компьютерная 
структура просчитывает модель и формирует данные о дости-
жении целей и тенденциях изменения показателей, человек 
оценивает эти данные и при необходимости корректирует мо-
дель. Далее цикл моделирования повторяется. 

В предлагаемой вниманию читателя статье обсуждается 
комплексная триадная модель СЦУ, состоящая из взаимодейст-
вующих между собой сетевых субмоделей: 

–  целеполагания на основе «древовидных» ациклических се-
тей Петри; 

–  логического управления на основе диаграмм действий и 
диаграмм переходов на множестве действий; 

–  взаимовлияния отклонений от нормы показателей на осно-
ве функциональных когнитивных карт с бинарной пометкой дуг 
(при этом мы исходим из гипотезы: если все показатели нахо-
дятся в пределах нормы, т. е. допустимого интервала значений, 
то их влияниям друг на друга можно пренебречь). 
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Решение поставленных задач базируется на применении 
формального аппарата графодинамики – научного направления, 
введенного в 70-е годы прошлого века М. А. Айзерманом и его 
учениками, оперирующего переменными в форме графов и 
отношениями определенными на графах [1]. 

Сетевые субмодели СЦУ, их взаимодействие и методы ана-
лиза в статье иллюстрируются на гипотетическом примере. 

2. Моделирование целеполагания 

На множестве целей, определяющих деятельность системы, 
введем отношение подчиненности «надцель–подцель», где дости-
жение надцели является непосредственным следствием достиже-
ния подцелей (подцели детализируют надцель). Надцели, не под-
чиненные никакой другой цели, назовем конечными, а подцели, 
которым не подчинены другие цели, – начальными. Конечные цели 
формируются абстрактно, в общем виде. Последовательность 
подчиненных целей, вплоть до начальных, дает необходимые 
уточнения. Если конечных целей несколько, то они достигаются 
либо в определенной очередности, либо независимо друг от друга. 

Целеполагание является предметом интеллектуальной дея-
тельности. Психология целеполагания с акцентом на допускаемые 
типовые ошибки, приводящие к неудаче, описаны в [2]. 

В статье формальный аппарат целеполагания базируется на се-
тях Петри [7], позиции которых сопоставлены целям ci, i = 1, …, r. 
Пример такой сети дан на рис. 1 сверху. Переходы qj,  j = 1, …, s, 
связывают надцель сi c подчинёнными  ей подцелями, где каждая 
подцель соединена с переходом двумя противонаправленными 
стрелками, а переход с надцелью – одной стрелкой, помеченной 
переменной ic . Каждая позиция ci либо пуста (ci = 0, цель не дос-
тигнута), либо содержит один маркер (ci = 1, цель достигнута). Если 
в позициях всех подцелей перехода qj есть по маркеру и позиция 
надцели ci пуста, то переход мгновенно срабатывает и вносит 
маркер в ci, сохраняя маркирование подцелевых позиций. В резуль-
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тате пометка стрелки (qj ci) принимает значения 0=ic , что исклю-
чает попадание второго маркера в позицию ci. 

 

 
τ 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 

c1                      
c2                      
c3                      
c4                      
c5                      
c6                      
c7                      
c8                      
c9                      
c10                      
c11                      
c12                      

Рис. 1. Пример целевой субмодели 
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Таким образом, при работе сетевой модели целеполагания 
маркеры продвигаются «снизу–вверх» по древовидным сетям 
Петри. При этом могут использоваться два вида отношения 
«надцель–подцели», при числе подцелей не менее двух: конъ-
юнктивное и альтернативное. При конъюнктивном отношении 
обязательно выполнение всех подцелей, которые являются 
составными частями надцели. При альтернативном отношении 
необходимо и достаточно выполнение только одной подцели 
(при недетерминированном выборе этой подцели). В примере на 
рис. 1 конъюнктивными являются отношения: (с2 – с4, с5), (с7 –
 с8, с9), (с8 – с10, с11), альтернативными: (с1 – с2, с3), (с9 – с4, с12). 

Среди начальных подцелей (позиций) выделим противоре-
чивые (изображаются жирными кружками) и совпадающие 
(изображаются двойными кружками). Противоречивые началь-
ные позиции сi, сj  находятся в отношении альтернативности, 
обеспечиваемом логической функцией ji cc ∧=α , помечающей 
ведущие в них стрелки. Если первым маркер попадает в одну из 
противоречивых позиций, например ci = 1, то для сj α = 0 и вход 
в сj блокируется. Совпадающие позиции являются экземплярами 
одной и той же начальной подцели. В примере на рис. 1 проти-
воречивые позиции с6, с10 и совпадают две позиции с4. 

Результатом моделирования целеполагания является ли-
нейный график достижения целей на заданном временном 
горизонте [τ = 0, τ = e], пример которого дан на рис. 1 снизу. 
Интервалы горизонта, на которых цели сi достигнуты, закраше-
ны. График достижения целей строится непосредственно по 
целевой сети. 

В примере на рис. 1 в момент τ = 4 достигаются (вследствие 
внешнего воздействия) оба экземпляра подцели с4. Левая под-
цель не влияет на свою надцель с2, правая вызывает в следую-
щий момент τ = 5 достижение надцели с9  Дальнейших пере-
ключений (без воздействия на начальные позиции) не 
происходит, в целевой сети устанавливается равновесие. В 
момент τ = 6 маркер заносится в начальную позицию с5, сраба-
тывает переход q3 и в момент τ = 7 маркер вносится в позицию 
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с2. Далее в момент τ = 8 срабатывает q1 и маркер вносится в 
позицию с1, достигнута первая конечная цель. Целевая сеть 
продолжает функционировать подобным образом. В момент 
τ = 15 маркеры находятся в позициях с8, с9 и выполняется усло-
вие 11171 =∧=∧ cc . Это приводит к срабатыванию перехода q5 

и внесению маркера в позицию с7. Таким образом, достигнута 
вторая конечная цель с7, причём строго после первой с1. 

3. Моделирование взаимовлияния показателей  

Взаимовлияние показателей деятельности системы принято 
моделировать «взвешенным» ориентированным графом, пред-
ложенным Ф. Робертсом4 [8], вершины которого соответствуют 
показателям, дуги (стрелки) соответствуют влияниям показателя 
– предшественника на показатель – последователь, причём дуга 
помечается «весом» – положительным или отрицательным 
числом, заданным экспертом. 

Динамика показателей при этом определяется линейной 
моделью: 
(1) ∑

∈
−−+=+

iIk
kkkiii pppp ))1()(()()1( ττωττ , 

где pi – последователь; pk – предшественник; ωki – вес дуги 
(pk pi); τ = 0, 1, …, e – дискретное время; Ii – множество номеров 
показателей, воздействующих на pi, i, k = 1, 2, …, n. 

Модель (1) характеризуется большой размерностью и раз-
бросом значений показателей, что затрудняет экспертный ана-
лиз и принятие решений. 

В статье предлагается несколько иная интерпретация графа 
взаимовлияния показателей, которую назовём функциональной 
когнитивной картой с бинарной пометкой дуг. Вершины pi 
графа трактуются как отклонения показателей от установленной 
для них нормы (допустимого интервала значений), а дуги (pk pi) 

                                           
4 Другое название – когнитивная карта. 
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соответствуют влиянию pk на pi и выражаются парой функций 
)(),( kkikki pp −+ ϕϕ , отображающих преобразование соответственно 

положительного и отрицательного отклонения от нормы  пред-
шественника в отклонение последователя. Введение функцио-
нальных когнитивных карт, помимо уменьшения размерности 
модели, по сравнению с подходом (1), позволяет повысить 
«мощность моделирования» за счёт разнообразия «дуговых 
функций». 

Влияние отклонения pk на отклонение pi в момент τ будем 
выражать функцией: 

(2) 
( ( )), ( ) 0,

( ) ( ( )), ( ) 0,
0, ( ) 0.

ki k k

ki ki k k

k

p если p
f p если p

если p

φ τ τ
τ φ τ τ

τ

+

−

 >
= <
 =

 

Пусть в момент τ показатель pi характеризуется множест-
вом Xi(τ), состоящим из собственного отклонения pi(τ), откло-
нений fki(τ), вычисленных для всех его предшественников pk, 
k = 1, …, l, на основе (2), а также отклонения )(* τip , иницииро-
ванного внешним воздействием на показатель (внешнее управ-
ление отклонением показателя): 
(3) { } *( ) ( ) ( ) ( )i i ki iX p f pτ τ τ τ=   . 

В множестве Xi(τ) удалим все нулевые члены. В результате 
получим множество ( )iX τ , которое разобьём на два подмно-

жества )(),( ττ −+
ii XX , содержащие соответственно все положи-

тельные и все отрицательные отклонения показателя pi (одно из 
подмножеств может быть пустым): 
(4)  )()()( τττ −+= iii XXX . 

В этих подмножествах отклонение, наибольшее по абсо-
лютной величине ( )(max τ+

iX  и )(min τ−
iX ) перекрывает («по-

глощает») все остальные отклонения, т. е. имеет место: 
(5) )(min)(),(max)( ττττ −−++ == iiii XXXX . 
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Из соотношений (4), (5) следует уравнение для отклонения 
от нормы показателя pi в следующий момент τ + 1: 
(6) )(min)(max)1( τττ −+ +=+ iii XXp . 

Пример функциональной когнитивной карты, в которой для 
простоты дуговые функции имеют вид: 
(7) kkikkikkikki pbppap ×=×= −+ )(,)( ϕϕ , 
где aki, bki – константы; дуги (pk pi) помечены парами (aki, bki), дан 
на рис. 2 сверху. Матрица связей когнитивной карты (бинарная 
пометка дуг) показана на рис. 2 снизу. 

 
Матрица связей kiki ba ,  

1 2 3 4 5
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4

5

0 2;1 2; 2 2; 2 1;1
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p
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p
p

− −
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− −
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Рис. 2. Пример субмодели взаимовлияния отклонений показате-
лей от нормы (частный случай функциональной 

когнитивной карты) 
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Моделирование взаимовлияния отклонений показателей 
производится путём построения линейной таблицы (ленты), 
отображающей динамику вектора отклонений 

)(),...,()( 1 τττ nppp =  в моменты времени τ = 0, 1, …, e. При 
этом последовательно применяется процедура, использующая 
векторный аппарат. 

1.  Пусть в момент τ  система, характеризуемая вектором от-
клонений p(τ), подвергается внешнему воздействию, в результа-
те которого скачкообразно изменяются некоторые компоненты, 
например ( ) 311 ==∗ τp , ( ) 213 −==∗ τp . Формируем вектор 

)(),...,()( **
1

* τττ nppp =  внешнего управления. 

2.  Транспонированный вектор отклонений ( )1=∗ τ
Tp  ум-

ножаем на каждый столбец матрицы связей kiki ba ,  согласно 
правилу (2). В результате получаем матрицу: 

3 0 2;1 2; 2 2; 2 1;1 0 6 6 6 3
0 1; 2 0 1;1,5 0 0 0 0 0 0 0

( 1) 2 1,5; 1,5 0 0 1; 1 0 3 0 0 2 0
0 2; 2 0 0 0 2; 2 0 0 0 0 0
0 1; 1,5 1;1,5 0 0 0 0 0 0 0 0

F τ

− − −
−

= = × =− − −
−

−

. 

3.  Вводим в матрицу F(τ = 1) две дополнительные нижние 
строки p(τ = 1), p*(τ = 1) (если они совпадают, то одну строку): 
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4.  К каждому столбцу pi матрицы )1( =τF применяем  преоб-
разования (4), (5), (6), в результате получаем pi(τ = 2). Вектор-
столбец pT(τ = 2) вносим в ленту отклонений и далее продолжа-
ем аналогично для последующих моментов τ. 

5.  Построение ленты отклонений прерываем, если выполняет-
ся по меньшей мере одно из условий: 

–  достигнута граница временного горизонта [0, e]; 
–  внутри горизонта установилось равновесие 

 pT(τ) = pT(τ + 1); 
–  какие-нибудь из отклонений превысили критическую ве-

личину (например 5,...,1,50,100 minmax =−== ipp ii ). 
В рассмотренном примере имеет место третий случай, лен-

та отклонений показателей от нормы: 
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4. Моделирование последовательности действий 

Для моделирования порядка выполнения действий и обу-
словленного этим порядком управления целями и показателями в 
триадной структуре применяются диаграммы действий на базе 
сетей Петри (графов операций [12]) и диаграммы переходов на 
множестве действий. 
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Пример диаграммы действий дан на рис. 3 сверху. В любой i-
ой позиции находится один маркер, если действие di, i = 1, …, m, 
выполняется, и позиция пуста, если не выполняется. 

Переходы tj, j = 1, …, g, срабатывают мгновенно, если во 
всех входных позициях tj есть по маркеру, выполняется припи-
санное переходу внешнее условие vh, h = 1, …, l, с момента 
срабатывания предыдущего перехода прошло не более заданно-
го числа единиц модельного времени. В результате срабатыва-
ния перехода из всех его входных позиций удаляются, а во все 
выходные позиции вносятся маркеры. Таким образом, диаграм-
мы действий и переходов – это динамическая модель. 

Диаграмма переходов, изображённая на рис. 3 снизу, дета-
лизирует диаграмму действий, а также её связи с диаграммами 
(субмоделями) целей и взаимовлияния отклонений показателей. 

Диаграмма переходов представляет собой ориентирован-
ный граф, вершины которого соответствуют переходам, а дуги 
(ti tj) помечены выполняемыми действиями (помещены в квад-
ратные скобки) и временным сдвигом момента срабатывания tj 
относительно момента срабатывания ti, i, j = 1, …, g (справа от 
квадратных скобок). Над вершиной перехода проставляются 
инициированные им начальные цели, под вершиной – сформи-
рованные переходом новые значения отклонений показателей от 
нормы. Эти пометки отображают связи между составляющими 
триадной структуры. 

Результаты моделирования СЦУ на основе триадной струк-
туры выражаются итоговой диаграммой, представленной на 
рис. 4. В верхней строке диаграммы указаны моменты времени, 
образующие горизонт моделирования. В следующей строке 
указаны привязанные к определённому моменту переходы, в 
которые происходит изменение значений индикаторов дейст-
вий, целей, отклонений показателей. В верхнем ярусе диаграм-
мы даны линейные графики индикаторов действий (d0, dk –
начальное и конечное «пустые» действия, соответствующие 
подготовленности к моделированию и его завершению).  

 



 
Системный анализ 

 35 

 
Рис. 3. Диаграмма действий и диаграмма переходов 
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 v1 = 1 
↓ 

   v2 = 2 
↓ 

             

τ 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 
ti  t1   t2  t3    t5  t7  t8      

d0                     

d1                     

d2                     

d3                     

d4                     

d5                     

d6                     

d7                     

dk                     

с1                     

с2                     

с3                     

с4                     

с5                     

с6                     

с7                     

с8                     

с9                     

с10                     

с11                     

с12                     

p1 0 3 3 12 12 20 48 80 192 
p2 0 0 6 1,5 10 24 22 96 96 
p3 0 –2 4 6 10 24 40 96 160 
p4 0 0 6 6 10 24 40 96 160 
p5 0 0 –3 9 0 8 28 32 112 

Экспоненциальный рост отклонений от 
нормы показателей с превышением 

критической величины. 

Рис. 4. Итоговая диаграмма моделирования  
триадной структуры сетецентрического управления 

В среднем ярусе представлены линейные графики индика-
торов целей, в нижнем дана таблица значений отклонений пока-
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зателей от нормы. Вертикальная жирная линия разделяет допус-
тимый и недопустимый интервалы горизонта моделирования. 

Итог: при заданной конфигурации триадной структуры 
полностью выполняются действия d1, d3 и лишь частично d2, d4, 
достигаются цели c1, c2, c4, c5, c9, в момент τ = 8 отклонения 
показателей p1, p3, p4, p5 выходят за критическую отметку 

100max =ip , а отклонение p2 вплотную приблизилось к ней. 
Поэтому в момент τ = 8 эксперимент прекращаем. 

5. Заключительные замечания 

1.  Сетецентрическое управление может быть применено как 
для реальных, так и виртуальных систем, причём второе имеет 
место при проектировании, стратегическом планировании, про-
гнозировании. Виртуальное СЦУ выполняется на уровне моде-
лей, при этом ничего не может «взорваться, сгореть, утонуть». В 
данной статье обсуждаются методы виртуального СЦУ. 

2.  Начальная конфигурация триадной структуры СЦУ созда-
ётся экспертами, обладающими большими знаниями и опытом в 
данной предметной области. 

3.  При СЦУ повторяется цикл «моделирование триадной 
структуры – оценка результатов моделирования – коррекция 
триадной структуры». Коррекция выполняется экспертами и 
трактуется как собственно акт управления системой. 

4.  Простейшей формой коррекции является изменение зна-
чений числовых параметров модели (пометок дуг на когнитив-
ной карте, временных интервалов между срабатыванием пере-
ходов, моментов и величины управляющих воздействий 
переходов на отклонения показателей и т. д.) методом последо-
вательного подбора. 

5.  Более радикальная форма коррекции связана с изменени-
ем по результатам моделирования конфигурации триадной 
структуры. Для решения этой проблемы (аналитической кор-
рекции), возможно, потребуется специальный формальный 
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аппарат, который пока отсутствует. Его создание будет способ-
ствовать развитию теории СЦУ. 
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ВОЗМУЩЕНИЕ И КОРРЕКЦИЯ СИСТЕМ ЛИНЕЙНЫХ
НЕРАВЕНСТВ

Муравьева О. В. 1

Рассматривается устойчивость свойств совместности и
несовместности систем линейных неравенств при коррек-
ции/возмущении всех параметров.

Ключевые слова: матричная коррекция, несовместная система ли-
нейных неравенств, устойчивость совместной системы линейных
неравенств.

Введение

При изучении математических моделей важную роль игра-
ет изучение робастности, или «грубости» модели — сохранения
некоторого свойства модели при малых возмущениях параметров.
В модели выделяем некоторое свойство и рассматриваем сохра-
нение этого свойства у возмущенной модели. Если у исходной
модели свойство выполнялось, то определяем минимальное из-
менение параметров модели, при котором свойство не выполня-
ется — радиус устойчивости. Если у исходной модели свойство
не выполнялось, получаем задачу минимальной коррекции.

В [5] для фиксированного свойства математической мо-
дели ω и подсистемы исходных данных S вводится понятие
(S, ω)-устойчивости. Математическая модель называется (S, ω)-
устойчивой, если свойство ω сохраняется при малых вариациях
параметров S.

1 Ольга Викторовна Муравьева, кандидат физико-математических
наук, доцент (muraveva@mail.ru).
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Для (S, ω)-устойчивых моделей зададим на S критерий
Φ: S → R+. Получим задачу определения радиуса (S, ω)-
устойчивости: минимального по критерию Φ изменения парамет-
ров S, при котором свойство ω нарушается.

Для системы линейных неравенств Ax 6 b, A ∈ Rm×n, b ∈
Rm, x ∈ Rn, рассмотрим свойство совместности/несовместности.
Считаем, что все параметры модели могут подвергаться случай-
ной или целенаправленной модификации либо быть неточно за-
данными.

Параметры модели образуют расширенную матрицу ограни-
чений системы Ā = [−b, A]. Здесь квадратными скобками [−b, A]
обозначена матрица размерности (m+1)×n, полученная припи-
сыванием слева к матрице A ∈ Rm×n вектор-столбца b ∈ Rm (со
знаком минус).

В качестве критерия величины изменения параметров будем
рассматривать одну из матричных норм

‖∆Ā‖∞ = max
i,j

|∆āij |,

‖∆Ā‖e =

√√√√ m∑
i=1

n∑
j=1

∆ā2
ij ,

‖∆Ā‖2 = max
‖e‖2=1

‖∆Āe‖2.

Понятие устойчивой системы линейных неравенств введено
С. Н. Черниковым [10, 11].

Неравенство совместной системы линейных неравенств
Ax 6 b называется устойчивым, если хотя бы одно из реше-
ний системы удовлетворяет строгому неравенству. Неравенство
системы называется неустойчивым, если все решения системы
удовлетворяют равенству.

Система линейных неравенств называется устойчиво сов-
местной, если совместна соответствующая система со строгими
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неравенствами. Система Ax 6 b устойчиво совместна тогда и
только тогда, когда все входящие в нее неравенства устойчивы.
Вводится также понятие устойчивого решения и меры несовмест-
ности системы линейных линейных неравенств, допускающей из-
менение правой части системы ограничений b [6, 11]. В [5] полу-
чены необходимые и достаточные условия устойчивости системы
линейных неравенств.

Если исследуется свойство несовместности системы, соот-
ветствующая задача (S, ω)-устойчивости формулируется в тер-
минах методов коррекции. Для задачи оптимальной коррекции
всех параметров несовместной системы линейных неравенств по
ряду линейных и кусочно-линейных критериев оптимальности
предлагаются методы решения (сведения к задачам оптимизации
с линейными ограничениями) [1, 2, 3, 7].

Большое количество работ, опубликованных за рубежом, по-
священо методам определения максимальной совместной подси-
стемы несовместной системы линейных неравенств [12, 14, 15,
16, 18]. Совместность интервальной системы линейных нера-
венств рассматривается в [20].

Для исследования совместности и несовместности систем
линейных уравнений широко используется обобщенный метод
наименьших квадратов [17, 21]. Применение обобщенного ме-
тода наименьших квадратов к несовместной системе неравенств
рассматривается в [19]. В работе [13] предлагается метод мини-
мальной коррекции всех коэффициентов несовместной системы
линейных неравенств, основанный на сингулярном разложении
Ланцоша матрицы.

В настоящей статье в п. 1 рассматривается радиус устойчи-
вости решения системы линейных неравенств по квадратичному
и минимаксному критерию, в п. 2 — радиус несовместности си-
стемы линейных неравенств.

В задачах управления линейные неравенства встречаются как
ограничения на управление или состояние. В п. 3 статьи рассмат-
ривается дискретный динамический процесс с линейным урав-
нением движения x(k+1) = Ax(k) и множеством достижимости,
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заданным линейным неравенством (c, x(N)) > c0 при условии
противоречивости. Задача коррекции такого вида характерна так-
же для управляемого процесса с управлением в форме обратной
связи по состоянию x(k+1) = Ax(k) + Bu(k), u(k) = Kx(k). К
совместности системы линейных неравенств сводится, например,
проверка обобщенной сверхустойчивости матрицы и сверхстаби-
лизируемости по состоянию и выходу линейной стационарной
системы управления с обратной связью [8, 9].

1. Радиус устойчивости решения системы линейных
неравенств

Дана совместная система линейных неравенств

Ax 6 b, x ∈ Rn, b ∈ Rm, A ∈ Rm×n,

вектор x0 — решение этой системы

x0 ∈ X, X = {x ∈ Rn : Ax 6 b}.

Определим меру устойчивости решения x0 как величину мини-
мального возмущения параметров, в результате которого x0 не
является решением системы

Φ(x0) = inf
∆A,∆b

{‖[−∆b, ∆A]‖ :

x0 не является решением (A + ∆A)x 6 b + ∆b}.

Рассмотрим сначала критерий в виде евклидовой нормы мат-
рицы

Φ(x0) = ‖[−∆b, ∆A]‖2
e =

m∑
i=1

‖(−∆bi,∆ai)‖2
2.

Нетрудно видеть, что для граничных точек допустимого мно-
жества (т. е. неустойчивых решений) Φ(x) = 0, а для внутренних
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точек (устойчивых решений) минимум реализуется при коррек-
ции одного из ограничений (ai, x) 6 bi:

Φ(x) = min
i

Φi(x),

Φi(x) = min
∆a,∆b

{‖(−∆b, ∆a)‖2 : (ai + ∆a, x) = bi + ∆b}.

Лемма 1.

Φi(x) =
(bi − (ai, x))2

‖x‖2 + 1
=

(āi, y)2

‖y‖2
= ‖Pry āi‖2,

где y = (1, x), āi = (−bi, ai), Pry āi – проекция āi на y.
Доказательство. Обозначим h = (−∆bi,∆ai), учитывая

‖y‖ 6= 0, получим

Φi(x) = min
h
{‖h‖2 :

(ai + ∆a)x = bi + ∆b} = min
h
{‖h‖2 : (h, y) = (āi, y)}.

Откуда очевидным образом следует утверждение леммы.
Предположим, что множество X ограничено, и рассмотрим

задачу определения самого устойчивого решения
(1) x∗ = arg max

x∈X
Φ(x), Φ∗ = Φ(x∗).

Теорема 1.

Φ∗ = max
x∈X

inf
∆A,∆b

{‖[−∆b, ∆A]‖2
e : (A + ∆A)x 
 b + ∆b} =

= max
e : Āe>0,e0>0,‖e‖=1

min
i

(āi, e)2, где Ā = [−b, A].

44



Математическая теория управления

Доказательство. Из леммы

Φ∗ = max
x∈X

min
i

(bi − (ai, x))2

‖x‖2 + 1
= max

y : Āy>0,y0=1
min

i

(āi, y)2

‖y‖2
=

max
y : Āy>0,y0>0

min
i
‖Pryāi‖2.

Обозначим e = y/‖y‖, получим утверждение теоремы.
Таким образом, требуется найти направление y, для которого

минимальная из проекций векторов {āi} максимальна. Эту зада-
чу можно также интерпретировать как задачу проектирования на
многогранную область. Дискретные минимаксные задачи такого
типа рассматриваются, например, в [4], в частности

max
‖e‖=1

min
i

(ai, e) = ‖z∗‖,

где z∗ — ближайшая к началу координат точка множества L =
{z : z =

∑
i

αiai, αi > 0,
∑
i

αi = 1}. Таким образом, устойчи-

вое по параметрам решение однородной системы линейных нера-
венств — это ближайшая к началу координат точка выпуклой обо-
лочки строк матрицы ограничений.

Для критерия

‖[−∆b, ∆A]‖∞ = max
i,j

|∆āij | = max
i

‖∆āi‖∞

также очевидным образом выполняется декомпозиция по строкам
матрицы ограничений:

Φ(x) = min
i

Φi(x),

Φi(x) = min
∆a,∆b

{‖[−∆b, ∆a]‖∞ : (ai + ∆a)x = bi + ∆b}.
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Лемма 2.

min
∆a,∆b

{‖[−∆b, ∆a]‖∞ : (a + ∆a)x = b + ∆b} =
|bi − (ai, x)|∑

j
|xj |+ 1

.

Доказательство. Обозначим y = (1, x), h = (−b, a). По-
лучим задачу ‖h‖∞ → min при условии (h, y) = b − (a, x).

Минимум достигается на векторе h∗, где |h∗j | = |b−(a,x)|∑
j
|yj | и

sgn hj = sgn(b − (a, x)) sgn yj . Действительно, условие (h∗, y) =

b − (a, x) выполняется, ‖h∗‖∞ = |b−(a,x)|∑
j
|yj | = |b−(a,x)|

‖y‖1 . Оптималь-

ность h∗ следует из неравенства Гельдера для векторных норм
‖h‖∞ · ‖y‖1 > (h, y).

Задача определения устойчивого решения принимает вид

Φ(x∗) = max
x∈X

min
i

bi − (ai, x)∑
j
|xj |+ 1

.

Последняя максиминная задача стандартным образом сводится
к задаче линейного программирования. Введем новые перемен-
ные: tj = |xj |, j = 1, . . . , n с соответствующими ограничениями
−tj 6 xj 6 tj . Равенство y = 1∑

j
tj+1 влечет y(

∑
j

tj + 1) = 1, что

после введения еще n переменных z = (z1, . . . , zn), z = yt дает∑
j

zj + y = 1. Обозначим s = yx ∈ Rn, целевая функция bi−(ai,x)∑
j
|xj |+1

примет вид ybi− (ai, s). Осталось ввести скалярную переменную
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u = min
i

(ybi − (ai, s)). В результате получим задачу линейного
программирования

(2)

max u,

u 6 ybi − (ai, s), i = 1, . . . ,m,

−zj 6 sj 6 zj , j = 1, . . . , n,∑
j

zj + y = 1,

As 6 by, y > 0

относительно переменных u, y ∈ R, s, z ∈ Rn. Для этой задачи
выполняется теорема.

Теорема 2. Если u∗, y∗, s∗, z∗ – решение задачи (2), то x∗ =

1
y∗ s

∗ — решение задачи (1) по критерию ‖ · ‖∞.

2. Радиус несовместности системы линейных
неравенств

Пусть дана несовместная система линейных неравенств

Ax 6 b, x ∈ Rn, b ∈ Rm, A ∈ Rm×n.

Определим радиус несовместности этой системы для спек-
тральной ‖[−∆b, ∆A]‖2 и евклидовой ‖[−∆b, ∆A]‖e матричных
норм.

Лемма 3 (Лемма Тихонова). Система Hx = d при задан-
ных x ∈ Rn, x 6= 0, d ∈ Rm имеет решение с минимальной
матричной нормой (евклидовой или спектральной)

H∗ =
dxT

‖x‖2
, ‖H∗‖2 = ‖H∗‖e =

‖d‖
‖x‖

= ‖H∗e∗‖, где e∗ =
x

‖x‖
.
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Теорема 3.

R= inf
∆b,∆A,x

{‖[−∆b, ∆A]‖2 : (A+∆A)x 6 b+∆b}= min
B̂ei<0

{λi(B̄TB̄)},

где B̄ ∈ Rm1×n, B̂ ∈ R(m−m1)×n — матрицы, составленные из
различных строк матрицы B = [−b, A] так, что каждая стро-
ка включается в одну из матриц, λi(B̄TB̄), ei — минимальное
собственное число и соответствующий единичный собственный
вектор B̄TB̄, минимум берется по всем подматрицам B̄, B̂, для
которых выполняется B̂ei < 0.

Доказательство. Используя дополнительные переменные y,
выполняя замену z = (1, x), B = [−b, A] и используя лемму 3 для
минимизации по матрице [−∆b, ∆A], можно записать следующие
равенства:

inf
∆b,∆A,x

{‖[−∆b, ∆A]‖2 : (A + ∆A)x 6 b + ∆b} =

= inf
∆b,∆A,x,y

{‖[−∆b, ∆A]‖2 : (A + ∆A)x + y = b + ∆b, y > 0} =

= inf
∆b,∆A,z,y

{‖[−∆b, ∆A]‖2 : [−∆b, ∆A]z = −Bz − y, y > 0} =

= inf
z,y

{
‖ −Bz − y‖2

‖z‖2
: y > 0

}
=

= inf
z,y

{
‖Bz + y‖2

‖z‖2
: y > 0

}
.

Обозначим β = 1
‖z‖ , e = βz и получим задачу

(3) inf
e,β,y

{
‖Be + βy‖2 : y > 0, β > 0, ‖e‖ = 1

}
.
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Найдем минимум по переменным e, y, используя функцию
Лагранжа:

L(e, y, λ) = ‖Be + βy‖2 − λ‖e‖2.

Условия экстремума имеют вид:



∂L

∂ei
(e, y, λ) = 0, i = 1, . . . , n + 1,

∂L

∂yi
(e, y, λ) > 0, i = 1, . . . ,m,

yi
∂L

∂yi
(e, y, λ) = 0, i = 1, . . . ,m.

Или, в данном случае,


BTBe + βBTy − λe = 0,

Be + βy > 0,

yi(Be + βy)i = 0, i = 1, . . . ,m.

Обозначим I = {1, . . . ,m}, I ′ = {i ∈ I : yi = 0} или, как видно из
второго неравенства, I ′ — это множество индексов, для которых
(Be)i > 0. При этом матрица B разбивается (по строкам) на две
подматрицы: B̄ — подматрица, состоящая из строк с номерами,
принадлежащими I ′, B̂, состоящая из остальных строк. Согласо-
ванное обозначение для разбиения вектора y: ȳ ∈ R|I′|, ȳi = 0,
ŷ ∈ Rm−|I′|, ŷi > 0.

Из третьего уравнения

B̂e + βŷ = 0,

B̂e = −βŷ.
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Заметим, что (Be)i > 0 при i 6∈ I , и подставим выражение для
βŷ в первое уравнение:

BTBe + βB̄Tȳ + βB̂Tŷ − λe = 0,

BTBe− B̂TB̂e− λe = 0,

(BTB − B̂TB̂)e = λe.

Или, что то же самое,

B̄TB̄e = λe.

Действительно, элемент матрицы BTB − B̂TB̂, стоящий на пе-
ресечении i-ой строки и j-го столбца, равен соответствующему
элементу матрицы B̄TB̄:

(BTB − B̂TB̂)ij = (bi, bj)− (b̂i, b̂j) =
∑
k∈I

bkibkj −
∑

k∈I\I′
bkibkj =

=
∑
k∈I′

bkibkj = (b̄i, b̄j) = (B̄TB̄)ij ,

где bi, b̂i, b̄i — столбец соответствующей матрицы B, B̂, B̄.
Итак, из условия минимума функции Лагранжа по вектору e

следует, что e является собственным вектором некоторой подмат-
рицы B̄TB̄, при этом выполняется B̄e > 0, B̂e < 0.

Имеем

‖Be + βy‖2 = ‖B̄e‖2 = (B̄TB̄e, e) = (λe, e) = λ,

т. е. значение минимизируемой функции задачи (3) равно λ, сле-
довательно, требуется найти минимальное собственное значение
матрицы B̄TB̄, удовлетворяющее условиям B̄e > 0, B̂e < 0.

Условие B̄e > 0 является условием оптимальности, и если
его не проверять, то соответствующее собственное значение не
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будет минимальным значением функции. Условие B̂e < 0 обеспе-
чивает допустимость решения, если (B̂e)i > 0, то ŷi < 0, так как
‖Be + βy‖2 = λmin(B̄) при известных B̄, B̂, e влечет B̂e = −βy.

Геометрически задача (3) минимизации по y > 0 представ-
ляет собой задачу проектирования на неположительный ортант
пространства Rm:

inf
y>0

‖Be− (−y)‖2 = ‖Be− PRm
−

(Be)‖2 =

= ‖Be− B̂′e‖2 = ‖B̄′e‖2 = ‖B̄′e‖2.

Здесь, в отличие от B̄, (B̂), имеющих, возможно, меньшую раз-
мерность, чем B, матрицы B̄′ (B̂′) получены из матрицы B обну-
лением строк, для которых скалярное произведение на вектор e
отрицательное (неотрицательное), т. е. с номерами из множества
I \ I ′ (множества I) в соответствии с обозначением, введенным в
доказательстве теоремы. Тогда, очевидно, (B̂e)i = min{0, (Bei)},
B̂′e = −PRm

−
(Be) и ‖B̄′e‖2 = ‖B̄′e‖2.

3. Коррекция линейного динамического процесса с
заданным множеством достижимости

Рассмотрим применение методов коррекции системы линей-
ных неравенств к исследованию дискретного динамического про-
цесса.

Пусть динамический процесс в пространстве Rn определя-
ется уравнением x(k+1) = Ax(k), k = 0, . . . , N − 1. Условие до-
стижимости в конце процесса заданного множества имеет вид
линейного неравенства (c, x(N)) > c0.

Предположим, что для данной начальной точки x(0) ∈
Rn\{0} при заданном количестве шагов N , матрице A ∈ Rn×n,
коэффициентах ограничения c ∈ Rn, c0 ∈ R, условие достижимо-
сти не выполняется. Рассмотрим задачу минимальной коррекции
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уравнения движения

(4) min
∆A

{‖∆A‖ : x(k+1) = (A + ∆A)x(k),

k = 0, . . . , N − 1, (c, x(N)) > c0}.
Перепишем задачу в виде:

min{‖∆A‖ : (c, (A + ∆A)Nx(0)) > c0}.

Для критерия в виде обобщенной матричной l∞–нормы
‖∆A‖∞ рассмотрим задачу минимальной коррекции траектории
в Rn

+, т. е. дополнительно предположим, что все элементы матри-
цы A и векторов x0 и c неотрицательны.

Из неотрицательности всех параметров задачи следует, что
минимальная матрица коррекции состоит из одинаковых элемен-
тов ∆a∗ij = h∗, i, j = 1, . . . , n. Отметим также, что решение нахо-
дится на границе допустимой области, т. е. ограничение выпол-
няется как равенство. Обозначим I квадратную матрицу порядка
n, все элементы которой равны 1. Получим задачу одномерной
оптимизации с одним ограничением-равенством

min{h : (c, (A + hI)Nx(0)) = c0}.

Ограничение представляет собой уравнение степени N относи-
тельно переменной h и может быть решено различными числен-
ными методами.

При малых значениях корректирующей матрицы можно най-
ти приближенное значение решения, отбросив слагаемые, содер-
жащие h во второй и более степени.

(c, (AN + h

N−1∑
k=0

AkIAN−1−k)x(0)) = c0,

h∗ =
c0 − (c, ANx(0))(

c,

(
N−1∑
k=0

AkIAN−1−k

)
x(0)

) .
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Решение можно уточнять итеративно, решая на следующем шаге
задачу коррекции матрицы Ã = A + h∗I , пока не будет выпол-
няться с достаточной точностью (c, ÃNx(0)) = c0.

Найдем корректирующую матрицу с минимальной евклидо-
вой нормой ‖∆A‖e.

Лемма 4. Минимальной по евклидовой норме матрицей ∆A,
коэффициенты которой удовлетворяют уравнению

n∑
i,j=1

∆aijbij = c,

является матрица

∆A∗ =
c

‖B‖2
e

B, ‖∆A∗‖e =
|c|

‖B‖e
,

где B = (bij)n
i,j=1.

Это утверждение следует, например, из свойств скалярного произ-
ведения, если представить левую часть уравнения как скалярное
произведение двух n2-мерных векторов.

Рассмотрим линейное (относительно элементов
матрицы ∆A) приближение левой части ограничения
(c, (A + H)Nx(0)) = c0.

(c, (A + ∆A)Nx(0)) ≈

≈ (c, (AN + AN−1∆A + AN−2∆A ·A + · · ·+ ∆A ·AN−1)x(0)) =

= (c, ANx(0)) +
N−1∑
k=0

(c, AN−k−1∆A ·Akx(0)) =

= (c, x(N))+
N−1∑
k=0

(y(k),∆Ax(k)) = (c, x(N))+
n∑

i,j=1

∆aij

N−1∑
k=0

y
(k)
i x

(k)
j ,
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где y(k) =
(
AN−k−1

)T
c, k = 0, . . . , N − 1.

Удовлетворяющая ограничению

(c, x(N)) +
n∑

i,j=1

∆aij

N−1∑
k=0

y
(k)
i x

(k)
j = c0

матрица коррекции ∆A с минимальной евклидовой нормой имеет
вид

∆A∗ =
c0 − (c, x(N))

‖B‖2
e

B, B =

(
N−1∑
k=0

y
(k)
i x

(k)
j

)n

i,j=1

.

Обозначим через Y матрицу размера n × N , столбцами которой
являются вектора y(0), . . . , y(N−1), через X матрицу такой же раз-
мерности, составленную из столбцов x(0), . . . , x(N−1), т. е.

Y = [y(0), . . . , y(N−1)] = [(AN−1)Tc, (AN−2)Tc, . . . , Ac, c],

X = [x(0), . . . , x(N−1)].

Тогда

∆A∗ =
c0 − (c, x(N))
‖Y XT‖2

e

Y XT, ‖∆A∗‖e =
c0 − (c, x(N))
‖Y XT‖e

.

Матрица ∆A∗ является приближенным решением задачи (4), для
уточнения решения выполняется коррекция матрицы A + ∆A∗.

Пусть теперь задана управляемая система

x(k+1) = Ax(k) + Bu(k),
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где u — управление в форме обратной связи по состоянию: u(k) =
Kx(k). Замкнутая система принимает вид

x(k+1) = (A + BK)x(k).

В случае невыполнения условия достижимости рассмотренным
выше способом можно выполнить оптимальную коррекцию мат-
рицы D = A + BK.

Заключение

Для решения совместной системы линейных неравенств най-
дена мера устойчивости по критерию в виде евклидовой и l∞–
нормы возмущения параметров. Задача определения решения с
наибольшей мерой устойчивости в случае l∞–нормы сведена к
задаче линейного программирования.

Задача определения радиуса несовместности системы линей-
ных неравенств сведена к задачам вычисления собственных зна-
чений подматриц расширенной матрицы системы. Предложен ме-
тод коррекции матрицы для противоречивой модели дискретного
динамического процесса, в том числе управляемого.
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ОБ АНАЛИТИЧЕСКОМ РЕШЕНИИ СИСТЕМ
МАТРИЧНЫХ НЕРАВЕНСТВ, ДВОЙСТВЕННЫХ

К СИСТЕМАМ НЕРАВЕНСТВ ЛЯПУНОВА 1
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Нижегородского государственного технического университета,

Арзамас)

Рассмотрены системы неравенств Ляпунова произвольного по-
рядка. Представлен аналитический способ нахождения решений
двойственных систем матричных неравенств. Детально рас-
смотрены некоторые частные случаи, дающие достаточные ус-
ловия неразрешимости исходных систем неравенств Ляпунова.

Ключевые слова: линейные системы, матричные неравенства,
неравенства Ляпунова.

Введение

Системы линейных матричных неравенств (ЛМН) — один из
важнейших инструментов современной теории управления. Од-
на из причин этого — разнообразие задач, сводимых к задачам
выпуклой оптимизации с участием ЛМН [4]. Другая — наличие
эффективных алгоритмов численного решения последних.

Для практической работы с ЛМН существуют различные
программные продукты, как включенные в состав интегрирован-
ных сред MATLAB, SCILAB, так и разрабатываемые независи-
мо. Тем не менее, теоретический анализ свойств таких систем

1 Работа выполнена при частичной финансовой поддержке РФФИ
(гранты №07-01-92166, №08-01-97036).

2 Владимир Васильевич Поздяев, кандидат физико-математических
наук, старший преподаватель (vpozdyayev@gmail.ru).
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неравенств, начинающийся с вопроса об их разрешимости, мо-
жет представлять для исследователя ничуть не меньший интерес.
По этой причине аналитические результаты имеют особую цен-
ность.

Ввиду высокой сложности задача установления разрешимо-
сти систем ЛМН аналитическим путем до сих пор не решена даже
для кажущегося простым случая систем нескольких неравенств
Ляпунова, возникающих, например, в задачах об устойчивости
систем случайной структуры с неизвестными вероятностями пе-
рехода [8] и систем, описываемых дифференциальными вклю-
чениями [5]. Результаты в этой области малочисленны и имеют
ограниченное применение. Первые результаты были получены
Каменецким и Пятницким [5]. В своей работе они связывают раз-
решимость системы неравенств Ляпунова с существованием сед-
ловой точки некоторой функции. Однако явного критерия разре-
шимости ими предложено не было. Необходимые условия разре-
шимости приводятся в [6, 7]; необходимые и достаточные крите-
рии разрешимости некоторого ограниченного класса систем ЛМН
второго порядка представлены в [9, 10, 11]. (Отметим, что квад-
ратичные функции Ляпунова и ЛМН как средство их нахождения
являются не единственным инструментом решения упомянутых
задач — особенно при изучении нелинейных систем. Например,
в [1] рассматриваются нелинейные переключаемые системы спе-
циального вида, и для них приводятся достаточные условия су-
ществования и способы построения различных неквадратичных
функций Ляпунова.)

Автором был сформирован подход, на основе которого были
получены аналитические критерии разрешимости систем нера-
венств Ляпунова произвольного конечного числа динамических
систем второго порядка [2]. Позже он был распространен на ли-
нейные матричные неравенства второго порядка произвольного
вида [3]. Данный подход и полученные с его помощью резуль-
таты могут иметь преимущество перед численными методами в
таких задачах, как, например, определение множества значений
параметров, для которых линейная система второго порядка с
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переключениями, матрицы режимов которой зависят от данных
параметров, будет устойчивой или стабилизируемой (с квадра-
тичной общей функцией Ляпунова).

В силу вышеупомянутой сложности общей задачи естествен-
ным развитием полученных результатов могут стать аналитиче-
ские критерии разрешимости для различных конкретных типов
систем ЛМН произвольного порядка. В данной работе рассмат-
ривается один из базовых типов таких систем, а именно, системы
классических неравенств Ляпунова (произвольного порядка). Мы
показываем, как аналитически находить различные типы решений
двойственных систем ЛМН, получая таким образом достаточные
условия неразрешимости исходных систем неравенств Ляпунова.

1. Двойственные системы

Известно [4], что неразрешимость системы
(1) P > 0, AT

i P + PAi < 0, i = 1, . . . ,m,
где Ai ∈ Rn×n, эквивалентна существованию симметричных мат-
риц Q0, . . . , Qm, не всех равных нулю, таких что

Q0 > 0, . . . , Qm > 0, Q0 =
m∑

i=1

(QiA
T
i + AiQi).

Если известно, что все матрицы Ai устойчивы (в последующих
параграфах мы будем предполагать, что это условие выполняет-
ся), неравенство P > 0 в (1) является излишним и его можно
исключить или, эквивалентно, положить Q0 = 0. В этом случае
неразрешимость (1) эквивалентна разрешимости

Q1 > 0, . . . , Qm > 0,

m∑
i=1

(QiA
T
i + AiQi) = 0.

Далее нас будет интересовать нахождение (ненулевых) матриц
Qi > 0, удовлетворяющих последнему уравнению.
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Каждая из матриц Qi > 0 может быть представлена в форме
Qi = qiq

T
i = qi1q

T
i1 + . . . + qiriq

T
iri

, qi ∈ Rn×ri , где ri = rankQi и
qij — j-й столбец qi. Двойственная система ЛМН тогда сводится
к следующему уравнению относительно векторов xk и yk:

(2)
m∑

i=1

(QiA
T
i + AiQi) =

m∑
i=1

ri∑
j=1

(qijq
T
ijA

T
i + Aiqijq

T
ij) =

=
r∑

k=1

(xky
T
k + ykx

T
k ) = 0,

где r =
∑m

i=1 ri; векторы xk, k = 1, . . . , r, равны q11, q12, . . . ,
q1r1 , q21, . . . , qmrm ; векторы yk — соответствующим A1q11, . . . ,
Amqmrm .

В следующих разделах мы представляем результаты, харак-
теризующие свойства решений данного уравнения, и используем
их для определения его разрешимости и нахождения решений при
r = 2 и r = 3. Первый случай дает более конструктивную версию
критерия, приведенного в [11]. Второй является существенно но-
вым результатом и представляет собой следующий по сложности
этап установления (не)разрешимости системы неравенств Ляпу-
нова.

2. Вспомогательные результаты

Временно забудем о происхождении векторов xk и yk и рас-
смотрим уравнение

(3) M ≡
r∑

k=1

(xky
T
k + ykx

T
k ) = 0

как самостоятельный объект. Следующие результаты составляют
основу дальнейших построений.

Лемма 1. Если выполняется равенство (3), то хотя бы
один из векторов x1 и y1 является линейной комбинацией xk,
k = 2, . . . , r.
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Доказательство. Пусть z — произвольный вектор, ортого-

нальный x2, . . . , xr: xT
k z = 0, k = 2, . . . , r. Тогда

(4) zTMz =
r∑

k=1

(zTxky
T
k z + zTykx

T
k z) =

= zTx1y
T
1 z + zTy1x

T
1 z = 2(zTx1)(yT

1 z).
Поскольку M = 0, выполняется хотя бы одно из равенств xT

1 z = 0
и yT

1 z = 0.
Предположим теперь, что некоторые из таких векторов z ор-

тогональны только x1, а некоторые — только y1, так что для неко-
торого z1 мы имеем xT

1 z1 = 0, но yT
1 z1 6= 0, а для некоторого z2 —

xT
1 z2 6= 0, но yT

1 z2 = 0. В этом случае вектор z = z1 + z2 был
бы ортогонален x2, . . . , xr, но не x1 или y1: xT

1 z = xT
1 z2 6= 0 и

yT
1 z = yT

1 z1 6= 0. Поскольку мы только что доказали невозмож-
ность этого, необходимо имеем, что все подпространство таких
векторов z ортогонально x1 или y1. Или, эквивалентно, что хо-
тя бы один из векторов x1 и y1 принадлежит подпространству,
натянутому на x2, . . . , xr, откуда и следует утверждение леммы.

Лемма 2. Предположим, что x2 не является линейной ком-
бинацией x3, . . . , xr. Тогда из

r∑
k=1

ckxk = c1x1 + c2x2 +
r∑

k=3

ckxk = 0,

где не все ck равны нулю, следует

−c2y1 + c1y2 +
r∑

k=3

c′kxk = 0

для некоторых c′k, k = 3, . . . , r (при r = 2 дополнительные сла-
гаемые исчезают).
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Доказательство. Из изначального предположения следует,
что не существует нетривиальной равной нулю линейной комби-
нации x2, . . . , xr, так что c1 6= 0, и

x1 =
r∑

k=2

−ck

c1
xk;

M =
r∑

k=1

(xky
T
k + ykx

T
k ) =

r∑
k=2

((xk(yk −
ck

c1
y1)T + (yk −

ck

c1
y1)xT

k ).

Пусть z — произвольный вектор, ортогональный x3, . . . , xr:
xT

k z = 0, k = 3, . . . , n (просто произвольный вектор при r = 2).
Тогда

(5) zTMz = zTx2(y2 −
c2

c1
y1)Tz + zT(y2 −

c2

c1
y1)xT

2 z =

=
2
c1

(zTx2)((c1y2 − c2y1)Tz).

Поскольку M = 0, выполняется хотя бы одно из равенств xT
2 z = 0

и (c1y2 − c2y1)Tz = 0. Рассмотрим случай xT
2 z = 0. Так как x2

не является линейной комбинацией x3, . . . , xr, существует после-
довательность zj → z, такая что xT

2 zj 6= 0, xT
i zj = 0 для всех

i = 3, . . . , r, j = 1, 2, . . . ; следовательно, и в этом случае также
(c1y2 − c2y1)Tz = limj→∞(c1y2 − c2y1)Tzj = 0. Таким образом,
все векторы z рассматриваемого вида ортогональны c1y2 − c2y1,
или, эквивалентно, c1y2−c2y1 принадлежит подпространству, на-
тянутому на x3, . . . , xr, откуда и следует утверждение леммы.

Замечание 1. Вместо x1, x2, y1 и y2 мы можем рассмат-
ривать здесь xi, xj , yi и yj для произвольных i, j = 1, . . . , r,
i 6= j. Более того, для любого k мы можем поменять местами xk

и yk и применить данную лемму к новому набору векторов. В
целом, данная лемма описывает некоторый трансформирующий
оператор, который, будучи применен к нетривиальной нулевой
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линейной комбинации векторов uk (каждый из которых является
одним из векторов xk и yk), заменяет два из них соответству-
ющими векторами vk (каждый из которых является другим из
пары xk, yk), переворачивая коэффициенты при них из (ci, cj) в
(−cj , ci), и заменяет все остальные коэффициенты на некоторые
новые неизвестные величины — результатом чего является но-
вая нетривиальная нулевая линейная комбинация нового набора
векторов.

Замечание 2. Предположение о линейной независимости в
лемме 2 по отношению к проблеме (2) может быть ложным для
специально подобранных систем или при r > n. Однако в осталь-
ных случаях оно выполняется, и далее мы будем считать его
истинным в расширенной форме, подразумеваемой предыдущим
примечанием.

3. Простейший случай: две пары векторов

Пусть m = 2 и (2) имеет решение с rank Q1 = rankQ2 = 1.
Обозначим x1 = q11, y1 = A1q11; x2 = q21, y2 = A2q21. Лем-
ма 1 утверждает, что c1x1 + c2x2 = 0 или c1A1x1 + c2x2 = 0 для
некоторых ненулевых c1 и c2. Лемма 2 дополняет эти уравнения
равенствами −c2A1x1 + c1A2x2 = 0 и −c2x1 + c1A2x2 = 0, со-
ответственно. В матричной форме данные варианты могут быть
записаны как

(6)

[
c1E c2E
−c2A1 c1A2

] [
x1

x2

]
= 0

и

(7)

[
c1A1 c2E
−c2E c1A2

] [
x1

x2

]
= 0,

где E — единичная матрица. Для существования нетривиальных
решений данных систем необходима вырожденность соответству-
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ющих матриц коэффициентов:

(8) det
[

c1E c2E
−c2A1 c1A2

]
= det(c2

1A2 + c2
2A1) = 0

в первом случае и

(9) det
[

c1A1 c2E
−c2E c1A2

]
= detA2 det(c2

1A1 + c2
2A
−1
2 ) = 0

во втором. Совместное решение (6) и (8), или (7) и (9) дает нам
матрицы Q1 = x1x

T
1 и Q2 = x2x

T
2 , из чего вытекает следующий

результат.
Теорема 1. Если m = 2 и (2) имеет решение с

rank Q1 = rankQ2 = 1, так что Q1 = x1x
T
1 и Q2 = x2x

T
2 ,

данное решение может быть найдено из (6) и (8), или же из (7)
и (9), где c1 6= 0 и c2 6= 0. Из существования такого решения
следует неразрешимость исходной системы (1).

Уравнение (8) эквивалентно требованию вырожденности
пучка матриц 3 σγ[0;∞)[A1, A2]; уравнение (9) — требованию вы-

рожденности пучка матриц σγ[0;∞)[A1, A
−1
2 ]. С учетом этого по-

лученное нами достаточное условие неразрешимости (1) схоже со
следующим результатом, приведенным в [11] (теорема 3.1; фор-
мулировка незначительно изменена для соответствия контексту).

Теорема 2. Пусть A1 и A2 — две гурвицевы матрицы в Rn

такие, что существует решение P = PT > 0 уравнений Ляпу-

3 Здесь мы используем обозначения и термины из [11]. Пуч-
ком матриц σγ[0;∞)[A1, A2] называется семейство матриц вида
L(γ) = A1+γA2, γ ∈ [0;∞). Пучок матриц σγ[0;∞)[A1, A2] называется
невырожденным, если L(γ) невырождена для всех γ ∈ [0;∞), и вырож-
денным в противном случае. Необходимым и достаточным условием
невырожденности σγ[0;∞)[A1, A2] является отсутствие у данной па-
ры матриц неположительных вещественных обобщенных собственных
значений.
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нова
AT

i P + PAi = −Ri 6 0, i ∈ {1, 2}
для некоторых положительно полуопределенных матриц Ri ран-
га n − 1. Предположим также, что не существует решения
P = PT > 0 системы строгих матричных неравенств Ляпунова

AT
i P + PAi < 0, i ∈ {1, 2}.

Тогда хотя бы один из пучков матриц σγ[0;∞)[A1, A2] и

σγ[0;∞)[A1, A
−1
2 ] вырожден.

Данная теорема рассматривает один из типов пограничных
конфигураций матриц A1 и A2, когда описываемые ими динами-
ческие системы не имеют строгой общей функции Ляпунова, но
имеют нестрогую с дополнительными ограничениями на правые
части соответствующих уравнений Ляпунова (rank Ri = n − 1).
Отметим без доказательства, что для пограничных конфигураций
введение этих дополнительных условий эквивалентно намерению
искать решения системы двойственных матричных неравенств
именно того типа, которому посвящен данный параграф. Наибо-
лее существенным преимуществом нового результата (теорема 1)
является то, что он применим не только к пограничным конфигу-
рациям и, кроме того, является более конструктивным, позволяя
непосредственно находить решения двойственной системы ЛМН.

4. Три пары векторов

Рассмотрим случай r = 3 и предположим, что никакие Qi,
i = 1, . . . ,m, не равны нулю. Тогда имеет место одна из следую-
щих конфигураций:

• m = 2, rank Q1 = 1, rank Q2 = 2:
x1 = q11, y1 = A1q11, x2 = q21, y2 = A2q21,
x3 = q22, y3 = A2q22;

• m = 2, rank Q1 = 2, rank Q2 = 1:
x1 = q11, y1 = A1q11, x2 = q12, y2 = A1q12,
x3 = q21, y3 = A2q21;
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• m = 3, rank Q1 = rankQ2 = rankQ3 = 1:
x1 = q11, y1 = A1q11, x2 = q21, y2 = A2q21,
x3 = q31, y3 = A3q31.

Первые два варианта можно рассматривать как частные случаи
последнего, в которых две из матриц Ai, i = 1, 2, 3, совпадают.
В данном параграфе мы остановимся на матрицах Qi ранга 1, а
одну из оставшихся конфигураций рассмотрим далее в качестве
примера.

Как и ранее, начнем с двух возможностей, предоставляемых
леммой 1:
(10) c1x1 + c2x2 + c3x3 = 0
или
(11) c1A1x1 + c2x2 + c3x3 = 0,

где не все ci, i = 1, 2, 3, равны нулю; из второго примечания к
лемме 2 следует, что ни одно из ci не является нулем. Рассмотрим
вариант (10). Применение трансформации, описанной в первом
примечании к лемме 2, к слагаемым, содержащим x1 и x2, x2 и
x3, x3 и x1, дает три следующие линейные комбинации:

−c2y1 + c1y2 + c′3x3 = 0,(12)

c′1x1 − c3y2 + c2y3 = 0,(13)

c3y1 + c′2x2 − c1y3 = 0.(14)

Возьмем (12) и применим трансформацию снова, на этот раз ко
второму и третьему слагаемым (y2 и x3):
(15) c′′1y1 − c′3x2 + c1y3 = 0.

В силу второго примечания к лемме 2 все нулевые линейные ком-
бинации каждого конкретного набора xk и yk могут отличаться
только скалярным множителем. Сравнивая (15) и (14), получаем
c′3 = c′2. Применив трансформацию к y1 и x3 в (12), получаем
комбинацию

−c′3x1 + c′′2y2 − c2y3 = 0,

которая после сравнения с (13) дает c′1 = c′3. Учитывая, что
yk = Akxk, мы можем записать (10) и (12)–(14) в матричном
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виде как (здесь c′ = c′1 = c′2 = c′3)


c1E c2E c3E
−c2A1 c1A2 c′E

c′E −c3A2 c2A3

c3A1 c′E −c1A3


 x1

x2

x3

 = 0.

Умножением строк и столбцов матрицы коэффициентов на под-
ходящие скалярные величины эта система может быть далее при-
ведена к виду


E E E

−γ1A1 γ2A2 E
E −γ2A2 γ3A3

γ1A1 E −γ3A3


 c1x1

c2x2

c3x3

 = 0,

где γi = c0/c2
i , c0 = c1c2c3/c′. Отметим особо, что все величи-

ны γi имеют одинаковые знаки. Кроме того, сумма последних
трех блочных строк новой матрицы коэффициентов равна первой
строке, так что одна из соответствующих линейных комбинаций
является излишней. Исключая, например, первую строку, мы по-
лучаем матрицу 3n× 3n

G1 =

 −γ1A1 γ2A2 E
E −γ2A2 γ3A3

γ1A1 E −γ3A3

 ,

ядро которой нас и интересует. Таким образом, мы приходим к
следующей последовательности шагов.

1. Построить матрицу G1.
2. Найти ненулевые величины γi, i = 1, 2, 3, имеющие одина-

ковые знаки, такие, что G1 вырождена. Если решение не найдено,
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то или двойственная система ЛМН неразрешима или ее решения
принадлежат другим конфигурациям (возможно, с другим сум-
марным рангом r).

3. Найти cixi как соответствующие части нетривиального ре-
шения G1z = 0.

4. Умножить cixi на
√
|γi|, получив векторы

x′i = sign ci

√
|c0|xi. Поскольку общие скалярные множите-

ли векторов xi, также как и их знаки, не имеют существенного
влияния на соответствующие решения двойственной ЛМН,
найденные векторы x′i являются допустимыми значениями xi.

5. Положить Qi = x′ix
′
i
T; подставить полученные матрицы

в (2) для проверки.

Второй вариант (11) отличается от первого (10) лишь тем,
что векторы x1 и y1 или, эквивалентно, E и A1 в первом столбце
матрицы G1, меняются ролями:

G2 =

 −γ1E γ2A2 E
A1 −γ2A2 γ3A3

γ1E E −γ3A3

 .

Таким образом, мы доказали следующую теорему.

Теорема 3. Если m = 3 и (2) имеет решение с

rank Q1 = rankQ2 = rankQ3 = 1, так что Q1 = x1x
T
1 ,

Q2 = x2x
T
2 и Q3 = x3x

T
3 , данное решение может быть найдено

с помощью построения матриц G1 и/или G2 и применения к ним
указанной выше последовательности шагов. Из существования
такого решения следует неразрешимость исходной системы (1).

Замечание 3. Другие конфигурации Qi из числа указанных
в начале параграфа можно свести к данной путем рассмотрения
троек матриц (A1, A2, A2) или (A1, A1, A2) вместо (A1, A2, A3).
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5. Пример

Рассмотрим систему неравенств Ляпунова (1) со следующи-
ми устойчивыми матрицами:

A1 =

 −0,485 0,881 0,302
0,309 −0,805 0,008

−0,880 −0,332 0,072

 ,

A2 =

 −0,836 0,373 0,693
−0,448 −0,362 −0,399
−0,039 0,160 −0,326

 .

Ни один из пучков матриц [A1, A2] и [A1, A
−1
2 ] не является вы-

рожденным, так что критерий, приведенный в параграфе 3, здесь
неприменим. Покажем, однако, что существует решение двой-
ственного уравнения (2) с rank Q1 = 2 и rank Q2 = 1. В со-
ответствии с параграфом 4, формируем матрицу G2 из тройки
(A1, A1, A2) вместо (A1, A2, A3):

G2 =

 −γ1E γ2A1 E
A1 −γ2A1 γ3A2

γ1E E −γ3A2

 =

 −γ1 . . . 0
...

. . .
...

0 . . . 0,326γ3

 .

Определитель det G2 является многочленом шестой степени
от трех переменных γi, кубическим относительно каждой пере-
менной по отдельности. Уравнение det G2 = 0 имеет бесконечно
много решений, образующих поверхность в пространстве вели-
чин γi (как отмечалось ранее, нас интересуют только решения в
октантах, где все γi имеют одинаковые знаки). Мы можем про-
извольным образом выбрать две из них, например, γ1 и γ2, из
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множества, образованного проекцией данной поверхности на со-
ответствующую координатную плоскость, а затем решить урав-
нение det G2 = 0, чтобы найти третью. Границы такой проек-
ции могут быть найдены построением неявно заданной поверх-
ности det G2 = 0 или, более формально, анализом дискриминанта
d(γ1, γ2) полинома det G2 относительно γ3 (рис. 1).

–4

–2

0

2

4

–4 –2 2 4

γ2

γ1

Рис. 1. График d(γ1, γ2) = 0

В данном случае допустимые значения γ1 и γ2 находятся
внутри двойного сектора в первом и третьем квадрантах. Взяв
произвольную точку в этом секторе, например, γ1 = 1, γ2 = 3, и
решив det G2 = 0 относительно γ3, получаем два положительных
корня: 3,827 и 10,544 (рис. 2). Возьмем первый из них, подставим

γ = [1 3 3,827] в G2 и найдем любое нетривиальное решение
G2z = 0:

z = [0,299 0,428 −0,132 0,014 −0,042 . . .

0,704 −0,206 0,295 −0,289]T .

Извлекая векторы xi, получаем

q11 = x1 =
√
|γ1| [z1 z2 z3]

T = [0,299 0,428 −0,132]T ,
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–15

–10

–5
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10

15

–4 –2 2 4

γ3

γ2

Рис. 2. Сечение det G2 = 0 плоскостью γ1 = 1

q12 = x2 =
√
|γ2| [z4 z5 z6]

T = [0,024 −0,073 1,219]T ,

q21 = x3 =
√
|γ3| [z7 z8 z9]

T = [−0,403 0,577 −0,565]T .

Нахождение Q1 = q11q
T
11 + q12q

T
12 и Q2 = q21q

T
21 и подстановка

результата в (2) показывает, что полученные матрицы действи-
тельно являются решениями двойственной системы ЛМН, и, та-
ким образом, исходная система (1) для заданных матриц A1 и A2

неразрешима.

6. Заключение

В данной работе показано, как аналитически находить ре-
шения системы ЛМН, двойственной к системе неравенств Ля-
пунова, с суммарным рангом r =

∑m
i=1 rank Qi, не превышаю-

щим 3. Случай r = 2 дает более конструктивную версию извест-
ного ранее критерия; случай r = 3 является существенно новым
результатом, представляющим собой следующий по сложности
этап установления разрешимости системы неравенств Ляпунова.
Те же базовые леммы и общий подход, продемонстрированный в
параграфе 4, могут быть применены и к поиску решений с более
высокими значениями суммарного ранга. Конечно, в этом случае
сложность анализируемых полиномов будет существенно выше,
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что делает важным структурный анализ матриц коэффициентов и
их определителей. Это особенно актуально, когда m невелико, а
индивидуальные ранги матриц Qi превышают единицу.
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1. Введение 

При решении задач управления технологическими процес-
сами часто требуется находить производные гауссовских ста-
ционарных сигналов в случае, когда интенсивность сигнала и 
помехи может меняться в широких пределах. Известные методы 
решения такой задачи, связанные с набором статистики, не 
всегда могут использоваться для решения практических задач 
управления, так как темп изменения параметров сигналов может 
оказаться достаточно высоким. Поэтому представляет интерес 
разработка таких способов оценки производных, которые могли 
бы решать задачу для таких случаев. 

2. Постановка задачи 

Постановка задачи дифференцирования следующая. На-
блюдаемый сигнал  
(1) z(t) = x(t) + φ(t), 
где x(t) – полезный стационарный гауссовский сигнал; φ(t) – 
стационарная гауссовская помеха, некоррелированная с x(t). 

Спектральная плотность полезного сигнала 

(2) 
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где m < n, m – p > 0, m, p, n, bj и aj – известные параметры, 
Q > 0 – неизвестный параметр. Спектральная плотность помехи 
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где d < n, e, dl, d, cl – известные параметры; R > 0 – неизвестный 
параметр. 
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Как следует из работ [1, 3], в этом случае передаточная 
функция оптимального в среднеквадратическом смысле диффе-
ренциатора 

(4) 0,
0

( ) ( )1( ) ,
2 ( ) ( )

q
i t i tx

q
i fW i e dt e d

i i
ω ωω ω

ω ω
πψ ω ψ ω

∞ ∞
−

∗
−∞

= ∫ ∫  

где q – порядок дифференцирования оптимального фильтра, 
функции ψ(iω) и ψ*(iω) находятся из уравнения 
(5) ψ(iω)ψ*(iω) = ψ(iω)ψ(–iω) = fx(ω) + fφ(ω), 

Выражение W0,q(iω) (4) можно преобразовать к виду 
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 – сумма вычетов функции ( ) ( )
( )

q
xi f

i
ω ω
ψ ω∗ , распо-

ложенных в верхней полуплоскости комплексной плоскости. Из 
(5) следует, что 
(7) ψ(iω) = R F(Q/R, iω),  ψ*(iω) = R F(Q/R, –iω), 
где F – дробно-рациональная функция введенных выше пара-
метров. 

Имея в виду, что сумма вычетов дробно-рациональной 
функции также является дробно-рациональной функцией, пере-
даточную функцию (6) можно представить в виде 

(8) 0
0, 1
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т. е. параметры передаточной функции W0,q(Q/R, iω) (7) являют-
ся непрерывной функцией отношения Q/R. 

3. Синтез нелинейного дифференциатора 

Используем полученную передаточную функцию опти-
мального дифференциатора для синтеза нелинейного диффе-
ренциатора, эквивалентная передаточная функция которого 
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была бы близка к передаточной функции оптимального диффе-
ренциатора при любых значениях отношения Q/R. Близость этих 
передаточных функций при произвольных Q/R будет гарантиро-
вать высокое качество дифференцирования нелинейного диф-
ференциатора, так как известно [1], что среднеквадратическая 
ошибка дифференцирования любого фильтра с передаточной 
функцией Wφ(iω) определяется выражением 

(9) 
22 2

0 0
1 ( ) ( ) ( , , ) ,

2d ô zW i W i f Q R dσ σ ω ω ω ω
π

∞

−∞

= + −∫  

где  

 
2 22

0 0
1 ( ( ) ( , ) ( ) ( , , ))

2
q

x zi f Q W i f Q R dσ ω ω ω ω ω
π

∞

−∞

= −∫  

– среднеквадратическая ошибка фильтрации оптимального 
винеровского дифференциатора. 

Нелинейные, близкие к оптимальным дифференциаторы 
будем синтезировать с помощью симметричных степенных 
функций, логику работы которых в рассматриваемом случае 
удобно представить в виде 
(10) ( )u tα = ( ) ( ( ))u t sign s t∗

α  
где s(t) связано с z(t) передаточной функцией 

(11) 1

0

( )( ) ,
( / )( ) ( )

n

zs n
j n

j
j

iW i
k Q R i i

−

=

=
+∑

ω
ω

ω ω
 

( / )jk Q R , j = 0, …, n – 1, – параметры знаменателя передаточной 

функции оптимального дифференциатора, а ( )u tα
∗  имеет вид 

(12) 1( ) ( ) ( ) 0qu t k q t s t
α

α −α∗
α = > , 

q(t) – линейное преобразование z(t) (1). 
Расчет дифференциатора с нелинейным sÍ α -элементом (10) 

наиболее удобно проводить методом статистической линеариза-
ции, который описан в работе [2]. В связи с этим необходимо, 
прежде всего, найти эквивалентный коэффициент передачи 



 
Анализ и синтез систем управления 

 

 

79 

этого элемента, обеспечивающий минимальную среднеквадра-
тическую ошибку 

(12) { }22 1( ) ( ) min,M u t u tασ  = − =   

где 
 1( ) ( )

sÍ
u t k s tα= . 

Условие (12) справедливо в предположении, что q(t) и s(t) 
имеют нулевые математические ожидания. Минимум выраже-
ния (12) ищется из условий 

(13) 

2

2 ( ) ( )
,

s

s s

Í

Í Í

M k s t u t

k k

α

α α

α
  ∂ −  ∂  =

∂ ∂
σ  

 
2

0.
sÍ

k α

∂
=

∂
σ

 

После дифференцирования (13) получаем 

(14) 
{ }

{ }2

( ) ( )
( )sÍ

M u t s t
k

M s t
α

α= . 

Считая, что q(t) и s(t) – независимые гауссовские сигналы, 
найдем из (14) 

sÍ
k α  

(15) { }
2 2

2 22 22

0 0

4( ) ( ) ,
2

s q

s q

q
s q

M u t s t k s q e dsdq
α

− −∞ ∞
σ σ−α α

α = ∫ ∫πσ σ
 

где 2
sσ  – дисперсия s(t), а 2

qσ  – дисперсия q(t). Преобразуя (15), 
получаем 

(16) { }
2 1 3( ) ( ) Ã Ã ,

2 2 2
q q s

s q

k
M u t s t α

α −α

α
+ −   =    

   

σ σ α α
πσ σ

 

где 1

0
Ã( ) .xx e dxαα

∞
− −= ∫  Знаменатель 

sÍ
k α  (14) 
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(17) { }
2

2
2

22 2 2

0

2
( ) ,

2
s

s
q q s

s
s

k
M s t s e dsα

α −α ∞ −

= =∫ σσ σ
σ

πσ
 

а сам коэффициент, как следует из (14), (16) и (17),  

(18) 1 3Ã Ã .
2 2s

q q
Í

s

k
k α

α

α

α

+ −   =    
   

σ α α
πσ

 

Следовательно, эквивалентный коэффициент передачи 
sÍ

k α  

(18) sÍ α -элемента (10) зависит от отношения дисперсий, харак-
теризующих s(t) и q(t). 

Отмеченные свойства оптимального дифференциатора и 
найденный эквивалентный коэффициент передачи 

sÍ
k α  (18) 

элемента (10) дают возможность синтезировать нелинейный 
дифференциатор, эквивалентная передаточная функция которо-
го была бы близка при произвольных отношениях Q/R к переда-
точной функции оптимального дифференциатора, рассчитанно-
го для случая (1)–(3). Такая близость гарантирует, прежде всего, 
устойчивость нелинейного дифференциатора, что является 
основным требованием, предъявляемым к любым устройствам. 
В этой связи наиболее естественно и просто удовлетворить 
требованию устойчивости, если знаменатель эквивалентной 
передаточной функции дифференциатора при произвольных 
отношениях Q/R будет близок к передаточной функции опти-
мального дифференциатора, так как оптимальный дифферен-
циатор, рассчитанный из условия минимума среднеквадратиче-
ской ошибки, всегда устойчив. 

Рассмотрим линейную систему, знаменатель передаточной 
функции которой совпадал бы при любых отношениях Q/R со 
знаменателем W0,q(Q/R, iω) (8): 
(19) z(t) – y*(t) = s(t),  y*(t) = y1(t) + y0(t), 
(20) 1( ) ( / ) ( ) ( )i n i iy t k Q R s t y t− +′ = + ,  i = 1, …, n, 
(21) 1 1( ) ( / ) ( ),ny t k Q R s t−′ =  
(22) ( )

0 0( ) ( / ) ( ).ny t k Q R s t=  



 
Анализ и синтез систем управления 

 

 

81 

Нетрудно заметить, что знаменатель передаточной функции 
системы (19)–(22), например, от z(t) к y0(t), совпадает со знаме-
нателем W0,q(Q/R, iω) (8). Блок-схема дифференциатора, соот-
ветствующая этой системе, представлена на рис. 1. 

Добиться близости знаменателей эквивалентной передаточ-
ной функции нелинейного дифференциатора и W0,q(Q/R, iω) (8) 
можно, заменив в системе (19)–(22) элементы ( / )jk Q R , 
i = 1, ..., n, нелинейными элементами (10) так, чтобы их эквива-
лентные коэффициенты передачи при любом значении отноше-
ния Q/R были сколь угодно близки к ( / )jk Q R . 

 
z(t)   s(t)  
 
 
 
 
 
        y1(t)            y2(t)                                      yn-1(t) 
 
 
        y0(t) 
 
 
 
 

Рис. 1. Блок-схема линейного дифференциатора 

Для проведения такой замены установим связь между экви-
валентным коэффициентом передачи 

sÍ
k α  (18) и отношением 

Q/R. Пусть одним из входных сигналов элемента (10) является 
сигнал ( )s t  (10), (11), дисперсия которого в случае (1)–(3) опре-
деляется помехой, т. е. 

0k  

1nk −  2nk −  
1k  

1
p

 
1
p

 
1
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 1
p

 

1
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(23) 

2

2 1

2

1

1
2 1

e
l

l
l

s d
l

l
l

R d
d RA

c

∞
=

−∞

=

= =
+

∑
∫

∑

ω
σ ω

π ω
. 

В качестве второго сигнала, входящего в логику элемента 
(10), возьмем выходной сигнал q(t) низкочастотного линейного 
фильтра с передаточной функцией Wzg(iω), на входе которого 
действует наблюдаемый гауссовский сигнал z(t) (1). В силу того, 
что фильтр низкочастотный, гауссовский сигнал q(t) будет 
определяться низкочастотной составляющей сигнала z(t). Дис-
персия сигнала q(t), от которой зависит 

sÍk α , на основании (1)–

(3) имеет вид 

(24) 
22 1 ( ) ( , , ) ,

2
q

g zg zxW i f Q R d QB RC
∞

−∞

= = +∫σ ω ω ω
π

 

где  

(25) 

2

2 1

2

1

1
1 ( ) ,

2 1

m p
j

j
j

zg d
j

j
j

b
B W i d

a

−

∞
=

−∞

=

+
=

+

∑
∫

∑

ω
ω ω

π ω
 

(26) 

2
2 1

2

1

1
1 ( )

2 1

e
l

l
l

zg d
l

l
l

d
C W i d

c

∞
=

−∞

=

+
=

+

∑
∫

∑

ω
ω ω

π ω
 

или 
 .g QB RCσ = +  

Выражения (18), (23) и (24) позволяют определить зависи-
мость эквивалентного коэффициента передачи 

(27) 0,5 0,5
0,5

1 3Ã Ã ( / / )
2 2s

q
Í

k
k B Q R C B

A
+ −   = +   

   
α

α
α α

α

α α
π

 

от интересующего нас отношения Q/R для сигналов s(t) и q(t), 
которые определяются дифференциальными уравнениями  
 s(t) = Wzs(p)z(t), 
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где Wzs(iω) определяется (11), а dp
dt

=  и 

 g(t) = Wzg(p)z(t), dp
dt

= , 

где Wzg(p) – передаточная функция низкочастотного фильтра, 
входящая в выражения (24)–(26). 

Теперь для совпадения знаменателей эквивалентной пере-
даточной функции нелинейного фильтра и передаточной функ-
ции оптимального фильтра W0,q(Q/R, iω) (8) достаточно каждый 
из коэффициентов ,jk  i = 0, …, n – 1, (20)–(22) представить с 
требуемой степенью точности в виде разложения по функциям 
(28) (Q/R + C/B)0,5α = (Q/R + D)β, α = 2β > 0, 
которые пропорциональны соответствующим эквивалентным 
коэффициентам передачи s

αψ -элементов. 
Разложения  

(29) 
1

( / ) ( / ) ,
j

jl
N

j jl
l

k Q R k Q R D
=

≈ +∑ β  

где ( / ) jlQ R D+ β при различных βjl – линейно независимые функ-
ции, позволяют установить связь между неопределенным пока 
параметром qk

α
 (12), входящим в 

sÍk α  (27), и коэффициентами 

разложения jlk  (29) функции ( / )jk Q R . Как следует из (27), (28) 
и (29), при выполнении равенства 

(30) 
2 2 1 3 2

Ã Ã
2 2

jl

jl
jl

jl
g

jl jl

k A
k

Bβ
=

+ −   
   
   

β

βπ
β β

 

коэффициенты разложения jlk  (29) совпадают с соответствую-
щими коэффициентами перед степенными функциями в 

( / )
sÍk Q Rα  (27). Заменяя в системе (19)–(22) каждый из ( / )jk Q R  

группой элементов (10) с параметрами αjl = 2βjl и 
jlgk

β
 в соответ-

ствии с (29), (30) добьемся того, что знаменатель эквивалентной 
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передаточной функции нелинейного дифференциатора будет с 
требуемой степенью точности совпадать со знаменателем пере-
даточной функции оптимального дифференциатора при любом 
отношении Q/R в постановке (1)–(3). Следовательно, степень 
устойчивости нелинейного дифференциатора сколь угодно 
близка к степени устойчивости оптимального дифференциатора. 

Качество дифференцирования, определяемое величиной 
среднеквадратической ошибки дифференцирования, будет тем 

выше, чем меньше ( ) ( ) 2
ýê 0,/ , / , qW Q R i W Q R i−ω ω , где 

Wэк(Q/R, iω) – эквивалентная передаточная функция нелинейно-
го дифференциатора. Наибольшая близость передаточных 
функций  Wэк(Q/R, iω) и W0,q(Q/R, iω) в смысле минимума 2

dσ  (9) 
будет в нелинейном дифференциаторе с элементами (10), опи-
сываемом следующей системой уравнений 
(31) 1 0( ) ( ) ( ), ( ) ( ) ( ),z t y t s t y t y t y t− = = +      
(32) 1( ) ( ) ( )i n i iy t u t y t− +′ = +  ,  i = 1, …, n – 1, 
(33) ( ) ( ),ny t ks t′ =   
(34) ( )

0 0( ) ( ) ( ),ny t u t ks t= −   

(35) 2
1

( ) ( ),
j

jl

N

j
l

u t u t
=

= ∑ β  

где параметры управления 2 jl
u β (10), (11), такие как βjl и 

jlgk
β

, 

находятся соответственно из разложения ( / )jk Q R  (29) и форму-
лы для 

2 jlgk
β

 (30), коэффициент k является пределом 

(36) 
0

0 í
/ 0 0 / 0 0

1
lim ( / ) lim ( / )l

N

Q R l Q R
l

k k Q R D k Q R→ →
=

= + =∑ β . 

Выходными координатами нелинейного дифференциатора 
являются ( )

0 ( )jy t , j = 0, …, n – 1 (34). Блок-схема нелинейного 
дифференциатора, соответствующая системе (31)–(35), изобра-
жена на рис 2. 

Введение в схему нелинейного дифференциатора элемента 
k (33), (34) и (36) сказалось только на числителе  
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(37) 0
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=

−
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ω
ω

ω ω
 

где 2

1

j
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s

N
í
j Íl

k k
=

= ∑ β ,  j = 0, …, n – 1. 

 
 
 
 
   z    s  
 
 
 
 
 
 
         1y        2y                                                            1ny −  
 
         0y  
 
 
 
 
 

Рис. 2. Блок-схема нелинейного дифференциатора 

Как показано в [3], модуль передаточной функции опти-
мального дифференциатора 0, ( / , ) ( )q

qW Q R i iω → ω , q = 0, …,  

n – 1, при Q/R → ∞ и 0, ( / , ) 0qW Q R iω →  при Q/R → 0. Из перво-
го предельного соотношения на основании (8) следует, что  

( / )jk Q R → ∞  и 1
1( / )( ( / ))j jk Q R k Q R −

+ → ∞  при Q/R → ∞. В этом 

случае, имея в виду í( / ) ( / )j jk Q R k Q R≈ , получаем 
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Wэк(Q/R, iω) → (iω)q, q = 0, …, n – 1 при Q/R → ∞, так как 
1

1( / )( ( / )) 0j jk Q R k Q R −
+ →  при Q/R → ∞. В другом предельном 

соотношении при Q/R → 0, как и в оптимальном случае, 
Wэк(Q/R, iω) → 0, так как í

0 ( / ) 0k Q R k− → . Имеет смысл отме-
тить, что в наиболее интересном диапазоне 0 < Q/R < 1, когда 
оптимальный дифференциатор с передаточной функцией (8) 
обеспечивает достаточно качественные оценки полезного сиг-
нала и его производных, числитель передаточной функции 
оптимального дифференциатора с высокой степенью точности 
приближается функцией (iω)q. Но в диапазоне 0 < Q/R < 1 чис-
литель эквивалентной передаточной функции (37) нелинейного 
дифференциатора (31)–(35) также с высокой степенью точности 
приближается той же функцией (iω)q. 

Следовательно, качество дифференцирования нелинейного 
дифференциатора (31)–(35) близко к качеству дифференцирова-
ния оптимального дифференциатора при любом Q/R < 1. 

4. Заключение 

Сравнивая подстраиваемый оптимальный для любого 
0 < Q/R дифференциатор (8) с нелинейным дифференциатором 
(31)–(35), можно сказать, что, незначительно проигрывая в 
качестве дифференцирования, нелинейный дифференциатор, во-
первых, реализуется существенно проще подстраиваемого 
оптимального дифференциатора, где в результате набора стати-
стики определяется отношение Q/R, которое затем по нелиней-
ным законам преобразуется, формируя переменные коэффици-
енты ( / )jk Q R  и ( / )jk Q R  (8), и, во-вторых, время адаптации к 
изменяющимся параметрам Q и R (2), (3) в нелинейном диффе-
ренциаторе (31)–(35), который не требует набора статистики, 
существенно меньше времени адаптации в подстраиваемом 
оптимальном дифференциаторе. 

Синтезированные в настоящей работе дифференциаторы в 
силу нелинейных свойств переключающих элементов адапти-
руются к неизвестным параметрам полезного сигнала и помехи, 
делая их практически всегда без получения каких-либо допол-
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нительных оценок случайных сигналов близкими к оптималь-
ным в среднеквадратическом смысле. Для получения подобных 
свойств адаптации в классических оптимальных дифференциа-
торах необходимо проводить статистические оценки уровней 
случайных сигналов и с помощью такой статистики корректи-
ровать параметры в их передаточных функциях. Очевидно, что 
такой процесс адаптации и долгий и сложный, поэтому практи-
чески он не применяется. 
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Abstract: The method is suggested to solve the differentiation prob-
lem. It allows building the estimates for the derivatives of Gaussian 
stationary signals that are close to the optimal ones by the standard 
deviation criterion when the spectral density of a useful signal and a 
noise are known to within level. The problem is solved by the spe-
cifically designed nonlinear dynamic systems. A nearly optimal 
solution of the differentiation problem is found when the equivalent 
transfer function parameters of nonlinear dynamic differentiator can 
be made close to the parameters of the optimal Wiener filter for any 
fixed level of rational spectral density of a useful signal and a noise. 
 
Keywords: differentiation, adaptation, optimality, Gaussian 
noise. 
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УДК 517.958  
ББК 22.161.5   
ИССЛЕДОВАНИЕ УСЛОВИЙ ПРИЧИННОСТИ 
И УСТОЙЧИВОСТИ СИСТЕМЫ УПРАВЛЕНИЯ 

ЛИНЕЙНЫМ ОБЪЕКТОМ ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ 
(ОСОБЫЕ СЛУЧАИ). ЧАСТЬ I 

Солнечный Э. М.1, Черёмушкина Л. А.2  
(Учреждение Российской академии наук 

Институт проблем управления РАН, Москва) 
 
Для двух особых видов граничных условий устойчивого одно-
мерного объекта теплопроводности конечной длины получа-
ются оценки норм операторов, определяющих зависимость 
температуры объекта от граничных воздействий. Эти оценки 
используются для получения достаточного условия причинно-
сти и устойчивости системы управления объектом с помощью 
нелинейной обратной связи. 
 
Ключевые слова: система управления, причинность, устой-
чивость, распределенные динамические системы, линейный 
объект теплопроводности, теория функций комплексного 
переменного.  

1. Введение 

Настоящая работа является непосредственным продолже-
нием работы [5], где было получено достаточное условие де-
терминированности, причинности и устойчивости замкнутой 
системы управления линейным распределённым объектом, ох-
ваченным обратной связью от выходной внешней величины y 

                                                           
1 Энгель Михайлович Солнечный, доктор физико-математических на-
ук (Москва, ул. Профсоюзная, д. 65, тел. (495) 334-92-29). 
2 Людмила Александровна Черёмушкина (Москва, ул. Профсоюзная, 
д. 65, тел. (495) 334-92-29). 
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объекта к управляющему воздействию u на объект. Предполага-
ется, что динамические свойства объекта и обратной связи опи-
сываются соотношениями вида  
(1.1) ϑнYYuy += ,    
(1.2) ),( fyFu = . 
Здесь f – внешнее (возмущающее или задающее) воздействие; 
Y  – оператор yu → , описывающий поведение y при заданном 
управлении u и нулевом начальном состоянии объекта; нY  – 
оператор y→ϑ , описывающий реакцию на начальное состоя-
ние ϑ  объекта, F  – оператор (вообще говоря, нелинейный) об-
ратной связи.  

Под детерминированностью системы (1.1), (1.2) здесь по-
нимается существование и единственность решения её системы 
уравнений при фиксированном f (из заданного пространства 
Φ ), т. е. существование оператора A , переводящего Φ∈f  в 
элемент y  заданного пространства X .  

Под причинностью этой системы понимается [6, 4] сле-
дующее свойство оператора A  (когда он существует): из совпа-
дения двух его входных функций if  ( 2,1=i ) на полуоси 

),( t−∞  следует совпадение соответствующих выходных функ-
ций )( ii fAy =  на той же полуоси (оператор A  с таким свойст-
вом соответствует физическому принципу неопережения след-
ствием y  причины f ).   

Под устойчивостью этой системы по отношению к про-
странствам Φ  и X  (предполагаемым нормированными) здесь 
понимается ограниченность отношения  

 
Φf

fA X)(
,  

равномерная относительно Φ∈f .  
Объект без обратной связи предполагается причинным и 

устойчивым. Охватывающая его обратная связь может иметь 
смысл либо регулятора (и тогда вопрос о причинности и устой-
чивости замкнутой системы должен предшествовать постановке 
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задачи достижения какой-либо цели синтеза), либо воздействия 
некоторой внешней среды (и тогда нужно выяснить ту степень 
интенсивности этой связи, которая еще не может нарушить при-
чинность и устойчивость объекта).  

Замечание.  Такая постановка задачи имеет некоторую ана-
логию с постановкой задачи абсолютной устойчивости (см., на-
пример, [3]), где ставится вопрос об определении (по достаточ-
ности) класса нелинейных регуляторов, обеспечивающих ус-
тойчивость заданного линейного объекта.    

Как показано в [5], достаточное условие сохранения при-
чинности и устойчивости замкнутой системы «объект + обрат-
ная связь» состоит в том, что обратная связь должна удовлетво-
рять условию Липшица   
(1.3) XU ||||||),(),(|| 2121 yyLfyFfyF F −≤− ,  
и соотношению  
(1.4) 1|||| <= YLL FX ,  
где ||||YLL FX = ; 1y , 2y  – два возможных входа обратной связи 
(т. е. две функции – воздействия на входе обратной связи; 

),( fyF i  – выход обратной связи при соответствующем входе 

iy  ( 2,1=i ) и внешнем воздействии f ; X  и U  – пространства 
соответственно входов и выходов обратной связи; FL  – кон-
станта, не зависящая от iy  и Φ∈f .  

Нужно отметить, что, конечно, условие (1.4) является лишь 
достаточным, но не необходимым, так как учитывает не направ-
ление действия обратной связи, а лишь его интенсивность. Но 
это условие применимо к широкому классу обратных связей (к 
линейным и нелинейным, к статическим и динамическим) и на-
кладывает ограничения лишь на интенсивность обратной связи 
и ее крутизну. В работах [4, 5] это условие уже использовалось 
для исследования вопроса причинности и устойчивости линей-
ного одномерного объекта теплопроводности, охваченного об-
ратной связью от отклонения ∆T температуры объекта к гра-
ничным воздействиям ui (i = 1, 2) на объект.  
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2. Постановка задачи 

Для объекта теплопроводности оператор Y: Tu ∆→  опре-
деляется математической моделью системы передачи тепла за 
счет теплопроводности; эта модель принимается в том же виде, 
как и в работах [4, 5]:  

(2.1) 
∂ξ

∂
∂

∂ q
t
Tc ∆

−=
∆ ,    

(2.2) 
∂ξ

∂
λ

Tq ∆
−=∆ , 

(2.3) uy|Cy|C ll =+ == ξ0ξ0 ,     
(2.4) ϑ=∆ −= 0|tT ,      

где 







∆
∆

=
q
T

y ; t  − время ( R∈t ); ξ  – координата вдоль длины 

объекта ( ],0[ l=∈Lξ ); T∆ , q∆  − отклонение соответственно 
температуры T  и потока тепла q  (в направлении возрастания 
ξ ) от их установившихся значений; c  − теплоемкость теплопе-
редающей среды на единицу длины; λ  − коэффициент тепло-
проводности среды; )( 00 rsc=C  и )( lrsl c=С , где 2,1, =sr , − за-
данные числовые квадратные матрицы 2-го порядка.  

Замечание.  Используемые граничные условия обобщают 
классические граничные условия 1-го, 2-го и 3-го типа [1].   

Обозначим через DO  пространство обобщенных производ-
ных всех порядков от функций-оригиналов [2], заданных на 
множестве действительных чисел R; Q  − пространство равно-
мерно ограниченных функций из пространства DO ; ),( ji−Q  – 
пространство всех функций Q∈ϕ , имеющих i  первообразных 
в DO, входящих в Q , и j обобщенных производных )(nϕ  
( jn ,...,0= ), входящих в Q . Норма в пространстве ),( ji−Q  равна 

(2.5)   





=

≥≥

−−

÷=÷= 0

)(

0

)(

0,0
|)(|maxvrai,|)(|maxvraimax||||

t

ss

t

rr

jsir
tt θϕθϕϕ , 
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где θ  – фиксированная константа, имеющая размерность вре-
мени.  

Как указано в [4, 5], необходимое и достаточное условие 
невырожденности краевой задачи (2.1)−(2.4) (т. е. существова-
ния и единственности ее решения при любом н),( XDO ×∈ϑu ) 
состоит в отличии от тождественного нуля функции 

)det()( 0 llpD ФCC += , где lxl x
=

= )(ФФ ; Ф(x) – интегральная 
матрица системы (2.1)−(2.4), преобразованной по Лапласу в 
краевую задачу для системы двух обыкновенных дифференци-
альных уравнений с независимым переменным L∈x  и ком-
плексным параметром C∈p ; С – комплексная плоскость. 

Решение краевой задачи дает следующее выражение для 
изображения по Лапласу реакции T∆  на воздействие u [5]: 
(2.6) 2112 )()()( uxwuxwxYu −= ,  
где верхнее подчеркивание используется для обозначения изо-
бражений соответствующих переменных;   
(2.7) ))(/1()( 110220 DSljDSjDHjlDHjj xlxxlx

RcRckRcRcxw
−−

−++= ,  

где 2,1=j ; L∈ξ ; λ=α /c ; 
D
H

R DH
ξ

ξ
= ; 

D
S

R DS
ξ

ξ
= ; 







= ζ

ξ
ξ

ˆch
l

H ; 





= ζ

ξ
ζθ

α
ξ

ˆshˆ l
lS ; θ  − фиксированная кон-

станта, имеющая размерность времени; p  − комплексное чис-
ло, C − комплексная плоскость; ( ) plp αζ =ˆ  − однозначная 

ветвь функции ( ) plp αζ = , выбранная так, что 

0ReˆRe >= plαζ  для всех p , не лежащих на мнимой оси, и 

0ˆIm >ζ  для мнимых p ; D  − функция аргумента p , равная 
знаменателю выражений для передаточных вектор-функций 
объекта от граничных воздействий ju  ( 2,1=j ) к Y  [5]:   

 lll S
k
aQkaHaapD 1

2120)( −++= , 
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где  θλ /ck = , ζ
α

θζ ˆsh
ˆ

l
Ql = ; )ˆch(ζ=lH ; )ˆsh(ˆ ζ

ζθ
αlSl = .  

Коэффициенты 0a , 1a , 2a  и 12a  определяются через эле-
менты матриц )( 00 rsc=C , )( lrsl c=С  [5]:  

211222112101202201100 llll cccccccca −+−= , 02111211101 cccca ll −= , 

02212221202 cccca ll −= , 0221121012021122201112 cccccccca llll +−−= .  
Для объекта теплопроводности обратная связь предполага-

ется имеющей вид (см. (1.2)) 
(2.8) ),( fTFu ∆= , 
где u – двумерный вектор управляющих воздействий на объект:  









=

2

1

u
u

u ; f  − внешнее (возмущающее или задающее) воздей-

ствие, являющееся элементом некоторого банахова пространст-
ва Ф , а F  − причинный (в смысле раздела 1) оператор обрат-

ной связи: 







=

2

1

F
F

F , компоненты которого ),(: fTFTF kk ∆→∆  

( 2,1=k ) являются липшицевыми отображениями пространства 
X  равномерно ограниченных на отрезке L функций в простран-
ство ),( ji−Q  c константами Липшица ),(, jiFk

L , не зависящими от 
Φ∈f .  
Как показано в [5], для устойчивости замкнутой системы 

управления по отношению к паре ),( ϑf  и для причинности 
оператора TfA ∆→: , реализуемого замкнутой системой, доста-
точно, чтобы для некоторой пары ),( ji  (где 0, ≥ji ) константа 
Липшица XL  оператора FYX =  разомкнутой системы (при 
фиксированном внешнем воздействии f ) была строго мень-
ше 1. Показано также, что константа XL , входящая в условие 
(1.4) для объекта (2.1)−(2.4) и обратной связи (2.8) может быть 
выбрана следующим образом:  
(2.9) ),(,1),(,2 21 jiFjiFX LmLmL += ,  
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где kNccNccm jiSlrrjiHlrrr /|)||(||)||(| ),(,110),(,220 +++= , а ),(, jiHN  
и ),(, jiSN  определяются следующими соотношениями: 
(2.10) 

),(
||||sup),(, jiDHjiH RN B

L
ξ

ξ∈
= , 

),(
||||sup),(, jiDSjiS RN B

L
ξ

ξ∈
= ,    

где через ),( ji−B  обозначено пространство всех ограниченных 
операторов, отображающих ( )ji,−Q  в Q, а через DHR

ξ
, DSR

ξ
 обо-

значены операторы, действующие в DO  и имеющие соответст-
венно передаточные функции DHR DH /ξ=

ξ
, DSR DS /ξ=

ξ
.  

Условие 1<XL , где XL  определяется согласно (2.9), выде-
ляет некоторый класс FB  обратных связей, для которых гаран-
тированы существование оператора ( ) TfA ∆→ϑ,: , описываю-
щего поведение замкнутой системы, ограниченность оператора, 
а также причинность оператора ( )ϑϑ ,: fAfA → . Для выявле-
ния возможно более широкого класса FB  обратных связей не-
обходимо определить такую пару ( ji, ) с возможно меньшими 
значениями ji,  ( 0, ≥ji ), для которой операторы DHR

ξ
, DSR

ξ
 

являются ограниченными, а также возможно точнее оценить 
нормы этих операторов в пространстве ),( ji−B . Как показали ис-
следования, возможность выбора такой пары ( ji, ) и оценки 
норм операторов существенно зависят от предположений отно-
сительно коэффициентов 0a , 1a , 2a , 12a , входящих в выраже-
ние для функции D .  

В [4, 5] получены оценки норм операторов с передаточны-
ми функциями DHR

ξ
, DSR

ξ
 в пространствах ),( ji−B  для всех та-

ких вариантов предположений о коэффициентах ja , в которых 
00 =a , а также для одного из вариантов, для которых 00 ≠a ; 

эти оценки вместе с условием 1<XL  позволяют определить 
класс обратных связей, для которых гарантированы существо-
вание и ограниченность оператора A , а также причинность опе-
ратора ϑA .  
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В настоящей работе такое исследование проводится ещё 
для двух вариантов, в которых 00 ≠a . Для этих случаев харак-
терна взаимозависимость граничных условий, относящихся к 
сечениям 0=ξ  и l=ξ , а также возможность наличия у объекта 
конечного или счётного числа частот собственных колебаний.  

В настоящей части I работы рассматривается случай 01 =a , 
012 =a , 00 ≠a , 02 ≠a . В этом случае  

(2.11) ))(ˆ(ˆ))sh(()( 22 pP
l

aplpl
l

apD ζ
λ

ααβ
λ

=+= ,  

где 
λθ

α
β

l
a
a

ka
la

2

0

2

0 == ;  )sin()( plplpP ααβ += , 

 )(ˆ ζP ζζβ sh+= ; C∈+= τσζ i ; R∈τσ , ; 
 }0:{}0:{ˆˆ ≥∪>+=∈= ττστσαζ iipl C .  

Исходя из необходимого условия устойчивости объекта, 
которое состоит в отсутствии у функции D нулей с неотрица-
тельной вещественной частью, далее будем считать β строго 
положительным числом. Один из простейших примеров гра-
ничных условий, удовлетворяющих предположениям этого слу-
чая:  

(2.12) 




=∆+∆
=∆

==

=

,||
,|

20

10

uqTb
uq

lξξ

ξ  

где 0≠b .  

3. Исследование нулей функции ζζβζ sh)(ˆ +=P  

Согласно изложенной в [5] процедуре исследования усло-
вий устойчивости объекта первый этап состоит в нахождении  
нулей функции ))(ˆ(ˆ pP ζ , так как они определяют полюсы пере-
даточных функций данного объекта управления, где )(ˆ pζ  – од-
нозначная ветвь функции plαζ =  с областью значений 

CC ⊂∞∈=+∪∞<<∞−>+= )},0(,0:{},0:{ˆ τστστστσ ii .  
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Чтобы найти нули )(ˆ ζP  в области CC ⊂ˆ , используем 
вспомогательную функцию ττ sin=h  действительного аргу-
мента τ . Введем обозначения: nh  – максимум функции 

ττ sin=h  на отрезке ]2),1(2[ nnn π−π=L  ( n  – натуральное чис-
ло); nτ  – то значение τ , при котором h  достигает максимума на 
отрезке nL ; βN  – минимальное из тех n , для которых nh≤β ; 

βNhh =* ;  *τ  – то значение τ , при котором **)( hh =τ , т. е. 

(3.1) )(max)( ττ
τ

hhh
n

nn L∈
== ,  }:{min

,...}2,1{
ββ ≥=

∈
nn

hnN ,  

β
τ Nhhh == ** )( ,  *h≤β .  

Теорема 1 описывает расположение нулей функции )(ˆ ζP в 
области Ĉ  в зависимости от величины коэффициента β.  

Теорема 1.  При )~,0( ββ ∈ , где 111
~cos~sh~2~
σσσβ −= , а 1

~σ  – 
решение уравнения 11 σ~thσ~tg −=  в интервале ),( 11 πτ=I  (т. е. 

)7985,17~
≈β , у всех нулей функции ζζβζ sh)(ˆ +=P , лежащих 

в области Ĉ , мнимая часть по абсолютной величине превосхо-
дит вещественную и, соответственно, все нули функции 

))(ˆ(ˆ)/()( 2 pPlapD ζλ=  имеют отрицательную действитель-
ную часть. При этом в зависимости от величины β нули функ-
ции ζζβζ sh)(ˆ +=P  располагаются в области Ĉ  следующим 
образом:  

a) при любом β функция ζζβζ sh)(ˆ +=P  имеет счётное 
множество пар нулей первого порядка вида 1niτ  и 2niτ , где 

)),1(2(1 nnn n τπτ −=∈ M , ))12(,(2 −=∈ nnnn πττ I , а n – любое из 
тех натуральных чисел, при которых nh<β ; этим нулям соот-
ветствуют простые нули 22 )/( lp nknk ατ−=  ( 2,1=k ) функции D; 

b) если при некотором натуральном βNn <  выполняется 

неравенство nh>β  (т. е. 1>βN ), то помимо мнимых нулей 
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функция )ˆ(ˆ ζP  имеет в области Ĉ  также )1( −= ββ Nm  пар 

простых сопряженных комплексных нулей вида 000
1 nnn iτσζ += , 

000
2 nnn iτσζ −= , где )1,1( −∈ βNn , 4≤βN , 00 >σn , nn I∈τ0 , а 

именно,   

(3.2) 








=∈
=∈
=∈

=
,4),~,(при3
,3),,(при2
,2),,(при1

2

32

21

β

β

β

β

ββ
β
β

Nh
Nhh
Nhh

m  

(где 8197,11 ≈h , 9167,7~
2 ≈h , 1724,143 ≈h ); при этом каждой 

паре таких нулей функции )ˆ(ˆ ζP  соответствует пара  простых 
сопряженных нулей вида   

 ( ) ( )
( )2

002020
0
1

2
l

ip nnnn
n

α
τστσ +−

= ,  ( ) ( )
( )2

002020
0

2
2

l
ip nnnn

n
α

τστσ −−
=  

функции D(р), принадлежащих области { }0Re: <∈=− pp CC ;  
c) если же 

β
β Nhh == * , то функция )(ˆ ζP  также имеет в 

области Ĉ  один мнимый ноль второго порядка *τζ
β

iN = , ко-

торому соответствует отрицательный ноль второго порядка 
функции D(p): 22** )/()( lp ατ−= ;  

d) при ββ
~

≥  функция )(ˆ ζP  имеет в области 
CIQ ˆ}),,0(:{~

11 ⊂∈∞∈+= τστσ i  такой нуль 0
1

0
1

0
11 τσζ i+= , для 

которого 0
1

0
1 τσ ≥ , что означает наличие у функции D(p) нуля с 

неотрицательной вещественной частью, т. е. неустойчивость 
объекта управления.  

Доказательство теоремы 1 приведено в Приложении I.  
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4. Разложение функций PJR PJ /ξξ
=  ( SHJ ,= )  

на рациональные дроби  

Чтобы получить оценки норм операторов, имеющих пере-
даточные функции PJR

ξ
 ( SHJ ,= ), представим каждую из 

функций PJR
ξ

 в виде суммы ряда, составленного из главных 

частей этой функции в ее полюсах, являющихся также нулями 
функции P(p). Возможность такого представления обосновыва-
ется следующей леммой и теоремой Коши [2, п. 71].  

Лемма.  Значения функций PHR
ξ

 и PSR
ξ

 на окружностях  

(4.1) ( )


















 +

=∈=
222/:

l
nppn α

ππCG ,  

где n – натуральное число, при ∞→n  стремятся к нулю рав-
номерно по отношению к parg .  

Доказательство леммы приведено в Приложении I.  
Теорема 2.  На основании теоремы Коши [2, п. 71] каждая 

из функций PJR
ξ

, где SHJ ,= , может быть представлена 

суммой ряда, составленного из главных частей этой функции в 
её полюсах, а именно:   

(4.2) 
( )
∑

=

∗+++=
β

βξ

m

n
JnJNJJPJ WWWWR

1
км ;    

где ∑∑
=

∞

+= −
=

2

11
м

k kn

knJ

Nn
J pp

C
W

β

,  








=

<
−=

∑
=

,при0

,при
2

1

β

β

β

β

β

β

β

N

N
k kN

kJN

JN

h

h
pp

C

W ,  









==
−

<
= ∗

=
∗

∗

∑ ,
)(

,0
2

1

*

hhпри
pp

C
hпри

W
N

k
k

Jk

N

J
β

β

β

β
  

( )
0

2

0

0
1

0

к
n

nJ

n

nJ
nJ

pp

C
pp

C
pW

−
+

−
= ,  
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и 
βNhh =*  (см. теорему 1). При этом коэффициенты JnkC , вхо-

дящие в функции мJW  и 
βJNW  (J=H, S) равны:  

(4.3)  
( ) ( )

22

2

22

)/(cos
)(

2
)cos(sin)(

)/(cos2

βττβ

ττξ

ατττα

ττξ

−+
=

+
=

knnkkn

knkn

knknkn

knkn
Hnk

s

l
ll

l
C , 

(4.4) 
( ) ( )

22

)/(sin2
)cos(sin

)/(sin2

βττβ

ττξ

θατττθα

τξ

−+
=

+
=

knnkkn

knkn

knnkkn

kn
knS

s

l
ll

l
C , 

где  2,1=k , 






=−
+≥

= ,)(sign
,11

1
β

β

β
β

NnприL
Nnпри

s
N

n  

sn2 1= − , 2/)1(2 ππ ββ
+−= NLN ;  а коэффициенты, входящие 

в функции *
JW , nJW к  (J=H, S) равны:  

(4.5) ( ) ( )
2

22

42 )(2
)(1

)(
)(cos8 ∗

∗∗∗
∗

+
+

=
τ

ττ
α

τξ
l

lCH ,  

(4.6) ( )( )
( )

( )
( )2

2

32
2

1/sin8
∗

∗
∗

∗
∗

τ+

τ+
τ

θα
τξ

=
l

lCS ;  

(4.7)   
( )

























 τ

ξ
τ+

τ
+

−





 τ

ξ
τ

ξ
τ+
τ+

α
= ∗

∗

∗

∗∗
∗

∗
∗

llll
CH cos

)(2
3
)(2

sin
)(2
)(14

2

2

2

2

21 ,  

(4.8) 
( )
( ) ( ) 



















 τ

ξξ
−






 τ

ξ

τ+

τ

τ+

τ+

θα
= ∗∗

∗

∗

∗

∗
∗

llll
CS cossin

23
2

2

14
22

2

1 ; 

(4.9) 
)()(

))/((ch2 0
1

0
1

2

0
10

n

nn
nH Pl

lC
ζ

ζ
α

ζξ
′

= , 

(4.10) 
)(ˆ
))/sh((2 0

1

0
10

n

n
nS Pl

lC
ζθα
ζξ

′
= .  

Доказательство теоремы 2 приведено в Приложении I.  
На основании теоремы 2 можно вычислить или оценить 
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нормы (в пространстве )0,0(BB =  сужений на пространстве 

)0,0(QQ = ) операторов  

 мJW , 
βNJW , *

JW , nJW к   ( SHJ ,= ),  

имеющих передаточными функциями соответствующие слагае-
мые представления (4.2).  

Следствие 1.  При 2πβ ≤  и l=ξ  норма сужения опера-

тора 
B

PH l
R  на пространство Q как оператора QQ → , равна  

(4.11) ( )
β
10 == PHPH ll

RR
B

,    

а точное значение нормы оператора DHl
R  в B (см. (3.1)): 

(4.12) ( ) .10
02 aa

lRR DHDH ll
===

βλB
 

Следствие 2.  При ),0[ l∈ξ  и )2/,0( πβ ∈  можно указать 
сравнительно простые оценки нормы оператора DHR

ξ
 в про-

странстве B, а именно, при )2/,0( π∈β   

(4.13) 
110 cos||

1
τξ a

R DH <
B

, 

а в случае ),0[ l∈ξ  и 2/π=β   

(4.14) 
20

4262,2
a
l

a
R DH λπξ

+<
B

.   

Доказательства следствий даны в Приложении.  
Заметим, что оценки норм операторов, приводимые для 

значений ]2/,0( πβ ∈  в следствии 2, являются грубыми. Более 
точные оценки позволяет дать теорема 3.  

5. Оценка норм операторов мJW  ( SHJ ,= )    

Теорема 3. Операторы, имеющие передаточными функ-
циями мHW  и мSW , отображают пространство Q в себя, и 



 
Управление большими системами. Выпуск 28 

 102 

нормы их сужений на Q оцениваются сверху следующим обра-
зом:  

(5.1) 2м π
< H

H
MW

B
; 

(5.2) 






















+<

β

ξ
πθπ

α
N

M
l

MlW H
S

S 2
11,

2
min2м

B
, 

где 
β

β

ββ β

β

β N

N

NN
H aN

aN
aaN

M
−

+
+

−
= ln

2
11

22 ;  
β

β

π

π
β

β N
N

aN 2

22

4
14 +

= ; 

22222 ln1
)(

1

βββ β

β

ββ NNN
S

aN

N
aaNN

M
−

+
−

= .  

Доказательство теоремы 3 см. в Приложении I.   

6. Оценка норм операторов 
βHNW  и 

βSNW   

Оператор с передаточной функцией  
(6.1) )/(

2,1
kNkJN

k
JN ppCW

βββ
−= ∑

=
,  kNkN ip

ββ
τ= ,   

где  

(6.2) 
)cos(sin)(

cos2

2
kNkNkN

kN

kHN l
lC

βββ

β

β τττα

ξ
τ

+









= ,   

(6.3) 
)cos(sin

sin2

kNkNkN

NkN

kSN l
lC

βββ

ββ

β τττθα

τ
ξ

τ

+









= ,  

вносит сравнительно весомый вклад в норму суммарного опера-
тора, поэтому его норму полезно оценить отдельно.  

Теорема 4.  Операторы, имеющие передаточными функ-
циями 

βHNW  и 
βSNW , отображают пространство Q  в себя, и 

нормы их сужений на Q  равны  
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 ( )∑
=

−=
2,1

2
2 21)(

k
k

kN

kJN
JN M

C
lW

β

β

β τ
α ,  

где SHJ ,= , 2,1=k , kNβ
τ  вычисляются путем численного ре-

шения уравнения βττ =sin , при этом )),1(2( *
1 τπτ ββ

−∈ NN ,  

))12(,( *
2 −∈ βπττ

β
NN , kJNC

β
 – см. (6.1),  21 ββ JNJN CCR = , и  

 










−∉

−∈=
−

).0,1(при0

)0,1(при
2

1
2

2

2

2

1

R

R
C
C

M
NN

kN

JN

JN
k

ββ

β

β

β
ττ

τ

 

Доказательство теоремы 4 дано в Приложении I.  

7. Вычисление норм операторов  ∗
JW  ( SHJ ,= )  

Теорема 5.  Операторы, имеющие передаточными функ-
циями *

HW  и *
SW , отображают пространство Q в себя, и нор-

мы их сужений на Q вычисляются по следующим формулам:  
 

(7.1) 






<−
≥

=∗

,0 приexp2
,0 при

*
2

*
212

*
2

*
21

JJJJJ

JJJ
J CCaba

CCa
W

B
  

где  *
JkC  для SHJ ,=  и 2,1=k  – см. (4.5)–(4.8);    

*
2

*
1

2*

J

J
J C

C
l

b 







=

α
τ ;  

2

2

)(1

)(2
∗

∗

+

+
=

τ

τ
µ ;  






−= ∗

∗ τ
ξ

τµ l
aH cos

)(
8

22 ;  

( )
















+
+

+





= ∗

∗
∗

∗ τ
ξ

τ
τ

τ
τ

ξξ
µτ lll

aH cos
)(2

)(3/521sin4
2*

2*

1 ;  















−








+
+

= ∗∗
∗

∗

∗∗
τ

ξξ
τ

ξ
τ
τ

τθτµ
α

lll
laS cossin

)(2
3/)2(22

)(
4 2

2

21 ;  
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−= ∗

∗
τ

ξ
θτµ

α
l

laS sin
)(

8
32 .  

Доказательство теоремы 5 см. в Приложении I.  

8. Вычисление норм операторов nJW к  ( SHJ ,= ) . 

Теорема 6.  Операторы с передаточными функциями 
nHW к  и nSW к , отображают пространство Q в себя, и нормы 

их сужений на Q вычисляются по следующим формулам:  

(8.1) 





= 0

к ch nnHnH l
MW ζ

ξ
B

, 

(8.2) 





= 0

к sh nSnSnS l
cMW ζ

ξ
B

,  

где 
)(ˆ

4
0
1

0
1 nn

nH
nH P

N
M

ζζ ′
= ; 

)(ˆ
4

0
1

20
1 nn

nS
nS

P

N
M

ζζ ′
= ;  

θ
αlcS = ;  

0
1

0
1

0
1

0
1 shch)(ˆ nnnnP ζζζζ +=′ ; 0

0

Re
Imarctg

Jn

Jn
Jn C

C
=ϕ ;  

nn νγ arctg= ; 00

2020

2
)()(

nn

nn
n τσ

στ
ν

−
= ; ( )πν n

nr −−
=

exp1
1 ; 

 ( ) ( )( )( )  2/expcos2sin= nJnnnnJnnJ rN ϕπνγϕγ −−+− . 
 Доказательство теоремы 6 см. в Приложении I.  

В Приложении II в таблицах 1–4 приводятся вычисленные с 
помощью программы MATLAB для 31÷=n  и )~,[ ββ nh∈  зна-
чения нулей 0

nζ  функции P̂  и параметров |ch| 0
nnHnH Mm ζ= , 

|sh| 0
nnSnS Mm ζ=  ( SHJ ,= ), равных нормам операторов в вы-

ражения (8.1) и (8.2) при l=ξ . На рис. 1–4 приводятся графики 
функций nJm  (n = 1, 2, 3, по оси абсцисс откладывается β, по 
оси ординат – Jnm ).  
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9. Заключение 

Полученные в разделах 4–8 оценки или значения норм опе-
раторов  
 мJW , 

βJNW , *
JW , nJW к ,   SHJ ,= ,  

имеющих соответственно передаточные функции мJW , 
βJNW , 

*
JW , nJW к  и отображающих пространство Q в себя, позволяют, 

в силу (4.2), получить оценки для норм (в пространстве B) опе-
раторов с передаточными функциями PJR

ξ
 и PJDJ RalR

ξξ
λ )/( 2=  

( SHJ ,= ), а эти последние оценки дают возможность (cм. раз-
дел 1) определить класс FB обратных связей, для которых га-
рантированы причинность и устойчивость замкнутой системы 
по отношению к внешнему воздействию на систему.  

Из приведенных в Приложении II таблиц и графиков видно, 
что величины JJJJ baam exp211 +=  (J=H,S) для 1h=β , вычис-

ленные по формулам (7.1) при l=ξ  и определяющие вклад 
низшей гармоники в общую норму оператора PJ l

R , неогра-
ниченно растут при стремлении β к критическому значе-
нию β

~ , что говорит о приближении объекта к потере ус-
тойчивости; величины же 2Jm  и 3Jm , соответствующие 
второй и третьей гармоникам, весьма малы по сравнению с 

1Jm  и слабо изменяются при изменении параметра β.  
Авторы благодарны д.т.н. Б. Т. Поляку за его труд по 

знакомству с работой и за ценные замечания, способст-
вующие улучшению ее изложения. 

ПРИЛОЖЕНИЕ I 

П1.  Доказательство теоремы 1 

а)  Вещественных нулей функция ζζβ shˆ +=P  в силу вы-
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бора параметра β не имеет. Рассмотрим вопрос о чисто мнимых 
нулях этой функции. Если τζ i= , где τ  – действительное, i  – 
мнимая единица, то ( ) ττβiτP sinˆ −= . Функция τττ sin)( =h  при 

0≥τ  на каждом из отрезков ( ) ]2,12[ nnn ππ −=L  ( n  – нату-
ральное) имеет максимум nh  в точке nτ , являющейся решением 
уравнения ττ tg−= , ( )ππτ )12(,)5,0)1(2( −+−∈ nnn . При ∞→n  
величина nh  неограниченно возрастает. Если β>nh , то на nL  
функция )(ˆ ζP  имеет пару нулей первого порядка 1niτ  и 2niτ , 
где )),1(2(1 nnn n τπτ −=∈M , ))12(,(2 −=∈ nnnn πττ I ; если же 

*hβ = , где 
β

= Nhh* , то функция P̂  имеет ноль второго порядка 

вида ∗τi , где 
βNττ =∗ , так как 0|)(ˆ * =′

=ττ
iτP , но 0|)(ˆ * ≠′′

=ττ
iτP .  

б)  Далее, предположим, что 000
1 nnn iτσζ += , где 00 >nσ , 

nn L∈0τ , является нулём функции P̂ . Тогда числа 0
nσ , 0

nτ  удов-
летворяют условиям  0)(ˆRe 00 =+ nn iP τσ  и 0)(ˆIm 00 =+ nn iP τσ , т. е. 
уравнениям  
(П1.1) 0sinchcossh)ˆshˆRe( =−+=+ τσττσζζβ σβ ,         
(П1.2) 0cosshsinch)ˆshˆIm( =+=+ τσττσσζζβ ,   
и, следовательно, уравнениям  

(П1.3) ( ) τ
σ
σ

τσβ cossh22 +−= ,  

(П1.4) 
τ
τ

σ
σ tgth

−= , 

откуда следует, что 0cos 0 <nτ , 0sin 0 >nτ  и 00 tg nn ττ −> ; т. е. 

nn I∈0τ  ( nn ττ >0 ). Наконец, из (П1.3) получаем:    

(П1.5) ( ) nnnnnnn h==>> ττττττβ sincoscos)( 2020 .  

Так как βN  – минимальное из чисел n , для которых 

nh≤β , из (П1.5) следует, что при βNn ≥  функция P̂  не имеет 
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нулей вида 00
nn iτσ + , где nn n πτπ 2)1(2 0 <≤−  и 0σ0 >n .  

Из четности функции )(ˆRe τσ iP +  по τ  и нечетности по τ  
функции )(ˆIm τσ iP +  следует, что если 000

1 nnn iτσζ +=  – ноль 
функции P̂ , то и число 000

1
0
2 nnnn iτσζζ −==  − тоже ноль функции 

)(ˆ ζP , поэтому достаточно исследовать лишь нули функции P̂ , 
лежащие в первом квадранте комплексной плоскости C .  

в)  Докажем, что для каждого n , при котором β<nh , функ-
ция )(ˆ ζP  имеет в области { } CLCC ⊂∈>∈+== nn i τστσ ,0:ζ  
ровно один нуль. Согласно сказанному выше, если функция P̂  
имеет нуль 000

1 nnn iτσζ +=  и nn L∈0τ , то nn I∈0τ . Рассмотрим об-
ласть { }nn IRQ ∈>∈= τστσ 0,:),( 2  плоскости 2R . В этой об-
ласти уравнение (П1.2) эквивалентно уравнению 0),( =τσG , где   

(П1.6) ( )
τ
τ

σ
σ

τσ
tgth, +=G .  

Частные производные функции G  имеют вид 

(П1.7) 2σ )ch(
chsh
σσ

σσσG −
=′ ;  

(П1.8) 
( )2τ cos

cossin
ττ

τττ −
=′G .  

В области nQ  функция σG′  принимает отрицательные значения, 
а функция τ′G  − положительные. Поэтому уравнение 0),( =τσG  
задаёт в этой области функцию )(στ nv= , имеющую положи-
тельную производную  

(П1.9) 
))(,(
))(,()(

σσ
σσ

σν
τ

σ

n

n
n vG

vG
′
′

−=′ ;  

и, следовательно, монотонно возрастающую с ростом σ , стре-
мящуюся при ∞→σ  к )12( −nπ , а при 0→σ  − к nτ . При лю-
бом 0>σ  число )(σσ niv+  удовлетворяет уравнению (П1.2).  

Так как )(σν n  – возрастающая функция, то и функция  
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(П1.10) ( ) ( )( ) ( )σν
σ
σ

σνσσβ nnn cossh22 +−=   

также монотонно возрастает (от nnnnn h==− ττττ sincos)( 2  к 
+ ∞ ) с ростом σ, задавая взаимно-однозначное отображение 
множества }0:{ ∞<< σσ  на множество }:{ ∞<< ββ nh ; об-
ратное взаимно-однозначное отображение обозначим )(ˆ βσ n .  

Для любого фиксированного значения nh>β  число 
))(ˆ()(σ̂ζ0

1 βνβ nnnn σi+=  является нулем функции )(ˆ ζP , ибо оно 
удовлетворяет как уравнению (П1.2), так и (П1.10), а, следова-
тельно, (П1.3) и (П1.1). Этот нуль – единственный в области nC  
при данном β  в силу единственности функций )(ˆ βσσ n=  и 

)(σντ n= . 0
1nζ  – нуль первого порядка, как и нуль 0

1
0
2 nn ζζ = , ибо  

=−+=+=′ τσττσστσζζζζ sinshcoschcossh)chRe(sh)(ˆRe P
)sin/thcos(cossh ττστστσ −+= ;  

откуда, учитывая (П1.4), получаем для k = 1, 2:  
=−−=′ )sinsin/cos(cossh)(ζˆRe 000020000

nnnnnnnnk τττττP τσ  
00000 sin/sh)sin(cos nnnnn τστττ −=  

Так как 00 >nσ  и ))12(,(0 πτ −=∈ nτ nnn I , т. е. 2/0 πτ >n , то 
0)sin(cos 000 ≠− nnn τττ  и 0ˆRe 0 ≠′ )(ζP nk , поэтому нули 0

nkζ  функ-
ции )ˆ(ζP  первого прядка.  

г)  Так как из требования устойчивости объекта управления 
следует, что функция D  имеет нули только в −C , потребуем, 
чтобы нули 000

1 nnn iτσζ +=  функции P̂ , лежащие в области Ĉ , 
при всех 1≥n  удовлетворяли условию  
(П1.11) 00

nn τσ < ;  
при выполнении этого условия у каждого из нулей функции P̂  
модуль вещественной части будет меньше модуля мнимой части 
и, следовательно, каждый из нулей 0

np  функции D  будет иметь 
отрицательную вещественную часть.  
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Из вида (П1.6) функции G  следует, что функция nν  удов-
летворяет уравнению  

(П1.12) 
σ

ν
σ

ν nn

th
)(tg)( σσ

−= . 

Так как правая часть (П1.12) в интервале ),0( ∞ монотонно 
убывает с ростом σ , стремясь к нулю при ∞→σ , отношение 

σσν /)(n  также монотонно убывает (от ∞  до нуля) и становится 
равным 1 при некотором nσ~ . Согласно (П1.12), nσ~  удовлетво-
ряет е уравнению  
(П1.13) nn σσ ~th~tg −= .  

Точка nn iσσ ~~ +  является нулём функции P̂  при некотором 
значении β , которое обозначим как nβ

~ . Из (П1.10) получаем: 

(П1.14) =−= nnnn σσβ ~cosσ~sh~2~
nnn σσσ ~/sh12~ch~2 2+ .  

Величина nnnn v I∈= )~(~ σσ  растет с ростом n , поэтому из 
(П1.14) следует, что nβ

~  тоже монотонно растет с ростом n  (т. е. 

1
~~

+< nn ββ ). Если при некотором β  функция ζζβ shˆ +=P  име-
ет нули вида 000

1 nnn iτσζ += , где 00 >nσ , и 0
11

0
11 ReIm ζζ > , то и для 

остальных нулей этой функции, имеющих вид 000
1 nnn iτσζ +=  при 

1>n , неравенство (П1.11) будет выполняться. Действительно, 
если 0

1
0
1 τσ < , то nβββ

~~
1 << , следовательно, 00

nn στ > .  
Таким образом, если 1

~
ββ < , то условие (П1.11) выполняет-

ся для всех нулей функции P̂ . Но при 1
~
ββ ≥  функция P̂  имеет 

такой ноль 0
1

0
1

0
11 τσζ i+= , что ),0(0

1
0
1 πτσ ∈≥ , а функция D(p) 

имеет ноль с неотрицательной вещественной частью. Далее бу-
дем обозначать 1

~
β  как β

~ : 1111
~cos~sh~2~~
σσσββ −== , где 11

~ I∈σ  
и 11

~th~tg σσ −= .  
Для вычисления значения β

~  используем уравнение 
(П1.13): решая его при 1=n  (т. е. 11

~ I∈σ ), находим 365,2~
1 ≈σ . 
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Из соотношения (П1.14) следует, что 7985,17~~
1 ≈= ββ .  

Для 41 ÷=n  определим максимумы 22 1/ nnnh ττ +=  функ-
ции h , решив в интервалах ))12(,)1(2( π−π− nn  уравнения 

nn ττ tg−= : 8197,11 ≈h  ( 0287,21 ≈τ ), 9167,7~
2 ≈h  ( 9789,72 ≈τ ), 

1724,143 ≈h  ( 2075,143 ≈τ ) и 445,204 ≈h  ( 469,204 ≈τ ).   
Сравнив найденные максимумы с 7985,17~

≈β , заключаем, 
что если все нули функции )(ˆ ζP  удовлетворяют условию 

00 Re|Im| nknk ζζ >  (k = 1, 2), то при )~,0( ββ∈  функция )(ˆ ζP  мо-
жет иметь в области Ĉ  не более трёх пар нулей вида 

000
nnnk iτσζ ±=  с положительной действительной частью, так как 

из неравенства 000 >> nn στ  следует, что 4
~ hβhn <<< β .      

Таким образом, при )~,( 1 ββ h∈  в области Ĉ  функция )(ˆ ζP  
имеет 1−= ββ Nm  пар сопряженных комплексных нулей перво-

го порядка вида 000
nnnk iτσζ ±=  ( 2,1=k ), где 0σ0 >n , nn I∈0τ . При 

этом  

 








∈
∈
∈

=
).~,(при3
),,(при2
),,(при1

2

32

21

β

βhβ
hhβ
hhβ

m

   Так как любой из этих нулей функции )(ˆ ζP  удовлетворяет ус-
ловию (П1.11), соответствующие им нули  

 2

002020
0
1 )(

τσ2)(τ)(σ
l

ip nnnn
n α

+−
=  ,  2

002020
0

2 )(
τσ2)(τ)(σ

l
ip nnnn

n α
−−

=  

функции )( pD лежат в области −C . Теорема 1 доказана.  

П2.  Доказательство леммы 

Функции PHR PH /ξξ
=  и PSR PS /ξξ

=  оцениваются по мо-

дулю сверху следующим образом:  
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(П2.1) ( )
),(

ch

1

sh

ch

τσϕ
σζ

βζζ
ζ
βζ

σ
ξ

−

≤
+

≤pR PH ,  

(П2.2) ( )
( )τσϕ

σζ
βζθ

α

ζ
ξ
βζθ

σα
ξ

,
ch

sh

ch
22

−

≤
+

≤
llpR PS , 

где C∈+== τσαζ ipl , R∈τσ, , 

τσττσζ 2222 cos)th1(1sin)cos(th/ch|sh|),( −−=+== στσϕ .  
Функция ϕ  на дуге ]}2/,3/[2|:|{ πππτ +∈∈=Γ np nn G  

принимает значения, не меньшие ( ) 2/33/sin =π . На множест-
ве же ]}3/2,0[|:|{ ππτ +∈∈= np nn GΒ  величина ||σ  оценива-
ется снизу следующим образом:  

 ( ) ( ) ( ) 3/12/523/22/2|| 22 +=+−+≥ nnn πππππσ , 
т. е. минимальное на nΒ  значение || σ  неограниченно возрастает 

при ∞→n , а значения функции τστσϕ 22 cos)th1(1),( −−=  

на nΒ  при достаточно большом n  становятся больше 2/3 . 
Так как || ζ  на nG  неограниченно возрастает при n → ∞ , из 
(П2.1) следует, что значения функций

 
 PHR

ξ
 и PSR

ξ
 на nG  

стремятся к нулю при ∞→n  (равномерно по отношению к 
parg ). Лемма доказана.  

П3.  Доказательство теоремы 2  

В силу доказанного в лемме 3 стремления значений функ-
ций PJR

ξ
 ( SHJ ,= ) на nG  к нулю при ∞→n  эти функции мо-

гут быть представлены [2, п. 71] как суммы рядов, составленных 
из главных частей в их полюсах:  

 
( )
∑

=

∗+++=
β

βξ

m

n
JnJNJJPJ WWWWR

1
км . 
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Определим коэффициенты, стоящие в числителях дробей –
членов этих рядов. 

a)  При 1+> βNn  и в случае βNn =  и 
β

β Nhh =< * , нули 
22 )/( lp nknk ατ−=  функции D являются полюсами первого поряд-

ка функций  

 ∑∑
=

∞

+= −
=

2

11
м )(

k kn

knJ

Nn
J pp

C
pW

β

,  

где =
′′

==
)(ˆ)ˆ(ˆ

)(
res

nknk

nk
PJpJnk pP

pJ
RC

nk ζζ
ξ

ξ 22

2

2

)(2
)(

1

βττβ

τ

α
ξ

−+ nknknk

nknk

s

pJ
l

.  

Здесь { }k ∈ 1 2, , sn2 1= −  (так как 2/)1(22 ππτ +−> nn  для 
любого βNn ≥ , т. е. 0cos 2 <nτ ), и 11 =ns  (так как соотношения 

nnn Lnnh =+−<−<<≤ −− 2/)1(2)32(11 πππτβ  выполняются для 
любого 1+≥ βNn ; см. обозначения теоремы 1).  

Если же βNn =  и *h<β , то )(sign1 β
β

−= Nn Ls , где 

2/)1(2 ππββ
+−= NLN , так как если *)( hLLh NN <<= β

ββ
, то 

12/)1(2 nN NL τππββ
<+−=  и 0cos 1 <nτ .  

Таким образом,

 
 =

+









=
′









=
)cos(sin)(

cos2

)()(

cos2

22
knknkn

knkn

kn

knkn

knH l
l

hl
lC

τττα

τ
ξ

τ

τα

τ
ξ

τ
 

 
22

2

2)(

cos2

βττβ

τ

α

τ
ξ

−+









=
knnkkn

kn
kn

sl
l ,  

 

 
( ) 22

sin2sin2

βττβ

τ

θα

τ
ξ

τθα

τ
ξ

−+









=
′









=
knnkkn

kn
kn

kn

kn

knS
sl

l
hl
lC ; 
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б)  В том случае, когда *h=β , функции *
JW  (J=H,S) имеют 

при 2** )/( lp ατ−=  (см. обозначения теоремы 1) полюс 2-го по-
рядка, поэтому  

 








==
−

<
= ∗

=
∗

∗

∑ ,при
)(

,при0
2

1

*

hh
pp

C
h

W
N

k
k

Jk

N

J
β

β

β

β
 

Входящие в функции *
JW  (J=H,S) коэффициенты равны:  

 2*

2*
2*

4

*
2**

2 )(2
)(1

)(
)(

)(
8))((lim

* τ
τ

τ
α
ξ

ξ +
+

=−=
→ l

pJ
ppRC PJ

pp
J ,  

 ( )=−==
→→

2**
1 )(

d
dlimres

**
ppR

p
RC PJ

pp
PJ

pp
J ξξ

 

 2*

**

*

*

))((3
)()(2

)(
)(2

pP
pPpJ

pP
pJ

′′

′′′
−

′′

′
= ξξ .  

Отсюда, используя выражения )sin()( plplpP ααβ +=  и 
22** )/()( lp ατ−= , получаем формулы (4.5)–(4.8).  

в)  Если )~,( 1 ββ h∈  (см. теорему 1), то функция nJW к  
( 3,2,1=n ), входящая как слагаемое в функцию PJR

ξ
, имеет два 

сопряженных полюса 220
11 )/()( lp nn αζ=  и 0

1
0

2 nn pp =  первого по-
рядка, где 00 >nσ . В этом случае  

 ( ) 0
2

0

0
1

0

к
n

Jn

n

nJ
nJ pp

C
pp

C
pW

−
+

−
= ,  

где )(
)(

)(
2res 0

1
0

2

0
10

0
1

nn
n

PJ
p

Jn pZ
l
pJ

RC
n α

ξ
ξ

==  и  

0
1

00
1

0
1

0
1

0
10

chsh)(ˆ nnn

n

n

n
n P

Z
ζζζ

ζ
ζ

ζ
+

=
′

= ,  

т. е. 0
2

0
10

)(
))/((ch2 n

n
nH Z

l
lC

α
ζξ

= , 
)(ˆ
))/sh((2 0

1

0
10

n

n
nS Pl

lC
ζθα
ζξ

′
= .  
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П4.  Доказательство следствий 1 и 2  

Если 2/πβ ≤ , то 1=βN , и все входящие в PJR
ξ

 слагае-

мые, кроме 1JW  и мJW , равны нулю.  
Оригиналы Jnϕ  функций )/()/( 2211 nnJnnJ ppCppC −+−  

( SHJ ,= ), входящих в выражение для функций 1JW  и мJW , 
имеют вид:  
(П4.1) ))exp()exp()((),( 2211 tpCtpCtst nnJnnJnJ +=ξϕ ,  
где },{ SHJ ∈ , 1+≥ βNn .  

Если 2/πβ ≤ , а l=ξ , то при всех 1≥n  0)(/cos ≥′ nknk h ττ , 
где 2,1=k , т. е. 0≥knHC , и все оригиналы ),( tHn ξϕ  в формуле 
(П4.1) неотрицательны при любом t. Поэтому оцениваемая нор-
ма оператора с передаточной функцией PH l

R  равна значению 
этой функции при 0=p , т. е. β/1 . Следствие 1 доказано.  

Для доказательства следствия 2 нужно учесть, что 
βττ =nknk sin  и 11τ  – минимальное из всех возможных значений 

nkτ , поэтому 11cos/|cos|1|))/((cos| τττξ nknkl ≤≤  при любых n, k. 
Учитывая, что 0)(/cos >′ nkkn h ττ  при 2/πβ ≤ , получаем, что    

11
222 cos

cos
)(

1
)(

2
)(

1
)(

2
)(

cos

)(
2

||
τ

τ

τα

τ

τα

τ

τ

τξ

α

τ kn

kn

kn

kn

kn

kn

kn
kn

knH hlhlh
l

l
C

′
≤

′
≤

′









= , 

поэтому  

 
( ) ( ) ( ) ( )++ •≤•

RLRL 11 ,
cos

1,
11

lnJnJ ϕ
τ

ξϕ .  

Из этой оценки и следствия 1 вытекает неравенство (4.13) 
следствия 2. В случае 2/πβ = , учитывая, что 2/11 πτ = , 

1)2/( =′ πh ,   |cos||cos||cos| 112 τττ >>kn 4421,01)(/1 2
1 ≈+= τ ,  и  
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πττ

τ
ξ 4

)(
1cos2

1111
11

11

11
1м <

′






==

hlp
CW H

H
B

, 

где м1HW  – оператор с передаточной функцией )/( 111 ppCH − , 

получаем оценку (4.14).  

П5.  Доказательство теоремы 3  

Оригиналы nJϕ  функций )/()/( 2211 nnJnnJ ppCppC −+−  
( SHJ ,= ), входящих в выражение для мJW , при 1+≥ βNn  
имеют вид:  
(П5.1) ))exp()exp()((),( 2211 tpCtpCtst nnJnnJnJ +=ξϕ , 

 
)cos(sin)(

cos2

)()(

cos2

22
knknkn

knkn

kn

knkn

knH l
l

hl
lC

τττα

τ
ξ

τ

τα

τ
ξ

τ

+









=
′









=  ,  

 ( ) 22

sin2sin2

βττβ

τ

θα

τ
ξ

τθα

τ
ξ

−+









=
′









=
knnkkn

kn
kn

kn

kn

knS
sl

l
hl
lC ;   

 




≥
<

=
.0при1
,0при0

)(
t
t

ts    

Оценим норму каждой такой функции в пространстве )( +RL1 :  

(П5.2) ( ) ( )
kn

knJ

k
nJ p

C
∑

=
≤• +

2

1
,

RL1ξϕ .  

Из (4.3) и (4.4) при 1+≥ βNn  с учётом соотношений 0)( 1 >′ nh τ , 

0)( 2 <′ nh τ , )32()12( −≤−<<< nπNπτhβ NN βββ
 получаем:  

(П5.3) ( ) ( ) ])1[(
12, 222

β
π

ξϕ
N

nnH an
s

−−
<≤• +RL1 ,   

(П5.4) ( ) ( ) <





≤• + 2

1

2, nn
n

nS l
sl

τ
ξ

µ
θ

α
τ

ξϕ
RL1   
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( ) 



















+

−−−
<

β

ξ
πθ

α

β
Nlan

l

N 2
11,

1n2
1min

])1[( 22
 .  

 

Здесь  
ββττββττ −−

+
+−

=
22

22
22

11

11

nnnn

ns ,   

 )4/(14 222
ββ ππβ

β
NNaN += , ),1(min)( xx =µ .  

Из (П5.3) и (П5.4) видно, что ряды   

 ( )•∑
∞

+=
,

1
ξϕ

β

nJ
Nn

 

сходятся в пространстве )( +RL1  и что их суммы оцениваются 
по норме этого пространства следующим образом:  
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β
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N
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+
−

= .  

Теорема 3 доказана.   

 



 
Анализ и синтез систем управления 

 117 

П6.  Доказательство теоремы 4 

 dteCdtW l

t

kJN
k

JNJN

kN

∫ ∑∫
∞ −

=

∞

==
0

)(

2,10

2

2

α
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ϕ , SHJ ,= ;  

поэтому в тех случаях, когда 021 ≥
ββ JNJN CC  или  021 <

ββ JNJN CC , 

но |||| 12 ββ JNJN CC ≤ , т. е. когда функция 0≠
β

ϕ JN  при 0>t ,  
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При )1,(/ 12 −−∞∈
ββ JNJN CC  функция )(tJNβ
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В этом случае норма оператора равна  
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Теорема 4 доказана.   

П7.  Доказательство теоремы 5 

Импульсная переходная функция оператора *
JW  равна  

(П7.1) ( ) ( ) ( )ttstwJ ,, ξϕξ =∗ ,      
где )exp()()( 21 tptCCt JJ

∗∗∗ +=ϕ , SHJ ,=  (см. раздел 3). При 
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021 ≥∗∗
JJ CC  функция )(tϕ  сохраняет знак при 0>t , и норма опе-

ратора в пространстве B  равна:  

 ( ) ||d, 1
0

JJ attW == ∫
∞

∗ ξϕ
B

, 

Если же 021 <∗∗
JJ CC , то 0)( 0 =Jtϕ  при ∗∗−= 210 JJJ CCt  и  
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J baattttW exp2d,d, 21
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+−=−= ∫ ∫
∞

∗ ξϕξϕ
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,  

где ∗∗∗∗ −== 210 JJJJ CCpptb ,   
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−+=

p
C

pp
tC

p
Ca JJ

J
J

J .  

Используя выражения (4.5)-(4.8) для ∗
kJC  ( 2,1=k ), прихо-

дим к формулам (7.1) теоремы 5. Теорема 5 доказана.   

П8.  Доказательство теоремы 6 

Импульсная переходная функция оператора nJW к имеет вид  

(П8.1) ( ) ( )=+= )(exp)(exp)()( 0
2

00
1

0 tpCtpCtstWw nnJnnJnJк  

 = )~(cos)(exp)(2 0
nJnnnJ tttsC ϕωµ +− , 

где 220
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0
1 )()( lp nn αζ= ; 000

1 nnn iτσζ += ; 0
1

0
2 nn pp = ,  

2020 )()( nnn στϑ −= , ( )2lnn αϑµ = ;  
 απϕϕ += nJnJ

~ ;  )ReImarctg( 00
nJnJnJ CC=ϕ ;  
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nn
n

α
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ω = .  

Норма функции )cos()exp()()( nJnnnJ tttst ϕωµψ +−=  в про-

странстве )( +RL1  вычисляется следующим образом:  
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∞
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n
n τσ

ϑ
ν = ; ( )πν n

nr −−
=

exp1
1 ; 

( )
n

nJ
nJt ω
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Используя выражения (4.9) и (4.10) для 0
nJC , получаем:  
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где 0
1

0
1

0
1

0
1 shch)(ˆ nnnnP ζζζζ +=′ .  

На основании (П8.3) получаем выражения (8.1) и (8.2) для 
норм операторов nJW к  (в пространстве B ). Теорема 6 доказана.    

ПРИЛОЖЕНИЕ II  

Таблицы и графики 

Замечание.  Значения JJJnJ baam exp21 +=  для nh=β  вы-

числены по формулам (7.1) при l=ξ  (J=H,S), 1=α , l = 1. При 

nh→β  (при 00 →nσ ) значения импульсной переходной функ-
ции оператора nJW к  (П8.1) стремятся к значениям функции 

(П7.1) оператора ∗
JW , а B|||| кnJW  стремится к B|||| *

JW . На рис.1–4 
приведены графики функций nHm  и nSm  для 31÷=n , 1=θ   
(см. 8.1, 8.2): по оси абсцисс – β , по оси ординат – 
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)/ch( 0 lMm nHnHn ξζ=  и )/sh( 0 lcMm nSSnSn ξζ= , 1== θαlcS .  

 
Таблица 1. Значения Hnm  и Snm  для nh=β  ( *0

nn iτζ = )  

n  nh=β  0
nσ  nn ττ =0  Hnm  nSm  

1. 1,8196 0 2,029 0,4855 0,5481 
2. 7,9171 0 7,979 0,0593 0,0035 
3. 14,172 0 14,207 0,0195 3,5585e-004 

Таблица 2. Зависимость параметров 1Hm  и 1Sm  от β  

β  0
1σ  0

1τ  1HM  1Hm   1SM  1Sm  
2,0 0,361 2,043 0,8466 0,4958 0,6985 0,6734 
3,0 0,878 2,105 0,4821 0,5389 0,4954 0,6519 
4,0 1,147 2,149 0,3932 0,5967 0,2797 0,4599 
5,0 1,337 2,184 0,3564 0,6642 0,2050 0,4002 
6,0 1,489 2,211 0,3404 0,7444 0,1698 0,3822 
7,0 1,615 2,235 0,3365 0,8385 0,1516 0,3850 
8,0 1,723 2,254 0,3416 0,9510 0,1424 0,4017 
9,0 1,818 2,272 0,3548 1,0884 0,1392 0,4306 

10,0 1,902 2,287 0,3766 1,2577 0,1405 0,4722 
11,0 1,978 2,300 0,4092 1,4758 0,1464 0,5303 
12,0 2,048 2,312 0,4576 1,7715 0,1579 0,6130 
13,0 2,113 2,323 0,5312 2,1956 0,1775 0,7351 
14,0 2,172 2,333 0,6443 2,8256 0,2094 0,9195 
15,0 2,228 2,343 0,8448 3,9176 0,2678 1,2426 
16,0 2,279 2,351 1,2658 6,1813 0,3923 1,9162 
17,0 2,328 2,359 2,7711 14,2136 0,8413 4,3145 
17,5 2,352 2,363 7,4155 38,9427 2,2295 11,7052 
17,6 2,356 2,364 11,1129 58,6233 3,3349 17,5877 
17,7 2,361 2,364 21,8156 115,6028 6,5346 34,6175 

17,79 2,365 2,365 824,6516 4,3892 
e+003 246,571 1,3120 

e+003 
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Таблица 3. Зависимость параметров 2Hm  и 2Sm  от β   

β  0
2σ  0

2τ  2HM  2Hm  2SM  2Sm  
8,00 0,1426 7,9795 0,3117 0,0593 0,0035 0,0035 
9,00 0,5086 7,9892 0,1063 0,0582 0,0033 0,0037 
10,00 0,6986 7,9978 0,0744 0,0573 0,0031 0,0038 
11,00 0,8409 8,0058 0,0591 0,0565 0,0029 0,0040 
12,00 0,9583 8,0135 0,0496 0,0557 0,0028 0,0041 
13,00 1,0592 8,0207 0,0430 0,0550 0,0026 0,0042 
14,00 1,1500 8,0272 0,0380 0,0544 0,0025 0,0043 
15,00 1,2285 8,0337 0,0342 0,0538 0,0024 0,0044 
16,00 1,3019 8,0409 0,0311 0,0533 0,0023 0,0044 
17,00 1,3684 8,0453 0,0286 0,0528 0,0022 0,0045 
17,50 1,4000 8,0480 0,0275 0,0526 0,0021 0,0045 
17,79 1,4200 8,0489 0,0268 0,0525 0,0021 0,0046 

 
Таблица 4. Зависимость параметров 3Hm  и 3Sm  от β      

β  0
3σ  0

3τ  3HM  3Hm  3SM  3Sm  
14,4 0,180 14,208 0,1000 0,0194 3.5364 

e-004 
3.5851 
e-004 

15,0 0,340 14,210 0,0548 0,0194 3.4779 
e-004 

3.6721 
e-004 

16,0 0,500 14,213 0,0367 0,0193 3.3847 
e-004 

3.8081 
e-004 

17,0 0,620 14,216 0,0290 0,0193 3.2834 
e-004 

3.9264 
e-004 

17,7
9 

0,700 14,218 0,0252 0,0192 3.2128 
e-004 

4.0242 
e-004 
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Рис. 1. Зависимость 1Hm  и 1Sm  от β    
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Рис.2. Зависимость 2Hm  и 2Sm  от β   
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Рис. 3. Зависимость 3Hm  от β   
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Рис. 4. Зависимость 3Sm  от β   
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conductivity. These estimates are used to find the sufficient condition 
of causality and stability for the non-linear feedback control system.  
 
Keywords: closed-loop system, causality, stability, distributed dy-
namic systems, a linear heat conduction object, complex variable 
theory.   
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ОБРАБОТКА СИМВОЛЬНЫХ МАССИВОВ

Айткулов П. Г. 1

(Удмуртский государственный университет, Ижевск)

Суффиксный массив для строки представляет собой структуру
данных, которая позволяет искать все вхождения образца за ли-
нейное время от длины образца. Построены алгоритмы модифи-
кации суффиксного массива при добавлении одного символа, при
добавлении блока к исходной строке и удалении блока из стро-
ки. Найдено применение построенных алгоритмов к индексации
текстовых записей в базах данных и имен файлов в файловой си-
стеме. Построен алгоритм поиска наибольшей общей подстроки
для k-строк для динамического случая.

Ключевые слова: алгоритмы на строках, суффиксный массив,
наибольшая общая подстрока.

Введение

Работа в текстовом редакторе, поисковые запросы в базе дан-
ных, задачи в биоинформатике, лексический анализ программ
требуют эффективных алгоритмов работы со строками.

Задачи поиска образца в тексте используются в криптогра-
фии, различных разделах физики, сжатии данных, распознавании
речи.

В конце 1970-х годов на стыке генетики и информатики по-
явилась биоинформатика (или вычислительная биология). Длина
генотипа человека составляет 3,2 миллиарда символов (нуклео-
тидов). Для обработки таких больших данных требуются эффек-
тивные алгоритмы вычислений на строках.

1 Павел Григорьевич Айткулов, аспирант (ajtkulov@gmail.com).
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Информационные технологии в управлении

Существует два подхода в алгоритмах поиска образца: пре-
образование образца и суффиксные структуры данных.

В первом подходе образец является статичным, а исходный
текст динамичен. Для каждого поискового запроса требуется про-
читать исходный текст заново.

Если исходный текст является статичным, то стоит восполь-
зоваться суффиксными структурами данных. Поисковый запрос к
таким структурам требует линейных от длины образца ресурсов
(количество операций и память).

К недостаткам существующих алгоритмов построения суф-
фиксных структур данных относится то, что для построения
структуры требуется вся строка целиком. Это ограничивает ис-
пользование суффиксных структур данных с потоковыми данны-
ми. К настоящему времени нет алгоритмов модификации суф-
фиксных структур данных при изменении исходной строки.

В работе построены алгоритмы модификации такой суффикс-
ной структуры данных, как суффиксный массив. Построено прак-
тическое применение для индексации строковых полей в базе
данных и имен файлов в файловой системе. Построенные алго-
ритмы позволяют решать задачу о наибольшей общей подстроке
для динамического случая для одной, двух и k-строк.

1. Обзор

БАЗОВЫЕ ОПРЕДЕЛЕНИЯ

Алфавит Σ — конечное множество символов.

Строка s — это упорядоченный список символов. Рассматри-
ваются конечные строки.

Подстрока s[i..j] — строка, начинающаяся в позиции i и за-
канчивающаяся в позиции j строки s.

Префиксом строки s называется подстрока s[1..i] для неко-
торого i.

Суффиксом строки s называется подстрока s[i..|s|] для неко-
торого i.
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1.1. АЛГОРИТМЫ РАБОТЫ СО СТРОКАМИ
В работе рассматриваются в основном задачи точного поис-

ка подстроки. В противоположность таким задачам есть задачи
нечеткого поиска, где допускается некоторое число ошибок при
сравнении строк. Также существуют задачи нахождения мини-
мального редакционного расстояния, где требуется найти мини-
мальное число изменений (замена, вставка и удаление символа)
необходимых для преобразования из одной строки в другую.

В этой главе число n обозначает длину исходного текста s,
m — длина образца t.

1.1.1. BRUTE-FORCE

Самый простой и очевидный алгоритм. Пробуем сопоста-
вить образец с позиции 1. Если сопоставление прошло неудачно,
то пытаемся сопоставить образец с позиции на единицу больше
предыдущего. Асимптотика наихудшего случая – O(nm) (пример,
s =′ aa..aa′, t =′ aa..ab′). Затраты по памяти – O(1).

1.1.2. ПОСТРОЕНИЕ КОНЕЧНОГО АВТОМАТА

Строится детерминированный конечный автомат (распозна-
ющий образец t) за O(m) операций. Далее за O(n) проверяем,
достигает ли автомат заключительного состояния. Итоговая (для
наихудшего и наилучшего случая) асимптотика – O(n+m). Заме-
чание: если учитывать размерность алфавита Σ, то на построение
автомата потребуется O(m|Σ|) операций, на хранение – O(m|Σ|
памяти. Общая асимптотика составит O(n + m|Σ|).

1.1.3. АЛГОРИТМ КНУТА-МОРРИСА-ПРАТТА

В 1977 году была опубликована работа [24] 2 , где устраня-
лись недостатки поиска при помощи конечного автомата (зависи-
мости от мощности алфавита Σ).

2 Алгоритм был открыт Кнутом, Праттом и, независимо от них,
Моррисом.
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Вместо построения детерминированного конечного автомата
строится префикс-функция π для образца t. Значение префикс-
функции π(q) определяет длину наибольшего префикса t, явля-
ющегося собственным суффиксом t[1..q]. Префикс-функция π по
образцу t строится на линейное время O(m), и с точки зрения
алгоритма поиска с использованием конечного автомата, новое
состояние автомата определяется при помощи префикс функции
за амортизированную O(1).

Общее время работы алгоритма составляет O(n + m) при
линейных затратах памяти O(m) (где, в отличие от алгоритма
поиска с конечным автоматом, сложность алгоритма и затраты на
память точно не зависят от размерности алфавита).

1.1.4. АЛГОРИТМ РАБИНА-КАРПА

Идея этого алгоритма состоит в вычислении хеш-функции
от образца и вычислений хеш-функции от части сопоставляемой
исходной строки. Если значения хеш-функций не равны, то сопо-
ставления явно будет неудачным, при равенстве значений необ-
ходимо линейное сопоставление. Предлагается использовать эле-
менты динамического программирования. Например, в качестве
хеш-функции можно выбрать сумму символов. Тогда для пере-
хода к следующему символу из текущего значения хеш-функции
необходимо вычесть первый символ и добавить новый. Для та-
кой хеш-функции строки состоящие из одних символов получат
одинаковый результат (f(′ab′) = f(′ba′)).

Рабин и Карп предложили в качестве хеш-функции исполь-
зовать

a1 · 2m−1 + a2 · 2m−1 + . . . + am

в кольце вычетов. Тогда переход к следующему символу состоит
в

fnew = 2(fold − a1 · 2m−1) + am+1(mod p)

(вычитании из предыдущего значения хеш-функции первого эле-
мента, сдвиг вправо, добавление нового элемента). Переход к сле-
дующему символу осуществляется за O(1)). Такая функция имеет
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большую область значений. Асимптотика для среднего случая –
O(n + m).

Данный метод также используется для поиска образцов в
двумерной карте.

1.1.5. АЛГОРИТМ БОЙЕРА-МУРА

В 1977 году Бойер и Мур в совместной работе [13] опублико-
вали наиболее эффективный в настоящее время алгоритм поиска
строки.

В алгоритме используется две эвристики (стоп-символ, без-
опасный суффикс), каждая из которых, примененная в отдель-
ности, не дает нужной асимптотики. При сопоставлении строки
сравниваются с конца.

Асимптотика наилучшего случая является сублинейной
(O(n/m)), для наихудщего случая – линейная O(n + m).

Доказательство для асимптотики для наихудшего случая име-
ет запутанную историю ([3], препроцессинг для сильного правила
изложен в [24] некорректно и исправлен в работе [29] без поясне-
ний). В работе Баасе [12], основанной на [29], приведен код без
доступного объяснения. Печатных источников, где бы пытались
объяснить метод, к настоящему времени не существует ([3]).

1.2. АХО-КОРАСИКА
Производится поиск вхождения k строк. Вместо поиска

вхождения для каждой строки O(kf(n, m)) (где f(n, m) — слож-
ность поиска образца размером m в тексте размером n) строится
конечный детерминированный автомат за O(km) ([11]). Поиск
осуществляется за O(n).

Стоит различать задачу поиска первого вхождения, поиска
всех вхождений, поиска всех вхождений без пересечений. Разли-
чие между второй и третьей задачей можно показать на примере.
Для строки ′ababababa′ строка ′aba′ входит в 1, 3, 5, 7 позициях,
но в задаче поиска всех вхождений без пересечений правильным
ответом считается вхождение в 1, 5 позициях (так как вхождение
в 1 и 3 позициях пересекается в позиции 3).
130



Информационные технологии в управлении

Все описанные алгоритмы объединяет то, что мы преобра-
зуем образец поиска. При этом исходный текст остается без пре-
образований. Это позволяет заранее произвести вычисления для
образца и искать его в любом тексте.

Во многих задачах текст является статичным (например, био-
информатика), а образец от запроса к запросу изменяется (поиск
различных белков в ДНК).

1.3. ОБЗОР СУФФИКСНЫХ СТРУКТУР ДАННЫХ

1.3.1. БОР

Бор (trie, луч, нагруженное дерево [25]) представляет собой
дерево, хранящее все суффиксы строки (каждый путь в дереве
представляет собой некоторый суффикс, длина пути в точности
равна длине суффикса, каждая вершина хранит символ).

Хотя время поиска подстроки является линейным, для по-
строения бора требуется O(n2) операций, а для хранения – O(n2)
памяти, что сильно ограничивает его практическое использова-
ние.

1.3.2. СУФФИКСНЫЙ АВТОМАТ

Суффиксный автомат строки s строится за линейное время
[14] и допускает все суффиксы s и только их. Эта структура дан-
ных не очень распространена, так как практическое применение
весьма ограничено.

1.3.3. СУФФИКСНОЕ ДЕРЕВО

Еще в [25] было замечены недостатки бора и возможность
хранения с использованием O(n) памяти и поиска за линейное
время на производной от бора структуре данных.

В 1973 и 1976 годах Вайнером и МакКрейгом годах были со-
зданы два алгоритма построения суффиксного дерева за линейное
время [27, 33]. Эти алгоритмs довольно трудны для понимания и
в литературе рассматриваются лишь вскользь.
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В 1995 году Эско Укконен ([32]) изобретает online-алгоритм
построения суффиксного дерева. Это означает, что добавление
одного символа требует амортизированную O(1) для изменения
текущего суффиксного дерева.

1.3.4. СУФФИКСНЫЙ МАССИВ

Суффиксный массив строки определяется как перестановка,
выражающая лексикографический порядок всех суффиксов стро-
ки. Элемент перестановки с индексом i выражает индекс суф-
фикса, который будет i-ым в лексикографическом порядке среди
всех суффиксов. Например, первый элемент суффиксного массива
показывает индекс лексикографически наименьшего суффикса.

Суффиксный массив представляет собой компактное пред-
ставление суффиксного дерева. Суффиксные массивы имеют мас-
су приложений в задачах поиска образца в строке, биоинформа-
тике [3], сжатии данных [20] Имеются алгоритмы построения
суффиксного массива за O(n) [19], распределенные алгоритмы,
[28].

Для существующих алгоритмов построения суффиксных
массивов требуется наличие всей входной строки. Это ограничи-
вает использование суффиксных массивов в задачах с потоковыми
данными.

1.4. ОБЗОР АЛГОРИТМОВ ПОСТРОЕНИЯ СУФФИКСНЫХ
МАССИВОВ

До начала 1990-х годов суффиксный массив строился из суф-
фиксного дерева посредством обхода в глубину. Это не имело

практического смысла, так как затраты памяти на построение
суффиксного дерева значительно больше затрат для хранения
суффиксных массивов, и область задач решаемых при помощи
суффиксных деревьев больше чем у суффиксных массивов. То
есть преобразование из суффиксного дерева в суффиксный мас-
сив необходимо только для экономии памяти для более узкого
класса задач.
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Рис. 1. Создание суффиксного массива из суффиксного дерева
при помощи обхода в глубину

В 1993 году Манбер и Майерс в работе [26] построили алго-
ритм построения суффиксного массива за O(n log(n)) операций.
Предложенный метод (техника удвоения) используется в несколь-
ких модификациях алгоритма Манбера и Майераса.

1.4.1. ТЕХНИКА УДВОЕНИЯ

Пусть все суффиксы отсортированы по первым k символам
(для начала работы алгоритма достаточно отсортировать по пер-
вому символу при помощи цифровой сортировки). Суффиксы,
которые совпадают по первым k символам, принадлежат одно-
му фактор-классу 3 . Нас интересуют фактор-классы, состоящие
из более чем одного элемента (если таковых не имеется, значит
построение суффиксного массива закончено).

Возмем два суффикса s1 и s2 из одного фактор-класса. Пер-
вые k символов этих суффиксов совпадают. Рассмотрим следую-
щие k символов в этих суффиксах. Это тоже некоторые суффиксы
исходной строки s

′
1 и s

′
2. Определяем, принадлежат ли эти суф-

фиксы s
′
1 и s

′
2 одному фактор-классу. Если ответ отрицателен, то

суффиксы s1 и s2 текущего фактор-класса разбиваются на более

3 В работе [26] используется термин «корзина».
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Рис. 2. Техника удвоения при создании суффиксного массива

мелкие классы. Иначе s1 и s2 обладают общим префиксом из
2k символов. Рассмотрев все фактор-классы из более чем од-

ного элемента, получим суффиксный массив, элементы которого
отсортированы по первым 2k символам.

1.4.2. ДРУГИЕ МЕТОДЫ

Имеются работы по распределенному и параллельному по-
строению суффиксных массивов [28].

Также есть возможность построить суффиксное дерево по
суффиксному массиву [15, 16, 17].

1.5. АНАЛОГИЯ С ОТСОРТИРОВАННОЙ КОЛЛЕКЦИЕЙ

Предположим, вы пришли в бухгалтерию за некоторой справ-
кой. Справка уже напечатана и лежит в общей куче. Необходимо
найти нужную справку.

Если стопка справок не отсортирована по фамилии, то чтобы
найти нужную, необходимо просмотреть всю стопку или затра-
тить O(n) операций. Если же справки отсортированы по фами-
лии, то поиск можно осуществить за O(log(n)) операций при
помощи бинарного поиска 4 . Также можно легко подсчитать ко-
личество справок с фамилией с первой буквой «Н» за O(log(n))
операций. Для суффиксных массивов это означает поиск количе-
ства и всех вхождений заданной подстроки в тексте за O(log(n)).

4 Алгоритмы хеширования не рассматриваются
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Проблемы начинаются при добавлении новых объектов. Най-
ти место для вставки можно за O(log(n)) операций, но сама опе-
рация вставки для линейного массива займет O(n) (для неболь-
шой стопки бумаг вставка требует константного времени. В памя-
ти раздвинуть элементы просто так нельзя. Приведем аналогию
с сортировкой тяжелых металлических пластин: чтение является
простой задачей, а перемещение объекта – тяжелой в прямом и
переносном смысле).

Для чисел (и других не очень сложных объектов) имеют-
ся способы хранения в сбалансированных деревьях, где опера-
ции поиска, изменения, вставки и удаления объекта занимают
O(log(n)) операций. Сложность для строк заключается в том,
что определение отношения порядка занимает линейное от дли-
ны строки время, а для чисел отношение порядка определяется за
O(1). Заметим, что для lcp-естественных строк определение лек-
сикографического порядка в среднем занимает O(maxlcp) (что
можно считать как O(1), так как maxlcp является константой; с
практической точки зрения такой переход не является чистым).
Имеются методы построения суффиксного массива, основанные
на быстрой сортировке ([22]) с некоторыми ограничениями на
структуры строк.

1.6. ЗАМЕЧАНИЕ ПО ИСПОЛЬЗУЕМЫМ СТРУКТУРАМ
ДАННЫМ
Далее в работе будут строиться алгоритмы динамического

построения суффиксных массивов. В строку будут вноситься из-
менения: добавление символа, добавление строки, удаление под-
строки. Необходимо поддерживать суффиксный массив.

Необходим доступ по индексу (как к обыкновенному линей-
ному массиву), так и эффективная реализация операций вставки и
удаления элемента. В [5] рассматривается структура данных (ди-
намические порядковые статистики), позволяющая производить
все требуемые операции (индексный доступ к элементу, измене-
ние элемента, удаление и вставка элемента) за O(log(n)) опера-
ций.

Динамические порядковые статистики основываются на би-
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нарном сбалансированном дереве, где кроме значения элемента в
вершине дерева хранится количество элементов в левом и правом
поддеревьях (в [5] рассматривается реализация с красно-черным
деревом: в вершине хранится сумма вершин в левом и правом
поддереве плюс сама вершина). Сортировка в дереве идет по ин-
дексу. При операциях вставки или удалении производится балан-
сировка дерева, в процессе которой поддерживается информация
о количестве элементов в поддеревьях. Индексный доступ реа-
лизуется аналогично классическому поиску в бинарном дереве,
зная количество элементов в поддеревья производится рекурсив-
ное углубление в какое-то из поддеревьев.

Таким образом, у нас имеется структура данных, объединя-
ющая индексный доступ к элементу, а также возможность эффек-
тивной вставки и удаления элемента. Далее в работе при доказа-
тельстве асимптотических сложностей алгоритмов будет учиты-
ваться дополнительный O(log(n)) член.

Объем занимаемой памяти для такой структуры составляет
O(n) [5].

1.7. ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ
Пусть дана строка s. Суффиксный массив строки s обозна-

чим как sa. К строке s мы добавляем новый блок ns. Необходимо
получить суффиксный массив для объединенной строки s ++ns.
Здесь и далее символ «++» означает конкатенацию строк, а сим-
вол «+» будет использоваться только в арифметическом смысле.
Введем обозначение n = |s|, k = |ns|, где |s| — длина строки
s. Запись s[i..j] обозначает подстроку s, начинающуюся с симво-
ла с индексом i по символ с индексом j. Запись s[i..] является
сокращением для суффикса s[i..|s|].

1.8. СРАВНЕНИЕ СУЩЕСТВУЮЩИХ АЛГОРИТМОВ
ДИНАМИЧЕСКОГО ИЗМЕНЕНИЯ СУФФИКСНЫХ
МАССИВОВ
К настоящему времени существует только одна работа в дан-

ном направлении. В 2009 году вышла работа Салсона [30], в кото-
рой также рассматриваются алгоритмы динамического изменения
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суффиксных массивов. В этой работе решены схожие задачи: из-
менение суффиксного массива при вставке символа и строки в
середину существующей и при удаление подстроки.

Работа основана на динамическом преобразовании Барроуза-
Уилера.

1.8.1. АЛГОРИТМ СЛИСЕНКО

В 1981 году опубликована работа О. А. Слисенко 5 «Поиск
периодичностей подслов в реальное время». В работе рассмотре-
ны задачи поиска вхождения в реальное время, т. е. во входной
поток поступают символы текста, затем следует разделитель $,
после чего во входной поток поступают символы образца. При
получении нового символа образца алгоритм дает ответ, входит
ли образец в текст в реальное время (т. е. требуется константное
число шагов 6 )

В работах О. А. Слисенко ([7, 9]) строятся также алгоритм
проверки симметричности в реальное время и поиск периодич-
ностей (поиск самых длинных повторений) в реальное время.

1.9. О LCP И ПОИСКЕ МИНИМУМА НА ОТРЕЗКЕ
Одно из основных свойств lcp состоит в lcp(i, j) =

mink∈[i..j−1]lcpk. Нам необходимо уметь эффективно решать эту
задачу.

Тривиальный алгоритм поиска минимума на отрезке нам не
подходит, ввиду линейной сложности.

В [6] задача поиска минимума на отрезке для статических
массивов решается за O(log(n)) операций при помощи дерева
отрезков. Для построения дерева отрезков требуется O(n log(n))
операций.

Есть производные структуры данных, основанные на дере-
ве отрезков, которые позволяют искать минимум на отрезке за
O(log(n)) операций и модифицировать элементы за O(log(n)).

5 Результаты получены ранее.
6 Не путать с амортизированной единицей O(1). Здесь константа

задана и не зависит от входных данных.
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Но эти структуры данных не позволяют добавлять или удалять
элементы массива. Построение таких структур данных также за-
нимает O(n log(n)) операций.

В [31] представлена структура данных, основанная на сба-
лансированном дереве, позволяющая искать минимум на произ-
вольном отрезке за O(log(n)) операций, а также изменять значе-
ние элемента, удалять и вставлять элемент за O(log(n)) операций.

При каждом изменении массива lcp (изменение значения эле-
мента, удаление и вставка элемента) будем производить анало-
гичное действие над структурой данной для поиска минимума на
отрезке.

Все структуры данных, рассмотренные в этом параграфе ис-
пользуют O(n) памяти [5, 6, 31].

1.9.1. О LCP , LCA И ПОИСКЕ МИНИМУМА НА ОТРЕЗКЕ

Массив lcp выражает длину наибольшего общего префик-
са для соседних суффиксов в суффиксном массива. Чтобы найти
наибольший общий префикс двух некоторых суффиксов в суф-
фиксном дереве необходимо найти наименьшего общего родителя
(lca, least common ancestor) для двух листьев, соответствующе-
го этим суффиксам.

Очевидный алгоритм поиска наименьшего общего предка со-
стоит в продвижении от каждого листа вверх к корню, помечая
все узлы на своем пути. Найдя первый уже помеченный узел,
мы тем самым найдем наименьшего общего предка. Как видно,
сложность алгоритма линейная.

В [3, 10] рассмотрено несколько алгоритмов поиска наимень-
шего общего предка. Наилучшим является алгоритм с пропро-
цессингом за линейное время и с константным временем запроса
(поиск наименьшего общего предка на полном двоичном дереве
не является сложной задачей (достаточно «поиграть» с битовым
представлением вершин), строится биективное отображение меж-
ду суффиксным деревом и частью полного бинарного дерева).

Покажем связь между поиском наименьшего общего предка
и задачей поиска минимума на отрезке.
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Рассмотрим дерево (необязательно суффиксное) и две вы-
деленные вершины (необязательно листья). Произведем поиск в
глубину с левым обходом начиная с корня, записывая порядок
посещения вершины в список L. При такой нумерации число,
соответствующее некоторой вершине, меньше чисел сопоставля-
емых ее потомкам.

Для вычисления наименьшего общего предка для вершин i и
j найдем любые вхождения элементов i, j в L (например, первые).
Эти элементы ограничат некоторый интервал. Найдя минимум на
этом интервале мы получим lca(i, j). Заметим, что длина списка

Рис. 3. Связь lca и поиска минимума на отрезке

L есть O(n) (или 2n− 1), так как каждое ребро дерева участвует
дважды. То есть препроцессинг состоит в построении структуры
данных для поиска минимума на отрезке за O(n log(n)) опера-
ций, а сам запрос lca для произвольных вершин производится за
O(log(n)) операций (как поиск минимума на отрезке).

2. Полученные результаты

2.1. АЛГОРИТМ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОГО ПОСТРОЕНИЯ
СУФФИКСНОГО МАССИВА

Рассмотрим следующую задачу.
Имеется строка s и суффиксный массив sa для строки s. К

строке s приписывается новый символ sym. Необходимо полу-
чить суффиксный массив для строки sa ++sym.
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Конечно, можно построить суффиксный массив для строки
sa ++sym «с нуля». Нас интересует построение алгоритма, кото-
рый может изменить существующий суффиксный массив за мень-
шее время, чем построение суффиксного массива заново.

Лемма 1 О наихудшем случае. При добавление одного сим-
вола к строке может потребоваться не менее O(n) операций
для изменения суффиксного массива.

Доказательство. Если строке aa..a приписать символ b, то
это приведет к обращению суффиксного массива. Это требует не
менее O(n) операций.

Высокоуровневый алгоритм последовательного построения
суффиксного массива можно записать следующим образом:

1) Ко всем суффиксам приписать новый символ sym, под-
держивая корректность суффиксного массива.

2) Добавить в суффиксный массив sym.

В таком виде этот алгоритм нас не устраивает, так как в
первой части алгоритма требуется обработка всех суффиксов, что
потребует не менее O(n) операций.

Посредством следующей леммы покажем, что необходимо
обрабатывать не все суффиксы.

Лемма 2 О граничных суффиксах. Пусть дан суффиксный
массив sa. При приписывании новой строки ns ко всем суффиксам
суффиксного массива sa, свое местоположение могут поменять
только суффиксы, для которых выполнено lcpi = |sai|.

Доказательство. Утверждение lcpi < |sai| означает, что
sai < sai+1, поэтому добавление строки ns не изменит лекси-
кографический порядок sai и sai+1 суффиксов.

Утверждение lcpi = |sai| также означает, что |sai| < |sai+1|
и весь суффикс sai является префиксом для sai+1 суффик-
са. В зависимости от добавляемой строки ns можно полу-
чить sai ++ns > sai+1 ++ns, sai ++ns < sai+1 ++ns и
sai ++ns = sai+1[1..|sai| + |ns|] (в зависимости от отношения
ns и sai+1[|sai|+ 1..]). Лемма сформулирована и доказана для

случая добавления строки, что пригодится нам позже.
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Рис. 4. Добавление новой строки изменяет положение
суффиксов только если lcpi = |sai|

Рассмотрим суффикс sai, для которого верно lcpi = |sai|.
При приписывании символа sym к суффиксу sai и сравнении
sai ++sym с sai+1-суффиксом возможны следующие варианты:

• sym < s[sai+1 + lcpi]. Тогда sai-суффикс будем лексикогра-
фически меньше sai+1-суффикса вне зависимости от оче-
редных добавляемых символов. Необходимо снять пометку
boi.

• sym = s[sai+1 + lcpi]. Тогда необходимо увеличить lcpi

на единицу и сохранить пометку boi. Следующий добав-
ляемый символ может повлиять на порядок sai-суффикса
относительно sai+1.

• sym > s[sai+1 + lcpi]. То есть sai-суффикс лексикографиче-
ски больше sai+1-суффикса. Необходимо переместить sai-
суффикс и модифицировать некоторые значения lcp. Значе-
ние boi определится в результате перемещения суффикса.

Первые два случая являются тривиальными.
Рассмотрим третий вариант. Здесь мы получили, что sai +

+sym > sai+1. То есть необходимо перемещение суффикса на
новое место и обновление дополнительных структур данных.

Докажем несколько полезных лемм.
Лемма 3 Об удалении. При удалении sai-суффикса необхо-

димо обновить значение lcpi−1 ← min(lcpi−1, lcpi).
Доказательство. Исходя из свойств lcp [26] имеет место

lcp(i, j) = mink∈[i..j−1]lcpk. В частности, lcp(i − 1, i + 1) =
min(lcpi−1, lcpi). Теперь мы можем удалить суффикс. При помо-
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Рис. 5. Перемещение суффикса на новое местоположение

щи следующего алгоритма мы сможем определить новое место-
положение и вставить sai ++sym.

Мы имеем текущее значение lcpi и sai ++sym > sai+1.
Найдем r = min{k|k > i ∧ lcpk < lcpi}. Позиция r означает,
что на диапазоне k ∈ [i..r] имеет место lcpk > lcpi. То есть
на отрезке [i + 1..r] имеется общий префикс для sai, и искомое
местоположение находится на этом интервале. Найти требуемое
местоположение можно посредством бинарного поиска на интер-
вале [i + 1..r], сравнивая новый символ sym с соответствующим
символом samed суффикса (med представляет собой вспомога-
тельную переменную для бинарного поиска). Найдя требуе-

мое местоположение pos, необходимо обновить соседние значе-
ния массива lcp следующим образом: lcppos−1 = lcpi (так как
sapos−1 < sai++sym), а значение lcppos = lcpi∨lcppos = lcpi+1 в
зависимости от символа sym и соответсвующего символа sapos+1

суффикса.
Теперь мы можем перемещать (как операции удаления и

вставки на новое место) суффикс.
Рассмотрим задачу поиска правой границы. Если абстраги-

роваться от суффиксных структур данных, необходимо для каж-
дого элемента массива знать наиближайший элемент с большим
индексом, значение которого меньше элемента.

Нас не устраивает очевидная реализация (для каждого эле-
мента линейный проход вправо и поиск первого элемента меньше
заданного) ввиду ограничений на сложность алгоритма.

Помимо этого интересует задача препроцессинга. То есть на
основе суффиксного массива, построенного при помощи других
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алгоритмов, достроить все дополнительные структуры данных,
так чтобы можно было продолжить построение суффиксного мас-
сива.

Рассмотрим вариант, когда для каждого элемента будем хра-
нить ссылку на следующий элемент, меньше данного. Обозначим
массив как link[]. Покажем как построить массив link на фазе
препроцессинга за линейное время. Очевидная реализация имеет
сложность O(n2).

for i ∈ 1 to n do
while (stack.size > 0) ∧ (stack.peek > lcp[i]) do

link[stack.top.ind] ← i;
stack.pop();
stack.push(val = lca[i], ind = i);

В стеке хранится возрастающая последовательность элемен-
тов (как дополнительный атрибут – индекс элемента). Произво-
дится линейный проход (по возрастанию индекса). Для всех зна-
чений, хранящихся в стеке (для которых пока не известен бли-
жайший меньший элемент) и больших текущего элемента, мы
устанавливаем ссылку на этот элемент и извлекаем эти значения
из стека. Текущий элемент заносится в стек. Сложность алго-
ритма есть O(n), так как каждый элемент максимум один раз
заносится и извлекается из стека.

Заметим, что ссылка linki необходима только для тех суф-
фиксов, у которых boi истина.

Имеются трудности с поддержкой link в процессе работы
алгоритма. В процессе перемещения суффиксов и изменения зна-
чений массива lcp необходимо поддерживать в корректном со-
стоянии значения link. Эта проблема решаема, но мы не будем
углубляться в этом направлении. Предложим более универсаль-
ное решение, которое пригодится нам в будущем.

Воспользуемся подзадачей поиска значения lcp(i, j), где i, j
– несмежные суффиксы. Как известно из свойств lcp (напри-
мер, [26]) lcp(i, j) = mink∈[i..j−1]lcpk. В главе 1.9 показано, как
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считать значение lcp(i, j) для любых значений аргументов за
O(log(n)) операций при помощи вычисления минимума на от-
резке.

Тогда задачу поиска первого значения меньше текущего ре-
шим посредством бинарного поиска и поиска минимума на от-
резке. Для вычисления min{k|k > i ∧ lcpk < lcpi} будем искать
минимум на отрезке [i, x] (x – переменная в бинарном поиске,
левая граница равна i + 1, правая – n) и считать характеристиче-
скую функцию mink∈[i,x]lcpk < x (которая является монотонной
относительно x).

Итого, мы можем искать правую границу для поиска за
O(log2(n)) операций.

Запишем более детализированную версию алгоритма после-
довательного построения суффиксного массива.

1 procedure Preprocessing()
2 Создать lcp
3 Создать DRMQ
4 Создать bo
5 end procedure Preprocessing
6 procedure SequentialSuffixArrayContructingGenerate(char sym)
7 Для всех суффиксов sai, помеченных boi,
8 Если sym < s[sai+1 + lcpi], то
9 boi ← false
10 Иначе Если sym = s[sai+1 + lcpi], то
11 lcpi ← lcpi + 1
12 Иначе
13 Найти правую границу бинарного поиска
14 Найти место для вставки sai (бинарный поиск)
15 Переместить sai на новое место
16 Обновить lcp
17 Обновить bo
18 Добавить в суффиксный массив sym
19 Обновить lcp
20 Обновить bo
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2.1.1. ОЦЕНКА АЛГОРИТМИЧЕСКОЙ СЛОЖНОСТИ И
ЗАТРАТ ПАМЯТИ

Оценим алгоритмическую сложность построенного алгорит-
ма.

Сначала оценим сложность процедуры препроцессинга.
Необходимо создать все дополнительные структуры данных для
работы алгоритма только на основе суффиксного массива sa
и самой строки s. Построение массива lcp требует O(n) опе-
раций [21], но с учетом структуры хранения нам потребуется
O(n log(n)) операций. Структура данных для эффективного поис-
ка минимума значения на отрезке в строке 3 требует O(n log(n))
операций. Массив bo строится по определению за линейное вре-
мя, но из-за структуры данных на его построение нам потребуется
O(n log(n)) операций.

Итоговое время препроцессинга – O(n log(n)) операций.
Перейдем к оценке самого алгоритма.
На строках 7–17 имеется внешний цикл по всем суффиксам

для которых верно lcpi = |sai|. Количество итераций цикла может
соствлять O(n) (для lcp-регулярных строк. Для lcp-естественных
строк количество ограничено константой). Проверка условий и
выполнение действий на строках 8–11 требует O(log(n)) опера-
ций. Для варианта с перемещением суффикса (строки 13–17) по-
требуется O(log2(n)) операций. Для определения границы (стро-
ка 13) требуется O(log2(n)) операций (бинарный поиск и поиск
минимума на отрезке посредством DRMQ). Собственно сам би-
нарный поиск (строка 14) занимает так же O(log2(n)) операций,
так как имеются дополнительные затраты на структуры данных.
Операция по перемещению суффикса рассматривается как опе-
рация удаления и вставки. По лемме об удалении на поддержку
значений lcp нам потребуется O(log(n)) операций. При вставке
и поддержке значений lcp и bo потребуется O(log(n)) операций.
Итого весь цикл (строки 7–17) занимает O(n log2(n)) операций
для lcp-регулярных языков и O(log2(n)) для lcp-естественных
языков.

Для вставки нового символа sym в суффиксный массив sa
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требуется O(log2(n)) операций (как бинарный поиск по суффикс-
ному массиву). Для конечных и небольших алфавитов можно
вставить новый символ за O(log(n)) (храня дополнительную ин-
формацию о том, где начинаются суффиксы для каждого символа
алфавита), но здесь оптимизация не скажется на общей асимп-
тотике алгоритма. Поддержка дополнительных структур данных
lcp и bo потребует O(log(n)) операций.

В результате мы получили, что сложность алгоритма по-
следовательного построения суффиксного массива составляет
O(n log2(n)) операций для lcp-регулярных строк и O(log2(n))
для lcp-естественных строк.

Для хранения всех дополнительных структур данных требу-
ется O(n) памяти [2, 5, 31].

2.1.2. ПРЕИМУЩЕСТВА АЛГОРИТМА И НЕДОСТАТКИ
АЛГОРИТМА

Рассмотрим преимущества алгоритма.
Алгоритм работает с потоковыми данными. При поступле-

нии информации о новых символах строки мы достраиваем су-
ществующий суффиксный массив, а не строим заново для полу-
ченной строки.

Имеется возможность препроцессинга. То есть для существу-
ющего суффиксного массива, построенного при помощи любого
алгоритма, и строки построить все необходимые дополнитель-
ные структуры данных и продолжить построение суффиксного
массива.

Также построенный алгоритм можно использовать для созда-
ния суффиксного массива «с нуля», добавляя по одному символу
к пустому суффиксному массиву.

На каждом шаге поддерживается массив наибольших общих
префиксов lcp.

Для lcp-естественных языков сложность добавления одного
символа составляет O(log2(n)) операций, а для построения суф-
фиксного массива «с нуля» потребуется O(n log2(n)) (что близко
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к асимптотике построения суффиксного массива для полностью
заданной строки).

Перейдем к недостаткам алгоритма.

Для lcp-регулярных строк добавление одного символа потре-
бует O(n log2(n)) операций. В лемме о наихудшем случае утвер-
ждается о не менее чем O(n) операций.

Как видно из алгоритма, количество суффиксов, помеченных
меткой boi, не обязательно уменьшается на каждой итерации.

Для создания суффиксного массива алгоритмом последова-
тельного построения для строки ′aa..a′ потребуется O(n2 log2(n))
операций, так как на каждой итерации количество суффиксов sai

для которых выполнено lcpi = |sai| будет равняться в точности
длине текущей строки.

Наихудшим случаем будет также построение суффиксного
массива «с нуля» для двойной копии большой строки. В процес-
се построения для второй копии количество помеченных boi суф-
фиксов будет только увеличиваться, что приведет к асимптотике
в O(n2 log2(n) операций.

2.2. АЛГОРИТМ БЛОЧНОГО ПОСТРОЕНИЯ СУФФИКСНОГО
МАССИВА

К недостаткам алгоритма последовательного построения
суффиксного массива относится то, что для lcp-регулярных строк
на каждой итерации алгоритма может возрастать количество гра-
ничных суффиксов. Это приводит к квадратичному времени ра-
боты.

Этот недостаток мы устраним в алгоритме блочного постро-
ения суффиксного массива. Вместо добавления одного символа
будем добавлять строку и покажем, что это можно сделать эф-
фективнее, чем добавление по одному символу.

Будем добавлять не произвольной длины строку, а минималь-
ную строку ns, не входящую в текущий суффиксный массив. То
есть подстрока ns[1..|ns|−1] является подстрокой s. Как выбрать
такую строку ns будет показано ниже.
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2.2.1. ПОСТРОЕНИЕ АЛГОРИТМА

Раcсмотрим, что происходит при добавлении строки ns к
существующему суффиксному массиву sa строки s. Ко всем суф-
фиксам приписываем строку ns. Некоторые суффиксы могут из-
менить свое положение относительно существующих. Необходи-
мо также добавить в суффиксный массив sa все суффиксы строки
ns.

Шаг 1. Ко всем суффиксам приписать строку ns.
Поддерживать отсортированный порядок в
суффиксном массиве.

Шаг 2. В суффиксный массив добавить все
суффиксы строки ns.

Наша задача состоит в реализации алгоритма со сложностью
меньше квадратичной. Очевидная реализация первой части ал-
горитма (прямое приписывание строки ns, попарное сравнение
суффиксов, сравнение двух суффиксов за линейное время, пере-
мещение одного суффикса за линейное время) не удовлетворяет
требованиям сложности. Покажем, как можно эффективно реали-
зовать эту часть алгоритма.

По Лемме о граничных суффиксах для работы первой ча-
сти алгоритма достаточно обрабатывать суффиксы, для которых
верно lcpi = |sai|.

Покажем, как определить отношение порядка для суффикса,
для которого верно lcpi = |sai|, со следующим (sai+1) после
приписывания к обоим суффиксам строки ns.

Вместо сравнения за линейное время предложим следующее.
Сравнение можно разбить на следующие две части: сравнение
между ns[1..|sai+1|−|sai|] и sai+1[|sai|+1..], а так же ns[|sai+1|−
|sai|+ 1..] и ns.

Первое сравнение ns[1..|sai+1|−|sai|] и sai+1[|sai|+1..] (обо-
значим как δi,i+1) есть лексикографическое сравнение префикса
ns и δi,i+1. Так как во второй части алгоритма потребуется встав-
лять все суффиксы строки ns в суффиксный массив (и саму стро-
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Рис. 6. Сравнение суффиксов разбивается на два сравнения

ку ns тоже), то вставим в суффиксный массив строку ns (так же
поддерживаем значение lcp-массива). Тогда указанное сравнение
сводится к поиску местоположения суффикса δi,i+1 и сравнению
местоположения ns.

Если δi,i+1 совпадает с префиксом ns, то необходимо выпол-
нить оставшуюся проверку ns[|sai+1| − |sai|+ 1..] и ns, что рав-
носильно задаче о сравнении строки с собственным суффиксом.
Такое сравнение потребуется для различных суффиксов строки
ns, поэтому построим для строки ns суффиксный массив за ли-
нейное время [19]. Тогда задача сводится к сравнению местопо-
ложений суффикса строки ns и самой строки ns в суффиксном
массиве для строки ns.

То есть мы можем сравнивать два суффикса без полного срав-
нения строк. Точные оценки алгоритмической сложности приво-
дятся ниже.

Заметим, что аналогичным образом мы можем сравнивать
любые суффиксы, а не только соседние. При сравнении sai ++ns
и saj ++ns необходимо проверить, что lcp(i, j) = |sai|, иначе
сравнение не имеет смысла, так как отношение порядка заведомо
определено и не зависит от ns.

Если sai ++ns > sai+1 ++ns, то необходимо переместить
суффикс sai++ns на новое место. Для определения нового место-
положения суффикса sai++ns воспользуемся бинарным поиском,
так как мы можем эффективно сравнивать sai ++ns с saj ++ns.
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2.2.2. ВТОРАЯ ЧАСТЬ АЛГОРИТМА

Перейдем ко второй части алгоритма – вставке в суффиксный
массив всех суффиксов добавляемой строки ns. Очевидная реали-
зация (для каждого суффикса строки ns найти местоположение в
текущий суффиксный массив за O(k + log(n)) [26]) данной части
алгоритма приводит к квадратичной сложности.

Cтрока ns уже была добавлена в суффиксный массив на
предыдущем шаге. Осталось добавить все собственные суффик-
сы строки ns. Напомним, что мы выбрали ns так, чтобы стро-
ка была минимальной еще не входящей в суффиксный массив
sa. Это означает, что строка ns[1..|ns| − 1] присутствует в суф-
фиксном массиве. Это означает, что для всех суффиксов стро-
ки ns после вставки в суффиксный массив будет выполнено
lcp(nssuffix) = |nssuffix| ∨ lcp(nssuffix) = |nssuffix| − 1 (так
как, за исключением последнего символа, подсуффикс уже содер-
жится в суффиксном массиве).

Рис. 7. К суффиксному массиву для слова ′banana′ добавляем
строку ′naz′

Найдем наименьшее положение суффикса, префикс которо-
го совпадает с ns[2..|ns| − 1]. Обозначим местоположение такого
суффикса как posns.2. Для вставки ns[2..] воспользуемся идеей
из алгоритма последовательного построения суффиксного масси-
ва. Применим бинарный поиск по последнему символу ns[|ns|]
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Рис. 8. К суффиксному массиву для слова ′banana′ добавляем
строку ′naa′

на интервале от posns.2− 1 до mink|k > posns.2 ∧ lcpk < |ns| − 1
Для перехода к ns[3..] можно не искать местоположение как на
предыдущей итерации. Достаточно перейти к суффиксу, чья дли-
на на 1 меньше суффикса saposns.2 , и произвести аналогичные
операции.

Для перехода к суффиксам нужной длины будем поддержи-
вать массив (обозначим как invsa), являющийся обратной пере-
становкой к суффиксному массиву sa (при любой операции встав-
ки, удаления из sa производим аналогичную над invsa). Элемент
обратной перестановки inssa[i] будет показывать положение в
суффиксном массива суффикса с длиной |s| − i + 1.

Теперь осталось только добавить в суффиксный массив еще
один суффикс, а именно, ns[|ns|].

2.2.3. ПОДРОБНАЯ ВЕРСИЯ АЛГОРИТМА

Запишем алгоритм более подробно.
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Рис. 9. Определение положения суффикса по его длине

1 procedure Preprocessing
2 Создание lcp.
3 Создание bo.
4 Создание RMQ.
5 Создание invsa.

end procedure
procedure AddString(string ns)

6 Построение суффиксного массива для ns (sans)
7 Вставка в суффиксный массив sa строку ns.
8 Обновление lcp.
9 Для всех суффиксов sai, помеченных boi

10 Сравнение sai ++ns и sai+1 ++ns.
11 Если sai ++ns > sai+1 ++ns, то
12 перемещение sai ++ns,
13 обновление значения lcp, bo
14 иначе
15 обновление значений lcp, bo.
16
17 Поиск местоположения суффикса, префикс

которого совпадает с ns[2..|ns| − 1]
18 For i in |ns| − 1 downTo 2 do
19 Вставка суффикса ns[|ns| − i + 1..]
20 Обновление lcp
21 Обновление bo
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22 Вставка ns[|ns|]
23 Обновление lcp
24 Обновление bo

end procedure

Следствие 1. В процессе сравнения sai ++ns с saj ++ns
можно вычислить lcp(sai ++ns, saj ++ns) за O(log(n) операций.

Доказательство. Сравнение sai ++ns и saj ++ns, как было
показано выше, разбивается на два подсравнения. Первое под-
сравнение состоит в сравнении ns и некоторого суффикса. Так
как мы уже добавили ns в суффиксный массив, то определяем
значение lcp стандартным способом за O(log(n)) операций. Ес-
ли потребуется второе подстравнение (некоторый суффикс ns и
строка ns), то это производится запрос к суффиксному массиву
для строки ns за O(log(k)) операций.

Так как k <= n, то общее время вычисления lcp(sai +
+ns, saj ++ns) соствляет O(log(n)).

2.2.4. ОЦЕНКА АЛГОРИТМИЧЕСКОЙ СЛОЖНОСТИ АЛ-
ГОРИТМА И ЗАТРАТЫ ПАМЯТИ

Строка 6 (Построение суффиксного массива для строки ns)
– потребуется O(k) операций [19].

На строке 7 (Вставка в суффиксный массив sa строку ns) по-
требуется O(k + log(n)) на вставку [26]. Строка 8 затратит O(n)
операций (линейный подсчет lcp для вставленного и предыдуще-
го элемента. Можно быстрее, но ускорение на данном шаге не
улучшит общую асимптотику алгоритма).

Сравнение и вычисление lcp (10–11 строки) разбивается на
два подсравнения. Оба сравнения вычисление lcp происходит за
O(log(n)) (сравнение индексов в соответствующих суффиксных
массивах, вычисление lcp как запрос к структуре RMQ) [26, 31].

В случае перемещения sai суффикса (строки 12–13) для по-
иска нового положения воспользуемся бинарным поиском. Тогда
поиск нового положения суффикса займет O(log2(n)) (бинарный
поиск и вычисление lcp).
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Обновление значений lcp на строках 13, 15 занимает
O(log(n)).

Так как число суффиксов, помеченных bo, может достигать
O(n), то блок 9–15 строки выполняется за O(n log2(n)).

Вставка всех суффиксов строки ns занимает O(k log2(n)).
Так как поиск первоначального места (строка 17) требует
O(k + log(n) ([26]), тело цикла (строки 19–21) выполняется за
O(log2(n)), а количество итераций цикла составляет O(k). Встав-
ка последнего символа строки ns занимает O(log(n)) операций.

Сложность всего алгоритма составляет O(n log2(n)).
В процессе работы алгоритма используются только структу-

ры данных с объемом памяти O(n) (lcp, bo, invsa, RMQ, суф-
фиксный массив, [5, 26, 31]).

2.2.5. ПРЕПРОЦЕССИНГ

Алгоритм можно использовать для модификации суффикс-
ных массивов, уже построенных другими алгоритмами. Для это-
го на шаге препроцессинга (строки 1–5) достаточно создать все
необходимые дополнительные структуры данных.

Оценим алгоритмическую сложность шага препроцессинга.
Массив lcp строится за O(n) [21].
Массив bo так же строится за O(n), линейный проход по

всем суффиксам boi = (lcpi == length(sai)). Заметим, что число
помеченных суффиксов может составлять O(n).

Структура RMQ нам требуется при основной работе алго-
ритма. Построение занимает O(n log(n)) операций [31]. При каж-
дом изменении суффиксного массива sa (вставка или удаление
элемента) или массива lcp (изменение значения) необходимо мо-
дифицировать структуру RMQ. Это требует O(log(n)) операций
[31].

Обратная перестановка для суффиксного массива invsa стро-
ится за линейное время. При каждом изменении суффиксного
массива (вставка или удаление элемента) производим аналогич-
ное действие над invsa.
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Общая асимптотика препроцессинга составляет O(n log(n))
операций.

2.2.6. ВЫБОР БЛОКА

Покажем, как выбрать минимальную подстроку, не входя-
щую в текущий суффиксный массив.

Так как мы работаем с потоковыми данными, то считаем, что
в качестве входа имеется новый блок данных D. Бинарным поис-
ком по длине определяем минимальную строку (префикс D), не
входящую в качестве подстроки в s. В процессе поиска возможны
два варианта.

Мы нашли требуемую строку ns. Тогда применяем алгоритм
блочного построения суффиксного массива и удаляем префикс в
блоке данных D размером |ns|.

Весь блок D является подстрокой s. Тогда возможны следу-
ющие варианты.

• Продолжим ожидание данных.

• Продолжим построение суффиксного массива при помощи
алгоритма последовательного построения.

• Принудительно к блоку D припишем стоп-символ $ вне
алфавита. Тогда D ++$ будем искомой строкой. Все поис-
ковые запросы к суффиксному массиву будут работать кор-
ректно. Для продолжения построения суффиксного массива
при получении нового блока данных необходимо удалить
стоп-символ из суффиксного массива. Алгоритм удаления
строится в следующей главе.

2.2.7. ПРЕИМУЩЕСТВА И НЕДОСТАТКИ АЛГОРИТМА

Рассмотрим преимущества алгоритма.
Для работы алгоритма не обязательно иметь исходную стро-

ку целиком. Это позволяет использовать предложенный алгоритм
в задачах с потоковыми данными.
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В отличие от алгоритма последовательного построения суф-
фиксного массива, мы добавляем к суффиксному массиву не один
символ, а строку. Это позволяет уменьшить асимптотику от квад-
ратичной до O(n log2(n)) для наихудшего случая (по следствию
леммы об удалении граничных суффиксов, если на некоторой
итерации алгоритма суффикс будет помечен меткой bo, то на сле-
дующей итерации метка обязательно будет снята).

Для суффиксного массива (созданный любым другим алго-
ритмом) можно за время O(n log(n) построить дополнительные
структуры данных lcp, bool, RMQ [21, 31] и продолжить его по-
строение предложенным методом.

На каждой итерации алгоритма поддерживается массив lcp.
Это можно использовать, например, для поиска наибольшей под-
строки. Достаточно хранить значения массива lcp в структуре
данных для поддержки максимального значения (например, дво-
ичная куча, сбалансированное дерево [5]).

Перейдем к недостаткам алгоритма.
Вследствие того, что ns является минимальной строкой, не

входящей в текущий суффиксный массив, может показаться что
в результате работы одной итерации алгоритма все метки bo у
существующих суффиксов снимаются.

При обработке суффиксов сравнение разбивается на два под-
сравнения с возможным вырожденным вторым подсравнением.
Если второе подсравнение вырождено, то гарантируется, что мет-
ка bo будет снята для этого суффикса ввиду выбора строки ns.
Иначе, если для определения отношения лексикографического по-
рядка строк sai ++ns и sai+1 ++ns потребовалось второе под-
сравнение, то метка boi останется, если суффикс ns является пре-
фиксом ns.

Для слова ′banana′ добавление слова ′nanan′ не удаляет
ни одного граничного суффикса. И так далее, добавление строк
′ana..ana′ ((an) ∗ a) и ′nana..an′ (′(na) ∗ n′) не удалит ни одного
граничного суффикса.

Это не приводит к квадратичному времени работы (для это-
го примера), так как длина добавляемой строки с каждым шагом
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удваивается. Для того чтобы алгоритм имел квадратичную слож-
ность, необходимо, чтобы количество граничных суффиксов на
каждой итерации алгоритма было O(n) и добавление на каждой
итерации строки ns ограниченной длины сохраняло бы количе-
ство граничных суффиксов на уровне O(n). Конструктивных при-
меров пока не известно.

Для добавления одного символа может потребоваться
O(n log2(n)) операций (в случае, если число суффиксов, помечен-
ных bo составляет O(n)). То есть использование линейного алго-
ритма построения суффиксного массива (например, [19]) заново
для всей строки асимптотически окажется лучше, чем модифика-
ция существующего суффиксного массива алгоритмом блочного
построения суффиксного массива.

Лемма о наихудшем случае работает и здесь.

2.3. УДАЛЕНИЕ ПОДСТРОКИ

Рассмотрим следующую задачу. Из суффиксного массива sa
для строки s необходимо удалить подстроку sd и получить моди-
фицированный суффиксный массив для измененной строки. По-
ложение удаляемой подстроки sd ничем не ограничено (в начале,
в середине, в конце). Без ограничений общности будем считать,
что удаляемая подстрока sd находится внутри строки s. Позиция
подстроки sd задается началом sdbegin и концом sdend.

Лемма 4 О наихудшем случае при удалении. При удалении
одного символа из строки на модификацию суффиксного массива
может потребоваться не менее O(n) операций.

Доказательство. Пример, для которого потребуется не ме-
нее O(n) операций на изменение суффиксного массива при уда-
лении одного символа из строки, противоположен примеру из
Леммы о наихудшем случае.

Удаление из строки aaa..aab последнего символа ′b′ приведет
к «развороту» суффиксного массива, что потребует не менее O(n)
операций.

Высокоуровневый алгоритм удаления подстроки из суффиск-
ного массива состоит из двух частей:
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Удалить все суффиксы, начинающиеся с
позиции из \in [sd_begin, sd_end].

Переместить суффиксы, на которые повлияет
удаление sd.

Считаем, что у нас есть все дополнительные структуры дан-
ных, используемые в алгоритма блочного построения суффикс-
ного массива (а именно, lcp, bo, invsa, RMQ).

Тогда для реализации первой части алгоритма достаточ-
но пробежаться по суффиксам нужной длины invsa[i]|i ∈
[sdbegin, sdend] и удалить их. По Лемме об удалении, при удалении
sai суффикса изменяем lcpi−1 ← min(lcpi−1, lcpi) [26].

Перейдем ко второй части алгоритма.
Заметим, что суффиксы, находящиеся справа от удаляемой

подстроки sd, не изменят своего положения. То есть рассматри-
вать стоит только суффиксы, для которых sai < sdbegin.

При удалении подстроки, суффиксы могут переместиться
«вверх», в отличие от алгоритма блочного построения суффикс-
ного массива (где суффиксы перемещаются только «вниз»).

Суффикс sai в результате удаления подстроки sd может пере-
меститься вниз только при условии, что sai+lcpi > sdbegin∧sai <
sdbegin. Условие с lcp показывает, что позиция, в которой sai от-
личается от sai+1, находится правее начала удаляемой подстроки,
что может изменить положение sai суффикса. Аналогично, необ-
ходимо выполнение условия sai + lcpi−1 > sdbegin∧ sai < sdbegin

для того чтобы суффикс sai переместился вверх в результате уда-
ления подстроки sd.

То есть нам необходимо обработать все суффиксы, для кото-
рых sai < sdbegin ∧ (sai + lcpi > sdbegin ∨ sai + lcpi−1 > sdbegin).

Покажем, как обработать такой суффикс.
Поcле удалении подстроки sd из sai суффикса произведем

сравнение sa−sd
i с соседними суффиксами sai+1 и sai−1. Это надо

сделать эффективно, так как очевидное сравнение за линейный
проход в итоге приведет к квадратичному времени.
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Сначала рассмотрим сравнение sa−sd
i и sai+1 суффиксов.

При удалении строки sd из sai суффикса происходит сдвиг
s[sdend + 1..] на |sd| влево.

Возможны три варианта:

• В sai+1 суффиксе подстрока sd еще не удалена или отсут-
ствует (т. е. sai+1 > sdend). Тогда необходимо s[sdend + 1..]
сравнить с соответствующим sai+1 подсуффиксом, а имен-
но, с sai+1[sai − 1 + sdbegin].

• В sai+1 суффиксе подстрока sd уже удалена, и в sai+1 стро-
ка sd находилась правее, чем в sai (т е. sai < sai+1). Тогда
сравнение разбивается на два. Рассмотрим этот вариант ни-
же.

• В sai+1 суффиксе подстрока sd уже удалена, и в sai+1 стро-
ка sd находилась левее, чем в sai (т. е. sai > sai + 1). Тогда
необходимо сравнить s[sdend+1..] с соответствующим sai+1

подсуффиксом с учетом того, что в sai+1 подстрока sd уже
удалена, а именно, sai+1[sai − 1 + sdend].

Рис. 10. Разбор случаев при сравнении sasd
i с sai+1 суффиксом

Первый и третий вариант похожи: необходимо сравнить остаток
s[sdend + 1..] с соответствующим подсуффиксом sai+1 (в послед-
нем варианте – учитывая, что из sai+1 подстрока sd уже удалена).
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Второй вариант осложнен тем, что сравнение разбивается на
два подсравнения. Сначала надо сравнить s[sdend+1..sai−sai+1+
saend +1] с s[sdbegin−1−sai +sai+1..sdbegin−1]. Затем, в случае
равенства, перейти ко второму сравнению, s[sai−sai+1 +saend +
2..] с s[sdend + 1..].

При сравнении sa−sd
i и sai+1 суффиксов вычислим значение

lcpi. Значение lcpi определяется в процессе сравнения строк (это
осуществимо, так как все сравнения производятся над текущими
суффиксами).

Получив значение lcpi, и в случае, если sa−sd
i > sai+1, необ-

ходимо переместить sa−sd
i суффикс. Как и в алгоритме блочного

построения суффиксного массива, зная lcpi, находим новое ме-
стоположение для суффикса, воспользуемся бинарным поиском.

Если в результате сравнения имеет место sa−sd
i < sai+1, то

производим сравнение sa−sd
i с sai−1 суффиксом. Рассуждения

аналогичны для сравнения sa−sd
i с sai+1 суффиксом.

Запишем алгоритм удаления подстроки из суффикс-
ного массива и оценим его алгоритмическую сложность.
1 procedure Remove(string sd)
2 Для всех суффиксов из i ∈ sdbegin..sdend

3 Удалить sai суффикс
4 Обновить lcp
5
6 Для всех суффиксов i, для которых верно
7 sai < sdbegin ∧ (sai + lcpi > sdbegin ∨ sai + lcpi−1 > sdbegin)
8 comparei,i+1 ← Сравнить sa−sd

i и sai+1

9 Вычислить lcpi

10 Если comparei,i+1

11 Переместить sa−sd
i

12 Обновить lcp
13 Иначе
14 comparei,i−1 ← Сравнить sa−sd

i и sai−1

15 Вычислить lcpi−1

16 Если comparei,i−1

17 Переместить sa−sd
i
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18 Обновить lcp
19 end procedure

Перейдем к сложностной оценке алгоритма. Обозначим дли-
ну |sd| как k.

На фазу удаления суффиксов (строки 2–4) потребуется
O(k log(n) операций, так как необходимо удалить k суффиксов.
На обработку одного суффикса требуется O(log(n)) операций:
удаление из структуры данных занимает O(log(n)), обновление
lcp так же требует O(log(n)) операций (по лемме об удалении).

Количество итераций для цикла ограничено сверху макси-
мальным значением lcp. Для lcp-регулярных строк это значение
есть O(n), для lcp-естественных – ограничено константой.

Операция сравнения двух суффиксов требует O(log(n)) опе-
раций (при сравнении производится вычисление значения lcp и
поиск положения суффикса по его длине).

Для поиска нового местоположения суффикса при переме-
щении воспользуемся бинарным поиском. Для этого потребуется
O(log2(n)) операций, так как на сравнение требуется O(log(n))
операций.

Итоговая сложность алгоритма составляет O(n log2(n)) опе-
рация для lcp-регулярных строк и O(log2(n)) операций для lcp-
естественных строк.

2.3.1. ПРЕПРОЦЕССИНГ

Для работы алгоритмы достаточно иметь все структуры
данных при препроцессинге в алгоритме блочного построе-
ния суффиксного массива. Сложность препроцессинга составляет
O(n log(n)) операций.

2.3.2. ОЦЕНКА ИСПОЛЬЗУЕМОЙ ПАМЯТИ

Для работы алгоритма требуется O(n) памяти, так как в про-
цессе работы используются только структуры данных из алгорит-
ма блочного построения суффиксного массива. Такая проверка и
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обновление информации потребует O(log(n)) операций, что ни-
как не влияет на общую асимптотику алгоритма.

2.3.3. ПОДДЕРЖКА ИНФОРМАЦИИ О ГРАНИЧНЫХ СУФ-
ФИКСАХ

В процессе работы алгоритма удаления блока из суффиксно-
го массива мы не используем информацию о граничных суффик-
сах (суффиксы, для которых верно lcpi = |sai|). Такая информа-
ция необходима для алгоритма блочного построения суффиксного
массива.

Будем поддерживать информацию о граничных суффиксах
в процессе работы алгоритма. Для этого достаточно проверять
условие граничности суффикса при сравнении и перемещении
суффиксов.

2.3.4. НАИХУДШИЙ СЛУЧАЙ

Как доказано в Лемме (о наихудшем случае при удалении),
удаление одного символа может потребовать не менее O(n) опе-
раций. Для указанного в Лемме примере (из строки ′aaa..aab′

удаляется последний символ ′b′) для алгоритма удаления блока
из суффиксного массива потребуется O(n log2(n)) операций (так
как строка ′aaa..aab′ является lcp-регулярной).

3. Приложения построенных алгоритмов

В этом разделе мы будем рассматривать приложения алго-
ритмов последовательного и блочного построения суффиксного
массива и блочного удаления. Здесь мы не будем обсуждать пре-
имущества и недостатки построенных алгоритмов, так как это
рассматривалось в конце каждой главы для соответствующего
алгоритма.

Алгоритм последовательного построения суффиксного мас-
сива является частным случаем блочного построения как по
постановке задачи, так и частично по методу решения. Так
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же алгоритм блочного построения является более эффективным
чем алгоритм последовательного построения (наихудший случай
O(n log2(n)) против O(n2 log2(n)) для построения с нуля для lcp-
регулярных строк).

Поэтому в основном будет рассматриваться связка алгорит-
мов блочного построения и блочного удаления.

Алгоритм последовательного построения суффиксного мас-
сива можно использовать на практике для

• более простой технической реализации;

• для узконаправленной задачи (посимвольное добавление);

• для более экономичного использования памяти.

В остальных случаях рекомендуется использовать алгоритм
блочного построения суффиксного массива.

Существующие алгоритмы построения суффиксных масси-
вов ([19, 22, 26] требуют наличие всей строки. Предложенные
алгоритмы позволяют динамически строить и изменять суффикс-
ный массив.

3.1. ПРИЛОЖЕНИЕ ДЛЯ БАЗ ДАННЫХ И ФАЙЛОВЫХ
СИСТЕМ
Покажем, как можно использовать предложенные алгоритмы

при реализации дополнительных индексных структур в базах дан-
ных и файловой системе. В этих предметных областях имеется
довольно большое число строковых объектов (поле записи в базе
данных, имя файла в файловой системе), для которых необходима
эффективная реализация функции поиска.

Для большинства файловых систем поиск файла по имени
происходит рекурсивным перебором всех файлов в дереве из ди-
ректорий и проверкой того, что имя файла удовлетворяет шабло-
ну.

В базах данных при выборке записей по некоторому шаб-
лону происходит проверка всех записей на удовлетворение поля
шаблону.
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Если хранить все объекты в одной общей строке и поддер-
живать суффиксный массив при изменении строки, то запрос на
поиск подстроки можно выполнять за O(m + log(n)) операций
[3].

В общем виде, простая конкатенация всех объектов в одну
общую строку приводит к lcp-регулярным строкам (ничто не за-
прещает поместить в базу данных миллион слов ′banana′ или
создавать только файлы ′readme.txt′), так как размер имени фай-
ла обычно ограничен некоторой небольшой константой (порядка
300) и в базе данных есть естественные ограничения на размер
записи. Хотя физических ограничений нет, данные больших объ-
емов, подверженные изменениям, часто можно разбить на более
мелкие части. Например, большие романы (такие как «Война и
мир» Л. Н. Толстого) состоят из нескольких томов, каждый том
состоит из нескольких частей, глав. Не имеется практического
смысла искать подстроку, являющуюся суффиксом третьего тома
и содержащую префикс четвертого тома.

Преобразуем lcp-регулярную строку в lcp-естественную (с
условием, что размер объекта небольшой). В общую строку бу-
дем приписывать не просто объекты (имя файла или поле запи-
си), а объекты, разделенные уникальными метаданными и стоп-
символами. То есть общая строка будет выглядеть как

data1$metaData1$data2$metaData2$data3$metaData3$

В качестве метаданных для баз данных предлагается исполь-
зовать уникальный идентификатор записи (уникальный ключ), а
для файловой системы – уникальные данные для файла (ссылка
на хранение дополнительной метаинформации файла, адрес сме-
щения относительно начала диска). Так как уникальная метаин-
формация, разделенная стоп-символами $, нигде более в строке
не встречается, то максимальное значение lcp для такой стро-
ки ограничено максимальным размером datai, что ограничено
константой. Таким образом, мы свели задачу к lcp-естественным
строкам.

Добавление нового объекта происходит в конец строки при
помощи алгоритма блочного построения суффиксного массива.
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Удаление объекта производится алгоритмом блочного удаления из
суффиксного массива. Изменение объекта производится как опе-
рация удаления объекта и добавления изменений в конец строки.
Все эти операции производятся за O(k log2(n)) операций.

Предлагаемое решение для индексации имен файлов в фай-
ловой системе имеет некоторые пока не решенные задачи. Напри-
мер, задача о сужении поиска (когда производится поиск файла по
имени в заданной поддиректории). Необходимо из всего индекса
имен файлов (суффиксного массива) в процессе поиска выделить
только имена файлов, принадлежащие конкретной директории.

3.2. ПОИСК НАИБОЛЬШЕЙ ОБЩЕЙ ПОДСТРОКИ
Задача поиска наибольшей общей подстроки в тексте на

практике используется в системах класса CPD (copy paste
detector) или DCD (Duplicate Code Detection)(примеры систем
PMD, Simian). При реализации больших проектов программист
может не воспользоваться повторно-используемым кодом, а про-
дублировать логику программы в другом месте (просто скопиро-
вав часть программы). Такое приложение теряет гибкость, так как
при изменении необходимо поддерживать код в более чем одном
месте. Системы CPD позволяют искать скопированные участки
программного кода.

Постановка задачи: дана строка. Найти два суффикса, общий
префикс которых максимален.

Самое очевидной решение имеет сложность O(n5) (за квад-
рат перебираем первый суффикс, еще за квадрат – второй суф-
фикс, и еще линия на поиск общего префикса).

Следующее по очевидности решение имеет сложность O(n3)
(перебираем начало первого суффикса за линейное время, затем
перебираем начало второго суффикса, линейный проход на поиск
общего префикса).

В качестве несложной реализации предлагается использо-
вать бинарный поиск по длине результата, вычисление хеш-
функций для всех подстрок заданной длины (при помощи ал-
горитма Рабина-Карпа), при одинаковых значениях хеш-функции
производится посимвольное сравнение строк. Такое решение тре-
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бует O(n log(n)) операций: (O(log(n)) требуется на бинарный
поиск, O(n) – на алгоритма Рабина-Карпа, для хранения значе-
ний хеш-функции от подстрок будем использовать хеш-таблицу с
доступом в O(1)).

Теперь перейдем к решениям задачи о наибольшей подстро-
ки в терминах суффиксных структур данных.

В результате построения суффиксного дерева для строки за-
дача поиска наибольшей общей подстроки сводится к поиску са-
мого глубокого узла (вершина, в которой происходит «раздвое-
ние») в суффиксном дереве. То есть поиск двух листов, высота
lca которых будет максимальна. Для этого требуется O(n) опе-
раций: (O(n) операций на построение суффиксного дерева, O(n)
операций на проход по суффиксному дереву).

После построения суффиксного массива для строки задача
поиска наибольшей общей подстроки сводится к поиску макси-
мального значения в массиве lcp. Здесь требуется тоже O(n) опе-
раций: (O(n) – на построение суффиксного массива, O(n) – на
построение lcp по суффиксному массиву, O(n) – на поиск макси-
мума в lcp).

Все эти предложенные решения статичны, т. е. требуют на-
личия всей строки. Используя алгоритмы блочного построения
суффиксного массива и удаления блока из суффиксного массива
мы сможем решать задачу поиска наибольшей общей строки ди-
намически, т. е. имеется возможность изменять строку и в любой
момент произвести запрос на поиск наибольшей подстроки.

Для этого достаточно хранить все значения lcp в структу-
ре данных для поиска максимума (например, двоичная куча, или
бинарное сбалансированное дерево) и производить изменения с
этой структурой синхронно с изменениями в массиве lcp. При из-
менении массива lcp изменение в структуре данных для поддерж-
ки максимума производится за O(log(n)) операций (для двоичной
кучи и сбалансированного дереве [5]), что не сказывается на об-
щей асимптотике алгоритмов блочного построения и удаления из
суффиксного массива.

В любой момент можно запросить максимальное значение
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lcp (для двоичной кучи поиск максимума есть O(1), для сбалан-
сированного дерева – O(log(n))).

3.3. ПОИСК НАИБОЛЬШЕЙ ОБЩЕЙ ПОДСТРОКИ ДЛЯ
ДВУХ СТРОК

Модифицируем задачу о поиске наибольшей подстроки. Дано
две строки s1 и s2. Необходимо выделить в каждой строке по
суффиксу так, чтобы их общий префикс был максимален.

Здесь применимы два очевидных решения: за O(n5) и O(n3),
как и в задаче о наибольшей общей подстроки.

При помощи динамического программирования эту задачу
можно решить за O(n2). В двумерной таблице элемент ai,j ра-
вен длине наибольшей подстроки, заканчивающейся в s1[i], s2[j]
символах соответственно.

Имеется переход:

ai,j =

{
ai−1,j−1 + 1, если s1[i] = s2[j],
0, если s1[i] 6= s2[j].

Максимальное значение в матрице определяет наибольшую
общую подстроку для двух строк. К недостаткам этого алгоритма
относится квадратичное требование по памяти. Все рассмотрен-
ные до этого решения имели линейные затраты по памяти.

Решение динамическим программированием применимо и к
первоначальной задаче о поиска наибольшей общей подстроки
для одной строки. Необходимо запретить использовать суффик-
сы, которые начинаются в одной позиции. Тогда переход записы-
вается следующим образом:

ai,j =


0, если i = j,

ai−1,j−1 + 1, если s1[i] = s2[j],
0, если s1[i] 6= s2[j].
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Для этой задачи применимо решение посредством бинарно-
го поиска по длине результирующей строки и вычисления хеш-
функции для подстрок этой длины. Необходимо объединить обе
строки s1 и s2 в общую, разделив их стоп-символом $. Оценка
сложности алгоритма остается неизменной – O(n log(n)).

Формулируя задачу для суффиксных массивов, необходимо
для строки str = s1$s2 построить суффиксный массив и найти
суффикс sai такой, что он принадлежит одной строке, sai+1 при-
надлежит, соответственно, другой строке, а lcpi – максимален.
Для такого решения требуется O(n) операций (O(n) на постро-
ение суффиксного массива для строки str, O(n) на построение
lcp, O(n) на поиск максимума).

Построив суффиксные деревья для строк s1 и s2 за O(n),
объединим их в одну структуру. Тогда, используя динамическое
программирование, поднимаясь с листьев, будем проставлять в
вершинах индекс строки (т. е. информацию о том, к какой стро-
ке s1 или s2 принадлежит данный суффикс). Тогда для решения
задачи о поиске наибольшей общей подстроки необходимо найти
вершину с наибольшей высотой, для которой в построенном мно-
жестве есть два числа {1, 2}, что можно сделать за O(n) опера-
ций. Для построения таких множеств во всех вершинах методом
динамического программирования потребуется O(n) операций.
Итоговая сложность алгоритма составляет O(n) операций.

Используя алгоритм блочного построения суффиксного мас-
сива и алгоритм удаления подстроки, задачу о поиске наибольшей
общей подстроки для k строк мы сможем решать динамически.
Для этого необходимо, как и для предыдущей задачи, строить
суффиксный массив для строки s1$s2 и поддерживать значения
lcp в структуре данных для быстрого поиска максимума только
для тех суффиксов sai, для которых sai+1 принадлежит противо-
положной строке (при перемещениях суффиксов такая проверка
осуществляется за O(log(n)) операций, что никак не сказывается
на общей асимптотике алгоритмов работы с суффиксным масси-
вом).

В любой момент можно произвести запрос на получение наи-
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большей общей подстроки для двух строк и за O(1) получить
ответ.

3.4. ПОИСК НАИБОЛЬШЕЙ ОБЩЕЙ ПОДСТРОКИ ДЛЯ K
СТРОК
Обобщим задачу на k строк 7 . Пусть даны строки s1, s2 . . . sk.

Необходимо в каждой строке выбрать по одному суффиксу так,
чтобы общий префикс всех этих суффиксов был максимален.

Отметим, что «жадное» решение здесь неприменимо.
Решение с поиском наибольшей общей подстроки для
r = substringmax(s1, s2), а затем решение задачи для
строк r, s3, s4, . . . , sk является неверным. Контрпример прост:
′abcbb′,′ abcabb′,′ bb′.

Тривиальные полиномиальные решения имеют сложность
O(n2k+1) или O(nk+1). Практической ценности, как и для част-
ных случаев (k = 2), они не имеют.

Решение динамическим программированием также не имеет
практической ценности, так как потребуется k-мерная матрица.

Решение с помощью алгоритма Рабина-Карпа применимо
и для k строк. Сложность алгоритма осталась без изменений
O(n log(n)).

Решение с использованием суффиксных деревьев имеет ли-
нейные затраты по времени. Строим суффиксное дерево для каж-
дой строки si за O(n). Объединяем все суффиксные деревья в
одну структуру за O(n). При помощи динамического программи-
рования проставляем для всех вершин метку о том, что данная
вершина содержит суффикс из sj строки. Вершина с наибольшей
высотой, в которой проставлены все метки {1, 2, . . . , k} и будет
решением (точнее, строка от корня до этой вершины, наибольший
общий префикс для всех строк).

3.5. ДИНАМИЧЕСКОЕ РЕШЕНИЕ С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ
СУФФИКСНЫХ МАССИВОВ
Построим суффиксный массив для общей строки

s1$1s2$2 . . . $k−1sk и создадим lcp для суффиксного масси-
7 «Две строки хорошо, а четыре лучше» [3].
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ва. В данном случае все разделители $i должны быть различны
и не принадлежать алфавиту Σ.

Для решения задачи о поиске наибольшей общей подстроки
для k строк необходимо найти интервал в массиве lcp, такой что
на нем присутствуют суффиксы всех строк и значение минимума
на этом интервале максимально.

Покажем, как искать это значение динамически при измене-
нии любой строки.

Для каждой строки si будем хранить в отсортированной
структуре posi (основанной, например, на бинарном сбалансиро-
ванном дереве) позиции вхождений суффиксов si строки в общую
строку s. При перемещении любого суффикса в строке s произ-
водим аналогичную операцию для соответствующей структуры
posi за O(log(n)) операций.

Утверждение 1. Значение минимума на интервале меньше
либо равно значению минимума на надынтервале.

Поэтому мы не будем рассматривать интервалы, у которых
на границах имеются суффиксы из одной строки si (например,
интервалы [2, 2, 3, 1], [1, 2, 3, 3] нас не интересуют).

В процессе работы алгоритмов блочного построения суф-
фиксного массива и удаления блока из суффиксного массива про-
изводятся следующие изменения над массивом lcp: изменение
значения элемента, удаление элемента, вставка элемента.

При каждом изменении lcp будем искать интервалы (содер-
жащие суффиксы всех строк si), значение которых может изме-
ниться.

Пусть производится изменение над элементом lcpi.
Для каждой строки sl (l ∈ [1..k]) найдем максимальное зна-

чение в массиве posl такое, что posl[leftidx] <= i. Это значение
будет левой границей интервала, начало которого принадлежит
строке sl. Для нахождения правой границы интервала для каж-
дой строки sp p ∈ [1..k] найдем в массиве posp[] минимальное
значение, которое больше или равно left. Среди этих значений
выберем максимальное. Это и будет правой границей интервала.
Как видно из построения, на этом интервале присутствуют суф-
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фиксы всех строк si i ∈ [1..k], и интервал является минимальным
(в том смысле, что ни один его подынтервал не будет содержать
суффиксы всех строк).

Поиск интервалов при изменении элемента lcp занимает
k log(n), так как поиск левой и правой границы для одного интер-
вала требует log(n) операций (бинарный поиск по соответству-
ющей структуре posi), количество интервалов не более k (левая
граница определяется по индексу строки si).

Удаление элемента lcp состоит из следующих фаз:

• создание всех интервалов;

• удаление интервалов из структуры данных по поддержанию
максимума;

• собственно удаление элемента lcp;

• создание всех интервалов на модифицированном массиве
lcp;

• поиск минимума на всех полученных интервалах и добав-
ление этой информации в структуру для поддержания мак-
симума.

При вставке элемента в массив lcp производятся аналогич-
ные действия. При изменении значения элемента lcp производит-
ся поиск всех интервалов и обновление значений минимумов в
структуре данных по поддержанию максимума.

Искать значение минимума на интервале мы уже умеем за
O(log(n)).

Итоговая сложность алгоритма составляет O(k log(n)) опе-
раций на каждое изменение массива lcp.

3.6. ЗАМЕЧАНИЕ ДЛЯ АЛГОРИТМА РАБИНА-КАРПА

Стоит отличать задачи поиска первого вхождения от задачи
поиска всех вхождений. Асимптотическая сложность алгоритма
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Рабина-Карпа для задачи поиска первого вхождения составля-
ет O(n) операций, но для задачи поиска всех вхождений в худ-
шем случае может потребоваться O(n2) операций. Например, для
строки ′aa..aa′ (длины 2n символов) найти все вхождения строки
′aa..aa′ (длины n символов). Хотя переход к следующему значе-
нию хеш-функции и будет осуществляться за O(1) операций, но
так как имеется порядка O(n) вхождений образца в текст, то для
каждого вхождения потребуется посимвольное сравнение за O(n)
операций, что и приведет к квадратичному времени.

Поэтому для рассмотренных задач поиска наибольшей общей
подстроки решение с помощью бинарного поиска и алгоритма
Рабина-Карпа в худшем случае может потребовать O(n2 log(n))
операций.

3.7. ПРАКТИЧЕСКОЕ ИСПОЛЬЗОВАНИЕ ЗАДАЧИ ПОИСКА
НАИБОЛЬШЕЙ ОБЩЕЙ ПОДСТРОКИ

Как уже было отмечено, задача поиска наибольшей общей
подстроки используется для обнаружения дублирующего кода в
программных проектах.

Задача поиска наибольшей общей подстроки для двух строк
может также использоваться для поиска копирования (плагиата)
на уровне исходных кодов и текстовых работ.

Для поиска плагиата в тексте в качестве первой входной
строки выступает сама работа (реферат, дипломная работа), вто-
рая строка представляет собой соединенные в одну строку все
известные печатные работы. Находим наибольшую общую под-
строку smax. Если smax не заключена в кавычки (т. е. не является
цитатой) и |smax| больше некоторой константы (например, 100
символов или 2 предложения), то это является потенциальным
плагиатом. Иначе удаляем smax из первой строки и рекурсивно
продолжаем искать для работы с удаленной цитатой. Таким обра-
зом мы гарантируем, что все совпадающий части будут заключе-
ны в кавычки (оформлены как цитаты) или что размер наиболь-
шего совпадения с существующими работами не более заданной
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константы 8 .

Задача поиска наибольшей общей подстроки для k строк име-
ет массу приложений в биоинформатике [3], задача для частных
случаев k = 1 или k = 2 биоинформатикам менее интересны.
А. Леск [18] пишет: «Одна или две гомологические последова-
тельности шепчут ... полное множественное выравнивание кри-
чит во весь голос".

3.8. ПОИСК ДУБЛИРУЮЩЕГО КОДА НА ОСНОВЕ
ИЗОМОРФИЗМА ДЕРЕВЬЕВ

Поиск дублирующего кода не справляется с переименова-
ниями (переменных, функций, методов), так как исходный код
программы рассматривается как простая строка.

Имеются более интеллектуальные методы поиска дублирую-
щего кода.

При синтаксическом анализе программы строится абстракт-
ное синтаксическое дерево (AST, abstract syntax tree). Задача об-
наружения дублирования программной логики сводится к поиску
изоморфизма поддеревьев.

Задача изоформизма подграфу является NP-трудной [4].
Определение сложностного класса задачи изоморфизма графов
является открытой проблемой.

Изоморфизм деревьев с выделенным корнем строится за ли-
нейное время [1], без выделенного корня – за O(n2) (подвешиваем
первое дерево за любую вершину, для второго дерева перебира-
ем корень). Задача изоморфизма поддереву решается в качестве
подзадачи при поиске изоморфизма деревьев и так же имеет ли-
нейную асимптотику.

Подход к поиску дублирующего кода на основе изоморфизма
деревьев используется в системе Conqat.

8 Известен анекдотический случай, когда студент заменил все сим-
волы ’о’ (в русской раскладке) на ’o’ (в английской раскладке), что
позволило пройти тест на списывание.
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3.9. ИТОГИ

В этой главе мы нашли применение построенных алгорит-
мов для индексации имен файлов в файловой системе, строковых
записей в базе данных (имеется возможность удалять, изменять
и добавлять объекты).

Решили задачу поиска наибольшей общей подстроки как для
частных случаев (наибольшая общая подстрока, наибольшая об-
щая подстрока для двух строк), так и для для k строк. Эти задачи
решены для динамического случая, т. е. в процессе изменения
строк производится запрос на поиск наибольшей общей подстро-
ки. Ответ на запрос происходит гораздо быстрее, чем решение
задачи для статического варианта задачи.

4. Заключение

В работе построены алгоритмы последовательного постро-
ения суффиксного массива, блочного построения суффиксного
массива, удаления блока из суффиксного массива.

В алгоритме последовательного построения суффиксного
массива производится модификация суффиксного массива при
добавлении одного символа к текущей строке. Асимптотика ал-
горитма составляет для lcp-естественных языков O(log2(n)), для
lcp-регулярных – O(n log2(n)). Последовательное добавление m
символов для lcp-регулярных строк в худшем случае требует
O(m2 log2(n)) операций.

В алгоритме блочного построения суффиксного массива про-
изводится модификация суффиксного массива при добавлении
строки. Добавление строки размером m требует O(m log2(n))
операций.

В алгоритме удаления блока из суффксного массива произ-
водится модификация суффиксного массива при удалении под-
строки. Удаление подстроки размером m требует O(m log2(n))
операций.

Во всех построенных алгоритмах затраты на память состав-
ляют O(n).
174
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Построенные алгоритмы позволяют работать с потоковыми
данными.

Для всех построенных алгоритмов имеется возможность пре-
процессинга.

При каждом изменении строки мы поддерживаем массив
наибольших префиксов lcp.

В работе решена задача о наибольшей общей подстроки (для
одной строки, для двух строк и общая задача для k строк) для
динамического случая.

Построено практическое применение для индексации имен
файлов в файловой системе и текстовых записей в базах данных.
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Abstract: A suffix array for a string is a data structure, which allows
searching all occurrences of the sample in linear time on the sample
length. We build the algorithms for modifying a suffix array by adding
one character, by adding blocks to the original string, and by removing
the block from the string. We suggest applying these algorithms to
index text entries in databases and file names in a file system. We
also develop the algorithm for online search of the longest common
substring in k-strings.

Keywords: string matching, suffix array, longest common substring .
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ИНВЕСТИЦИОННЫЕ СТРАТЕГИИ КОМПАНИЙ 
И ЦИКЛИЧНОСТЬ РЫНКОВ МЕТАЛЛОПРОДУКЦИИ 
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(Учреждение Российской академии наук 

Институт проблем управления РАН, Москва) 
 

Предложена математическая модель, позволяющая исследо-
вать механизмы влияния инвестиционных стратегий компаний 
на динамику рынков металлопродукции. Показано, что «чрез-
мерная инвестиционная активность» компаний способствует, 
в числе прочих факторов, цикличности рынков металлопродук-
ции, которая оказывает негативное влияние на эффектив-
ность их бизнеса.  

 
Ключевые слова: моделирование, инвестиционные страте-
гии, динамика рынков. 

1. Введение 

Традиционный подход к оценке эффективности и выбору 
инвестиционных стратегий развития компаний основан на 
методах моделирования дисконтированных денежных потоков 
(DCF) компании, в которых прогноз динамики цен и спроса на 
продукцию компании являются экзогенными переменными [2]. 
Следует отметить, что достоверность оценок эффективности 
вариантов инвестиционных стратегий и обоснованность выбора 
наилучшей из них существенным образом зависит от достовер-
ности и обоснованности этих прогнозов. 

                                           
1 Валерий Константинович Акинфиев, доктор технических наук, 
ведущий научный сотрудник (akinf@ipu.ru). 
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Построение прогнозов динамики цен и спроса на продук-
цию компании на долгосрочную перспективу является доста-
точно сложной задачей. Поэтому часто при формировании и 
оценки инвестиционных стратегий развития компаний прини-
мается допущение (иногда не явно) о том, что цены на протяже-
нии жизненного цикла инвестиций изменяются только под 
действием инфляции. Такой поход, как правило, приводит к 
принятию неверных и неэффективных инвестиционных реше-
ний. 

Традиционная методология оценки инвестиционных проек-
тов, направленных на реконструкцию существующих и строи-
тельство новых производственных активов, основана на сле-
дующих предположениях: 
а)  реализация инвестиционных проектов, связанных с увели-

чением производства продукции компании, не оказывает суще-
ственного влияния на рынок. То есть предполагается, что весь 
объем дополнительно произведенной продукции будет реализо-
ван по прогнозируемой рыночной цене; 
б)  при оценке инвестиционных проектов, как правило, не 

учитываются возможные аналогичные действия компаний-
конкурентов, которые могут своими активными действиями 
усиливать влияние инвестиционных решений на динамику 
рынка. 

Такой подход правомерен в условиях рынка совершенной 
конкуренции, где доля каждой компании относительно мала и 
даже существенное увеличение объема производства одной из 
компаний не может оказать заметного влияния на динамику 
баланса спроса и предложения на рынке [3]. 

На рынках типа олигополия, к которому принадлежит ме-
таллургический рынок России, предположения а) и б) не вы-
полняются. Поэтому традиционный подход к оценке инвести-
ционных стратегий должен быть дополнен исследованием 
вопросов о взаимовлиянии инвестиционных стратегий ком-
паний и динамики рынков металлопродукции (спрос, предло-
жение, цена). 
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В настоящее время металлургический рынок России пред-
ставляет собой рынок нескоординированной олигополии с 
элементами картельного взаимодействия игроков (установлены 
негласные правила типа «не использовать в конкурентной борь-
бе ”ценовые войны“»). На рынке представлены девять наиболее 
значимых компаний (Северсталь, ММК, НЛМК, Евразхолдинг и 
др.). 

Следует заметить, что основной продукцией российских 
металлургических компаний является готовый прокат, который, 
в свою очередь, делится на плоский прокат, включая горячека-
таный лист, холоднокатаный лист, толстый лист и прокат с 
покрытиями, а также сортовой прокат, включая арматуру, про-
филь, катанку и пр. Рынок разделен на сектора, в каждом секто-
ре присутствует меньшее число крупных игроков, например, в 
секторе плоского проката их три. 

Объем экспорта в производстве готового проката россий-
ских металлургических компаний последние годы достаточно 
стабилен и оставляет величину 28,5–29,0 млн. тонн в год. Ос-
тальная часть продукции (порядка 50% производства) поставля-
ется на внутренний рынок, который является основным «драй-
вером» роста объемов производства и стимулирует реализацию 
инвестиционных программ развития производственных мощно-
стей компаний. Следует заметить, что темпы роста потребления 
стального проката на внутреннем рынке в период с 2004 г. по 
2007 г. составляли 10–15% в год.  

В последние докризисные годы на российском металлурги-
ческом рынке наблюдалась устойчивая тенденция, которая 
заключалась в следующем: суммарные объявленные инвестици-
онные планы прироста мощностей компаний, как правило, 
превосходили величину, «необходимую рынку». Последствия 
данной тенденции – инвестиционный перегрев рынка, потеря 
эффективности и рентабельности инвестиций в техпереворуже-
ние и развитие компаний. 

Известно, что рынки металлопродукции имеют цикличе-
ский характер [3]. Это свойство проявляется в смене тренда 



 
Управление большими системами. Выпуск 28 

 182 

динамики цен на продукцию отрасли, повторяющейся с различ-
ной периодичностью и обусловленную, в том числе, динамикой 
баланса спроса и предложения металлопродукции на рынках, 
зависящего от инвестиционных стратегий игроков рынка. Эти 
процессы оказывают существенное влияние на эффективность 
отраслевого бизнеса и должны учитываться при разработке 
стратегии развития компаний и прогнозировании их финансо-
вых результатов. 

Вместе с тем при прогнозировании развития отрасли, на-
пример в документе «Стратегия развития металлургической 
промышленности РФ на период до 2015 г.», разработанном 
Минпромэнерго России (№177 от 29.05.2007 г.), свойство цик-
личности рынков не учитывается. Это существенно снижает 
качество таких прогнозов. 

В работе исследуется проблема оценки влияния инвестици-
онных стратегий металлургических компаний на динамику 
рынка металлопродукции. Показано, что «чрезмерная инвести-
ционная активность» металлургических компаний способствует, 
в числе прочих факторов, цикличности рынков металлопродук-
ции, оказывающей негативное влияние на эффективность их 
бизнеса. Автором предложена агрегированная макроэкономиче-
ская модель, которая позволяет исследовать механизмы влияния 
инвестиционных стратегий развития металлургических компа-
ний на динамику рынков металлопродукции и, соответственно, 
эффективность инвестиционных стратегий развития. 

2. Описание модели 

В данной работе предпринята попытка построения макро-
экономической модели, позволяющей описать и объяснить 
цикличность рынков металлопродукции.  

В отличие от традиционной схемы анализа инвестицион-
ных проектов (рис. 1), подход, предлагаемый в данной работе, 
сводится к совместному исследованию моделей компаний и 
модели рынка и позволяет учесть влияние выбора инвестицион-
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ных стратегий развития компаний на рыночные сценарные 
условия функционирования бизнеса. 

 
Рис 1. Схемы анализа инвестиционных проектов 

Здесь:  
–  блок «Сценарные условия» задает прогнозную динамику 

экзогенных параметров (цены, спрос и пр.) для Модели DCF; 
–  блок «Модель DCF» представляет собой производственно-

финансовую модель компании, которая позволяет оценить 
дополнительный дисконтированный свободный денежный 
поток, связанный с реализацией того или иного варианта инве-
стиционной стратегии. Заметим, что производственно-
финансовые модели компании позволяют формировать прогно-
зы укрупненной финансовой отчетности компаний (отчет о 
движении денежных средств, баланс и отчет о прибылях и 
убытках) в зависимости от анализируемого варианта инвести-
ционной программы. При этом учитываются различные сцена-
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рии изменения внешних условий хозяйственной деятельности 
компании (инфляция, изменения валютных курсов, изменения 
цен и спроса на товарную продукцию и т. д.). 

Производственно-финансовые модели компании реализу-
ются разработчиками либо с использованием специализирован-
ных программных продуктов, имеющихся на рынке (ТЭО-
ИНВЕСТ, Project Expert и др.), либо в среде MS Excel. Как 
правило, производственно-финансовые модели компании учи-
тывают технологическую и логистическую структуру производ-
ственных процессов компании и предназначены для проведения 
аналитических расчетов в режиме «имитационной модели». Это 
позволяет, изменяя на входе модели параметры инвестиционной 
программы, производственной программы и макроэкономиче-
ские сценарии, прогнозировать производственно-финансовые 
результаты деятельности компании. Принципы и методы по-
строения производственно-финансовых моделей компаний 
детально изложены в [4]. 

–  блок «Выбор варианта» задает процедуру выбора инвести-
ционной стратегии компании на основе расчета показателей ее 
эффективности. 

Рассмотрим важные замечания и предположения, исполь-
зуемые при построении макроэкономической модели рынка 
металлопродукции: 

Низкая эластичность спроса на металлопродукцию к 
изменению ее цены. 

Спрос на продукцию металлургических компаний форми-
руется в отраслях, для которых металлопродукция является 
значимым фактором производства (строительная отрасль, ин-
фраструктура, машиностроение, автомобилестроение и прочие). 
Спрос на металлопродукцию определяется потребностью этих 
отраслей (по межотраслевой цепочке создания стоимости), 
вплоть до продукции конечного потребления. При этом отрасли-
потребители металлопродукции не готовы (особенно на расту-
щем рынке) сокращать объем производства при относительно 
небольшом изменении цены на металл. Снижение же металло-
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емкости продукции требует инвестиций и времени (инерцион-
ный процесс).  

Этим объясняется низкая эластичность спроса на металло-
продукцию по отношению к изменению ее цены. Заметное 
снижение спроса на металлопродукцию «по ценовым соображе-
ниям» возникает лишь при существенном изменении цены. 

По этим же соображениям на рынке наблюдается высокая 
эластичность цены по отношению к спросу, особенно при воз-
никновении дефицита металлопродукции (положительный 
баланс спроса и предложения). 

Механизм изменения цены при изменении небаланса 
спроса и предложения на металлопродукцию. 

При снижении спроса при неизменном предложении ры-
ночная цена на металлопродукцию снижается. В этой ситуации 
происходит следующее: компании уменьшают объем производ-
ства (загрузку оборудования), уменьшая давление на рынок. Это 
замедляет снижение цены. Эластичность цены в зоне отрица-
тельного баланса спроса и предложения ниже, чем в зоне поло-
жительного баланса. Это объясняется возможностью металлур-
гических компаний снизить уровень производства и привести 
его в соответствие с изменившимся спросом. Заметим, что цена 
не может значительно снизиться по отношению к уровню сред-
неотраслевой себестоимости производства. 

При существенном снижении спроса большую роль играет 
уровень эффективности производственной цепочки металлурги-
ческой компании, который определяется уровнем затрат основ-
ных факторов производства на выпуск единицы продукции 
(сырье, ТЭР, труд) и уровнем постоянных (накладных) расхо-
дов[1]. 

При этом менее эффективные компании, имеющие высо-
кую точку безубыточности, при снижении наклона линии объе-
ма продаж (снижение цены) и уменьшения загрузки оборудова-
ния раньше попадут в «зону убыточности» и будут вынуждены 
остановить производство, чтобы не накапливать убытки. 
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Это, в свою очередь, снижает давление на рынок и стиму-
лирует замедление снижения цены и достижение равновесия. 
Более эффективные компании займут освободившиеся ниши на 
рынке. Это позволит им улучшить свое финансовое положения 
(увеличение загрузки приведет к смещению вправо на графике 
точки безубыточности). 

Общая структура модели приведена на рис 2. 
 

 
Рис 2. Структура модели 

Предположения модели и переменные: 
1.  D(t) – динамика спроса на металлопродукцию (потребле-

ние), это экзогенная переменная модели, график изменения 
которой считается заданным для различных внешних по отно-
шению к модели макроэкономических сценариев.  

2.  P(t) – рыночная цена на металлопродукцию (долларов за 
тонну) в период t. В каждый период времени цена формируется 
на основе соотношения спроса и предложения, которое опреде-
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ляется в каждый период t как разность между платежеспособ-
ным спросом на металлопродукцию и уровнем производствен-
ных мощностей предприятий отрасли, который определяется в 
результате расчетов в модели. 

Пусть D(t) – спрос на продукцию в период t; S(t) – предло-
жение (производство) в период t. 

Тогда P(t) = P(0) + γ1(D(t) – S(t)), где параметр γ1 – эластич-
ность цены по величине превышения спроса над предложением. 
Значение параметра γ1 задается нелинейной функцией от вели-
чины D(t) – S(t), что легко может быть учтено при моделирова-
нии. 

Следует отметить, что, в свою очередь, D(t) также зависит 
от динамики цены P(t). Увеличение P(t) может приводить к 
снижению D(t), что учитывается введением отрицательной 
обратной связи в модель. Степень влияния цены на спрос зада-
ется через параметр эластичности спроса по отношению изме-
нения рыночной цены на металлопродукцию. 

3.  Далее предполагается, что стратегия развития компаний 
отрасли заключается в инвестировании части свободных финан-
совых средств в наращивание производственных мощностей. 

Пусть NCF(t) – прирост (сокращение) свободного денежно-
го потока компаний отрасли в период t по сравнению с денеж-
ным потоком в начальный период времени. Для простоты пред-
положим, что его величина определяется как доля γ2 от 
величины прироста выручки предприятий отрасли и вычисляет-
ся по формуле: 

NCF(t) = γ2(B(t)P(t) – B(0)P(0)), где B(t) – объем продаж ме-
таллопродукции в период t, B(t) = min {D(t), S(t)}. 

Пусть, далее, если NCF(t) – NCF(t – 1) > 0 (что сигнализи-
рует компании о повышательном тренде на рынке), то часть 
NCF(t) в доле, равной величине γ3, направляется на инвестиро-
вание в развитие компаний – I(t). Величина γ3 определяет инве-
стиционную активность предприятий отрасли. Чем больше 
величина γ3 (доля), тем выше инвестиционная активность отрас-
ли. Таким образом, I(t) = γ3 NCF(t). 
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4.  Предположим, что существует временной лаг τ между пе-
риодом начала инвестирования и периодом соответствующего 
прироста производственных мощностей компаний отрасли – 
V(t). Пусть, также, величина γ4 характеризует прирост производ-
ственных мощностей на единицу инвестиционных вложений. 
Тогда V(t) = γ4I(t – τ). Соответственно, S(t) = S(t – 1) + V(t). 

5.  Начальные условия. Предполагается, что в период t = 0 
спрос и предложение на рынке сбалансированы, т. е. 
B(0) = D(0) = S(0) и P(0) – равновесная рыночная цена на метал-
лопродукцию. 

Рассмотрим возможность применения предложенного под-
хода на иллюстративном примере. В расчетах, результаты кото-
рых приведены в следующем разделе работы, использованы 
следующие параметры модели. 

Параметр эластичности цены по величине небаланса спроса 
и предложения задан следующей нелинейной функцией: 
γ1 = 30 долларов за тысячу тонн при положительной величине 
небаланса и γ1 = 10 долларов за тысячу тонн при отрицательной 
величине небаланса; γ2 = 0,5, т. е. предполагается, что половина 
прироста выручки переходит в свободный денежный поток 
компании; γ3 = 0,3 показывает, что 30% прироста свободного 
денежного потока компании инвестируется в увеличение произ-
водственных мощностей; γ4 = 0,01, т. е. при инвестировании 1 
млн. долларов происходит прирост производственных мощно-
стей компании на величину 10 тыс. т за период (год); величина τ 
в расчетах принята равной 2 годам, что соответствует средней 
продолжительности реализации инвестиционных проектов в 
металлургии, направленных на увеличение производственных 
мощностей компаний.  

В расчетах, для простоты изложения, рассматривается од-
нопродуктовая модель рынка, исходные данные и результаты 
носят иллюстративный характер. В качестве базового сценария 
в расчетах (сценарий 1) принят сценарий равномерного роста 
потребления металлопродукции на внутреннем рынке в про-
гнозном периоде до 2020 г. на уровне 5% в год. Темп роста 
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потребления за период 2005–2007 гг. принят на уровне 12% в 
год, что соответствует реальным фактическим данным развития 
рынка. 

3. Результаты моделирования. Анализ стратегий 

Результаты моделирования представлены на рисунках 3–8. 
Сценарий 1.  Равномерный рост спроса на металлопродук-

цию D(t). 
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Рис 3. Прогноз цен на металлопродукцию (сценарий 1) 

Модель показывает, что даже при условии равномерного 
роста спроса на металлопродукцию D(t) (сценарий 1) наблю-
дается циклическая динамика рыночной цены. Это объясняет-
ся влиянием инвестиционной активности компаний, которые 
при появлении (или прогнозировании) дефицита в том или ином 
сегменте рынка металлопродукции стремятся в перспективе 
расширить свою долю на рынке (увеличить объем продаж), в 
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том числе и за счет инвестирования в увеличение соответст-
вующих производственных мощностей. 

Поскольку стратегии и инвестиционные программы компа-
ний никем не координируются, то это, как правило, приводит к 
отраслевому кризису перепроизводства и смене тренда на рын-
ке. 

На самом деле сценарий 1 в реальной экономике встречает-
ся редко. Как правило, на динамику D(t) оказывает влияние 
динамика развития отраслей – потребителей металлопродукции, 
а также динамика деловой активности мировой экономики. 
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Рис 4. Прогноз баланса спроса и предложения на рынке 
(сценарий 1) 

Сценарий 2 описывает ситуацию, когда на сценарий рав-
номерного роста спроса (сценарий 1) наложено возмущение 
типа «мировой финансовый кризис». Предполагается, что в 
2008 г. падение спроса составит 10% по сравнению с 2007 г. и, 
соответственно, в 2009 г. – 20% по сравнению с 2008 г. С 2010 г. 
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начнется восстановление спроса на металлопродукцию с тем-
пом 10–15% в течение ближайших трех лет. 

Результаты моделирования представлены на рис. 5 и 6. 
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Рис 5. Прогноз цен на металлопродукцию (сценарий 2) 

В приведенных результатах расчетов в модели учтен вари-
ант стратегии, состоящий в том, что компании начинают реали-
зацию инвестиционных программ в периоды, когда у них появ-
ляются свободные финансовые средства в результате 
повышательного тренда на рынке, т. е. инвестиционные затраты 
финансируются из собственных источников (NCF(t)). 

Данная стратегия не является наилучшей, так как не ис-
пользует потенциал прогноза и работы на опережение. Пред-
ставляет интерес анализ стратегии, состоящей в упреждающем 
инвестировании в развитие за счет привлечения заемных 
средств (кредитов) в периоды, предшествующие подъему спро-
са. В модели эта стратегия учитывается с помощью введения 
сдвига влево начала процесса инвестирования в развитие ком-
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пании. Данная стратегия предусматривает также окончание 
инвестирования в развитие в периоды, предшествующие спаду 
спроса. Назовем данную стратегию дальновидной. 
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Рис 6. Прогноз баланса спроса и предложения на рынке 
(сценарий 2) 

В основу данной стратегии развития положен принцип «В 
период подъема рынка готовься к кризису, а в период кри-
зиса – к подъему». Следует заметить, что эффективная реали-
зация данной стратегии возможна лишь при наличии у компа-
нии надежных прогнозов относительно периодов смены тренда 
деловой активности на рынках металлопродукции. Это требует 
от компаний определенных финансовых вложений в организа-
цию аналитических служб по сбору и анализу информации и 
прогнозированию рынков. Тем не менее, не вызывает сомнений, 
что выбор эффективной стратегии развития компании определя-
ется прежде всего способностью топ-менеджеров компании 
стратегически мыслить и принимать верные решения. 
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Результаты расчетов, в которых моделируется дально-
видная стратегия развития компании для сценариев 1 и 2, 
представлены на рис. 7–8. 

Сценарий 1.  Равномерный рост потребления металлопро-
дукции D(t). 
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Рис 7. Прогноз цен на металлопродукцию 

(сценарий 1, дальновидная стратегия) 

Модель показывает, что при условии равномерного роста 
спроса на металлопродукцию D(t) (сценарий 1) амплитуда 
колебаний рыночной цены на металлопродукцию существенно 
снижается (рис. 7), при этом повышается ее предсказуемость.  

Соответственно, на рис. 8 представлены результаты моде-
лирования для сценария 2. Расчеты показали, что даже при 
наличии серьезных кризисных явлений на рынках рыночная 
цена на продукцию опускает до уровня  400 долларов за тонну. 
Для сравнения, в случае использования обычной стратегии в тех 
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же рыночных условия рыночная цена на продукцию опускает до 
уровня  300 долларов за тонну (рис. 5). 
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Рис 8. Прогноз цен на металлопродукцию 

(сценарий 2, дальновидная стратегия) 

Проведенный анализ показывает, что за счет выбора стра-
тегии инвестирования и финансирования развития компании в 
состоянии уменьшить негативное влияние цикличности рынков 
на эффективность бизнеса 

4. Заключение 

Приведенные в работе результаты показывают, что пред-
ложенный автором подход позволяет проводить анализ различ-
ных вариантов инвестиционной стратегии металлургических 
компаний с точки зрения их эффективности и влияния на дина-
мику рынков металлопродукции. Данный подход позволяет 
также проводить анализ и выбор оптимального уровня инвести-
ционной активности компаний (параметр модели γ3) для раз-
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личных вариантов стратегии развития с позиции повышения 
эффективности бизнеса компаний. 

Проведенные исследования позволяют сделать ряд выводов: 
1.  Необходим координирующий отраслевой орган, который 

в «мягкой форме» позволил бы согласовывать стратегии разви-
тия металлургических компаний в зависимости от того или 
иного прогноза динамики рыночной конъюнктуры. 

2.  Показано, что стратегии развития, обладающие свойством 
дальновидности, позволяют повысить эффективность бизнеса 
металлургических компаний за счет гармонизации спроса и 
предложения на рынках. Для реализации таких стратегий необ-
ходима разработка и практическое использование динамических 
макроэкономических моделей, позволяющих прогнозировать 
динамику деловой активности на рынках металлопродукции. 

3.  Построенная агрегированная макроэкономическая модель 
позволяет проследить функциональную связь между стратегией 
развития компаний отрасли и уровнем цикличности рынков 
металлопродукции.  
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МОДЕЛИРОВАНИЕ ДВУХСТАВОЧНОГО ТАРИФА 
НА ЭЛЕКТРОЭНЕРГИЮ С УЧЕТОМ СОЦИАЛЬНОЙ 
НОРМЫ ПОТРЕБЛЕНИЯ НА ПРИМЕРЕ НАСЕЛЕНИЯ 

Г. ВОЛГОГРАДА 

Эйсфельд А. А.1 
(Волгоградский государственный университет, Волгоград) 

 
Статья посвящена актуальным процессам либерализации, 
происходящим в электроэнергетике России. К 2011 году, со-
гласно планам правительства России, по свободным ценам 
будет продаваться 100% электроэнергии на оптовом рынке. 
И эта свободная цена будет транслироваться на розничные 
рынки электроэнергии. В связи с завершением процесса рефор-
мирования ОАО РАО «ЕЭС России» особенно актуальным 
становится вопрос защиты интересов потребителей и преж-
де всего – населения. В данной работе предложена математи-
ческая модель тарифа на электроэнергию, позволяющая по-
требителю оплачивать потребленные киловатт-часы в 
пределах установленной социальной нормы по сниженному 
тарифу, а сверх неё – по экономически обоснованной цене. 
А также приведен пример такого тарифа применительно к 
розничному рынку электроэнергии г. Волгограда. 

 
Ключевые слова: электроэнергетика, тарифы на электро-
энергию, математическое моделирование тарифов. 

 
Начавшийся в 1992 году переход России к рыночной эко-

номике обусловил необходимость проведения структурных 
реформ в электроэнергетике России. Основные направления 
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реформирования электроэнергетики Российской Федерации 
были изложены в Постановлении Правительства РФ №526 от 
11 июля 2001 г.. 

В процессе либерализации отрасли должны были решиться 
следующие первоочередные задачи: 

–  создание конкурентных рынков электроэнергии; 
–  уменьшение доли государственного регулирования в 

управлении электроэнергетикой; 
–  разграничение монопольных и потенциально конкурент-

ных видов деятельности в электроэнергетике; 
–  ликвидация перекрестного субсидирования. 
Важным звеном всей реформы электроэнергетики стала ре-

организация РАО «ЕЭС России», которая с 1 июля 2008 г. пре-
кратила свое существование. 

Базовым механизмом реорганизации явилось выделение из 
состава РАО «ЕЭС России» самостоятельно функционирующих 
профильных компаний путем дифференциации по видам дея-
тельности. В результате на основе РАО «ЕЭС России» были 
созданы следующие субъекты и группы субъектов: 

–  генерирующие компании, в которых объединены (произ-
водственные) генерирующие активы; 

–  энергосбытовые компании, занимающиеся продажей элек-
троэнергии потребителям; 

–  сетевые компании, объединяющие магистральные и ре-
гиональные распределительные электрические сети; 

–  субъекты оперативно-диспетчерского управления; 
–  коммерческая инфраструктура оптового рынка. 
Рынок электроэнергии Волгоградской области организован 

следующим образом (рис. 1). Закупкой электроэнергии на опто-
вом рынке занимаются такие категории потребителей, как 
энергосбытовые организации, гарантирующие поставщики и 
крупные потребители электроэнергии. На территории Волго-
градской области в настоящее время действуют пять гаранти-
рующих поставщиков электрической энергии, услуги которых 
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подлежат государственному регулированию, а также четыре 
сбытовые компании (в том числе крупные потребители). 
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Рис. 1. Структура рынка электроэнергии 
г. Волгограда и Волгоградской области1 

                                           
1 Источник: составлено автором на основе данных www.np-ats.ru. 
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Рис. 2. Распределение доли поставки электроэнергии населению 

Волгоградской области по данным за 2009 г. 

По данным рис. 2 наиболее крупными поставщиками элек-
троэнергии населению в Волгоградской области являются ОАО 
«Волгоградэнергосбыт» и ООО «РЭС-Энергосбыт» (30% и 35% 
соответственно). 

Ценообразование на электрическую энергию схематично 
можно разбить на два рынка: 

ценообразование на оптовом рынке; 
ценообразование на розничном рынке. 
Ценообразование на розничных рынках напрямую зависит 

от формирования цены на оптовом рынке электроэнергии. 
Потребители на розничных рынках оплачивают часть покупае-
мой электроэнергии по регулируемой цене, а часть – по свобод-
ной. В настоящее время тариф на электроэнергию в виде пре-
дельных минимальных и максимальных значений тарифа для 
населения подлежит государственному регулированию. Феде-
ральной службой по тарифам данные параметры устанавлива-
ются ежегодно для всех субъектов Российской Федерации. 

Основной особенностью новой системы ценообразования 
на розничном рынке является синхронизация с процессом либе-
рализации на оптовом рынке. Это предполагает поставку части 
объемов по регулируемой цене, а части – по цене, отражающей 
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стоимость электрической энергии на конкурентном оптовом 
рынке электрической энергии в рамках предельного уровня 
нерегулируемых цен. К 2011 году, согласно планам правитель-
ства России, по свободным ценам будет продаваться 100% 
электроэнергии на оптовом рынке, и эта свободная цена будет 
транслироваться на розничные рынки электроэнергии. 

В связи с завершением процесса реформирования ОАО 
РАО «ЕЭС России» и постепенной либерализацией электро-
энергетического рынка в соответствии с планами Правительства 
РФ особенно актуальным становится вопрос защиты интересов 
потребителей, и прежде всего – населения. 

В конце 2007 года было принято принципиальное решение 
о сохранении регулирование розничных рынков электроэнергии 
для населения и приравненных к нему групп потребителей 
вплоть до 2014 года. После этого периода розничные цены 
попадут в прямую зависимость от оптовых. Таким образом, для 
населения на переходный период гарантируется поставка всего 
фактического объема по регулируемым ценам. 

Рост тарифов для населения в год составляет порядка 10-
15%. Учитывая, что рост тарифов естественных монополий в 
обозримом будущем продолжится, очень важно разработать 
меры социальной защиты наименее обеспеченных групп насе-
ления. Большие возможности для этого предоставляют много-
ставочные тарифы, дифференцированные по объему потребле-
ния. 

Многоставочные тарифы на электроэнергию рассматрива-
лись разными авторами [2, 3, 4, 7]. Например, в [3] предложены 
оптимизационные модели двухставочного и многоставочного 
тарифов на электроэнергию. Критерием оптимизации является 
максимум функции общественного благосостояния при условии 
заданного уровня прибыли энергокомпании, т. е. по принципу 
эффективного ценообразования. Тарифы имеют ставки, сни-
жающиеся по мере роста объема потребления электроэнергии. 
На высоких уровнях потребления ставки близки к предельным 
издержкам. Подобные тарифы используются во многих странах. 
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Однако, в условиях, когда дифференциация населения по 
доходам велика, многие домохозяйства находятся за чертой 
бедности, тарифы с высокими ставками на низких уровнях 
потребления неприемлемы. Поэтому в модели, рассматриваемой 
в данной работе, целью построения двухставочного тарифа 
является не максимизация общественного благосостояния, а 
социальная защита наименее обеспеченных групп населения. 
Первая ставка за объем потребления, равный социальной норме, 
низкая. Вторая ставка выбирается из условия безубыточности 
энергокомпании. Такой тариф перекладывает нагрузку по опла-
те электроэнергии на группу населения с высоким уровнем 
электропотребления, который, при прочих равных условиях, 
свидетельствует о высоком уровне доходов. Возможность при-
менения такого подхода подкрепляется тем, что в 2008 г. де-
нежные доходы 10% самых богатых россиян превосходили 
доходы такого же количества самых бедных, по данным Феде-
ральной службы государственной статистики, почти в 6 раз. 
Представленная модель тарифа на электроэнергию поможет 
решить проблему социальной защиты малообеспеченных слоев 
населения без привлечения бюджетных средств. 

Будем предполагать, что спрос потребителя на электро-
энергию зависит от цены, дохода и, возможно, ряда других 
факторов. Для построения двухставочного тарифа существенны 
только факторы цены и дохода, поэтому для функции спроса 
будем использовать обозначение Q = Q(P, I). 

Пусть минимальный среднедушевой доход составляет Imin, 
тогда Q = Q(P, Imin) – функция спроса потребителей с минималь-
ным среднедушевым доходом. Будем считать, что значение 
социальной нормы потребления Qсоц задано. Тогда определим 
социальный тариф как Pсоц = P(Qсоц, Imin), где P(Q, Imin) – обрат-
ная функция спроса для потребителя с минимальным доходом.  

Обозначим вторую ставку тарифа через P1 > Pсоц. Эту став-
ку будем выбирать из условия безубыточности энергокомпании. 
Самые «бедные» потребители остановятся на уровне потребле-
ния Qсоц. Это потребители с доходом ниже, чем предельный 
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доход Iпред, обозначенном на рис.  3. Значение Iпред определяется 
как корень уравнения (1): 
(1) 1( , )пред

соцQ P I Q=  

    
Рис. 3. Двухставочный тариф на электроэнергию и функции 

спроса потребителей с различным уровнем дохода 

Как показано на рис. 3, потребители с доходом I > Iпред бу-
дут покупать электроэнергии в количестве больше Qсоц, осталь-
ные – Qсоц. 

Вычислим прибыль энергокомпании при двухставочном 
тарифе (Pсоц, P1). Предположим, что предельные издержки 
энергокомпании составляют c рублей (при производстве каждой 
дополнительной единицы продукции), а постоянные издержки – 
F рублей (в расчете на одного потребителя). 

Доход будем рассматривать как случайную величину с из-
вестной функцией распределения F(x) и плотностью распреде-
ления f(x). Тогда доля потребителей, имеющих доход меньше 
чем х, равна F(x), а доля потребителей, имеющих доход в интер-
вале [x, x + ∆x], приблизительно равна f(x)⋅∆x. 

Все потребители приобретут по крайней мере Qсоц кВт-ч 
электроэнергии. Прибыль энергокомпании от продажи этих 
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Qсоц кВт-ч в расчете на одного потребителя составит  
Qсоц(Pсоц – c). 

Потребители с доходом I > Iпред приобретут часть электро-
энергии (а именно, Q(P1, I) – Qсоц) по цене P1 и принесут энерго-
компании дополнительную прибыль в размере 

(2) 
1 1

1 1

( ) ( ( , ) ) ( )

( ) ( ( , ) ) ( ) .

пред

пред

соц
I

соц
I

P c Q P I Q f I dI

P c Q P I Q f I dI

ξ

ξ

∞

∞

− ⋅ − ⋅ =

= − − ⋅

∫

∫
 

Общая прибыль энергокомпании составит: 

(3) 1 1 1( ) ( ) ( ) ( ( , ) ) ( ) .
пред

соц соц соц
I

П P Q P c P c Q P I Q f I dIξ

∞

= − + − − ⋅∫  

Приравняем прибыль к постоянным издержкам: 

(4) 1 1 1( ) ( ) ( ) ( ( , ) ) ( ) .
пред

соц соц соц
I

П P Q P c P c Q P I Q f I dI Fξ

∞

= − + − − ⋅ =∫  

Решив систему уравнений 

(5) 
1

1 1

( , ) ,

( ) ( ) ( ( , ) ) ( ) ,
пред

пред
соц

соц соц соц
I

Q P I Q

Q P c P c Q P I Q f I dI Fξ

∞

 =



− + − − ⋅ =


∫
 

найдем P1 и Iпред. 
Приведем пример построения предложенного двухставоч-

ного тарифа применительно к розничному рынку электроэнер-
гии г. Волгограда. 

Пусть спрос на электроэнергию со стороны населения Q за-
висит от цены на электроэнергию P, среднедушевого дохода 
потребителей I и спроса в предшествующий период времени:  
Q =  Q(P, I, Qt–1). 

Для оценки функции спроса на электроэнергию была ис-
пользована модель степенной множественной регрессии. 
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Для построения модели спроса на электроэнергию исполь-
зовались помесячные статистические данные за период с января 
2007 года по декабрь 2009 года [5, 6]: 

Qt – количество электроэнергии, отпущенной населению 
г. Волгограда гарантирующими поставщиками (мегаватт-час); 

Pt – цена на электроэнергию для этой группы потребителей 
(руб./мегаватт-час); 

It – личный располагаемый доход населения (руб.); 
IPCt – индекс потребительских цен. 
Исходные значения помесячных цен Pt и доходов It перед 

построением уравнения регрессии были скорректированы на 
IPCt соответствующего месяца. Это было сделано для того 
чтобы исключить влияние инфляции на параметры модели. 
Данные о потреблении электроэнергии были скорректированы 
на количество жителей г. Волгограда и Волгоградской области. 
Таким образом, исходные данные были подготовлены для по-
строения индивидуальной функции потребления электроэнер-
гии (т. е. одним человеком). 

Уравнение спроса на электроэнергию представляет собой 
степенную множественную регрессию, где в качестве объяс-
няемой переменной выступает количество потребленной элек-
троэнергии в расчете на одного жителя г. Волгограда, а в каче-
стве регрессоров приняты цена на электроэнергию, 
среднедушевой среднемесячный денежный доход потребителя и 
индивидуальное потребление электроэнергии в предшествую-
щий период времени: 

(6) ( )
1 2

3 4
1 .

a a
a at t

t t
t t

P IQ Q e
IPC IPC −

   
= ⋅ ⋅ ⋅   

   
 

С помощью метода наименьших квадратов, реализованного 
в пакете прикладных программ «STATISTICA», было построено 
регрессионное уравнение спроса на электроэнергию: 

(7) ( )
0,05 0,39

0,5 1,7
1 .t t

t t
t t

P IQ Q e
IPC IPC

−

−
−

   
= ⋅ ⋅ ⋅   
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Используя свойства степенной функции, можно сделать 
вывод о том, что краткосрочные эластичности спроса на элек-
троэнергию по цене и по доходу составляют ( ) 0,05кр

PE Q = −  и 
( ) 0,39кр

IE Q = , а долгосрочные эластичности равны 
0,05( ) 0,1

1 0,5
дол
PE Q −

= = −
−

 и 0,39( ) 0,8
1 0,5

дол
IE Q = =

−
, соответственно. 

Если число случайных факторов достаточно велико, воз-
действие каждого из них незначительно и имеет мультиплика-
тивный характер, то результат будет иметь так называемое 
логнормальное распределение. Эти рассуждения были исполь-
зованы для построения функции плотности распределения 
населения по среднедушевому среднемесячному денежному 
доходу с параметрами m и s2. Плотность распределения для 
логарифмически нормального закона распределения имеет вид: 

(8) 
2

2

1 (ln ln )( ) exp , 0
22

x mf x x
ss xπ

 −
= ⋅ − > ⋅⋅ ⋅ ⋅  

, 

где х – случайная величина (среднедушевой среднемесячный 
денежный доход), а параметры m и s2 есть соответственно мате-
матическое ожидание и дисперсия нормального закона распре-
деления случайной величины ln х. Параметры m и s2, опреде-
ляющие плотность распределения населения по уровню 
среднедушевого дохода, вычисляются с помощью двух пара-

метров θср и θмод: 2 2 ln
3

ср

мод

s
θ

θ
 

= ⋅  
 

, 2exp( )модm sθ= ⋅ , где θср – 

математическое ожидание, θмод – модальное значение средне-
душевого среднемесячного денежного дохода в генеральной 
совокупности, которое соответствует доходам наиболее много-
численной группы населения. 

На основе имеющихся данных о распределении населения 
России по величине среднедушевых среднемесячных денежных 
доходах за 2008 г. была построена функция распределения. 
Выборочное среднее, рассчитанное по данным таблицы, состав-
ляет θср = 12981,50 рублей. В качестве оценки модального зна-
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чения выбрана середина интервала, на который приходится 
наибольшее число наблюдений, θмод = 12500,00 рублей. Пара-
метры логнормального распределения m и s2 составляют 
m = 12818,97, s2 = 0,02521 . 

По имеющимся парам параметров была рассчитана f(x) – 
плотность распределения населения по уровню среднедушевого 
среднемесячного дохода: 

(9) 
21 (ln 9,46)( ) exp , 0.

0,052 0,16
xf x x

xπ

 −
= ⋅ − > 

⋅ ⋅ ⋅  
 

Для построения функции издержек были использованы 
данные, источником которых послужили отчеты для ФСФР РФ 
ОАО «Волгоградэнергосбыт» 2007-2009 гг. Функция издержек 
представлена в виде модели парной линейной регрессии: 
C = c⋅Q + F, где Q – объем полезного отпуска электроэнергии, 
кВт-ч; С – валовые издержки, тыс. руб.; с – предельные издерж-
ки, тыс. руб. за кВт-ч; F – постоянные издержки, тыс. руб. 

Поскольку для данной работы была предоставлена инфор-
мация о совокупных издержках только одного гарантирующего 
поставщика в лице ОАО «Волгоградэнергосбыт» без диверси-
фикации их по отдельным группам потребителей, была принята 
гипотеза о том, что предельные издержки у всех ГП Волгоград-
ской области по всем группам потребителей одинаковы. Посто-
янные издержки скорректируем на долю потребления электро-
энергии, приходящейся на население по отношению к общему 
отпуску электроэнергии, на число месяцев в каждом наблюдае-
мом периоде и на численность потребителей ОАО «Волгоград-
энергосбыт». Удельный вес населения в объеме отпуска элек-
троэнергии предприятиями коммунальной энергтики 
Волгоградской области составляет около 35%2. ОАО «Волго-

                                           
1 Параметры распределения m и s2 были рассчитаны при помощи 
пакета прикладных программ Maple. 
2 Богачкова Л.Ю., Москвичев Е.А. «Реструктуризация и реинтеграция 
производства в современной Российской электроэнергетике». 
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градэнергосбыт» осуществляет услуги по сбыту электрической 
энергии на территории Волгоградской области, обслуживает 
8003 юридических лица и предпринимателей без образования 
юридического лица, а также 290159 физических лиц (населе-
ние)1. 

В результате вычислений в пакете «STATISTICA» получает-
ся функция издержек следующего вида: 
(10) 0,0007 0,052C Q= ⋅ + , 
где c = 0,7 руб./кВт-ч; F = 52,0 рублей в месяц в расчёте на 
одного жителя г. Волгограда в месяц. Значит, увеличение объе-
ма выпуска электроэнергии на 1 кВт-ч в краткосрочном периоде 
обойдется компании в 70 копеек. Кроме того, независимо от 
объема выпуска компания тратит на поддержание мощностей в 
рабочем состоянии в расчете на одного человека 52 рубля в 
месяц. 

Результатом решения системы уравнений (5)2 с заданными 
параметрами Qсоц = 35 кВт-ч и Pсоц = 1,5 руб./кВт-ч является 
следующий двухставочный тариф на электроэнергию: 

 
1

1,5 35,
3,11    35.

соцP за первыеQ
P за остальныеQ

= ≤


= >
 

Действующий в 2010 году тариф на электроэнергию со-
ставляет 2,30 руб./кВт-час. В данном тарифообразовании будут 
участвовать все потребители, относящиеся к категории «населе-
ние», при этом расходы на оплату электроэнергии увеличатся 
примерно только у 18% потребителей, имеющих доход выше 
20132,66 рублей. 

                                           
1 Ежеквартальный отчет эмитента ОАО «Волгоградэнергосбыт» за 
1 кв. 2009 г. 
2 Система уравнений была решена численными методами, реализован-
ными на языке Си. 
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Представляется, что социальная норма потребления помо-
жет не только справиться с проблемой перекрестного субсиди-
рования населения промышленностью, но и заставит абонентов 
задуматься об экономии электроэнергии. Благосостояние растёт, 
и граждане могут покупать себе различные электроприборы. На 
этом фоне существенно возрастает электропотребление. Это 
приводит не только к увеличению нагрузок на сетевое хозяйст-
во, но и к неблагоприятным экологическим последствиям. К 
тому же складывается ситуация, которую многие эксперты 
считают несправедливой: малообеспеченные граждане расхо-
дуют электроэнергию максимально экономно, а состоятельные 
– не задумываясь о расходах на свет. Но платят обе категории 
по одинаковому тарифу. Предложенный в работе тариф позво-
лит исправить сложившуюся ситуацию. 
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gated to retail markets of electric power. In the context of comple-
tion of “RAO UES of Russia” reengineering the problem of con-
sumers (first of all, citizens) interests’ protection becomes topical. 
In this paper we suggest a mathematical model of the electric power 
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Рассматривается многосвязная система автоматического 
управления температурным режимом в установках выращи-
вания кристаллов, позволившая обеспечить регулирование 
температуры вокруг растущего кристалла с точностью  
0,05–0,1 градусов на протяжении всего ростового цикла. Про-
ектирование системы управления основано на предваритель-
ном исследовании и выборе информационной структуры мно-
госвязной системы с целью уменьшения взаимного влияния 
каналов в объекте управления и изменения его параметров в 
процессе роста кристалла. Исследование системы и определе-
ние стратегии управления проводится на базе динамической 
численной двумерной модели тепломассопереноса при кри-
сталлизации. Управление многомерным объектом осуществля-
ется с помощью сепаратных ПИД-регуляторов. 
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многосвязная система, исследование информационной 
структуры. 
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1. Введение 

Выращивание кристаллов из расплавов представляет собой 
процесс управляемой кристаллизации [7]. Горячий расплав 
перемещается в холодную зону в строго определенных тепло-
вых условиях, которые создаются и поддерживаются системой 
управления. Автоматическая система должна обеспечивать 
заданную скорость кристаллизации, форму фронта, осевой и 
радиальный градиенты температур вблизи него. Точность под-
держания этих параметров определяет качество растущего 
кристалла. На сегодняшний день требование к точности управ-
ления температурой внутри зоны (вблизи фронта) кристаллиза-
ции (рис. 1) составляет 0,1 оС на протяжении всего ростового 
цикла [9]. Однако при выращивании кристаллов традиционны-
ми методами такое качество управления не всегда обеспечива-
ется. Одна из причин заключается в том, что температура внут-
ри зоны кристаллизации не измеряется прямым способом и не 
регулируется системой управления. Конструкция ростовой 
установки позволяет размещать термодатчики и управляющие 
нагреватели лишь на удалении от непосредственного объекта. В 
результате приходится определять оптимальную программу или 
стратегию управления температурами на удалении от зоны 
кристаллизации (такими как Т11, Т12, T13, Т14), которая обеспечи-
вала бы необходимый температурный режим внутри неё [2, 17]. 
Точность решения такой задачи во многом зависит от приме-
няемых моделей тепломассопереноса и на сегодняшний день в 
лучшем случае составляет 1–2 градуса [18]. В процессе экспе-
римента нестационарные тепловые процессы в зоне кристалли-
зации остаются неизвестными. Точность управления темпера-
турным режимом оценивается уже после ростового цикла по 
качеству выращенного кристалла. 

В настоящей работе рассматривается система управления, 
которая позволяет регулировать температуру не на удалении от 
растущего кристалла, а вблизи него, причем с требуемой точно-
стью. Измерительные датчики размещаются вокруг зоны кри-
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сталлизации; дополнительно используется нагреватель, погру-
женный в расплав и приближенный к фронту кристаллизации 
(рис. 1). 

 
Рис. 1. Схема установки кристаллизации на (А) – начальном, 

(Б) – среднем, (В) – конечном этапах ростового цикла 

Такая структура позволяет повысить точность определения 
стратегии управления. Обратная тепловая задача имеет более 
простое и корректное решение для температуры на границах 
зоны кристаллизации, чем на удалении от нее. Однако при этом 
усложняется задача регулирования. Приближение термопар к 
кристаллу и друг к другу с одновременным удалением от нагре-
вателей приводит к увеличению инерционности и взаимного 
влияния каналов в таком многомерном объекте управления. 
Применение традиционных ПИД регуляторов для такой систе-
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мы становится проблематичным. Достижение высокого качест-
ва регулирования требует специальной информационной струк-
туры системы управления [8, 11]. В настоящей работе авторами 
предлагается методика исследования и выбора такой структуры 
с целью уменьшения взаимного влияния каналов в объекте 
управления и изменения его параметров в процессе роста кри-
сталла. Исследование структуры системы управления, а также 
определение стратегии управления, производится на базе чис-
ленной динамической модели тепломассопереноса при кристал-
лизации. Производится синтез и натурные испытания много-
связной системы регулирования на базе сепаратных ПИД-
регуляторов с постоянными коэффициентами.  

2. Проектирование многосвязной системы 
управления температурным режимом 

2.1.  ИССЛЕДОВАНИЕ МНОГОСВЯЗНОЙ СИСТЕМЫ 
УПРАВЛЕНИЯ 

Многосвязная система автоматического управления (далее 
МСАУ) состоит из пяти нагревателей: четырех цилиндрических 
«фоновых», удаленных от кристалла, и одного плоского, погру-
женного в расплав (рис. 1) [4]. МСАУ должна поддерживать 
температуру в зоне роста так, чтобы при опускании с постоян-
ной скоростью тигля с расплавом и кристаллом выполнялись 
требования к параметрам кристаллизации. Задача управления 
осложняется нестационарным характером объекта управления 
вследствие перераспределения в объеме материалов с разными 
теплофизическими свойствами в процессе роста кристалла. 
Осевой градиент температуры контролируется и регулируется 
по показаниям термопар, размещенных на оси установки в 
погруженном нагревателе Т0 и донышке тигля Т3. При этом 
донышко тигля вместе с термопарой перемещается вниз относи-
тельно неподвижных нагревателей, что также определяет неста-
ционарность объекта в канале управления температурой Т3. 
Прежняя структура системы управления [4] обеспечивала регу-
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лирование этих температур с помощью фоновых нагревателей 
Н2 и Н3. Стратегия управления определялась по одномерной 
модели и представляла константу для Т0 и линейный сигнал для 
Т3. Остальные фоновые нагреватели поддерживали постоянны-
ми рядом с собой температуры (Т11 и Т14). Погруженный нагре-
ватель в управлении не участвовал, выделяя постоянную мощ-
ность. Точность управления температурами на оси Т0 и Т3 с 
помощью ПИД-регуляторов в предыдущей системе в процессе 
роста кристалла варьировалась от 0,5 до 1,5 градусов. Качество 
управления заметно ухудшалось при увеличении размера кри-
сталла.  

Для исследования многосвязной системы управления было 
разработано специализированное программное обеспечение 
(далее ПО) [5]. Численная динамическая двумерная модель 
теплопереноса [3, 13] была совмещена с дискретной системой 
управления. Модель основана на решении уравнения теплопро-
водности с учетом фазового перехода (задача Стефана) при 
наличии внутренних источников тепла: 
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где Тк – температура кристаллизации; ε – удельная энтальпия; qк 
– удельная теплота кристаллизации. Теплопроводность k, тепло-
емкость c, плотность ρ материалов являются функциями темпе-
ратур и имеют разрыв при фазовом переходе. При численном 
решении функции заменяются кусочно-линейными. 

Расчетная область (рис. 2) включает кристаллизуемый ма-
териал (германий, кремний, висмут) и элементы конструкции из 
кварца, графита, молибдена, алунда, графитового войлока. Для 
решения уравнений применяется метод конечных элементов; 
форма ячейки сетки – треугольная. Задача рассматривается как 
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осесимметричная. Граничные условия на верхней, нижней и 
боковой поверхностях задаются 3 рода – конвективный тепло-
обмен между поверхностью и внешней средой. В случае, когда 
модель включает область конструкции установки с водяным 
охлаждением, граничное условие на нижней поверхности зада-
ется 1 рода (постоянная температура). В качестве начальных 
условий используется решение стационарной тепловой задачи, 
которое находится с помощью той же модели.  

 
Рис. 2. Расчетная область для 2D модели теплового поля в 

ростовой установке на начальной (А) и конечной (В)  
стадиях кристаллизации 
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Внутренние источники тепла Q могут размещаться в любой 
ячейке сетки модели. Источники объединяются в рамках нагре-
вателей, мощности которых являются управляющими воздейст-
виями в автоматической системе. Значения мощностей могут  
изменяться и в ручном режиме, что использовалось для прове-
дения идентификаций объекта и исследования многосвязной 
системы управления. Дополнительно в модель введен источник 
тепла, распределенный вдоль фазовой границы. Тепловыделе-
ние на поверхности фронта кристаллизации позволяет исследо-
вать влияние скрытой теплоты кристаллизации на процесс 
управления температурой в квазистационарном режиме кри-
сталлизации. В качестве управляемых значений могут выби-
раться температуры в любом узле сетки модели, в том числе 
внутри исследуемой зоны кристаллизации.  

Существующие модели [15, 16], аналогичные рассматри-
ваемой, используют в качестве управляющих воздействий изме-
нения граничных условий 2 рода (внешний поток) на боковой 
стенке. Такой подход не позволяет адекватно моделировать 
многомерную систему управления, особенно в нашем случае, 
когда используется погруженный в расплав нагреватель Н0. 
Другим преимуществом рассматриваемой модели является 
возможность проведения расчетов в масштабе реального време-
ни. Так, при разбиении сетки на ячейки с шагом 1 мм (при 
размере всей области 200 × 45 мм) массив температур во всех ее 
узлах рассчитывается в несколько раз быстрее шага дискретиза-
ции системы. Такая возможность обусловлена тем, что модель 
не учитывает конвекцию в расплаве, которая существенно 
подавлена в тонком слое расплава под погруженным нагревате-
лем и не влияет на теплоперенос. 

С помощью ПО нами было проведено более 1000 иденти-
фикаций пар управления «нагреватель – температура» в разных 
точках исследуемого объекта с распределенными параметрами, 
на разных стадиях технологического процесса (рис. 2) для 
разных вариантов конструкции установки и геометрии фоновых 
нагревателей. Информационная структура системы управления 
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выбиралась в результате компромисса при решении в принципе 
противоположных задач. С одной стороны точки регулирования 
должны располагаться как можно ближе к фронту кристаллиза-
ции и, следовательно, друг к другу для того, чтобы в большей 
степени определять его положение и форму, а также градиент 
температур. С другой стороны эти точки должны быть как 
можно дальше разнесены друг от друга для того, чтобы мини-
мизировать взаимное влияние между каналами в объекте управ-
ления и обеспечить высокую точность управления с помощью 
сепаратных ПИД регуляторов. При этом изменение матричной 
передаточной функции объекта управления должно быть в 
допустимом диапазоне, который позволял бы успешно исполь-
зовать регуляторы с постоянными коэффициентами. 

Анализ степени связности в многомерном объекте произво-
дился с помощью матрицы Бристоля Λ  [10], которая характе-
ризует изменения коэффициентов усиления в сепаратных ра-
зомкнутых контурах при замыкании всех остальных контуров в 
многосвязной системе. При этом элемент λij матрицы Λ  опреде-
ляется следующим образом: 

(2) , , 1, 2, ..., ,
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где y – выход разомкнутой системы, а u – управляющий сигнал. 
При уменьшении взаимного влияния в объекте диагональные 
элементы λii матрицы Бристоля стремятся к единице, а недиаго-
нальные λij – к нулю. Единичная матрица соответствует авто-
номной системе управления. Сумма элементов любой строки 
матрицы Бристоля или любого столбца равна единице [10]. На 
рис. 3 приведены матрицы Бристоля для четырех разных объек-
тов управления, отличающихся степенями связности каналов. 

Для выбранной таким образом информационной структуры 
системы управления с помощью модели изучены особенности 
дискретно-непрерывной системы с ПИД-регуляторами, иссле-
довано явление выделения теплоты кристаллизации как внеш-



 
Управление техническими системами  

и технологическими процессами 

 219 

него возмущения для системы управления, выявлены проблемы 
регулирования в многосвязной системе.  

 
Рис. 3. Передаточные функции объекта и матрицы Бристоля 
для двух информационных структур системы управления, 
отличающихся геометрией нагревателей, на начальной (А) и 

конечной (В) стадиях кристаллизации 

Так же на модели определена стратегия управления темпе-
ратурами в точках, выбранных для регулирования в реальной 
установке. Стратегия определялась по результатам оптимизации 
теплового поля на модели установки для нескольких стадий  
ростового цикла. На рис. 2а изображено «правильное» тепловое 
поле на начальной стадии роста кристалла, при котором фронт 
кристаллизации имеет заданное положение и форму при тре-
буемой величине градиента температур. На рис. 2б изображено 
поле температур на последней стадии кристаллизации, при 
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котором фронт имеет нежелательную (вогнутую) форму при  
правильном положении и градиенте температур. Оптимизации 
поля проводилась несколькими способами. Первый способ 
представлял собой вариации мощностей нагревателей в ручном 
режиме. Второй – подбор стратегии управления при активизи-
рованной системе регулирования температур вокруг зоны кри-
сталлизации. Третий способ заключался в том, что система 
регулирования настраивалась на температуры в точках внутри 
зоны кристаллизации, через которые должен проходить фронт 
кристаллизации и соседние изотермы, определяющие градиент 
температур. При подаче соответствующих входных сигналов, 
установившееся состояние такой системы определяло заданный 
температурный режим в установке в целом и необходимые 
температуры в исследуемых точках в частности.  

2.2.  СИНТЕЗ МНОГОСВЯЗНОЙ СИСТЕМЫ 
РЕГУЛИРОВАНИЯ 

Синтез многосвязной системы автоматического регулиро-
вания (далее МСАР) проводился с помощью созданного нами 
программного обеспечения [5] в среде Labview, использующего 
специализированные библиотеки проектирования систем управ-
ления Control, Identification, Simulation [14]. Синтез основан на 
определении коэффициентов дискретных ПИД-регуляторов для 
сепаратных систем и последующей их корректировки по ре-
зультатам моделировании многосвязной системы управления. 
Дискретный регулятор проектируется по аналоговому прототи-
пу, так как в процессе экспериментов шаг дискретизации варьи-
руется оператором от 10 до 30 секунд, и удобно использовать 
неизменяемые коэффициенты аналогового регулятора. Учиты-
вая рекомендации специалистов [12] о том, что значение часто-
ты дискретизации должно быть в 10 раз больше, чем значение 
полосы пропускания системы, определяется требование к дли-
тельности переходного процесса в замкнутой системе в преде-
лах 400–600 с.   
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Точность регулирования складывается из точности слеже-
ния за входным сигналом при действии внешних возмущений и 
результата прохождения случайных сигналов через систему. 
Линейный входной сигнал для температуры Т3 на нижней гра-
нице кристалла определяет в системе с ПИД регуляторами 
наличие астатизма, которое зависит от коэффициента инте-
грального члена регулятора. Внешними возмущениями для 
рассматриваемой системы являются выделение теплоты кри-
сталлизации, скачки напряжения в электросети, изменение 
температуры и давления в системе охлаждения установки, 
турбулентные потоки газа в рабочей камере. Синтез МСАР 
проводился именно с целью компенсации таких возмущений 
(рис. 4а). Выявлен недостаток проектирования предыдущей 
МСАР, заключавшийся в том, что выбор коэффициентов регу-
ляторов в сепаратных системах осуществлялся по виду пере-
ходных процессов только при изменении входных сигналов. Это 
приводило к известной проблеме сокращения полюсов объекта 
нулями регулятора. В результате характеристическое уравнение 
замкнутой системы содержало малые по модулю корни, что 
приводило к плохому качеству компенсации внешних возмуще-
ний и воздействий других сепаратных контуров управления. 
Случайные сигналы в системе присутствуют вследствие шума 
при измерении температуры. Дисперсия случайного сигнала на 
выходе системы пропорциональна дисперсии входного сигнала, 
шагу дискретизации и эквивалентной полосе пропускания сис-
темы [1]. Более того, как показало моделирование в многосвяз-
ной системе, дисперсия сигнала на выходе может существенно 
возрастать в зависимости от перекрестных связей в объекте 
управления (рис. 4б). Шум при измерении управляемого сигна-
ла приводит к флуктуациям управляющего сигнала, что являет-
ся крайне нежелательным при выращивании кристаллов. Для 
решения этой проблемы предложена методика проектирования 
цифрового фильтра для обработки управляемого сигнала. Мето-
дика основана на выборе частоты среза, при которой система 
регулирования сохраняет свои динамические свойства [6]. 
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Предложено также применять предварительную фильтрацию 
входного сигнала для уменьшения резких скачков управляюще-
го сигнала.  

 
Рис. 4. Регулирование в одномерной и многосвязной системах. 
Стабилизация выходного сигнала при действии единичных 

возмущений на объект (а) и в условиях прохождения шума через 
систему (б). Шаг дискретизации – 30 с 

Коэффициенты регуляторов выбирались по совокупности 
предъявляемых к системе требований. Шаг дискретизации 
применяли наименьшим возможным, несмотря на повышение 
износа измерительного оборудования. Программно-
аппаратными средствами обеспечена высокая точность относи-
тельных измерений температур 0,01 оС и формирования напря-
жения на нагревателях 0,01 В [5]. Предложены решения по 
уменьшению времени между измерением и подачей управляю-
щего сигнала в контурах регулирования. Методика синтеза 
МСАР и соответствующее программное обеспечение испыты-
вались на созданной численной динамической модели.  

Натурные испытания системы управления проводились на 
исследовательской установке выращивания кристаллов, сконст-
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руированной с учетом предложенной новой информационной 
структуры системы управления. Эксперименты проводились по 
выращиванию кристалла висмута. Скорость кристаллизации и 
опускания тигля с расплавом и кристаллом была выбрана 20 мм 
в час. Темп охлаждения температуры Т5 около нижней границы 
кристалла составил 23 градуса в час. 

3. Результаты проектирования и испытаний 
многосвязной системы управления 
температурным режимом 

Новая информационная структура МСАУ выбрана так, что 
дополнительно к температурам Т0 и Т3 на оси кристалла регули-
руются еще Т1 и Т2 возле его боковой поверхности (рис. 1). 
Внесены изменения в геометрию нагревателей относительно 
предыдущей конструкции установки. Предложены новые пары 
управления между нагревателями и термопарами. Новая струк-
тура обеспечивает меньшую взаимосвязь в каналах объекта 
управления и изменение его параметров в процессе роста кри-
сталла, чем структура, основанная на предыдущей конструкции 
ростовой установки. На рис. 3 приведены передаточные функ-
ции и соответствующие им матрицы Бристоля для двух таких 
структур. Почти все элементы в матрице Бристоля для новой 
структуры (структура 2) на порядок меньше аналогичных эле-
ментов для предыдущей (структура 1). Диагональные элементы 
ближе к единицам, а недиагональные к нулям. Изменения пара-
метров передаточной функции объекта в процессе роста кри-
сталла находятся в пределах 20–30%, что позволяет успешно 
применять ПИД-регуляторы с постоянными коэффициентами.  

Определена стратегия управления температурами для такой 
МСАР. Получены теоретически ожидаемые результаты: все 
температуры вокруг зоны кристаллизации должны быть посто-
янными в течение ростового цикла. Определены их конкретные 
значения для выращивания кристалла германия. Также на дву-
мерной модели получено подтверждение результата, опреде-
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ленного ранее на одномерной модели, что температуры Т3 
должна уменьшаться по линейной функции. Однако выявлено, 
что углы наклона этих функций отличаются (рис. 5). Более того, 
отличаются результаты, получаемые на двумерной модели для 
различных структур системы управления, особенно на стадиях 
роста большого по высоте кристалла. Следовательно, одномер-
ное приближение решаемой задачи не позволяет корректно 
определить и обеспечить заданный режим кристаллизации, – 
необходимо использовать двумерную модель.  
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Рис. 5. Стратегии управления температурой Т3,  

определенные на 1D и 2D моделях 

Передаточная функция многомерного диагонального регу-
лятора R для системы управления с новой информационной 
структурой составила: 
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где R0, R1, R2, R3 – сепаратные регуляторы в каналах управления 
температурами Т0, Т1, Т2, Т3.  
Во всех каналах, кроме одного, используются ПИ-

регуляторы. ПИД-алгоритм применяется только для регулиро-
вания температуры в донышке тигля Т3. Регулятор R обеспечи-
вает заданное качество управления для всего диапазона измене-
ния параметров объекта в процессе роста кристалла. 
Теоретические расчеты и моделирование показали (рис. 4), что 
время переходных процессов в многосвязной системе составля-
ет желаемые 300– 500 с, внешние возмущения не приводят к 
колебаниям в системе, величина ошибки за счёт неточности 
астатизма при управлении температурой Т3 не превышает 
0,05 оС. При этом флуктуации управляемых сигналов, вызван-
ные шумом при измерении, даже при шаге дискретизации 30 с, 
находятся в диапазоне 0,05 оС.  

Проведенные натурные испытания МСАР подтвердили 
теоретические результаты. Точность стабилизации температур 
вокруг зоны кристаллизации и слежения за линейной уставкой 
температуры Т3 составила 0,05–0,1 градусов. Длительность 
переходных процессов находилась в диапазоне 500– 600 с. На 
рис. 6 приведены графики измерения температур Т0 и Т3 на оси 
кристалла в процессе его роста. Всплески Б1 и Б2 температур на 
графике Т0 соответствуют тестовым воздействиям на систему 
потоком воздуха через щели в конструкции исследовательской 
установки. Система демонстрирует хорошее качество подавле-
ния таких возмущений. Графики других трех температур (Т1, Т2, 
Т4), поддерживаемых постоянными, имеют подобный вид. 
Переходные процессы А и В относятся к началу и окончанию 
кристаллизации, когда меняется характер входного сигнала для 
температуры на донышке Т3. Сигнал уставки изменяется плавно 
с целью уменьшения флуктуаций при этом управляющего на-
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пряжения. В процессе экспериментов выявилась проблема 
выхода управляющих сигналов МСАР из рабочего диапазона 
напряжений нагревателей. Для предотвращения такой ситуации 
было определено начальное состояние системы управления, 
которое обеспечило нахождение напряжений нагревателей в 
линейном диапазоне на протяжении всего процесса роста кри-
сталла.  

 
Рис. 6. Графики управляемых температур на оси кристалла Т0, 
Т3 и управляющих напряжений на нагревателях в процессе 

ростового эксперимента.  
А, Б1, Б2, В – стадии кристаллизации 
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4. Заключение 

Разработанная многосвязная система управления использу-
ется при выращивании кристаллов и исследовании процессов 
кристаллизации методом ОТФ (Осевого Теплового потока 
вблизи Фронта кристаллизации [4]). Одной из сильных сторон 
системы с практической и экономической точек зрения является 
то, что она обеспечивает высокую точность управления темпе-
ратурным режимом с помощью обычных ПИД-регуляторов. 
Относительная простота такого регулирования определяется 
информационной структурой системы управления, которая 
исследуется и выбирается на стадии проектирования конструк-
ции ростовой установки. Продолжением данной работы авторы 
видят построение системы управления неизмеряемыми пара-
метрами кристаллизации в процессе ростового эксперимента с 
помощью созданной модели, работающей в масштабе реального 
времени.  
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Abstract: We consider a multidimensional (MIMO) temperature 
control system for the crystal growth plant. The control system 
regulates the temperature around the growing crystal with accuracy 
of 0.05-0.1 oC during the whole growth process. Design of the 
control system is based on the preliminary investigation and choice 
of the information structure of MIMO system to decrease plant 
parameters changes and channels interconnection during the crys-
tal growth. The analysis of the system and the solution of the control 
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2D model of heat and mass transfer in the process of crystallization. 
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МОДЕЛИРОВАНИЕ КОНВЕЙЕРНЫХ 
БИЗНЕС-ПРОЦЕССОВ 

Куприянов Б. В.1 
(Учреждение Российской академии наук 

Институт проблем управления РАН, Москва) 
 

В статье предлагается определение конвейерного бизнес-
процесса и модель, позволяющая получать вычислимые харак-
теристики конвейера. К таким характеристикам относятся: 
производительность конвейера; время выхода в стационарный 
режим работы; нахождение конвейерной операции, опреде-
ляющей производительность конвейера. Описан алгоритм вы-
числения характеристик. Проведен структурный анализ рабо-
ты конвейера. Показано, что поведение конвейера определяет-
ся набором производных от него линейных конвейеров. Доказы-
вается соответствующая теорема. Приводятся графики и 
диаграммы, описывающие работу конвейеров. 

 
Ключевые слова: бизнес-процесс, модель, конвейер, произ-
водительность, диаграмма, граф, рекурсия. 

1. Введение 

В настоящее время значительное распространение получи-
ло моделирование бизнес-процессов. Существует множество 
видов моделей и систем моделирования. Среди наиболее из-
вестных BPwin (IDEF0, IDEF3, DFD – модели), ARIS и другие. 
Основной целью систем моделирования является предоставить 
инструмент для полного и формального описания процесса. 
Степень формализации и детализации модели зависит от по-
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требностей клиента и возможностей инструмента. Второй зада-
чей моделирования является возможность использования моде-
ли для изучения поведения и получения числовых характери-
стик процесса. Так, например, BPwin [4] позволяет осуществ-
лять функционально-стоимостное моделирование. Оно основы-
вается на постатейном распределении параметризованных 
(оцифрованных) затрат времени и финансовых ресурсов, свя-
занных с осуществлением тех или иных функций. Функцио-
нально-стоимостное моделирование осуществляется и в системе 
моделирования ARIS. Разрешимость задачи получения той или 
иной числовой оценки бизнес-процесса вступает в естественное 
противоречие с общностью модели. Чем более обобщенная мо-
дель бизнес-процесса, тем меньше можно получить результатов 
в численном виде. Естественным путем решения данной про-
блемы является определение суженных классов бизнес-
процессов, для которых возможно получение существенных чи-
словых характеристик по описанию модели. В настоящей статье 
предлагается такой класс бизнес-процессов, названный «кон-
вейерные бизнес-процессы» [3, 5].  

 
Рис. 1. Конвейерный процесс производства табуреток 

Рассмотрим пример простейшего конвейерного процесса – 
производство табуреток. Данное производство представляет со-
бой последовательность фиксированного набора следующих 
операций: строгание заготовок, распилка заготовок, сколачива-
ние табуретки, покраска табуретки, контроль качества. После-
довательность операций отражена на рис.1. 

Характерной особенностью данного процесса является сле-
дующее: 

1. Каждая операция осуществляется отдельным рабочим 
(собственным «механизмом реализации»). 
2. Каждая операция начинается после того как завершается 
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предыдущая (обработал один комплект заготовок – присту-
пил к следующему). 
3. Каждая операция начинается после того как завершится 
обработка текущего комплекта и поступит комплект от пре-
дыдущего рабочего (спусковая функция). 
Более формально конвейерный процесс можно представить 

как конечный ориентированный ациклический граф. Вершина 
графа имеет структуру, представленную на рис. 2. 

 
Рис. 2. Вершина ациклического графа, определяющего конвейер 

Здесь Pi – идентификатор некоторой операции; ti – время 
выполнения операции и Si – некоторая вычислимая спусковая 
функция, определяющая время начала выполнения операции. 
Каждая операция реализуется своим исполнительным механиз-
мом. Дуги графа определяют отношения предшествования опе-
раций. Граф может иметь в общем случае несколько входных и 
выходных вершин. Каждая операция, определяемая вершиной 
графа, функционирует в конвейерном режиме следующим обра-
зом: на основании отношений предшествования, определяемых 
входными дугами и спусковой функцией, определяется момент 
времени запуска операции. Далее после выполнения операции 
через время ti снова вычисляется спусковая функция и снова за-
пускается выполнение операции, и так до бесконечности. Кон-
кретное определение спусковой функции зависит от типа кон-
вейера и будет рассмотрено ниже. 

Конвейерные бизнес-процессы в том их определении, как 
это сделано, являются широко распространенными. Такие биз-
нес-процессы выполняются многократно и продолжительное 
время. Это соответствует той реальности, что предприятие, бу-
дучи созданным изначально для производства определенной 
продукции, ежедневно годами осуществляет некоторый бизнес-
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процесс, связанный с производством этой продукции. Схема-
тично работу предприятия можно представить следующим об-
разом рис. 3. 

 
 

Рис. 3. Схема производственного предприятия 

Если входной склад осуществляет бесперебойную поставку 
сырья и/или комплектующих, а выходной склад – бесперебой-
ный прием готовой продукции, то в этом случае достаточно 
сложный технологический процесс при некоторых допущениях 
функционирует как конвейерный.  

2. Модель конвейера 

Рассмотрим конечный ориентированный ациклический 
граф G = (A, E) с несколькими начальными вершинами и одной 
конечной. A = {a1, a1, …, an} – множество вершин графа, а E –
множество дуг, т. е. пар (ai, aj), определяющих отношение инци-
дентности вершин графа. Вершина aj называется начальной, ес-
ли не существует вершина ai ∈ A такая, что (ai, aj) ∈ E. Вершина 
aj называется конечной, если не существует вершина ai ∈ A та-
кая, что (aj, ai) ∈ E. Без ограничения общности будем считать, 
что {a1, a2, …, am} – множество начальных вершин, а an – конеч-
ная вершина. Будем считать граф связным в том смысле, что в 
любую вершину существует путь из некоторой начальной вер-
шины и из любой вершины графа существует путь в конечную 
вершину. Далее везде по тексту статьи, если не оговорено про-
тивное, под словом «граф» будет подразумеваться граф с опре-
деленными выше свойствами.  
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Предположим, что каждой вершине графа соответствует 
некоторая операция ai и множество E дуг графа определяют от-
ношение предшествования операций. Если операция имеет не-
сколько предшествующих ей операций, то начало выполнения 
операции определяется спусковой функцией. 

Для описанного выше графа G = (A, E) определим конвейер 
K = (G, M, T) следующим образом: M = {m1, m2, …, mn} –
множество меток вершин графа, определяющих тип вершины. 
Вершины графа могут быть трех типов.  

определяет тип вершины "линейная операция";
определяет тип вершины "операция

со спусковой функцией ";
определяет тип вершины "операция

со спусковой функцией ".

i

S
AND

m AND
OR

OR

−
 −= 
 −


 

Каждый тип определяет свое поведение. T = {t1, t2, …, tn}, 
ti ≥ 0, – множество неотрицательных вещественных чисел, 
ti определяет время выполнения операции ai. 

Вершина типа S имеет графическое изображение в виде 
круга  

 
и определяет некоторую содержательную операцию бизнес-
процесса. Время выполнения операции ai ∈ A равно ti ∈ T. Вер-
шине типа S может предшествовать только одна вершина любо-
го типа. Если имеется конструкция вида 

 
где ai, aj – вершины типа S, то операция aj выполняется цикли-
чески после того как завершилось ее выполнение в предыдущем 
цикле (освобождение механизма реализации) и завершилось 
выполнение предшествующей ей операции в текущем цикле. 
Если операция принадлежит множеству начальных операций 
{a1, a2, …, am}, то она начинает выполняться в момент времени, 
равный нулю, и далее выполняется циклически сразу после сво-
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его завершения. 
Если вершина графа типа AND или OR, то такой вершине 

могут предшествовать две и более вершины. Спусковая функция 
AND изображается следующей фигурой 

 
Конструкция вида 

 
 

обозначает, что операция ak начнет выполняться после того как 
завершится выполнение операций ai, ai+1, ai+2, …, aj. 

Спусковая функция OR изображается следующей фигурой 
 

Конструкция вида 
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обозначает, что операция ak начнет выполняться после того как 
завершится выполнение хотя бы одной из операций 
ai, ai+1, ai+2, …, aj. 

Определение 1.  Назовем конвейером такую структуру, оп-
ределяемую ациклическим графом с метками вершин, времена-
ми выполнения операций и способом функционирования. 

Определение 2.  Выполнение последовательности из n опе-
раций конвейера в соответствии с отношениями предшествова-
ния назовем циклом конвейера. 

Для упрощения аналитических выкладок воспользуемся не-
которыми свойствами конвейера. 

 
Рис. 4. Выражение операции AND или OR длины t 

через операцию нулевой длины 

Операция типа AND или OR ненулевой длины может быть 
выражена через операцию нулевой длины так, как это показано 
на рис. 4. Здесь слева операция P c временем выполнения t за-
меняется справа на операцию P нулевой длины и операцию ak 
длины t. В свою очередь, n-арное определение операции AND 
или OR можно выразить через бинарное (рис. 5). В дальнейшем 
мы будем рассматривать операции AND и OR как бинарные ну-
левой длины, если не оговорено противное. 
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Рис. 5. Выражение n-арной операции (слева) через бинарную 

(справа). P – операция типа AND или OR 

Функционирование конвейера принято описывать диаграм-
мами. Рассмотрим пример приведенного на рис. 6. конвейера и 
его диаграмму. Граф конвейера состоит из пяти вершин. 

Справа от графа в прямоугольниках указаны через тире но-
мера операций и их продолжительности в условных единицах 
времени. Ширина прямоугольников пропорциональна длитель-
ности операций.  

  
Рис. 6. Пример графа конвейера 

Функционирование конвейера может описываться с помо-
щью диаграмм в системе координат (время, цикл) или диаграмм 
в системе координат (время, операция) [3]. В первом случае диа-
грамма рисуется в следующей системе координат: по оси x от-
ложено время, а по оси y – номер цикла функционирования кон-
вейера. Считаем, что функционирование конвейера начинается в 
момент времени, равный 0, и нумерация циклов начинается с 
нуля. Каждое выполнение операции отражается на такой диа-
грамме соответствующим прямоугольником с номером опера-
ции. Пример временной диаграммы такого конвейерного про-
цесса представлен на рис. 7. На диаграмме отражено 7 конвей-
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ерных циклов. Каждый цикл начинается в момент начала вы-
полнения первой операции и заканчивается в момент окончания 
последней операции (в нашем примере – 5-ой операции). Нуле-
вой цикл – нижний – начинается в момент времени равный ну-
лю и имеет номер 0. Последний рассматриваемый цикл – верх-
ний.  

 
Рис. 7. Пример диаграммы конвейера из семи циклов 

Второй вид диаграммы представляется в системе коорди-
нат: время, операция – вершина графа, т. е. по оси x отложено 
время, а по оси y – номер операции. На этой диаграмме отмече-
ны те отрезки времени для каждой операции, в которые она вы-
полняется. Например, для описанного выше конвейера диа-
грамма выглядит так, как представлено на рис. 8. 
 

 
Рис. 8. Диаграмма работы конвейера 

В данном случае использование нумерации операций в са-
мой диаграмме необязательно. Исходя из системы координат 
понятно, какой вид диаграммы используется. 

Введем ряд определений. 
Определение 3.  Диаграмма А является поддиаграммой диа-
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граммы B, если время начала и конца исполнения каждой опе-
рации в диаграмме A в точности совпадает с временем начала и 
конца выполнения этой операции в диаграмме B. 

Пусть дан конвейер K = (G, M, T). 
Определение 4.  Будем считать, что фаза начала ai-ой опе-

рации k-го цикла конвейера K есть время начала выполнения ai-
ой операции k-го цикла конвейера K и будет обозначаться как 

( )
i

k
ah K , где 1 ≤ i ≤ n и k ≥ 0. 
Определение 5.  Будем считать, что фаза окончания (или 

просто фаза) ai-ой операции k-го цикла конвейера K есть время 
окончания выполнения ai-ой операции k-го цикла конвейера K и 
обозначим ее как ( )

i

k
af K , где 1 ≤ i ≤ n и k ≥ 0.  

(1) ( ) ( )
i i

k k
a a if K h K t= + . 
Определение 6.  Фазой k-го цикла конвейера K назовем 

Fk(K) – время окончания выполнения последней операции k-го 
цикла конвейера, т. е. фазой k-го цикла является  
 ( ) ( )

n

k k
aF K f K= .  

В нашем примере это время окончания 5-ой операции кон-
вейера. 

Определение 7.  Интервалом ai-ой операции k-го цикла 
( )

i

k
ad K  (для k ≥ 1) назовем продолжительность времени между 

моментами окончаний ai-й операции в k-ом и (k – 1)-ом циклах: 
 1( ) ( ) ( )

i i i

k k k
a a ad K f K f K−= − . 

Интервал операции определяется как разность фаз операции 
в соседних циклах. 

Определение 8.  Интервалом конвейера Dk(K) k-го цикла 
(для k ≥ 1) назовем продолжительность времени между момен-
тами окончаний последних операций конвейера в k-ом и (k – 1)-
ом циклах:  
 1( ) ( ) ( ) ( )

n n n

k k k k
a a aD K d K f K f K−= = − . 

Интервалом конвейера является разность фаз конвейера в  
k-ом и (k – 1)-ом циклах. В нашем примере это интервал време-
ни между окончаниями операции №5 в соседних циклах. 
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Если с выполнением последней операции конвейера ассоции-
ровать выход готовой продукции конвейера, то интервал кон-
вейера является показателем производительности конвейера 
(обратной величиной). Чем меньше интервал конвейера, тем 
больше производительность конвейера. 

Если не возникает неоднозначностей, то для простоты не 
будем писать в формулах имя конвейера или использовать вме-
сто имени операции ее номер, т. е. будем использовать записи 
вида: ( ), , ,

i

k k k k
i a if K f d F  и т. п. 

Определим функцию pred (a) для a ∈ A, вычисляющую 
множество вершин графа, непосредственно предшествующих 
вершине a, т.е. 
 pred (ai) = {aj | (aj, ai) ∈ E}. 
В этом случае функционирование конвейера K = (G, M, T) опре-
деляется следующими рекуррентными соотношениями. 

Для вершины графа типа S: 
 0 0 1 ,ih для i m= ≤ ≤  

 0 1i if t для i m= ≤ ≤ , 

 0 0 ( )i j i j if f t для i m и a pred a= + > ∈ , 

 1 1 1k k
i i if f t для i m и k−= + ≤ ≤ ≥ , 

 1max( , ) 1k k k
i i j if f f t для i m и k−= + > ≥ . 
Для бинарной вершины графа типа AND: 

 0 0 0max( , ) и , ( )i p q i p q if f f t для i m a a pred a= + > ∈ , 

 
1max( , , )

, 1 и , ( ).

k k k k
i i p q i

p q i

f f f f t
для i m k a a pred a

−= +
> ≥ ∈

 

Для бинарной вершины типа OR: 
 0 0 0min( , ) и , ( )i p q i p q if f f t для i m a a pred a= + ≥ ∈ ,

 
1max( ,min( , ))k k k k

i i p q if f f f t−= +  
  , 1и , ( ).p q iдля i m k a a pred a> ≥ ∈  
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Пример конвейера 
На рис. 9 приведен пример конвейера по производству та-

буреток с совмещением некоторых операций. В модели не опре-
делены длины операций. Они условны и могут иметь умозри-
тельные значения. Все содержательные вершины-операции 
представлены в виде прямоугольников составных операций, до-
пускающих их последующую детализацию вплоть до недели-
мых операций. 

 
Рис. 9. Пример графа конвейера по производству табуреток 

3. Переходный процесс 

Рассмотрим пример графа конвейера, представленный на 
рис. 10. Длительность самой продолжительной операции №2 
равна 10 единиц. 

 
 

Рис. 10. Пример графа конвейера с операцией AND 

На рис. 11 построена временная диаграмма в несколько 
циклов. Мы увидим, что первый цикл имеет интервал, равный 8, 
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потом интервал цикла равен 9, а потом становится равным 10. 
Из диаграммы видно, что интервал конвейера увеличивается от 
цикла к циклу до некоторого значения и потом становится по-
стоянным. 

 
Рис. 11. Диаграмма работы конвейера 

с увеличивающимся интервалом 

Рассмотрим конвейер на примере другого графа, представ-
ленного на рис. 12. 

 

 
 

Рис. 12. Пример графа конвейера с операцией OR 

На рис. 13 построена временная диаграмма в несколько 
циклов. Первый цикл имеет интервал, равный 10, потом интер-
вал цикла равен 9, а потом становится равным 8. 

Более глубокие исследования приводят к следующему об-
щему выводу: на некотором начальном этапе функционирова-
ния интервал конвейера может изменяться как в сторону увели-
чения, так и в сторону уменьшения, однако впоследствии он 
становится постоянным, равным некоторому значению. Пусть ks 
определяет номер цикла, начиная с которого интервал конвейе-
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ра становится постоянным. В этом случае назовем режим рабо-
ты конвейера до цикла ks переходным, а начиная с номера ks – 
стационарным. 

 
Рис. 13. Диаграмма работы конвейера 

с убывающим интервалом 

4. Линейный конвейер 

Рассмотрим частный случай конвейера – линейный конвейер. 

 
Рис. 14. Граф линейного конвейера 

Граф, определяющий такой конвейер, представлен на 
рис. 14, состоит из вершин типа S и является элементарным пу-
тем. Примером линейного конвейера является рассмотренное 
выше производство табуреток.  

Теорема о линейном конвейере.  Пусть имеется линейный 
конвейер K = (G, M, T), содержащий последовательность из n 
операций a1, a2, …, an. Пусть время выполнения i-ой операции 
равно ti, 1 ≤ i ≤ n. В этом случае интервал ( )k

jd K  j -ой операции 
линейного конвейера (1 ≤ j ≤ n) не зависит от k (для k ≥ 1) и равен 
(2) 1 2( ) ( , , , ).k

j jd K max t t t= …  
Соответственно, интервал линейного конвейера равен  
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(3) 1 2( ) ( , , , ).k
nD K max t t t= …  

То есть интервал линейного конвейера не зависит от номера 
цикла и равен длительности самой продолжительной операции 
конвейера.   

Введем для линейного конвейера специальное обозначение 

 
Здесь N – номер операции; F – нулевая фаза конвейера и D – ин-
тервал конвейера. 

5. Свойства конвейера 

Введем определение. Пусть имеется конвейер K = (G, M, T) и 
соответствующий ему ациклический граф G = (A, E), состоящий 
из n вершин a1, a2, …, an, n > 1. Построим множество всех путей 
графа G из начальных вершин в конечную. Это будут элемен-
тарные пути, g – количество путей. Каждый путь Li является 
графом Li = (Ai, Ei), 1 ≤ i ≤ g. Поскольку все пути в графе G эле-
ментарные, то мы будем далее использовать термин «путь» в 
смысле «элементарный путь».  

Для каждого графа L ∈ Σ определим линейный конвейер L 
следующим образом. Пусть L = (AL, EL) – граф-путь, где AL ⊂ A 
и EL ⊂ E. Тогда L = (L, ML, TL) – линейный конвейер, где TL ⊂ T 
и TL = {ti  если ai ∈ AL, то ti ∈ TL}, а ML = {S  для a ∈ AL}. 

Назовем множество линейных конвейеров Σ = {Li}, 1 ≤ i ≤ g, 
индуцированным конвейером K. 

Теорема.  Пусть дан конвейер K = (G, M, T), где G = (A, E). 
Пусть Σ = {Li}, 1 ≤ i ≤ g, – множество линейных конвейеров, ин-
дуцированных конвейером K. В этом случае для любого цикла 
конвейера K с номером k существует линейный конвейер Li ∈ Σ 
такой, что его диаграмма k-го цикла является поддиаграммой 
диаграммы k-го цикла конвейера K. Или для ∀k ≥ 0 ∃L ∈ Σ та-
кой, что для ∀a ∈ AL ⇒ ( ) ( )k k

a af L f K= . 
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Сущность этой теоремы состоит в следующем. Она доказы-
вает, что на любом цикле работы конвейера его фаза изменяется 
по закону некоторого индуцированного им линейного конвейера. 

Доказательство. 
Доказательство осуществим методом описания алгоритма по-
строения множества путей, диаграммы которых являются под-
диаграммами k-го цикла (k ≥ 0) исходного конвейера. Перед 
этим дадим ряд определений. Пусть L есть некоторый граф-путь 
графа G. Определим положение l, соответствующее этому пути, 
как конструкцию вида l = [a1, a2, …, aj∇aj+1, …, an], где метасим-
вол-маркер ∇ отделяет пройденную часть пути от непройденной. 

Начальное положение имеет вид l = [∇a1, a2, …, aj, aj+1, …, 
an], а конечное l = [a1, a2, …,aj, aj+1, …, an∇], остальные положе-
ния вида l = [a1, a2, …,aj∇aj+1,…,an] – промежуточные. 

Определим состояние значением двух множеств (Hi, Pi): Hi 
– множество вершин графа G и Pi – множество положений. 

Начальное состояние (H0, P0) определим следующим обра-
зом: H0 = {}; P0 – содержит начальные положения для всех пу-
тей графа G. 

Правило перехода.  Пусть (Hp, Pp) – значения множеств 
некоторого промежуточного состояния. Выберем любую опера-
цию a ∈ A и a ∉ Hp такую, что pred (a) = {} или pred (a) ⊂ Hp. 
Положим Hp+1 = Hp ∪ {a}. Далее положим Pp+1 = Pp, и для каж-
дого положения l ∈ Pp+1 такого, что l = [a1, a2, …, aj∇aj+1, …, an], 
a = aj+1 и ( ) ( )k k

a af K f L=  заменим данное положение на поло-
жение вида l = [a1, a2, …, aj, aj+1∇aj+2, …, an]. Если же a = aj+1 и 

( ) ( )k k
a af K f L≠ , то исключим данное положение из множества 

Pp+1. 
Конечное состояние (Hn, Pn) такое, что Hn = A, а Pn состоит 

из конечных положений тех путей, диаграммы k-ых циклов ко-
торых являются поддиаграммами конвейера K. Это следует из 
правила переходов алгоритма. 

Алгоритм заключается в том, что начав с начального со-
стояния (H0, P0), последовательно n раз применяется правило 
перехода 
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 (H0, P0) → (H1, P1) → (H2, P2) → … → (Hn, Pn) 
до перехода в конечное состояние. Отсюда временная слож-
ность алгоритма есть O(n), где n – количество вершин графа 
конвейера. 

Доказательство. 
Доказательство корректности алгоритма осуществим мето-

дом математической индукции. Сначала докажем корректность 
для k = 0. Далее предположим, что свойство выполняется для 
некоторого произвольного цикла k > 0 и докажем, что в этом 
случае оно выполняется и для цикла с номером k + 1. 

Шаг 1.  Пусть k = 0. Начальное состояние (H0, P0) такое, что 
H0 = {}, а P0 содержит множество начальных положений вида 
[∇aiα], где 1 ≤ i ≤ m и α ∈ A+. Доказательство для k = 0 также 
осуществим методом математической индукции. Сначала дока-
жем, что свойство выполняется для произвольной начальной 
операции. Потом предположим, что свойство выполняется для 
всех операций ai ∈ H, 1 ≤ i ≤ n, и докажем, что условие выполня-
ется для произвольной операции a ∉ H такой, что pred (a) ⊂ H. 
Для произвольной начальной операции свойство выполняется, 
так как для любого ai, 1 ≤ i ≤ m, 0 ( )

ia if K t=  в соответствии с (1), 
а с другой стороны, существует путь L и соответствующее ему 
начальное положение l = [∇aiα] такое, что 0 ( )

ia if L t= . Таким 

образом, существует L такой, что 0 0( ) ( )
i ia af K f L=  для 1 ≤ i ≤ m. 

Положим, что мы находимся в состоянии (Hp, Pp), p > m, 
т. е. Hp содержит p вершин, а Pp – некоторое множество проме-
жуточных положений. Выберем из A вершину a такую, что 
pred (a) ⊂ Hp. Поскольку вершина может быть трех типов – S, 
AND или OR, рассмотрим три варианта.  

Вариант 1.  Пусть a – вершина типа S. Для a существует хо-
тя бы один путь L и соответствующее ему положение такое, что 
l = [αc∇aβ], где α, β ∈ A* и pred (a) = {c}. По определению 

0 0( ) ( )a c af K f K t= + . С другой стороны, 0 0( ) ( )a c af L f L t= + . 

Поскольку c ∈ H, то 0 0( ) ( )c cf K f L= . Следовательно, 
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0 0( ) ( )a af K f L= . 
Вариант 2.  Пусть a – вершина типа AND и pred (a) = {c, b}, 

где c и b – некоторые вершины, принадлежащие Hp. Пусть для с 
выполняется свойство 0 0 0( ) max( ( ), ( ))c c bf K f K f K= . По пред-
положению математической индукции для c существует L та-
кой, что  
(4) 0 0( ) ( )c cf K f L= , 

в то же время 0 0( ) ( )a c af K f K t= + . С другой стороны, в Pp су-
ществует положение l = [αc∇aβ], где α, β ∈ A* и 

0 0( ) ( )a c af L f L t= + . Следовательно, 0 0( ) ( )a af K f L= . 
Вариант 3.  Пусть a – вершина типа OR. В этом случае 

pred (a) = {a, b}, где c и b – некоторые вершины, принадлежа-
щие Hp. Пусть для с выполняется свойство 

0 0 0( ) max( ( ), ( ))c c bf K f K f K= . По предположению математи-
ческой индукции для c существует L такой, что  
(5) 0 0( ) ( )c cf K f L= , 

в то же время 0 0( ) ( )a c af K f K t= + . С другой стороны, в Pp су-
ществует положение l = [αc∇aβ], где α, β ∈ A* и 

0 0( ) ( )a c af L f L t= + . Следовательно, 0 0( ) ( )a af K f L= . 
Шаг 2.  Пусть свойство выполняется для всех a ∈ A в k-ом 

цикле, k > 0, т. е. для любого a существует путь L такой, что 
( ) ( )k k

a af K f L= . 
Шаг 3.  Докажем, что в этом случае свойство выполняется 

для (k + 1)-го цикла.  
Для начальной вершины ai, 1 ≤ i ≤ m, очевидно, что сущест-

вует L такой, что l = [∇aiα], α ∈ A+ и 
1( ) ( ) ( )

i i i i i

k k k
a a a a af K f K t f L t+ = + = + . 
Положим, что мы находимся в состоянии (Hp, Pp), p > m, 

т. е. Hp содержит p вершин, а Pp есть некоторое множество про-
межуточных положений. Выберем из A вершину a такую, что 
pred (a) ⊂ Hp и a ∉ Hp. Поскольку вершина может быть трех ти-
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пов S, AND или OR, рассмотрим три варианта.  
Вариант 1. Пусть a – вершина типа S. Для a существует хо-

тя бы один путь L и соответствующее ему положение такое, что 
l = [αc∇aβ], где α, β ∈ A* и pred (a) = {c}. По определению 

1 1( ) max( ( ), ( ))k k k
a a c af K f K f K t+ += + . С другой стороны, по 

предположению метода индукции ( ) ( )k k
a af K f L=  и 

1 1( ) ( )k k
c cf K f L+ += , поскольку c ∈ Hp, следовательно, 

1 1( ) ( )k k
a af K f L+ += . 
Вариант 2.  Пусть a – вершина типа AND. В этом случае 

pred (a) = {c, b}, где c и b – некоторые вершины, принадлежащие 
Hp. По определению 

1 1 1( ) max( ( ), ( ), ( ))k k k k
a a c b af K f K f K f K t+ + += + . 

В силу условий метода индукции ( ) ( ),k k
a af K f L=  

1 1( ) ( ),k k
c cf K f L+ += 1 1( ) ( )k k

b bf K f L+ += . Пусть для с выполняет-

ся свойство 1 1 1( ) max( ( ), ( ))k k k
c c bf K f K f K+ + += . В P существует 

положение l = [αc∇aβ], где α, β ∈ A*, и, следовательно, 
1 1( ) max( ( ), ( ))k k k

a a c af K f K f K t+ += + ; подставим значения 
1 1( ) max( ( ), ( ))k k k

a a c af K f L f L t+ += + . Правая часть является оп-
ределением фазы для линейного конвейера и, следовательно, 

1 1( ) ( )k k
a af K f L+ += . 
Вариант 3.  Пусть a – вершина типа OR. В этом случае 

pred (a) = {c, b}, где c и b – некоторые вершины, принадлежащие 
Hp. По определению 

1 1 1( ) max( ( ),min( ( ), ( )))k k k k
a a c b af K f K f K f K t+ + += + . В силу ус-

ловий метода индукции ( ) ( ),k k
a af K f L=  1 1( ) ( ),k k

c cf K f L+ +=  
1 1( ) ( )k k

b bf K f L+ += . Пусть для с выполняется свойство 
1 1 1( ) min( ( ), ( ))k k k

c c bf K f K f K+ + += . В P существует положение 
l = [αc∇aβ], где α, β ∈ A* и, следовательно, 

1 1( ) max( ( ), ( ))k k k
a a c af K f K f K t+ += + ; подставим значения 



 
Управление техническими системами  

и технологическими процессами 

 249 

1 1( ) max( ( ), ( ))k k k
a a c af K f L f L t+ += + . Правая часть является оп-

ределением фазы для линейного конвейера и, следовательно, 
1 1( ) ( )k k

a af K f L+ += . Теорема доказана. 

6. Синтез конвейеров 

Рассмотрим конвейер, который содержит операции типа 
AND и OR, связующие между собой линейные конвейеры. Что-
бы описать его поведение рассмотрим детально некоторые кон-
струкции. 

Первая конструкция вида «линейный конвейер». 
 

 
 

Графики изменения фазы и интервала в зависимости от но-
мера цикла представлены на рис. 15. 

 
Рис. 15. Графики изменения фазы и интервала 

линейного конвейера 
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Графиком фазы является прямая, наклон которой определя-
ется величиной интервала цикла, а интервал является постоян-
ной, не зависящей от номера цикла. Реальные значения фазы 
являются дискретными точками, лежащими на данной прямой. 

Рассмотрим конструкцию AND вида 
 

 
 

Графики изменения фазы и интервала в зависимости от номера 
цикла представлены на рис. 16. 

На рисунке а) представлен случай, когда 0 0
1 2 1 2иf f d d≥ ≥ , 

– на графике эти функции представлены черными линиями. В 
этом случае фаза и интервал конструкции будут равны фазе и 
интервалу 1-го линейного конвейера, так как всегда будет вы-
полняться условие 1 2

k kf f≥ . На рисунке б) представлен случай, 

когда 0 0
1 2 1 2иf f d d> < . В этом случае до цикла с номером ks 

будет выполняться условие 1 2
k kf f≥  и 1-ый конвейер будет оп-

ределять фазу и интервал конструкции, а после цикла с номером 
ks будет выполняться условие 1 2

k kf f≤  и 2-ой конвейер будет 
определять фазу и интервал конструкции. В результате график 
изменения фазы и интервала конструкции будет выглядеть так, 
как он представлен на графике двойной линией. Номер цикла ks 
вычисляется из системы уравнений, определяющих точку пере-
сечения прямых: 

 
0

0 1 1
0

0 2 2

,
;

s s

s s

f f k d
f f k d

 = + ⋅


= + ⋅
 

откуда получаем, с учетом того, что ks целое число: 
0 0

1 2

2 1

1s f fk
d d

 −
= + −   
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где x обозначает нижнее целое значения x.  
 

 
      а) 0 0

1 2 1 2f f и d d≥ ≥         б) 0 0
1 2 1 2f f и d d> <    

Рис. 16. Графики изменения фазы и интервала операции AND 

Третий вариант – конструкция OR вида 
 

 
 

Графики изменения фазы и интервала в зависимости от но-
мера цикла представлены на рис. 17. Данный случай симметри-
чен предыдущему, а ks вычисляется так же, как и в предыдущем 
варианте. 

Чтобы иметь представление об общей картине процесса, 
рассмотрим еще одну конструкцию на рис. 18.  

Соответствующие графики для фазы и интервала представ-
лены на рис. 19. 
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Из анализа данной конструкции можно сделать вывод, что 
интервал цикла и связанная с ним скорость изменения фазы ме-
няются до некоторого значения ks, а потом устанавливается не-
которое постоянное значение интервала. 

Работа конвейера до цикла ks осуществляется в переходном 
режиме, а после ks – в стационарном.  

 
а) 0 0

1 2 1 2f f и d d≥ ≥              б) 0 0
1 2 1 2f f и d d> <  

Рис. 17. Графики изменения фазы и интервала операции OR 

 
Рис. 18. Пример графа конвейера 
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Рис. 19. Пример изменения фазы и интервала конвейера 

Опишем конвейер набором характеристик  
(f 0, d s, ks, f s), где f 0 – начальная фаза конвейера; d s – интервал 
конвейера в стационарном режиме; ks – номер цикла начала ста-
ционарного режима; f s – фаза начала стационарного режима. 

Рассмотрим случай объединения двух конвейеров с помо-
щью операции со спусковой функцией AND, т. е. рассмотрим 
конвейер вида 
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и вычислим его характеристики: 0
0 0 0 0( , , , )s s sf d k f . 

 
Рис. 20. Графики изменения фазы. Вариант 1 

При любых комбинациях параметров очевидно, что 
0 0 0

0 1 2 0 1 2max( , ); max( , );s s sf f f d d d= =  
Возможны два существенно различающихся варианта.  
Первый вариант определяется параметрами  

 1 2 1 2
s s s sf f и d d≤ ≤  

Пример такой ситуации приведен на рис. 20. В этом случае 
остальные характеристики данного конвейера вычисляются по 
следующим формулам 
 0 2 0 2;s s s sk k f f= = . 

Второй вариант определяется отношениями 
 1 2 1 2иs sf f d d> < . 
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Пример такой ситуации приведен на рис. 21. 

 
Рис. 21. Пример изменения фазы конвейера. Вариант 2 

В этом случае характеристики данного конвейера вычисля-
ются по следующим формулам: 
 

1 2 2 2 1 1
0 0 2 0 2 2

2 1

1; ( )
s s s s

s s s s sf f k d k dk f f k k d
d d

 − + ⋅ − ⋅
= + = + − ⋅ − 

, 

где x обозначает нижнее целое x. 
При анализе следует иметь в виду, что фаза является строго 

монотонной функцией, и если 1 2
s sf f> , то 1 2

s kf f>  для любого 
k ≤ s. 

Чтобы точно описать вычисление параметров 
0

0 0 0 0( , , , )s s sf d k f , опишем, в каких областях первой четверти по 
каким формулам вычисляются эти характеристики. 

Рассмотрим случай, когда 1 2
s sd d≤ . Для того чтобы опреде-

лить координаты точки 0 0( , )s sf k , разобьем первую четверть 
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плоскости одним лучом и двумя отрезками на 3 множества. 
Обозначим их как O1, O2, O3. В каждом из этих множеств коор-
динаты точки 0 0( , )s sf k вычисляются по своим формулам. Раз-
биение на области показано на рис. 22. 

k

f

f1
s 3

A( f1
s,k1

s )

1
2

O2

O3

O1

 
Рис. 22. Разбиение первой четверти на три области 

Луч 1 определяется уравнением изменения фазы первого 
конвейера в стационарном режиме, начиная с точки 1 1( , )s sA f k : 

 1 0 1( )s s sf f k k d= + − ⋅ . 
Отрезок 2 (как часть прямой) определяется уравнением из-

менения фазы второго конвейера, смещенная так, чтобы она 
проходила через точку 1 1( , )s sA f k , т. е. уравнением 

 1 0 2( )s s sf f k k d= + − ⋅ . 
Отрезок 3 определяется уравнением  

 1
sf f= . 

Множество O1 определяется системой неравенств  

 
1 0 1

1

( ) ,
,

0.

s s s

s

f f k k d
f f

k

 ≥ + − ⋅
 ≥
 ≥
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Множество O2 определяется системой неравенств 

 

1 0 1

1 0 2

( ) ,
( ) ,

0,
0.

s s s

s s s

f f k k d
f f k k d

f
k

 < + − ⋅
 < + − ⋅


>
 ≥

 

Множество O3 определяется системой неравенств 

 

1

1 0 2

,
( ) ,

0,
0.

s

s s s

f f
f f k k d
f
k

 <
 ≥ + − ⋅


>
 ≥

 

Если точка 2 2( , )s sf k  принадлежит множеству O1 (см. рис. 23), то 

координаты точки 0 0( , )s sf k  вычисляются по формулам 

 0 2

0 2

,
.

s s

s s

f f
k k

 =


=
 

 
Рис. 23. Вариант, когда точка 2 2( , )s sf k  в области 1O  
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Это обусловлено тем, что если 2 1
s sf f> , то в силу моно-

тонности функции f, для любого k такого, что 2
sk k≤ , следует 

2 1
s kf f> , следовательно, стационарный процесс начнется с цик-

ла 2
sk . 

Если точка 2 2( , )s sf k  принадлежит множеству O2 и 1 2
s sd d<  

(см. рис. 24), то координаты точки С 0 0( , )s sf k  вычисляются как 
координаты точки пересечения прямых по формулам 

 0 1 0 1 1

0 2 0 2 2

( ) ,
( ) .

s s s s s

s s s s s

f f k k d
f f k k d

 = + − ⋅


= + − ⋅
 

 
Рис. 24. Вариант, когда точка 2 2( , )s sf k  в области 2O  

Откуда следует 

1 2 1 1 2 2
0

2 1

0 2 0 2 2

1,

( ) .

s s s s s s
s

s s

s s s s s

f f k d k dk
d d

f f k k d

 − − ⋅ + ⋅
= + − 
= + − ⋅

 

Следует отметить, что использовать для вычисления фазы 

0
sf  уравнение прямой 1 



 
Управление техническими системами  

и технологическими процессами 

 259 

 0 1 0 1 1( )s s s s sf f k k d= + − ⋅  

неправильно, так как точка 0 0( , )s sf k  лежит на прямой, соответ-
ствующей второму конвейеру. 

Если 1 2
s sd d= , то  

 0 1

0 1

,
.

s s

s s

f f
k k

 =


=
 

Если точка 2 2( , )s sf k  принадлежит множеству O3 (см. 
рис. 25), 

 
Рис. 25. Вариант, когда точка 2 2( , )s sf k  в области 3O  

то координаты точки 0 0( , )s sf k  вычисляются как координаты 
точки пересечения прямых по формулам 

 1

2 2 2

,
( ) .

s

s s s

f f
f f k k d

 =


= + − ⋅
 

Или  

 0 1

1 2 0 2 2

,
( ) .

s s

s s s s s

f f
f f k k d

 =


− = − ⋅
 

Откуда 
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0 1

1 2 2 2
0

2

,

1.

s s

s s s s
s

s

f f

f f k dk
d

 =


  − + ⋅
= + 

 

 

Рассмотрим случай объединения двух полных конвейеров с 
помощью операции со спусковой функцией OR, т. е. рассмотрим 
конвейер вида 

 
 

и вычислим его характеристики: 0
0 0 0 0( , , , )s s sf d k f . 

При любых комбинациях параметров очевидно, что 
0 0 0

0 1 2 0 1 2min( , ); min( , );s s sf f f d d d= =  
Далее возможны два существенно различающихся вариан-

та. Первый вариант определяется параметрами  
 1 2 1 2.s sf f и d d≤ ≤  

Пример такой ситуации приведен на рис. 26. В этом случае 
остальные характеристики данного конвейера вычисляются по 
следующим формулам 
 0 1 0 1; .s s s sk k f f= =  

Второй вариант определяется отношениями 

1 2 1 2и .s sf f d d> <  
Пример такой ситуации приведен на рис. 27. 
В этом случае характеристики данного конвейера вычисля-

ются по следующим формулам 
 

1 2 2 2 1 1
0 0 1 0 1 1

2 1

1; ( ) .
s s s s

s s s s sf f k d k dk f f k k d
d d

 − + ⋅ − ⋅
= + = + − ⋅ − 
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Рис. 26. График изменения фазы конвейера 

 
Рис. 27. График изменения фазы конвейера 

 
Для рассмотрения всех возможных вариантов осуществим 

разбиение первой четверти системы координат на области тремя 
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лучами, исходящими из точки 1 1( , )s sA f k . 

 
Рис. 28. Разбиение первой четверти на три области 

Эти лучи определяются следующими уравнениями прямых: 

 
1 1 1

1 1 2

1

( ) ;
( ) ;

.

s s s

s s s

s

f f k k d
f f k k d
k k

= + − ⋅
= + − ⋅
=

 

Область O1 определяется системой 

 

1 1 2

1

( ) ;
;

0;
0.

s s s

s

f f k k d
k k
f
k

 ≥ + − ⋅
 ≤


>
 ≥

 

Область O2 определяется системой 

 1 1 1

1

( ) ;
.

s s s

s

f f k k d
k k

 ≥ + − ⋅


>
 

Область O3 определяется системой 
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1 1 1

1 1 2

( ) ;
( ) ;

0.

s s s

s s s

f f k k d
f f k k d
f

 < + − ⋅
 < + − ⋅
 >

 

Исходя из предположения, что 2 1
s sd d≥ , выпишем формулы 

для трех областей. 
Если точка 2 2( , )s sf k  принадлежит множеству O1, то коор-

динаты точки 0 0( , )s sf k  вычисляются по формулам 

 0 1

0 1

,
.

s s

s s

f f
k k

 =


=
 

Если точка 2 2( , )s sf k  принадлежит множеству O2, то коор-

динаты точки 0 0( , )s sf k  вычисляются как координаты точки пе-
ресечения прямых по формулам 

 1 1 1

2

( ) ,
;

s s s

s

f f k k d
k k

 = + − ⋅


=
 

откуда 

 0 1 0 1 1

0 2

( ) ,
.

s s s s s

s s

f f k k d
k k

 = + − ⋅


=
 

Если точка 2 2( , )s sf k  принадлежит множеству O3 и 1 2
s sd d< , 

то координаты точки 0 0( , )s sf k  вычисляются как координаты 
точки пересечения прямых по формулам 

 0 1 0 1 1

0 2 0 2 2

( ) ,
( ) ;

s s s s s

s s s s s

f f k k d
f f k k d

 = + − ⋅


= + − ⋅
 

откуда следует 

 
0 1 0 1 1

1 2 1 1 2 2
0

2 1

( ) ,

1.

s s s s s

s s s s s s
s

s s

f f k k d

f f k d k dk
d d

 = + − ⋅


  − − ⋅ + ⋅
= +  − 
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Если 1 2
s sd d= , то  

 0 2 0 2 1

0 1 2

( ) ,
max( , ).

s s s s s

s s s

f f k k d
k k k

 = + − ⋅


=
 

Варианты, когда 2 1
s sd d< , симметричны рассмотренным и 

сводятся к перестановке индексов. 
 

Мы рассмотрели для понимания процесса элементы синтеза 
конвейеров, однако нас интересует вычисление характеристик 
(f 0, d s, ks, f s) некоторых существующих конвейеров. Для реше-
ния этой задачи используем метод структурного анализа [7] – 
структурной редукции конвейера на основании правил редук-
ции.  

 

 
 

Правило редукции состоит из левой и правой части. В левой 
части исходная конструкция и ее характеристики, а в правой 
части – результирующая конструкция и ее характеристики. Ка-
ждое правило сопровождает набор формул вычисления резуль-
тирующих характеристик на основании исходных. Для описания 
конструкций используем следующие примитивы: 

 – данная конструкция обозначает простую недели-
мую операцию, характеризующуюся своим номером n и про-
должительностью tn. 

 – данная конструкция обозначает линейный 
конвейер, характеризующийся своим номером n , нулевой фазой 

0
nf , интервалом dn. Для последующего вычисления номера опе-

рации, определяющей d s конвейера, введем номер операции mn, 
определяющей dn конвейера. 
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 – данная конструкция обозначает спусковую функ-
цию, характеризующуюся маркером AND, и имеет нулевую 
длину. 

 – данная конструкция обозначает спусковую 
функцию, характеризующуюся маркером OR, и имеет нулевую 
длину. 

 – данная конструкция обозначает 
конвейер, характеризующийся своим номером n и полным набо-
ром параметров, где mn – номер операции, определяющий s

nd . 
После того, как мы дали описания конструкций, рассмот-

рим правила редукции для конвейера. Правило будет состоять 
из редукции и набора формул, вычисляющих параметры для 
данной редукции. 

 
0

0 1 0 1 0; ; 1f t d t m= = =  

 
0 0 0

0 1 0 1 0 0 1 0 1; ; 0; ;s s sf f d d k f f m m= = = = =  

0 0
0 1 2 0 1 2 0 1 0 1 2

2 1 0 2 0 1

; max( , ); ;

если , то , иначе ;

s s s s s s

s

f f t d d t k k f f t
t d m n m m

= + = = = +

> = =
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0 0 0 0

0 1 2 0 1 2 0 1 0 1 2
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Рассмотренные правила редукции позволяют вычислять ха-

рактеристики конвейера. 
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7. Пример 

Рассмотрим пример анализа конвейера, представленного на 
рис. 18. 

 
Рис. 29. Граф конвейера с выделенной 1-ой основой 

Пунктирным прямоугольником будем выделять основы 
правил и применять к ним правила соответствующего номера с 
вычислением атрибутов. К 1-ой выделенной основе на рис. 29 
применим правила 2, 2 и 6, после чего получим граф вида, пред-
ставленного на рис. 30. 

 
Рис. 30. Граф конвейера с выделенной 2-ой основой 

Выделим в нем основу и применим правила 2, 2 и 7, после 
чего получим граф, представленный на рис. 31.  
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Рис. 31. Граф конвейера с выделенной 3-ей основой 

Выделим в нем основу и применим к ней правило №4. По-
лучим граф, представленный на рис. 32. 

 
Рис. 32. Граф конвейера с выделенной 4-ой основой 

К выделенной основе применим правило №7. В результате 
получим граф, представленный на рис. 33. 

 
Рис. 33. Граф конвейера с выделенной 5-ой основой 

Применив к последней основе правило №4, получим вы-
численные характеристики конвейера. 

 
 
После полного анализа графа в заключительной вершине 

получаем характеристики конвейера. В данном случае анализ 
показывает, что конвейер имеет следующие характеристики. 

0
9 9 9 930; 15; 5; 125.s s sf d k f= = = =  

Вычисленные характеристики полностью соответствуют 
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полученным путем геометрических построений на рис. 19.  
Автором написана и отлажена программа вычисления ха-

рактеристик конвейера и построение заданного количества цик-
лов временной диаграммы. Для данного конвейера вычисленная 
диаграмма представлена на рис. 34. На диаграмме видно, что 
конвейер 3 раза меняет интервал на тех циклах, которые вычис-
лены. Все характеристики конвейера в диаграмме соответствуют 
вычисленным. 
 

 
Рис. 34. 8 циклов диаграммы работы конвейера 

8. Заключение 

В заключение следует отметить два аспекта. Первый за-
ключается в том, что предложенная модель является ограничен-
ной для полноценного описания реальных конвейеров. Но автор 
имеет основания предполагать, что она допускает существенное 
расширение с сохранением свойства вычислимости характери-
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стик и надеется описать методы в дальнейших статьях. Однако 
даже эта модель, по мнению автора, помогает понять суть функ-
ционирования конвейера и некоторые его свойства. Из-за огра-
ниченности объема статьи здесь не изложено решение таких за-
дач как вычисление очередей, балансировка конвейера и т. п. 

Второй аспект заключается в том, что предложенную мо-
дель следует сравнить с методом имитационного моделирова-
ния. Можно показать, что отсутствует признак остановки про-
цесса моделирования. Имитационное моделирование не позво-
лит вычислить такие характеристики, как стационарный интер-
вал конвейера, номер цикла начала стационарного процесса, фа-
за начала стационарного процесса, определение операции, опре-
деляющей стационарные характеристики конвейера. 
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MODELLING PIPELINED BUSINESS PROCESSES  
 
Boris Kuprianov, Institute of Control Sciences of RAS, Moscow, 
Cand. Sc., assistant professor (kuprianovb@mail.ru). 
 
Abstract: We propose a definition of a pipelined business process 
and a model that allows computing the attributes of the pipeline. 
These attributes include: pipeline performance; build-up time, criti-
cal operation that restrains performance. We develop the algorithm 
for pipeline attributes calculation, and perform structural analysis 
of a pipeline. We show that the behavior of complex is determined 
by the set of derivative linear pipelines, and prove the correspond-
ing theorem. The operation of pipeline is illustrated by graphs and 
charts. 
 
Keywords: business process, model, conveyor, performance, 
chart, graph, recursion. 
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РЕШЕНИЕ ЗАДАЧ ОПТИМИЗАЦИИ 
СЛОЖНЫХ ЭНЕРГЕТИЧЕСКИХ СИСТЕМ 

Директор Л. Б.1, Майков И. Л.2 
(Учреждение Российской академии наук  

Объединенный Институт высоких температур РАН, 
Москва) 

 
Разработаны математическая модель обобщенной схемы 
энергокомплекса, численный метод для анализа и оптимизации 
схемных решений и программное обеспечение, позволяющие 
решать задачи оптимизации с большими горизонтами расче-
тов и максимально точно учитывать графики изменения 
нагрузок потребителя. Минимизация целевой функции, коэф-
фициенты которой определяются выбранным критерием 
оптимизации (стоимость, потребление первичных энергоре-
сурсов, экология), обеспечивается в итерационном процессе с 
использованием численной процедуры – симплекс-метода с 
искусственным базисом. В связи с большой размерностью 
оптимизационной задачи используется метод декомпозиции. 

 
Ключевые слова: математическое моделирование, оптимиза-
ция, численные методы, энергокомплекс, линейное про-
граммирование. 
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1. Введение 

В последнее десятилетие в малую энергетику активно вне-
дряются энергоустановки, использующие в качестве первичного 
источника энергии газопоршневые двигатели [5, 6, 8]. Выбор 
установки и режимы ее эксплуатации во многом определяются 
особенностями конкретного потребителя: суточными, недель-
ными и сезонными графиками электрической и тепловой нагру-
зок, структурой и оборудованием существующих систем энерго-
снабжения, технической возможностью подключения к 
централизованным сетям. Кроме того, при выборе схемных 
решений необходимо учитывать характеристики собственно 
энергетической установки и других элементов схемы, климати-
ческие условия региона, возможности резервирования электри-
ческой мощности и многое другое. 

Вопросам математического и технико-экономического ана-
лиза эффективности комбинированных технологий, прежде 
всего, в энергетике, сегодня уделяется особое внимание. Разра-
ботка подходов к моделированию подобных технологий, мето-
дов оптимизации и соответствующего программного обеспече-
ния позволит выбирать эффективные схемные решения, 
соответствующее оборудование, оптимальные тарифы на про-
дукты комбинированных технологий [4].  

В настоящей работе представлен метод решения одной из 
практически важных задач, связанных с эффективным энерго-
снабжением, прежде всего, обособленных потребителей с уче-
том реальных графиков энергетических нагрузок и взаимосвязи 
всех возможных компонентов схемы: потребителя энергии, 
внешних по отношению к автономному энергетическому ком-
плексу источников электрической и тепловой энергии, газо-
поршневой когенерационной установки, традиционных источ-
ников теплоснабжения (водогрейной котельной) и 
вспомогательных элементов схемы.  

Разработаны математическая модель обобщенной схемы 
энергокомплекса, численный метод для анализа и оптимизации 
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схемных решений и программное обеспечение, позволяющие 
решать задачи оптимизации с большими горизонтами расчетов и 
максимально точно учитывать графики изменения нагрузок 
потребителя.  

2. Математическая модель  

Рассмотрим обобщенную схему энергокомплекса, в состав 
которой входят: газопоршневая мини-ТЭЦ (ГПУ), электрокотел 
(ЭК), водогрейная котельная (ВК), аккумулятор тепловой энер-
гии (АК), электрическая (ВЭС) и тепловая (ВТС) внешние сети, 
потребитель электрической (ПЭЭ) и тепловой (ПТЭ) энергии 
(рис. 1). Математическая модель строится из условий баланса 
потоков электрической (zi) и тепловой (yi) энергии.  

Электрический баланс энергокомплекса 

(1) 
1 3

3 4

1 2

,

,

,

p

c
nom

z z N
z z N
z z N

+ =

+ ≤

+ ≤

 

где Np – электрическая мощность потребителя; Nc – предельная 
мощность, которую можно отобрать от сети; Nnom – номиналь-
ная электрическая мощность ГПУ. 

Тепловой баланс энергокомплекса: 

(2) 1 2 3 4 5

5

,

,
p

c

y y y y y W

y W

+ + + + =

≤
 

где Wp – тепловая мощность потребителя; Wc – предельная 
мощность, которую можно отобрать от внешнего источника 
теплоснабжения. 

Дополнительные соотношения: 

(3) 1 1 2

2 2 4

( ),
( ).ek

y f z z
y k z z

= +
= +

 

где kek – кпд электрокотла. 
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Рис. 1. Обобщенная схема электро- и теплоснабжения:  

z1…z4 – потоки электрической энергии;  
y1…y5 – потоки тепловой энергии 

Система уравнений (1)–(3) представляет собой баланс элек-
трической и тепловой энергии за промежуток времени Δti, в 
течение которого можно считать Np(t) = const и Wp(t) = const. 
Предполагается, что все zj ≥ 0 и yj ≥ 0. Поток y4 представляет 
собой поток тепловой энергии к аккумулятору тепловой энергии 
или от аккумулятора (зарядка или разрядка аккумулятора) и 
может быть как положительным, так и отрицательным.  

Для каждого промежутка времени Δti можно записать сис-
тему уравнений (1)–(3) и дополнить ее балансом тепла бака-
аккумулятора 

(4) 4 0,
N

i
i

t y∆ =∑  

где N –количество интервалов времени с постоянной нагрузкой. 
Введем целевую функцию 

(5) 
4 4N N

i i
i j j i j j

i j i j
F t z t yα β= ∆ + ∆∑∑ ∑∑ , 
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где αj и βj – коэффициенты целевой функции (в случае оптими-
зации по критерию минимальной стоимости энергоресурсов – 
тарифы (себестоимость) на электрическую и тепловую энергии, 
производимыми j-ми источниками энергокомплекса). 

Решение системы уравнений (1)–(4), при котором целевая 
функция (5) принимает минимальное значение, определяет 
оптимальные режимы работы энергокомплекса в каждый про-
межуток времени Δti.  

3. Численные методы 

ЛИНЕЙНАЯ МОДЕЛЬ 
Для решения подобных оптимизационных задач достаточно 

эффективными являются методы линейной оптимизации [2].  
Для линеаризации системы уравнений (1)–(5) уравнение для 

теплового потока от мини-ТЭЦ 1
iy  представим в виде  

(6) 1 1 2( ),i i i
ty k z z= +  

где kt – коэффициент, определяющий для ГПУ отношение теп-
ловой мощности к электрической мощности. 

Введем новые переменные (таблица 1). Переменная y4 мо-
жет принимать отрицательные значения. Так как в начале про-
цедуры решения задачи знак y4 не определен (он определяется в 
процессе решения), представим переменную y4 в виде  
y4 = x6 – x8, причем x6 ≥ 0 и x8 ≥ 0. 

Таблица 1. Замена переменных в системе уравнений (1)–(4) 
Новая  

переменная x1 x2 x3 x4 x5 x6-x8 x7 

Старая  
переменная z1 z2 z3 z4 y3 y4 y5 

 

После замены переменных система уравнений (1)–(4) запи-
шется в виде 
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(7) 

3 4
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1 2

1 2 4 5 6 7 8
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6 8

,
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,
где 1,  ...,  ,

( ) 0.

i i
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i i i
p i

i i nom
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t ek t ek p i

i
c

N
i i

i
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x x N
x x N t

x x N
k x k k x k x x x x x W t

x W
i N

t x x

+ ≤

+ = ∆

+ ≤

+ + + + + + − = ∆

≤
=

∆ − ≤∑

 

В отличие от системы уравнений (1)–(4), система (7) линей-
ная, все переменные и правые части в ней неотрицательны. 
Последнее равенство системы уравнений (1)–(4) заменено нера-
венством для того, чтобы система уравнений (7) была совместна 
и имела решение. Физически это условие означает сброс излиш-
ней тепловой энергии мини-ТЭЦ. 

Целевая функция (5) для новых переменных принимает вид 

(8) 
8N

i
i j j

i j
F t c x= ∆∑∑ , 

где cj – коэффициенты целевой функции. Выбор конкретных 
значений cj определяется принятым критерием оптимизации: по 
стоимости энергоресурсов, потреблению первичных энергоно-
сителей всеми источниками энергии или экологическим крите-
рием. В данной постановке задачи полагается, что cj = const в 
заданном промежутке времени Δti. 

Полную систему уравнений (неравенств) (7) в векторно-
матричном виде можно записать как 

(9) ( )

1 1 1

1

0 0
0 0

 ограничения  
0 0

0

i i i

N N N

i N

A X D
A X D

A X D
B B B
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где матрица коэффициентов  

(10) 

0 0 1 1 0 0 0 0
1 0 1 0 0 0 0 0
1 1 0 0 0 0 0 0

0 1 1 1 1
0 0 0 0 0 0 1 0

i

t ek t ek

A
k k k k

=
+ −

, 

вектор правых частей  

(11) 
T

( ) ( )i nom i
i c p i p i cD N N t N W t W= ∆ ∆ , 

вектор неизвестных  

(12) 
T

1 2 3 4 5 6 7 8
i i i i i i i i

iX x x x x x x x x= . 

Последнее уравнение системы (7) (член с индексом i) пред-
ставим в виде 
(13) 0 0 0 0 0 0i i iB t t= ∆ −∆ . 

Полученная система уравнений (9) может быть решена сим-
плекс-методом с искусственным базисом [1], при этом решение 
будет оптимальным по отношению к целевой функции (8) (зна-
чение целевой функции – минимально). 

НЕЛИНЕЙНАЯ МОДЕЛЬ (УЧЕТ НЕЛИНЕЙНОСТЕЙ) 
Построенная выше модель опиралась на предположение, 

что все коэффициенты целевой функции cj = const. В ряде случа-
ев такое приближение может оказаться очень грубым. Оно 
справедливо в том случае, когда нагрузки потребителя постоян-
ны во времени и близки к номинальным нагрузкам источников 
энергии (мини-ТЭЦ, котельной). Для большинства же потреби-
телей, прежде всего, автономных, энергетические нагрузки 
переменны как в течение суток, так и в течение недели, месяца, 
года. В этом случае удельные характеристики источника энер-
гии (себестоимость энергии, удельный расход топлива, экологи-
ческие характеристики) будут зависеть от коэффициента мощ-
ности или кпд установки. 
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Вклад ГПУ в целевую функцию за промежуток времени Δti 
можно записать в виде 
(14) 1 1 2 2 1 2( ) ( )i i i i i i i i i i

G i i iF t c x c x t c x x t c x= ∆ + = ∆ + = ∆ . 
Здесь учитывалось, что c1

i = c2
i = ci, а xi – полный поток электри-

ческой энергии от ГПУ, причем ci = ci (x)i [3]. 
Проведем разбиение функции i

GF : xik = aik, k = 0, …, K. То-

гда кусочно-линейную аппроксимацию функции i
GF  можно 

записать в виде 
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Новые переменные xik удовлетворяют ограничениям 
(16) 10 ik

ik ikx a a −≤ ≤ − . 
Таким образом, система уравнений (7) переходит в систему 
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Целевая функция имеет вид 

(18) ( )
8

1 2 0
1 2

( )
N K

ik ik i i
i ik G i j j

i k j
F t x x F a c xρ

= =

  
= ∆ + + +     

∑ ∑ ∑ . 

Оценим минимальные требования к ресурсам компьютера 
для решения линейной и нелинейной задачи при условии, что в 
качестве метода решения используется симплекс-метод. Пред-
полагаем, что имеются почасовые энергетические нагрузки 

потребителя за промежуток времени 
N

i
i

T t= ∆∑  (сутки, неделя, 

месяц, год).  
Исходная матрица коэффициентов A для линейной задачи 

имеет размерность 8N(5N + 1). При решении симплекс-методом 
формируется расширенная матрица A с размерностью 
(8N + 2(5N + 1))(5N + 1) ≈ 90N2 + 10N (произведение максималь-
но допустимого общего числа переменных и максимально до-
пустимого числа уравнений). Предполагая, что для хранения 
чисел используется формат двойной точности double (число 
занимает 8 байт), необходимый объем оперативной памяти 
составляет  
(19) P = 80N(9N + 1). 

Для нелинейной задачи исходная матрица коэффициентов 
A имеет размерность N(9 + K)((6 + K)N + 1), и расширенная 
матрица A имеет размерность ((9 + K)N + 2((6 + K)N + 1) × 
× ((6 + K)N + 1) ≈ N2(126 + 39K + 3K2) + N(5K + 33). Необходи-
мый объем оперативной памяти составляет  
(20) 2 28( (126 39 3 ) (5 33))P N K K N K= + + + + . 

Зависимость объема оперативной памяти P от количества 
промежутков времени N при различных K представлена на 
рис. 2.  
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Рис. 2. Зависимость объема оперативной памяти от количест-
ва промежутков времени Δti: 1 – линейная задача; нелинейная 

задача: 2 – K=2, 3 – K=3, 4 – K=4, 5 – K=5 

Специфика рассматриваемых задач такова, что горизонт 
расчетов должен составлять календарный год. Кроме того, для 
максимально точного учета изменения реальных нагрузок по-
требителя интервалы времени с постоянной нагрузкой должны 
быть не меньше 1 ч. 

Приведенные выше оценки показывают принципиальную 
возможность проведения подобных расчетов на современных 
суперкомпьютерах, обладающих необходимыми ресурсами 
памяти и быстродействием. Однако при использовании персо-
нальных компьютеров (объем оперативной памяти несколько 
гигабайт и быстродействие в десятки гигафлопс) необходима 
разработка специальных методов расчета. Так, при N ≈ 3000 
(горизонт расчета около 4 месяцев при ∆ti = 1 ч) минимальный 
объем оперативной памяти для хранения расширенной матрицы 
A для линейной задачи составляет более 5 Гб (рис. 2). Для нели-
нейной задачи при том же объеме оперативной памяти и K = 4 
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горизонт расчета составляет около 2 месяцев при ∆ti = 1 ч. 
С учетом выделения памяти для дополнительных переменных, 
операционной системы и т.д. объем необходимой оперативной 
памяти будет существенно выше, что делает невозможным 
непосредственное применение симплекс-метода к решению 
задачи при больших N. Таким образом, имеется возможность 
проведения расчетов только при значительном увеличении 
промежутка ∆ti (или уменьшении N и K). Такое разбиение может 
оказаться очень грубым приближением.  

Из сказанного следует, что для решения задач с горизонтом 
расчета в 1 год и ∆ti = 1 ч для получения результатов с приемле-
мой точностью необходима разработка специальных численных 
методов. При этом, как видно из рис. 2, необходимые ресурсы 
для нелинейной модели могут оказаться существенно выше, чем 
для линейной. 

МЕТОД ДЕКОМПОЗИЦИИ 
Системы уравнений (7) и (17) имеют общую структуру (9) 

со своими матрицами коэффициентов, векторами переменных и 
правых частей. 

Для решения системы ограничений (уравнений) (9) приме-
ним метод декомпозиции [7]. Системы ограничений (уравнений) 
(9) включают в себя ограничения (уравнения) B (B1, B2, …, BN), 
которые содержат все переменные X1, X2, …, XN (эти ограниче-
ния (уравнения) образуют блок-связку) и ограничения (уравне-
ния) Ai, содержащие только часть переменных Xi (эти ограниче-
ния образуют блоки). Задача (9) имеет блочную структуру, и 
метод декомпозиции позволяет свести решение задачи (9), 
содержащей N блоков, к решению отдельных N подзадач, соот-
ветствующим образом связанных между собой через коэффици-
енты ограничения B. При этом число блоков определяет количе-
ство подзадач, решаемых на каждой итерации при решении 
главной задачи системы ограничений (уравнений) (9).  

Построим главную задачу для системы (9) с минимизацией 
целевой функции  
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(21) 
N

i i
i

F C X= ∑ . 

Будем считать, что в общем случае минимальный времен-
ной интервал с постоянной нагрузкой соответствует 1 ч и коли-
чество блоков N = 8760 (горизонт расчета – 1 год). Все блоки 
связаны через уравнение B с коэффициентами Bi (13).  

Систему ограничений (9) можно представить в виде  

(22) 

1 1 1

2 2 2

1 1 2 2

,
,

,
0.

N N N

N N
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A X D
B X B X B X

=
=

=
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Введением дополнительных переменных в систему ограни-
чений (уравнений) (9) все неравенства сведены к равенствам. 

Тогда можно записать  

(23) 
1

1

K

j jk j
k

X Yβ
=

= ∑ ,  

где Yjk – крайние точки множества Xj, k = 1, …, Kj, βjk ≥ 0 для 

всех j и k, причем 
1

1
1

K

jk
k

β
=

=∑ . 

Главная задача (16) заключается в минимизации целевой 
функции 

(24) 
1 2

1 1 1 2 2 2
1 1 1

...
NKK K

k k k k Nk N Nk
k k k

F C Y C Y C Yβ β β
= = =

= + + +∑ ∑ ∑  

при ограничениях 
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(25)
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1 2

1
1

2
1
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1 1 1 2 2 2
1 1 1
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... 0.
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k k k k Nk N Nk
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B Y B Y B Y

β

β

β

β β β

=

=

=

= = =

=

=

=

+ + =

∑

∑

∑

∑ ∑ ∑

  . 

В главной задаче новыми переменными являются βjk. После 
того как будет найдено оптимальное решение *

jkβ  задачи  
(24)–(25), оптимальное решение исходной задачи вычисляется 
по формуле 

(26) 
1

*

1

K

j jk j
k

X Yβ
=

= ∑ . 

Структура матрицы (9) остается блочно-диагональной, если 
объединить несколько матриц Ai. Введем новые матрицы new

iA , 
которые определяются следующим образом 

(27) 
0 0

0 0
0 0

new
Li k

L

A A

= 







, 

где k = j + L(i –1),  j = 1, …, L. 
Аналогичным образом изменятся векторы неизвестных, 

векторы правых частей и строка B. Новая система ограничений 
будет иметь вид 
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(28) ( )

1 1 1

1

0 0
0 0

ограничения
0 0

0

new new new

new new new
i i i

new new new
M M M

new new new
i M

A X D
A X D

A X D
B B B

. 

В частности, если L = 24 (блок состоит из 24 часов), 
M = 365, т. е. в такой постановке задача содержит 365 блоков 
(или подзадач), а один блок соответствует одному дню. Зависи-
мости времени счета от величины блока представлены на рис. 3.  

 
Рис. 3. Зависимость времени счета от величины блока:  

1 – линейная задача, 2 – нелинейная задача (K = 5) 

Минимальное время счета для линейной задачи составляет 
3,5 ч, для нелинейной задачи – 16,2 ч. Причем оптимальный 
размер блока для линейной задачи соответствует 24 часам, для 
нелинейной (K = 4) – 12 ч. Время счета оценивалось для компь-
ютера c двухядерным процессором Core 2 Duo с тактовой часто-
той 2,4 ГГц и производительностью 19,2 гигафлопс. 



 
Управление большими системами. Выпуск 28 

 288 

В реальной ситуации величина интервалов времени с по-
стоянной нагрузкой неравномерна. В частности, на объектах 
ЖКХ в ночные часы и электрическая, и тепловая нагрузки прак-
тически постоянны. Относительно постоянные часовые нагруз-
ки и на предприятиях с трехсменным режимом работы. Умень-
шение числа интервалов времени N с постоянной нагрузкой в 
два раза (среднее значение ∆ti = 2 ч) приводит к уменьшению 
времени счета приблизительно в 4 раза, и для линейной модели 
составит 0,8 ч, а для нелинейной – 4 ч. Таким образом, при 
соответствующей подготовке исходных данных можно сущест-
венно уменьшить время счета, не теряя при этом точности вы-
числений. 

4. Результаты 

Результатами расчетов являются номинальная электриче-
ская мощность газопоршневой мини-ТЭЦ, номинальная мощ-
ность электрокотла и энергетическая емкость бака-аккумулятора 
тепловой энергии. Кроме того, определяются оптимальные 
режимы работы каждого элемента схемы энергокомплекса 
(режимные карты) и стоимость энергоресурсов для оптимизиро-
ванной схемы. 

Для демонстрации возможностей разработанной модели и 
эффективности алгоритмов оптимизации схемы энергокомплек-
са (рис. 1) проведены предварительные тестовые расчеты. Зна-
чения выбранных параметров не являются характеристиками 
конкретного объекта, а задаются как некие средние величины. 
Для наглядности в качестве горизонта расчетов принято двое 
суток (48 ч) – характерный график потребителя в рабочий и 
выходной дни. Графики изменения относительных электриче-
ской и тепловой нагрузок потребителя приведены на рис. 4а.  

В качестве исходных данных для коэффициентов целевой 
функции Сi (например, удельная стоимость или тариф в относи-
тельных единицах) заданы следующие значения: внешняя элек-
трическая сеть – 3; внешняя тепловая сеть – 3; водогрейная 



 
Программы и системы моделирования  
объектов, средств и систем управления 

 289 

котельная – 1; ГПУ (линейная модель) – 1,25; ГПУ (нелинейная 
модель) – с учетом функциональной зависимости Сi  от мощно-
сти (кпд) ГПУ [3].  

Матрица A имеет размерность 384 × 281 для линейной мо-
дели и 672 × 677 для нелинейной модели. 

Результаты расчетов представлены на графиках  
(рис. 4б–4е). Относительная стоимость энергоресурсов при 
расчете по линейной модели составила 37,76 относительных 
единиц, по нелинейной модели – 34,42 относительных единиц.  

Учет нелинейностей приводит также к изменению режимов 
работы элементов энергокомплекса: газопоршневой мини-ТЭЦ 
(рис. 4б и 4в), электрокотла (рис. 4г), бака-аккумулятора 
(рис. 4д) и водогрейной котельной (рис. 4е).  

 
Рис. 4. Суточные графики изменения электрической (I) и тепло-
вой (II) нагрузок – а). Результаты оптимизации энергокомплек-
са по критерию минимальной стоимости энергоресурсов (1 – 
линейная модель, 2 – нелинейная модель):б) ГПУ (электроэнер-
гия); в) ГПУ (тепловая энергия); г) ЭК; д) аккумулятор; е) ВК 
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Таким образом, для получения корректных результатов при 
моделировании работы энергокомплекса на резко переменные 
нагрузки потребителя необходимо учитывать нелинейные эф-
фекты, в частности, зависимости коэффициентов целевой функ-
ции от коэффициента мощности.  

Можно предложить следующий алгоритм расчетов по пред-
ложенным моделям. На первом этапе рассчитывается обобщен-
ная схема энергокомплекса. В результате определяются те эле-
менты схемы, для которых коэффициент использования 
мощности незначителен и затраты на их установку экономиче-
ски не оправданы. После их исключения из обобщенной схемы 
снова решается оптимизационная задача, в результате чего 
определяются номинальные параметры устройств, входящих в 
энергокомплекс (мощность мини-ТЭЦ, электрокотла, емкость 
бака-аккумулятора, мощность водогрейной котельной), и ре-
жимные карты энергокомплекса. 
 

5. Выводы 

Представленные результаты показывают возможность про-
ведения оптимизационных расчетов с учетом всех особенностей 
схемы энергоснабжения, включая нелинейные эффекты, за 
разумные времена. Разработанные модели могут найти приме-
нение при модернизации и проектировании энергокомплексов, 
выборе оптимальных схемных решений, являются основой для 
проектирования системы автоматического управления системой 
энергоснабжения. 

Предложенные подходы к созданию математических моде-
лей и эффективные численные методы оптимизационных расче-
тов могут использоваться для решения и других задач, связан-
ных с комбинированными технологиями, максимально учитывая 
изменение потребности в том или ином продукте в течение 
принятого временного горизонта расчетов. 
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Abstract: We propose a general model of a power-supply unit, a 
computational routine for circuit design analysis and optimization, 
and software that accurately accounts for the changes in the con-
sumption schedule and solves the optimization problems for long 
time horizon. Simplex method with artificial basis is used in an 
iterative process to minimize the goal function that depends on the 
criterion chosen (costs, primary resources consumption, or envi-
ronment). Decomposition method is employed due to high dimen-
sionality of the problem. 
 
Keywords: mathematical modeling, optimization, numerical 
methods, power-generating unit, linear programming. 
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