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Статья содержит обзор некоторых результатов, связанных с
применением свойств диссипативности и чувствительности к
рискам в задачах управления. Показано, что эти свойства явля-
ются мощными инструментами анализа и синтеза детермини-
рованных и стохастических систем управления, а также обосно-
вана актуальность исследования возможности их объединения.
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Введение

Теория диссипативности принадлежит к числу относительно
молодых направлений теории управления. Понятие диссипатив-
ных систем заимствовано из физики; на языке физиков дисси-
пативная система теряет часть энергии, переданной ей извне.
Примерами диссипативных систем служат электрические цепи,
рассеивающие на резисторах электрическую энергию в виде теп-
ла, а также термодинамические системы (диссипация постули-
руется вторым законом термодинамики). Математическая теория
диссипативности впервые предложена для детерминированных
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динамических систем Я. Виллемсом в работах [50, 51]; теория
характеризует поведение системы на языке «вход–выход» с помо-
щью так называемых функций запаса и накопления, которые вы-
полняют роли обобщенной внешней и внутренней энергии соот-
ветственно. Виллемс доказал, что диссипативность тесно связана
с устойчивостью по Ляпунову. Дальнейшие исследования проде-
монстрировали эффективность теории диссипативности при ре-
шении задач стабилизации детерминированных систем управле-
ния [13], а также при решении прикладных задач управления
роботами [34], электрическими двигателями [15], электрически-
ми преобразователями [42], судами [23], дизельными двигателями
[30], химическими процессами [41], энергосистемами [36] и др.

Безусловный успех детерминированной теории диссипатив-
ности способствовал тому, что в последние годы были предло-
жены ее многочисленные обобщения на стохастические системы.
На основе стохастической теории диссипативности были развиты
методы решения широкого круга задач управления: для стохасти-
ческих систем — стабилизация [22] и синтез L2-управления [7],
синтез H2-управления и робастного управления [45], синтез эр-
годического управления [12], синтез H∞-управления [40, 52], для
детерминированных систем — робастная одновременная стабили-
зация множества систем с неопределенными параметрами [3, 4].

С другой стороны, в современной теории управления до-
статочно широкое распространение получила теория чувстви-
тельности к рискам. Чувствительность к рискам введена в пи-
онерской работе Д. Джейкобсона [27] при решении т. н. «за-
дачи линейно-экспоненциально-квадратичного регулятора» (LEG
problem). Оказалось, что использование экспоненциального кри-
терия качества позволяет получить регулятор, зависящий от ста-
тистики (ковариационной матрицы) гауссовского шума. Регулятор
с подобными свойствами существенно отличается от классиче-
ского линейно-квадратичного регулятора, который, как известно,
совпадает для систем с гауссовским шумом и без него [9]. Мо-
дели с экспоненциальным критерием качества были эффективно
применены при решении многих прикладных задач, например,
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задачи наведения ракет [44] и экономических задач [26], что и за-
крепило за данным направлением название теории чувствитель-
ности к рискам. В 1990-е гг. было доказано, что теория чувстви-
тельности к рискам является «мостиком» между стохастическим
и детерминированным подходами к моделированию возмущений
(например, см. [19]). Чувствительность к рискам по-прежнему
приковывает внимание многих ученых.

К сожалению, в литературе на русском языке диссипатив-
ности и чувствительности к рискам уделяется крайне мало вни-
мания. Необходимо отметить замечательный обзор [5], посвящен-
ный пассивности (частному случаю диссипативности) и пассифи-
кации (обеспечению свойства пассивности) нелинейных детерми-
нированных систем управления. Данная статья преследует три це-
ли. Во-первых, рассматривается концепция диссипативности при-
менительно к стохастическим системам управления (раздел 2).
Во-вторых, приводятся основные достижения современной тео-
рии чувствительности к рискам (раздел 3). В-третьих, обосно-
вывается актуальность исследования возможности объединения
свойств диссипативности и чувствительности к рискам (раздел 4).
Результаты подобного исследования для аффинных по управле-
нию диффузионных процессов Ито с квадратичной по управле-
нию функцией запаса опубликованы в [2]3 .

1. Стохастическая теория диссипативности

Одной из первых явилась работа П. Флорчингера [22]. Автор
расширил понятие пассивности на стохастические дифференци-
альные системы Ито{

dxt = f(xt, u)dt + g(xt)dWt,
yt = h(xt, u),

(1)

3 Соответствующая научная работа, выполненная А. Ю. Мазуровым
под руководством д.ф.-м.н., профессора П. В. Пакшина в Арзамасском
политехническом институте Нижегородского государственного тех-
нического университета им. Р. Е. Алексеева, удостоена диплома кон-
курса научных работ молодых ученых по теории управления и ее при-
ложениям (ИПУ РАН) за 2009 г. в номинации аспирантов.
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где Wt — стандартный m-мерный винеровский процесс на веро-
ятностном пространстве (Ω, F , P). Символы x, u и y обознача-
ют соответственно n-мерный вектор состояния, p-мерный вектор
измеримого управления и k-мерный вектор выхода. Начальное
состояние x0 задано детерминированным образом.

Определение 1 [22]. Система (1) называется пассивной, ес-
ли существует функция Ляпунова на Rn (функция накопления)
такая, что неравенство

AV (x) 6 h(x, u) ∗ u

верно ∀ (x, u) ∈ Rn × Rp, где A — генератор процесса xt при
заданном u.

Флорчингер предложил необходимые условия пассивности
(1), а также показал, что свойство пассивности эквивалентно
нелинейной версии критерия Калмана–Якубовича–Попова в част-
ном случае при f(xt, u) ≡ f(xt) + f̄(xt)u, h(xt, u) ≡ h(xt).
Кроме того, используя стохастическую теорию устойчивости [6],
он обосновал, что пассивную систему можно сделать локально
асимптотически устойчивой по вероятности с помощью управле-
ния u = −y ∗ s(y), где y ∗ s(y) > 0 ∀y 6= 0, s(0) = 0. Полученные
результаты применены для решения задачи локальной асимптоти-
ческой стабилизации по вероятности стохастических систем вида

xt = x0 +
∫ t

0
f(xs, u)ds +

∫ t

0
g(xs)dWs,

xt = x0+
∫ t

0

(
f(xs)+f̄(xs)u+

m∑
i=1

uiRi(xs)u

)
ds+

∫ t

0
g(xs)dWs.

Работе Флорчингера идейно близко исследование [7].
М. Д. С. Алию расширил теорию диссипативности на класс нели-
нейных систем с запаздыванием по состоянию, подверженных
случайному изменению структуры в соответствии с эволюцией
марковской цепи с конечным множеством состояний:

ẋ(t) = f(x(t), x(t− τ), u(t), r(t)),
x(t) = φ(t), t ∈ [−τ, 0], x(t0) = x0 = φ(t0),
y(t) = h(x(t), r(t)).

(2)
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Обозначения стандартны: τ — показатель запаздывания; φ(t) яв-
ляется начальной функцией, а r(t) суть однородный марковский
процесс с конечным множеством состояний S = {1, 2, . . . , l} и
матрицей вероятностей перехода Λ = [λij ]i,y∈S .

Определение 2 [7]. Система (2) называется диссипатив-
ной относительно функции запаса s(u(t), y(t)), если су-
ществуют положительно-определенные функции (накопления)
Ψ(t, x(t), x(t− τ), r(t)) такие, что неравенство

EΨ(t1, xt1 , xt1−τ , rt1)−Ψ(t0, xt0 , xt0−τ , rt0) 6E
∫ t1

t0

s(u(t), y(t))dt

справедливо для любых моментов времени t1 > t0, режимов
rt0 , rt1 ∈ S и любых начальных условий (x(t0 − τ), x0), где
xt1 = x(t1, t0, x0, xt0−τ , r0, u).

Символ E соответствует оператору математического ожи-
дания относительно начальных условий (2). В частном случае
при f(x(t), x(t − τ), u(t), r(t)) ≡ f(x(t), x(t − τ), r(t)) +
g(x, r(t))u(t) ученый доказал, что система (2) обладает нормой
L2, которая не превышает γ, если и только если она диссипатив-
на относительно функции запаса s(u(t), y(t)) = 1

2γ2(‖u(t)‖2 +
‖u(t− τ)‖2) − 1

2 ‖y(t)‖2. Здесь ‖g‖2 = tr[ggT]. Приведены необ-
ходимые и достаточные условия диссипативности в терминах ре-
шения уравнения Гамильтона–Якоби и показано, что из дисси-
пативности следует локальная асимптотическая устойчивость в
среднем квадратическом.

Существенный интерес вызывает диссертация У. Х. Тигесена
[45]. Автор строит теорию мультидиссипативности (диссипатив-
ности относительно нескольких функций запаса) для стохастиче-
ских систем управления

dxt = f(xt, ut) + g(xt, ut)dWt, x0 = x.(3)
Определение 3 [45]. Система (3) называется диссипатив-

ной относительно функции запаса r(x(t), u(t)), если существу-
ет положительно-определенная функция накопления V (x) такая,
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что неравенство

E
{

V (xτ )−
∫ τ

0
r(xs, us)ds

}
6 V (x)

выполняется для любых ограниченных моментов остановки τ и
любых решений xt, ut системы (3) с произвольными начальными
условиями.

Ученый показал некоторые элементарные свойства диссипа-
тивных систем (внутренняя выпуклость, замкнутость относитель-
но взаимосвязи, устойчивость автономных систем как следствие
диссипативности), вывел выражение для функции доступного на-
копления, сформулировал необходимые и достаточные условия
диссипативности в дифференциальной форме, а также разрабо-
тал алгоритм вычисления функций накопления, основанный на
выпуклой оптимизации. В линейно-квадратичном случае им по-
лучены критерии диссипативности в терминах линейных матрич-
ных неравенств, которые можно эффективно проверять с помо-
щью средств пакета MATLAB. Одним из наиболее значимых ре-
зультатов [45] явились доказанные связи стохастической теории
диссипативности и целого ряда задач синтеза стохастических си-
стем с заданными критериями качества: норма L2, норма H2,
вероятность отказа, ожидаемое время для завершения миссии.
Кроме того, рассмотрены стохастические системы, подвержен-
ные мультидиссипативным возмущениям; доказано, что анализ
диссипативности номинальной системы может обеспечить доста-
точные условия для робастного качества возмущенной системы.
В частности, предложенная Тигесеном процедура включает три
шага:

1) провести моделирование физической системы как резуль-
тата взаимосвязи номинальной системы Σ и возмущения ∆, ко-
торое является мультидиссипативным относительно функций за-
паса −ri, i = 1, . . . , p;

2) сформулировать критерий качества на языке диссипатив-
ности, т. е. найти такую функцию запаса r, при которой общая
система Σ имеет удовлетворительный уровень качества, если и
только если теряет r;
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3) провести анализ на предмет диссипации в системе Σ, т. е.
выяснить, теряет ли Σ запас r в некоторой области, или Σ теряет
запас r + (d1r1 + ... + dprp), где di > 0.

В работе [12] понятие диссипативности расширено на управ-
ляемые диффузии

xt = x0 +
∫ t

0
m(xs, us)ds +

∫ t

0
σ(xs)dWs.(4)

Здесь x0 суть случайная переменная с заданным законом π0.
Предложенное В. С. Боркаром и С. К. Миттером определение
функции накопления основано на понятии супермартингалов (по-
дробнее о мартингалах см., к примеру, [1]). Обозначим через Ft

непрерывное расширение σ(xs, s 6 t) для t > 0 и будем рас-
сматривать управление ut, согласованное с Ft, т. е. управление в
форме ut = ft(x[0,t]), где ft — измеримая функция. В частности,
управление может быть марковским ut = υ(xt).

Определение 4 [12]. Измеримая функция V (x) называется
функцией накопления, связанной с функцией запаса g(x, u), если
она ограничена снизу и V (xt) +

∫ t
0 g(xs, us)ds, t > 0 есть Ft-

супермартингал для любых решений (4).
Ученые показали, что функция доступного накопления опре-

деляется соотношением

Vc(x) = sup
u

sup
τ

{
E
∫ τ

0
g(xs, us)ds

}
,

где первый супремум берется по всем ограниченным моментам
Ft-остановки, а второй супремум — по всем Ft-согласованным
управлениям ut при произвольных начальных условиях. Если
Vc(x) < ∞, то верна эквивалентная запись

Vc(x) = sup
u

sup
t>0

{
E
∫ t

0
g(xs, us)ds

}
.

В [12] доказано, что функции накопления являются кандидатами
в функции Беллмана для задачи эргодического управления систе-
мой (4) с критерием качества

J = lim
t→∞

sup
1
t

∫ t

0
E {k(xs, us)} ds.
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Рассмотрен также случай с частичными наблюдениями.
Очередным этапом развития стохастической теории дисси-

пативности можно считать работы [40, 52], в которых на осно-
ве свойства диссипативности были решены задачи синтеза H∞-
управления. Н. Берман и Ю. Шакед исследовали систему

dxt = [f(xt) + g(xt)ut + g1(xt)vt]dt + ḡ(xt)utdWt+
+g2(xt)vtdW(2)

t + G(xt)dW(1)
t ,

dyt = [h2(xt) + g3(xt)vt]dt + G2(xt)dW(3)
t ,

zt = [h(xt, t) ut]T,

(5)

где yt и zt суть векторы наблюдаемой величины и управляемого
выхода, а vt — случайный процесс внешнего возмущения. Сим-
волы dWt и dW(i)

t (i = 1, 2, 3) есть независимые винеровские

процессы, причем dW(2)
t является одномерным.

Задача синтеза H∞-управления системой (5) сформулирова-
на в [40] следующим образом. При наличии управляемого выхода
zt, требуется найти закон управления ut = u(ys, s 6 t) такой, что
для заданного числа γ > 0 неравенство

E
∫ T

0
|zt|2 dt 6 γ2E

{
|x0|2 +

∫ T

0
|vt|2 dt

}
выполняется для любых T > 0 и любых допустимых возмущений
vt ∈ Ξu. Пара (ut, vt) принадлежит области допустимых значе-
ний Ξ, если уравнение (5) имеет единственное строгое решение,
удовлетворяющее E{|xt|2} < ∞ при любых t ∈ [0,∞). При этом
Ξu суть все допустимые пары (ut, vt) для фиксированного ut.

Для решения задачи Берман и Шакед в качестве основы ис-
пользовали теорию диссипативности с функцией запаса r(v, z) =
γ2 |v|2 − |z|2.

Определение 5 [40]. Система (5) называется диссипатив-
ной с функцией запаса r(v, z), если существует неотрицательно-
определенная функция (накопления) V (x), V (0) = 0 такая, что
неравенство

EV (xt) 6 EV (xs) + E
∫ t

s
(γ2 |vτ |2 − |zτ |2)dτ.
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справедливо для любых t > s > 0 и любых допустимых возмуще-
ний vt ∈ Ξu.

Ученые вывели неравенство Гамильтона–Якоби и устано-
вили необходимые и достаточные условия, при которых дан-
ное неравенство гарантирует свойство диссипативности систе-
мы (5) с функцией запаса r(v, z) = γ2 |v|2 − |z|2, что позволи-
ло получить аналог т. н. «леммы ограниченной вещественности»
(bounded realness lemma) и развить теориюH∞. Кроме того, в [40]
получены достаточные условия устойчивости замкнутой системы
по вероятности и в среднем квадратическом.

В свою очередь, В. Жанг и Б.-С. Чен ввели понятие диссипа-
тивности для аффинных по управлению диффузий с одномерным
винеровским процессом:{

dxt = [f(xt) + g(xt)u] dt + [h(xt) + l(xt)u] dWt,
yt = m(xt), f(0) = h(0) = 0, m(0) = 0.

(6)

Определение 6 [52]. Система (6) называется диссипатив-
ной на [s,∞) с функцией запаса r(u, y), если существует
неотрицательно-определенная функция V (x) такая, что ∀ t >
s > 0 и любых детерминированных xs верно неравенство

EV (xt)− V (xs) 6 E
∫ t

s
r(us, ys)ds.(7)

Исследователи записали неравенство диссипации (7) в диф-
ференциальной форме, вывели выражение для функции доступ-
ного накопления, а также сформулировали необходимые и до-
статочные условия диссипативности системы (6) с квадратич-
ной функцией запаса r(u, y) = yTQy + 2yTSu + uTRu. Ис-
пользуя свойство диссипативности с функцией запаса r(u, y) =
γ2uTu−yTy, Жанг и Чен решили задачу синтеза H∞-управления
стохастической системой{

dxt = [f(xt) + g(xt)u + k(x)θ] dt + [h(xt) + l(xt)θ] dWt,
yt = [m(xt) u]T, f(0) = h(0) = 0, m(0) = 0.

Здесь θ ≡ θt — внешнее возмущение. Под H∞-управлением они
понимали допустимое управление, при котором ‖y‖L2 6 γ ‖θ‖L2 ,
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где ‖y‖L2 =
(
E
∫∞
0 |yt|2 dt

)1/2
— норма на Гильбертовом про-

странстве. Аналогичная задача разрешена для конечного интер-
вала времени; показано, как расширить теорию на случай много-
мерности Wt.

Среди недавних работ — статьи Пакшина П. В. [3, 4]. Изуче-
ны системы, заданные дифференциальными уравнениями Ито с
марковскими переключениями

dxt = [a(xt, rt) + B(xt, rt)ut] dt+
+
∑N

l=1 γl [fl(xt, rt) + Gl(xt, rt)ut] dWl,
zt = c(xt, rt), t > t0.

(8)

Обозначения совпадают с введенными ранее: rt — однородная
марковская цепь с пространством состояний N = {1, 2, . . . , ν} и
матрицей вероятностей перехода P (τ) = exp(Πτ), Π = [πij ]ν1 ;
Wt = [W1t, . . . ,WNt] — стандартный винеровский процесс. На-
чальные условия xt0 = x и rt0 = i0 детерминированные, про-
цессы Wt и rt независимы, γl — некоторые числа. Для данного
класса систем дано

Определение 7 [3]. Система (8) называется диссипатив-
ной на [s,∞) с функцией запаса w(u, i, z), если существует
неотрицательно-определенная функция накопления V (x, i) та-
кая, что ∀t > t0 > 0, xt0 = x, rt0 = i верно неравенство

EV (xt, rt)− V (x, i) 6 E
∫ t

t0

w(uτ , iτ , zτ )dτ.

Пакшин вывел соотношение для функции доступного на-
копления, а также установил необходимые и достаточные усло-
вия диссипативности (8) с квадратичной функцией запаса
w(u, i, z) = zTQ(i)z + 2zTS(i)u + uTR(i)u. В [3] рассмотрены
пассивные системы (8) (w(u, i, z) = zTu); показано, что обяза-
тельным условием пассивности является Gl(x, i) ≡ 0. Доказано,
что управление u = −ϕ(z), где zTϕ(z) > 0 ∀z 6= 0, ϕ(0) = 0,
обеспечивает локальную асимптотическую устойчивость по ве-
роятности решения xt ≡ 0 пассивной системы (8). Теория дисси-
пативности применена для решения задачи робастной одновре-
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менной стабилизации множества детерминированных систем{
ẋt=(ai(xt)+Bi(xt)ut) dt+

∑N
l=1σl(t) (fli(xt)+Gli(xt)ut) ,

zt = ci(xt), t > t0, i ∈ N,
(9)

управлением u = −ϕ(z). Здесь σl(t), t > 0 — неопределенные
параметры такие, что

|σl(t)| 6 δl.(10)
Задача робастной одновременной стабилизации рассмотрена и
для линейного случая.

В [4] для системы (8) строится теория экспоненциальной
диссипативности.

Определение 8 [4]. Система (8) называется экспоненциаль-
но диссипативной на [s,∞) с функцией запаса w(u, i, z), если
существуют неотрицательно-определенная функция накопления
V (x, i) и непрерывная по x ∀i ∈ N функция µ(x, i) > 0, x 6=
0, µ(0, i) = 0 такие, что ∀t > t0 > 0, xt0 = x, rt0 = i верно:

E
{

V (xt, rt)+
∫ t

t0

µ(xτ , rτ )dτ

}
−V (x, i) 6 E

∫ t

t0

w(uτ , iτ , zτ )dτ.

Теория экспоненциальной диссипативности также включа-
ет соотношение для функции доступного накопления и необ-
ходимые и достаточные условия экспоненциальной диссипа-
тивности (8) с квадратичной функцией запаса w(u, i, z) =
zTQ(i)z + 2zTS(i)u + uTR(i)u. Показано, что если система (8)
экспоненциально диссипативна с квадратичной функцией запаса
w(u, i, z) = zTQz + 2zTSu + uTRu и квадратичной функци-
ей µ = xTMx, M = MT > 0, то управление u = −ϕ(z), где
zTQz − zTSϕ(z) + ϕ(z)TRϕ(z) 6 0 ∀z 6= 0, ϕ(0) = 0, обес-
печивает локальную экспоненциальную устойчивость в среднем
квадратическом решения xt ≡ 0 системы (8). Теория экспонен-
циальной диссипативности использована для оценки возможных
вариаций управления u = −ϕ(z), при которых множество де-
терминированных нелинейных систем (9)–(10) остается робастно
устойчивым.
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2. Теория чувствительности к рискам

Основополагающей работой по праву считается [27];
автором была рассмотрена задача линейно-экспоненциально-
квадратичного регулятора (LEG problem), которая (применитель-
но к случаю с непрерывным временем) состояла в следующем.
Пусть система задана линейным дифференциальным уравнением{

ẋ(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t) + Γ(t)α(t),
x(t0) = x0, t ∈ [t0, tf ],

(11)

где x ∈ Rn, u ∈ Rm — векторы состояния и управления, α ∈ Rk

суть гауссовский шум

E [α(t)] = 0, t ∈ [t0, tf ],
E
[
α(t)αT(s)

]
= P−1δ(t− s), t, s ∈ [t0, tf ].

Здесь P−1 есть ковариационная матрица, δ — дельта-функция
Дирака. Необходимо найти закон управления в виде измеримой
функции

u(σ)(X, t)=C(σ)(X, t), t∈ [t0, tf ], X ={x(τ), τ ∈ [t0, tf ]},(12)
который минимизирует экспоненциальный критерий качества

(13) V(σ)(u) = σEx0 exp
{

σ
1
2

[∫ tf

t0

(xTQx + uTRu)dt+

+
1
2
x(tf )TQfx(tf )

]}
.

Для сокращенной формы записи зависимость параметров от t
опущена; матрицы Q > 0, R > 0, P > 0 для всех t ∈ [t0, tf ],
матрица Qf > 0, а σ = ±1.

Замечание 1. Нужно подчеркнуть, что в силу σ = ±1 речь
идет о двух задачах оптимального управления; значения V(−) и
V(+) критерия качества удовлетворяют

−1 6 V(−) 6 0, 1 6 V(+) 6 ∞.
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В [27] показано, что функция Беллмана

J (σ)(x, t) = σEx(t) exp
{

σ

[
1
2

∫ tf

t
(xTQx + u(σ)TRu(σ))ds+

+
1
2
x(tf )TQfx(tf )

]}
для задачи (11),(13) является решением уравнения Гамильтона–
Якоби–Беллмана

∂J (σ)

∂t
(x, t) = min

u

{
1
2
σ(xTQx + uTRu)J (σ)(x, t)+

+[J (σ)
x (x, t)]T(Ax + Bu) +

1
2
tr
[
J (σ)

x (x, t)ΓP−1ΓT
]}

.

Оптимальное управление (12) есть линейная функция состояния:
u(σ)(x, t) = −R−1BTS(σ)x, t ∈ [t0, tf ],(14)

− Ṡ(σ) = Q+S(σ)A+ATS(σ)−S(σ)(BR−1BT−σΓP−1ΓT)S(σ),

S(σ)(tf ) = Qf .

Минимальное значение критерия качества (13) равно

J (σ)(x, t) = σF (σ) exp
{

σ
1
2
xTS(σ)x

}
,

где матрица F (σ) удовлетворяет уравнению

−Ḟ (σ) =
1
2
σF (σ)tr

[
S(σ)ΓP−1ΓT

]
, F (σ)(tf ) = 1.

Нетрудно убедиться, что регулятор (14) явно зависит от ко-
вариационной матрицы P−1, и при использовании экспоненци-
ального критерия качества (в задаче LEG) не выполняется прин-
цип полной эквивалентности линейно-квадратичного регулято-
ра и линейно-квадратичного регулятора с гауссовским шумом
(LQG). Джейкобсон показал, что для шумов малой интенсивно-
сти (малой ковариационной матрицы) решения задач LEG и LQG
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близки; однако, в случае значительной интенсивности решения
указанных задач принципиально отличаются. При σ = −1 коэф-
фициент усиления оптимального управления стремится к нулю
при бесконечной интенсивности; практически невозможно по-
влиять на уменьшение критерия качества (13). При σ = +1 оп-
тимальное управление прекращает существовать для некоторых
достаточно больших интенсивностей; критерий качества стано-
вится бесконечным независимо от закона управления.

Еще одним важным результатом [27] явилась доказанная
эквивалентность задачи LEG и детерминированных линейно-
квадратичных игр с нулевой суммой. Если рассматривать гаус-
совский шум в (11) как игрока, то оптимальное управление (14)
при σ = −1 представляет оптимальную стратегию кооперативной
игры (11) с ценой

(15) S(−)(u, α) = min
u,α

∫ tf

t0

1
2
(xTQx + uTRu + αTPα)dt+

+
1
2
x(tf )TQfx(tf ).

С другой стороны, оптимальное управление (14) при σ = +1 —
оптимальная стратегия некооперативной игры (11) с ценой

(16) S(+)(u, α) = min
u

max
α

∫ tf

t0

1
2
(xTQx + uTRu− αTPα)dt+

+
1
2
x(tf )TQfx(tf ).

Задачи управления стохастическими системами с экспонен-
циальным критерием качества привлекли внимание многих ис-
следователей. Вслед за пионерской работой [27] ряд ученых
предложили обобщения идей Джейкобсона на другие классы си-
стем управления. В числе первых работ необходимо упомянуть
[43, 44]. В [43] рассмотрена задача оптимального управления си-
стемой (11) с экспоненциальным критерием (13) в том случае, ко-
гда регулятор не имеет полной информации о векторе состояния
(частичные наблюдения), а наблюдаемая величина z зашумлена:

z(t) = H(t)x(t) + υ(t).(17)
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Другая принципиальная модификация в [43] — использование σ в
качестве некоторого (не равного по модулю единице) параметра.
Кроме того, начальное состояние x0 системы (11) было принято
гауссовской переменной, не зависящей от α и υ.

Спейер, Дейст и Джейкобсон показали, что оптимальное
управление данной задачи определяет матрица усиления, линейно
зависящая от сглаженной истории вектора состояния от началь-
ного момента времени до текущего момента времени и (в явном
виде) включающая ковариацию ошибок оценивания всей истории
состояния.

Идеи [43] во многом использованы в более поздней работе
[44]. Модель (11), (17) с критерием качества (13) применена Спей-
ером для построения адаптивной схемы наведения ракет на ко-
нечном участке траектории (adaptive terminal guidance scheme).
В [44] продемонстрировано, что если дисперсия измерения оце-
нивается в режиме «онлайн» (т. е. в данном режиме вычисляется
и дисперсия ошибки), то матрица усиления закона управления
может быть вычислена в реальном времени и является адаптив-
ной по отношению к значению дисперсии ошибки. Адаптивная
схема эффективно применена для решения прикладной задачи о
самонаводящейся ракете.

Задачи оптимального управления линейными системами с
экспоненциальным критерием качества и неполными наблюдени-
ями были также рассмотрены в [11, 47].

Возможно, одним из наиболее серьезных достижений яви-
лось применение теории оптимального управления с экспоненци-
альным критерием качества в экономических задачах [26, 46, 47].
Оказалось, что в экономической интерпретации закон управле-
ния, представляющий решение задачи LEG, можно понимать как
(не)склонность к рискам, в зависимости от знака параметра σ. В
случае σ < 0 оптимальное управление (14) системой (11) есть
стратегия инвестора-рискофила (который при условии равного
математического ожидания доходности альтернативных проектов
предпочитает инвестиционный проект с большим риском). При
σ < 0, напротив, указанное управление — стратегия не склонного
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к риску инвестора, при условии равной ожидаемой доходности
выбирающего инвестиции с меньшим риском. Более того, связь с
экономическими задачами предопределила название теория чув-
ствительности к рискам для данного направления в теории оп-
тимального управления.

Некоторые ученые предложили применение моделей с чув-
ствительным к рискам критерием качества в прикладных задачах
планирования производства в стохастических производственных
системах [21], а также в групповых задачах (team problem) [32].
В последние годы круг задач управления, при решении кото-
рых можно использовать свойство чувствительности к рискам,
был расширен за счет задачи «синтеза попятного регулятора»
(backstepping controller design) [35] и задачи синтеза адаптивной
следящей системы (adaptive tracker) [8].

Как известно, в теории управления существуют различные
подходы к моделированию внешних возмущений. В теории сто-
хастического управления используется аппарат стохастических
процессов (случайных шумов). В теории робастного управления,
напротив, возмущения моделируются детерминированным обра-
зом. Важным этапом развития теории чувствительности к рис-
кам явились 90-е гг. XX века; оказалось, что чувствительность к
рискам позволяет связать стохастический и детерминированный
(робастный) подходы к моделированию внешних возмущений.

В случае линейных систем с квадратичным критерием ка-
чества одним из методов синтеза робастного управления служит
теория H∞. Среди задач этой теории можно выделить так назы-
ваемую «задачу ослабления возмущений» (disturbance attenuation
problem)[10]. Пусть система описывается обыкновенным диффе-
ренциальным уравнением{

ẋ(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t) + Γ(t)ξ(t),
x(0) = x0, t ∈ [0,∞),

(18)

где x(t) ∈ Rn, u(t) ∈ Rm, ξ(t) ∈ Rl — векторы состояния, управ-
ления и возмущения, которые заданы на некоторых гильбертовых
пространствах; начальное состояние x0 6= 0 произвольно (допол-
нительное возмущение). Пусть выбран скаляр γ > 0.
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Задача ослабления возмущений состоит в том, чтобы найти
закон управления

u = u(γ)(x),

такой, что при любых возмущениях w и любых начальных усло-
виях x0 верно:

(19)
∫ tf

0

1
2
(xTQx + |u|2)ds +

1
2
x(tf )TQfx(tf ) 6

6 γ2

[∫ tf

0
|ξ|2ds +

1
2
x(0)TQ0x(0)

]
.

Здесь Q0 > 0 — некоторая матрица, tf — конечный момент вре-
мени.

В книге [10] доказано, что задача (18)–(19) сводится к «диф-
ференциальной игре с мягким ограничением» (soft-constrained
differential game), которая аналогична играм (11), (15)–(16). Та-
ким образом, стохастическая задача LEG эквивалентна детерми-
нированной задаче ослабления возмущений. Используя так на-
зываемый «принцип минимальной энтропии» (minimum entropy
principle), К. Гловер и Д. Дойл [24] более детально установили
связь между задачей LEG и H∞-управлением; см. также работу
[38].

Установленные связи данных задач в линейно-квадратичном
случае заинтересовали исследователей нелинейных систем управ-
ления и неквадратичных критериев качества. П. Уиттл [48, 49]
предложил оригинальный подход к проблеме связи теорий чув-
ствительности к рискам и H∞-управления. А именно, для более
общего (чем марковские диффузии) случая и конечного интервала
времени автор использовал идеи «теории больших отклонений»
Фрейдлина–Вентцеля (large deviation theory) и «асимптотику ма-
лых шумов» (small-noise asymptotics), что позволило ученому по-
лучить обобщение классического принципа максимума Понтряги-
на на стохастический случай — так называемый «чувствительный
к рискам принцип максимума» (risk-sensitive maximum principle).
В работах [20, 29] формула Уиттла для оптимального показателя
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больших отклонений была выведена с помощью методов «вяз-
ких решений» (viscosity solution) дифференциальных уравнений
в частных производных в том случае, когда динамика системы
описывается стохастическим дифференциальным уравнением.

Ряд результатов для нелинейных систем получены и в слу-
чае бесконечного интервала времени. В работе [37] изучена зада-
ча синтеза оптимального чувствительного к рискам управления
дифференциальной системой Ито{

dxt = g(xt, ut)dt + σ(xt)dWt,
x0 = x, t ∈ [0,∞).

(20)

с критерием качества

J (u) = lim
T→∞

1
T

ln Ex exp
{∫ T

0
c(xs, us)ds

}
→ min .(21)

С помощью идей теории больших отклонений доказано, что
решение задачи (20)–(21) эквивалентно стохастической диффе-
ренциальной игре для некоторой вспомогательной системы. В
[37] разобран и случай неполной информации о векторе состоя-
ний (частичные наблюдения). Для конечного интервала времени
связь задачи чувствительного к рискам управления и стохастиче-
ской дифференциальной игры получена в книге [10]. Значимость
этих результатов была в полной мере установлена позднее. Дело
в том, что указанные стохастические игры в некотором смысле в
пределе сходятся к детерминированным играм, связанным с за-
дачами робастного управления, см. содержательное исследование
[19]. Авторами решена следующая задача синтеза оптимального,
чувствительного к рискам управления:{

dxt = f(xt, ut)dt +
(

ε
2γ2

)1/2
dWt,

x0 = x, t ∈ [0,∞),

λ(ε)(u)=ε lim
T→∞

1
T

ln Exexp
{

ε−1

∫ T

0
L(xs, us)ds

}
→min .(22)

Обозначения стандартные, ε > 0 и γ 6= 0 — параметры, пред-
ставляющие интенсивность рисков и уровень ослабления возму-
щений. Доказано, что оптимальное значение критерия качества
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(22) является оптимальным значением некоторой стохастической
игры, которая зависит от ε. Наиболее существенно то, что в пре-
деле ε → 0 (пределе малых шумов) указанная стохастическая иг-
ра стремится к детерминированной игре, связанной с задачами
робастного управления. Таким образом, было продемонстриро-
вано, что функции Беллмана для стохастических задач синтеза
оптимального чувствительного к рискам управления стремятся в
пределе малых шумов к функциям Беллмана для задач синтеза
(робастного) H∞-управления.

Аналогичные результаты получены и в других работах (на-
пример, [31]–[33]). Многие авторы провели исследования чув-
ствительности к рискам для систем со скачкообразным измене-
нием структуры согласно эволюции марковской цепи [25]–[39]. В
этих системах можно рассматривать чувствительность как по от-
ношению к интенсивности шумов, так и по отношению к рискам
изменения структуры самой системы.

3. Обсуждение: диссипативность и
чувствительность к рискам

В разделах 2 и 3 автор постарался охватить как можно больше
работ, посвященных стохастическим теориям диссипативности и
чувствительности к рискам. Поэтому повествование во многих
случаях носило несколько поверхностный характер, без упоми-
нания деталей. Список литературы не претендует на абсолютную
полноту, исследования природы диссипативности и чувствитель-
ности к рискам продолжаются. Тем не менее, на основании изу-
ченных работ можно отметить следующее:

1) современная стохастическая теория диссипативности поз-
воляет эффективно решать многие представляющие существен-
ный интерес задачи как детерминированной, так и стохастиче-
ской теории управления (стабилизация, синтез L2-, H2- и H∞-
управления, синтез робастного управления, одновременная ро-
бастная стабилизация множества систем с неопределенными па-
раметрами);

2) существующие на сегодня подходы к обобщению свойства
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диссипативности на стохастический случай не изучают зависи-
мость функций накопления от интенсивности внешних возмуще-
ний (рисков), которые, как правило, моделируются с помощью
винеровских процессов. В то же время теория чувствительности
к рискам представляет собой одно из интенсивно развивающихся
направлений современной теории управления и имеет множество
применений (в т. ч. в задачах синтеза управления);

3) представляется актуальным изучение возможности объ-
единения свойств диссипативности и чувствительности к рискам,
т. е. построение стохастического обобщения диссипативности с
неотъемлемым свойством чувствительности к рискам функции
накопления, а также исследование того, что может дать указан-
ное свойство в задачах синтеза управления (детерминированными
и стохастическими) системами.

Ключевые результаты подобного исследования для аффин-
ных по управлению диффузионных процессов Ито{

dxt = [f1(xt) + f2(xt)ut]dt + εD(xt)dWt,
x0 = x, t ∈ [0,+∞)

с квадратичной по управлению функцией запаса

L(xt, ut) = L0(xt) + |ut|2

опубликованы в [2].

4. Заключение

В статье в обзорной форме рассмотрены некоторые резуль-
таты, связанные с применением концепций диссипативности и
чувствительности к рискам в задачах управления. Показано, что
диссипативность и чувствительность к рискам являются мощ-
ными инструментами анализа и синтеза детерминированных и
стохастических систем управления. Обоснована актуальность ис-
следования возможности объединения теорий диссипативности и
чувствительности к рискам.
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8. ARSLAN G., BAŞAR T. Risk-sensitive adaptive trackers for
strict-feedback systems with output measurements // IEEE
Trans. Autom. Control. – 2002. – V. 47. – P. 1754–1758.

9. ATHANS M. The role and use of the stochastic linear-
quadratic-Gaussian problem in control system design // IEEE
Trans. Autom. Control. – 1971. – V. 16. – P. 529–552.
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Abstract: The paper reviews some results regarding application of
dissipativity and risk-sensitivity in control design problems. These
concepts are shown to be effective in solving the problems of analysis
and synthesis for deterministic and stochastic systems. The research
of possibility of dissipativity and risk-sensitivity integration is shown
to be promising.
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