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Для модели активной системы, состоящей из центра и актив-
ного элемента, в условиях неполной информированности цен-
тра о функции затрат активного элемента разработан оп-
тимальный механизм функционирования. Оптимальный меха-
низм включает в себя процедуру планирования и систему 
стимулирования, включающую две составляющие: поощрение 
за выполнение плана и поощрение за «напряженность» плана. 

 
Ключевые слова: принцип открытого управления, достовер-
ность информации, выполнение плана, согласование интересов. 

1. Введение 

Общая постановка задачи синтеза оптимального механизма 
функционирования в условиях неполной информированности 
центра и обмена информацией между активным элементом и 
центром была поставлена еще в ранней работе [1] по теории 
активных систем, однако полного решения этой задачи до сих 
пор нет. В настоящей работе предлагается решение этой задачи 
при достаточно естественных предположениях о множестве 
допустимых механизмов функционирования.  

                                           
1 Анвер Касимович Еналеев, кандидат технических наук, старший 
научный сотрудник (anver.en@gmail.com). 
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Следует отметить, что задача синтеза оптимальных меха-
низмов в теории активных систем рассматривалась для различ-
ных случаев и ранее. Так, например, в [4] описано решение этой 
задачи синтеза для случая полной информированности центра. 
В [2] доказана оптимальность принципа открытого управления 
при заданной системе стимулирования активного элемента. В 
[3] решена задача синтеза механизма функционирования при 
предположении о действии «сильных штрафов» за отклонение 
состояния активного элемента от плана. При этом фактически 
не рассматривался этап функционирования активной системы, 
связанный с выбором активным элементом своего состояния. 

В настоящей работе, используя результаты [3], получено 
решение задачи синтеза оптимального механизма функциони-
рования без предположения о «сильных штрафах», то есть 
решается в комплексе задача синтеза механизма функциониро-
вания (системы стимулирования за выполнение плана, системы 
стимулирования за «напряженность» плана и закона планирова-
ния), обеспечивающих максимальное значение критерия эффек-
тивности функционирования активной системы. 

В работе показано, что оптимальный механизм функциони-
рования принадлежит множеству механизмов, в котором ис-
пользуется принцип согласованного управления. 

2.  Модель и постановка задачи 

Рассматривается активная система, состоящая из центра и 
активного элемента (АЭ). Пусть f(x, y, r) = S(y, x) – ζ(y, r) – 
целевая функция активного элемента, зависящая от выбираемо-
го активным элементом состояния y, назначаемого центром 
плана (задания, норматива и пр.) x, параметра r, характеризую-
щего функцию затрат ζ(y, r). Здесь S(y, x) – функция стимули-
рования АЭ, x ∈ X = [xн, xв], y ∈ Y = [yн, yв], r ∈ A = [rн, rв]. Далее 
для простоты примем xн = yн, xв = yв. 
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Обозначим как Φ(x, y, r) целевую функцию центра. Пред-
полагается, что Φ(y, y, r) ≥ Φ(x, y, r) ≥ 0 и Φ(y, y, r) непрерывна и 
строго квазивогнута по y при всех r ∈ A. 

Будем предполагать, что план x назначается центром в со-
ответствии с некоторой процедурой планирования x = π(.), где 
π(.) отображает множество A в множество X. 

Совокупность процедуры планирования x = π(.) и системы 
стимулирования S(., .) составляет механизм функционирования 
µ = {π(.), S(., .)}. В теории активных систем, например [1], про-
цедуру планирования принято называть также законом управле-
ния. 

Введем предположения об информированности в рассмат-
риваемой активной системе. 

Активному элементу известно значение параметра r, а цен-
тру известно только множество A допустимых значений этого 
параметра. Предполагается также, что при заданном механизме 
функционирования µ активный элемент сообщает центру оцен-
ку ρ параметра r, ρ ∈ A. 

Пусть задан механизм µ, тогда функционирование рассмат-
риваемой активной системы описывается следующим образом: 
АЭ сообщает оценку ρ параметра r, затем в соответствии с 
процедурой планирования π(.) назначается план x = π(ρ), затем 
АЭ выбирает состояние y, стремясь максимизировать по y свою 
целевую функцию f(x, y, r). 

Обозначим функцию предпочтения активного элемента 
),,(max),( ryxfrx

Yy∈
=ϕ  и функцию предпочтения центра  

),,,(min),(
),(

ryxrx
rxZy

Φ=Ψ
∈

 

где Z(x, r) – множество рациональных стратегий активного 
элемента при выборе состояния y (определение используемого в 
данной работе множества рациональных стратегий Z(x, r) при-
ведено ниже). 

Здесь и далее для простоты записей предположим, что со-
ответствующие операции max и min определены. 
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Для заданного механизма функционирования µ определим 
показатель его эффективности 
(1) 

    
( min[ min ( ( ), ) / ( )],вr A R(r)

K r r
ρ

µ π ρ
∈ ∈

 ) = Ψ Ψ   

где R(r) – множество рациональных стратегий АЭ при выборе 
им сообщения ρ (определение множества R(r) приведено ниже), 
Ψв(r) – заданная нормирующая функция. В качестве норми-
рующей функции могут быть могут быть выбраны, например, 
следующие функции: ),(max)( rxr

Xxв Ψ=Ψ
∈

, либо 

),,(max)( rxxr
Xxв Φ=Ψ

∈
, либо .0const)( >=Ψ rв  

Определим множества рациональных стратегий Z(x, r) и 
R(r) в предположении о благожелательности АЭ. 

Далее будем предполагать выполнение «слабого условия 
благожелательности АЭ», при котором множества рациональ-
ных стратегий АЭ имеют следующий вид:  
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Содержательно это условие означает, что если для АЭ со-
общение достоверной информации является рациональной 
стратегией, то эта стратегия единственна, и, соответственно, 
если стратегия выполнения плана является рациональной, то 
она также единственна. Нетрудно убедиться, что «слабое усло-
вие благожелательности» выполняется, если справедливо «ус-
ловие благожелательности», используемое в работах [5, 6], в 
которых предполагается, что второй игрок (АЭ) максимизирует 
целевую функцию первого игрока (центра) на множестве своих 
рациональных стратегий. При этом, как доказывается ниже, 
максимум целевой функции центра достигается при сообщении 
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достоверной информации и выполнении планов. Заметим также, 
что для справедливости результатов настоящей работы доста-
точно предположений о выполнения принятых в [5] «условий 
благожелательности».  

Предположим, что функция затрат ζ(x, r) дважды диффе-
ренцируема по x, дифференцируема по r и 

' ( , ) 0x x rζ > , ( , ) 0xx x rζ ′′ > , ( , ) 0r x rζ ′ < , ( , ) 0xr x rζ ′′ <  при всех 
x ∈ X, r ∈ A. 

Первые два неравенства указывают, соответственно, на 
возрастание функции затрат и ее выпуклость. Третье неравенст-
во характеризует монотонность функции затрат по параметру r. 
Четвертое неравенство соответствует хорошо известным в 
микроэкономике условиям Спенса-Мирлиса [8], и характеризует, 
в рассматриваемом случае упорядоченность АЭ по возможным 
типам, задаваемым значениями параметра r, причем с увеличе-
нием типа, т. е. r, происходит снижение затрат и темпа роста 
затрат с ростом x. 

Пусть функция стимулирования имеет вид  
S(y, x) = σ(x) – χ(x, y), где χ(x, y) – функция штрафа за невыпол-
нение плана, χ(y, y) = 0, χ(x, y) ≥ 0; σ(x) – функция поощрения за 
«напряженность» плана. Тогда целевую функцию АЭ можно 
записать в виде f(x, y, r) = σ(x) – ζ( y , r) – χ(x, y). 

Теперь, когда описан порядок функционирования активной 
системы и структура рассматриваемой модели, приведем поста-
новку решаемой ниже задачи. 

Требуется найти механизм µ* такой, что 
)(max)( * µµ

µ
KK

M∈
= , 

где множество допустимых механизмов функционирования 
задается условиями: 

},),(,)(0,),(0|{ AXxxgxhyxM ∈∈=≤≤≤≤= ρρπσχµ , 
здесь h – заданная величина максимально допустимого штрафа 
за отклонение реализации y от плана x, g – заданная величина 
максимального стимулирования за «напряженность» плана x, 
π(.) – непрерывные функции. 
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3. Оптимальные функции штрафов 

Известно [2, 6], что оптимальной функцией штрафов на 
множестве функций, задаваемых условием 0 ≤ χ(x, y) ≤ h, явля-
ется функция 

 




=
≠

=
.если,0
,если,

),(*

xy
xyh

yxχ   

При этом множество согласованных планов определяется 
следующим образом P(r) = {x ∈ X | ζ(x, r) ≤ h + ζ(xн, r)}. Множе-
ство согласованных планов P(r) включает в себя все планы x, 
которые активному элементу выгодно выполнять [2]. Таким 
образом, центр, назначая планы из множества P(r), некоторым 
образом, согласовывает свои интересы с интересами АЭ. 

Если план x удовлетворяет условию согласования x ∈ P(r), 
то y* = x, если же x ∉ P(r), то y* = xн, где y* – выбор состояния 
АЭ, т. е. y* ∈ Z(x, r).  

Тогда функцию предпочтения АЭ можно записать в виде 

 
( ) ( , ),если ( ),

( , )
( ) ( , ) ,если ( ).н

x x r x P r
x r

x x r h x P r
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ϕ
σ ζ

− ∈
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− − ∉
 

Соответственно, функцию предпочтения центра можно 
представить в виде 

 




∉Φ

∈Φ
=Ψ

).( если),,,(
)( если),,,(

),(
rPxrxx
rPxrxx

rx н  

Заметим, что в силу предположения Φ(y, y, r) ≥ Φ(x, y, r) 
имеет место Φ(xн, xн, r) ≥ Φ(x, xн, r). Но так как xн ∈ P(r), то 
выбором плана x = xн всегда можно обеспечить выбор активным 
элементом состояния y* = xн, т. е. функцию предпочтения центра 
достаточно рассматривать в области определения x ∈ P(r), а сле-
довательно достаточно рассматривать только те процедуры пла-
нирования π(.), значение которых принадлежит множеству P(ρ). 

При сделанных предположениях о функции затрат АЭ 
справедливо следующее  



 
Управление большими системами. Выпуск 29 

 114 

Утверждение 1. Множество P(r) имеет вид P(r) = [xн, xP(r)], 
где xP(r) – неубывающая непрерывная функция, дифференци-
руемая при всех значениях r ∈ (rн, rв), кроме, быть может, одно-
го. 

Доказательство утверждения 1 приведено в приложении. 

4. Оптимальные процедуры планирования 

Известно [3], что оптимальная процедура планирования со-
держится в множестве процедур открытого управления.  

По определению [3] процедура открытого управления πОУ(.) 
задается условием «совершенного согласования»: 
(2) ),,(max)),((: ρϕρρπϕρ xA

сXx

ОУ

∈
=∈∀  

где Xc – устанавливаемое центром замкнутое подмножество 
множества X, не зависящее от сообщаемой АЭ оценки ρ. 

В [3] доказано, что процедура открытого управления сти-
мулирует АЭ сообщать достоверную информацию ρ = r, так как 
∀ρ, r ∈ A : ϕ(πОУ(ρ), r) ≤ ϕ(πОУ(r), r). 

Отсюда следует, что для процедур открытого управления 
функция предпочтения центра имеет вид Ψ(πОУ(r), r). 

Из этого свойства, а также из (1), вытекает  
Утверждение 2. Для процедуры открытого управления, 

критерий эффективности (1) имеет вид 
 )](/)),(),(([min)( ОУОУ rrrrK вAr

ΨΦ=
∈

ππµ . 

Отметим, что из принятых выше предположений о свойст-
вах функции затрат АЭ следует  

Утверждение 3. Процедура открытого управления πОУ(ρ) 
представляет собой неубывающую функцию, принимающую 
значения в множестве согласованных планов P(ρ). 

Доказательство утверждения 3 приведено в приложении. 
Отсюда следует, что оптимальную процедуру планирования 

достаточно искать на множестве неубывающих функций. 
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5. Синтез оптимального механизма 

Зафиксируем некоторое значение γ показателя эффективно-
сти механизма µ. Введем в рассмотрение множество Lγ всех 
неубывающих непрерывных функций πγ(.) таких, что 
 )(),(:)(, rrxXrxAr вΨ≥Ψ∈=∈∀ γπ γ , 
и множество Qγ неубывающих непрерывных функций при вы-
полнении также условия согласования x ∈ P(r), т. е. 
 )(),,(:)()(, rrxxrPrxAr вΨ≥Φ∈=∈∀ γπ γ .  

Справедливо следующее утверждение.  
Утверждение 4. Предположим, что функция Φ(x, x, r) не-

прерывна и строго квазивогнута по x, и пусть γ таково, что 
неравенство Φ(x, x, r) ≥ γ Ψв(r) разрешимо в множестве X 
∀r ∈ A, тогда множество всех точек (x, r), удовлетворяющих 
этому неравенству, можно представить в виде 
{(x, r) | q1(γ, r) ≤ x ≤ q1(γ, r), r ∈ A, x ∈ X}, где q1(γ, r) и q2(γ, r) – 
непрерывные функции. 

Доказательство утверждения 4 приведено в приложении. 
Рассмотрим функции  

 ),(max),( 11 pqrq
rpr н

γγ
≤≤

= ,  ),(min),( 22 pqrq P

rpr в
γγ

≤≤
= ,  

где { })(),,(min),( 22 pxpqpq PP γγ = . 

Очевидно, что ),(1 rq γ  и ),(2 rq γ  – неубывающие непре-

рывные функции. 
Справедливо также следующее  
Утверждение 5. Если Qγ ≠ φ, то 

1) ),(),( 21 rqrq γγ ≤  при всех r ∈ A, 

2) Qγ = Nγ, где  
 { }.,)(),,()(),(|)( 21 ArQrxrqrxrqrxN ∈∈≤≤= γγ γγ  
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Доказательство утверждения 5 приведено в приложении 
Заметим, что 

21 γγ NN ⊆ , если 21 γγ > . Пусть γ такое, что 

Nγ ≠ φ. Обозначим ),(2
нrq γα = . Рассмотрим процедуру плани-

рования 
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где β = rв, если ),( в
1 rq γα ≥ , либо β определяется как реше-

ние уравнения αβγ =),(1q , если ),( в
1 rq γα < .  
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Рис. 1. Структура оптимальной процедуры планирования 

Заметим, что по построению )(* rγπ  является неубывающей 
непрерывной функцией и ее график является связным множест-
вом. Отсюда следует, что существует функция )(~* xrγ , обратная 

к )(* rγπ , определенная на множестве допустимых планов X за 
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исключением, быть может, счетного числа точек, при этом 
)(~* xrγ  является неубывающей.  
Теорема. Оптимальный механизм функционирования µ* 

определяется следующими выражениями 
 ,)( ** γµ =K   

(3) 
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При этом показатель эффективности оптимального меха-
низма функционирования γ* удовлетворяет условию 
γ* = max {γ | Qγ ≠ φ}, откуда, в частности, следует требование 
выполнения неравенства ),( *

1
нrq γα ≥ , а величина g  должна 

удовлетворять условию  

 
* ( )

*( , ( ))

вr

tg t r t dt g
γ

π

γ
α

ζ ′= ≤∫  . 

Примечание. В математических выражениях в формулиров-
ке теоремы *( , ( ))t t r tγζ ′   обозначает частную производную по 
первой переменной функции затрат АЭ. 

Доказательство теоремы приведено в приложении. 
 
Из доказательства теоремы также получаем два следствия. 
Следствие 1. σ*(x) – неубывающая непрерывная функция. 
Следствие 2. Величина K(µ*) = γ* не убывает с ростом g. 
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Заметим, что в некоторых приложениях, в случае использо-
вания дополнительного поощрения перевыполнения плана, 
более естественно в качестве функции штрафов использовать 

функцию 




≥
<

=
; если,0
, если,

),(*

xy
xyh

yxχ  а в качестве функции 

стимулирования за напряженность плана – функцию 





<
≥

=
x.y если         ,0

, если  ),(
),(

*
* xyx

yx
σ

σ  

В содержательных терминах теорема показывает, что для 
рассмотренной модели активной системы, как и в условиях 
полной информированности центра, выполнение планов обес-
печивается применением максимальных штрафов, а процедура 
планирования конструируется таким образом, чтобы наиболее 
«экономично» использовался фонд стимулирования для обеспе-
чения «выгодности» назначаемых планов. 

В [6, 7] задача синтеза оптимальной стратегии первого иг-
рока (центра) решена для случая, когда целевая функция центра 
не зависит от значения неизвестного параметра r, но в гораздо 
более слабых предположениях о свойствах целевых функций 
игроков (центра и АЭ), а именно, в этих работах предполагалась 
только непрерывность целевых функций игроков. Полученное в 
[6, 7] при таких слабых предположениях решение задачи выгля-
дит достаточно громоздким и сведено к решению серии задач 
поиска экстремумов целевых функций игроков на специально 
построенных множествах, которые могут иметь очень сложную 
структуру.  

Использование в настоящей статье ряда предположений о 
свойствах целевой функции АЭ: разделение целевой функции 
на систему стимулирования и функцию затрат, предположение о 
свойствах первых и вторых производных функции затрат АЭ, 
позволило доказать монотонность решений (утверждения 1 и 3). 
Эти свойства решений позволили найти в достаточно конструк-
тивном виде решение задачи синтеза оптимального механизма 
функционирования для рассмотренной модели активной системы.  
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6. Заключение 

Обратим внимание на структуру полученного оптимально-
го механизма функционирования. При малых значениях пара-
метра r, а именно, при rн ≤ r ≤ β, устанавливается независимо от 
r фиксированный план x = α (центр является «диктатором»), при 
β < r ≤ rв устанавливается «выгодный» для АЭ план («диктато-
ром» является АЭ). 

Для обеспечения выполнения плана применяется функция 
штрафов, где величину h можно интерпретировать как «степень 
централизации» механизма. Поощрение σ*(x) имеет следующую 
структуру. При xн ≤ x ≤ α, а по сути, при x = α, σ*(x) = 0, т. е. 
действуют только штрафы (действует централизованное управ-
ление). При x > α начинает действовать составляющая функции 
поощрения, которую можно интерпретировать как согласование 
интересов АЭ и центра. Поэтому величину g, определяющую 
возможности согласования, можно рассматривать как степень 
согласованности интересов (действует принцип согласования 
целевых функций). И, наконец, величину неопределенности  
|rв – rн| можно рассматривать как степень неопределенности. 

Таким образом, для конкретных моделей активных систем 
можно исследовать и, при возможности, выбирать соотношение 
таких показателей, как степень централизации, степень согласо-
вания интересов и степень неопределенности. 

Приложение 

Доказательство утверждения 1. P(r) ≠ φ, так как xн ∈ P(r) 
при r ∈ A Заметим, что P(r) выпукло. Это следует из выпукло-
сти функции затрат ζ(x, r) по x на [xн, xв].  

Зафиксируем произвольную точку r0 ∈ (rн, rв). 
Если ζ(xв, r0) ≤ h + ζ(xн, r0), то в силу теоремы о промежу-

точном значении существует точка x0 ∈ (xн, xв) для которой 
ζ(x0, r0) – h – ζ(xн, r0) = 0.  

Положим ν(x) = ζ(x, r0) – h – ζ(xн, r0) = 0.  
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Производная .0),(),( 0000 >′=
∂
∂ rxrxv
x xζ  Так как эта произ-

водная отлична от нуля, то в силу теоремы о неявной функции в 
некоторой окрестности точки r0 определена непрерывная функ-
ция u, такая, что ν(u(r), r) = 0. Эта функция дифференцируема 
при r = r0, и ее производная равна  

.0),(),()( 00000 >
∂
∂

∂
∂

−=′ rx
x
vrx

r
vru  

В силу непрерывности, в некоторой, быть может, меньшей 
окрестности точки r0 выполняется неравенство u(r) < rв, и по-
этому в этой окрестности xP(r) = u(r) (в силу неравенства 

0),( >′ rxxζ ). Отсюда следует дифференцируемость и монотон-
ность функции xP(r)  в точке r = r0.  

В частности отсюда следует также то, что существует не 
более одной точки r* ∈ (rн, rв) для которой  
ζ(x0, r*) – h – ζ(xн, r*) = 0. Если такой точки не существует, то 
утверждение, очевидно, справедливо. Если же такая точка 
существует, то xP(r) = u(r) при r < r*, а для таких точек утвер-
ждение уже доказано; при r > r* имеем xP(r) = xв и функция xP(r) 
имеет нулевую производную. В точке r* функция xP(r) может 
быть негладкой. Утверждение доказано. 

Доказательство утверждения 3. πОУ(ρ) является неубы-
вающей, если из ρ1 < ρ2  следует  

πОУ(ρ1) ≤ πОУ(ρ2). Предположим противное, т. е.  
πОУ(ρ1) > πОУ(ρ2). В соответствии с условием «совершенного 
согласования» запишем следующие неравенства: 
φ(πОУ(ρ1),ρ1) ≥ φ(πОУ(ρ2),ρ1), 
φ(πОУ(ρ2),ρ2) ≥ φ(πОУ(ρ1),ρ1).. 

Так как рассматриваются процедуры планирования из мно-
жества P(ρ), то условия «совершенного согласования» можно 
записать в виде: 

σ(πОУ(ρ1) – ζ(πОУ(ρ1), ρ1) ≥  σ(πОУ(ρ2) – ζ(πОУ(ρ2), ρ1), 
σ(πОУ(ρ2) – ζ(πОУ(ρ2),ρ2) ≥ σ(πОУ(ρ1) – ζ(πОУ(ρ1),ρ2). 
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Сложив эти неравенства, получим 
ζ(x1,ρ1) – ζ(x1,ρ2) ≤  ζ(x2, ρ1) – ζ(x2, ρ2). 
Здесь x1 = πОУ(ρ1), x1 = πОУ(ρ1). 
Из полученного неравенства следует 1 2( , ) ( , )r rx xζ ρ ζ ρ′ ′≥  

при некотором значении ],[ 21 ρρρ ∈ . Но это противоречит при 
x1 > x2  предполагаемому свойству функции затрат ( , ) 0xr x rζ ′′ < . 
Таким образом доказано, что πОУ(ρ) является неубывающей 
функцией. 

Доказательство утверждения 4.  
Пусть ).(max),,(min rrxx вAr

нн

Arн ΨΦ=
∈∈

γ  

Очевидно, что Φ(xн,xн,r) ≥ γнΨв(r), следовательно, существу-
ет такое число γ = γн , при котором  

{ } φγγ ≠Ψ≥Φ∈=∈ )(),,()( rrxxXxrlx вн
н

н
 при .Ar ∈∀  

Заметим также, что если имеются два значения γ1 и γ2, 
γ1 < γ2, такие, что ,)(

1
φγ ≠rl  φγ ≠)(

2
rl , то ).()(

12
rlrl γγ ⊆  

Итак, пусть задано некоторое число γ, при котором нера-
венство Φ(x, x, r) ≥ γΨв(r) разрешимо в множестве X при .Ar ∈∀   

Выберем произвольное .0 Ar ∈  Из квазивогнутости и не-
прерывности функции Φ(x, x, r0) вытекает выпуклость и замкну-
тость множества { })(),,()( 000 rrxxXxrl вΨ≥Φ∈= γγ , следова-

тельно, множество lγ(r0) можно представить в виде отрезка 
q1(γ, r0) ≤ x ≤ q2(γ, r0). 

В силу строгой квазивогнутости функции Φ(x, x, r) на от-
резке ],[ вн xxXx =∈  величины q1(γ, r0) и q2(γ, r0) однозначны и 
в силу непрерывности функций Φ(x, x, r) и Ψв(r) неравенство 
Φ(q1(γ, r), q1(γ, r), r) ≥ γΨв(r) выполняется для всех r достаточно 
близких к r0. Поэтому существуют r1 < r0 и r2 > r0 такие, что на 
отрезке [r1, r2] условия Φ(q1(γ, r), q1(γ, r), r) ≥ γΨв(r) определяют 
однозначную функцию q1(γ, r). В силу непрерывности функций 
Φ(x, x, r) и Ψв(r) график этой функции замкнут. Тогда, в силу 
леммы о замкнутом графике функция q1(γ, r) непрерывна на 
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[r1, r2]. Поскольку точка r0 выбиралась произвольно, функция 
q1(γ, r) непрерывна на всей области определения, .Ar ∈  Непре-
рывность функции q2(γ, r) доказывается аналогично. 

Доказательство утверждения 5. Согласно утверждению 4 
множество Qγ представляет собой множество неубывающих 
функций π(r), удовлетворяющих условию 

),()(),(:)()(, 21 rqrrqrPrxAr γπγπ ≤≤∈=∈∀ .  
Требуется доказать, что Qγ = Nγ, то есть для всех π(r) ∈ Qγ 

выполняется ),()(),(
21 rqrrq γπγ ≤≤ . Предположим против-

ное, т. е. Ar ∈′∃  такое, что )(),(1 rrq ′>′ πγ . По определению 

функции ),(1 rq ′γ , либо ),(),( 11 rqrq ′=′ γγ , либо существует 

точка r ' такая, что r '' < r ' и ),(),( 11 rqrq ′′=′ γγ . В первом слу-
чае из )(),(1 rrq ′>′ πγ  следует )(),(1 rrq ′>′ πγ , что противоре-

чит принадлежности закона управления )(r′π  множеству Qγ, а 
именно, выполнению условия ),()(),( 21 rqrrq ′≤′≤′ γπγ .  

Во втором случае из того, что γπ Qr ∈)( , следует 

=′′≥′′ ),()( 1 rqr γπ ),(1 rq ′γ , но по предположению 

)(),(1 rrq ′>′ πγ  получаем )()( rr ′>′′ ππ  при rr ′<′′ , что про-
тиворечит предположению о неубывании функций π(r) из мно-
жества Qγ. Таким образом, доказано, что )(),(1 rrq πγ ≤ . Анало-
гично доказывается ),()(

2
rqr γπ ≤ . Отсюда следует 

справедливость пункта 2) утверждения, из которого следует 
также справедливость пункта 1) утверждения. 

Доказательство теоремы. Зафиксируем некоторое значение 
γ, при котором множество φγ ≠N . Рассмотрим некоторую 

произвольную процедуру планирования γγπ N∈(.) . Заметим, 
что πγ(.) – неубывающая непрерывная функция, принимающая 
значения в множестве Xc = [πγ(rн), πγ(rв)]. 
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Поставим сначала задачу нахождения функции поощрения 
σ(x) такой, чтобы рассматриваемая процедура планирования 
πγ(.) являлась процедурой открытого управления, т. е. удовле-
творяла условию совершенного согласования (2), или 

).,(max)),((: ρϕρρπϕρ γ xA
сXx∈

=∈∀  

Запишем необходимые условия экстремума функции пред-
почтения φ(x, r) = σ(x) – ζ(x, r), в приведенном выше условии 
совершенного согласования. 

Эти условия в предположении о существовании субдиффе-
ренциала )(xσ∂  имеют вид 

(4) , : ( , ) ( ).c xA x X x xρ ζ ρ σ′∀ ∈ ∈ ∈∂  

Рассмотрим функцию 

*

( )

( )

( )

, при ( ),

( ) ( , ( )) , при ( ) ( ),

( , ( )) , при ( ),

н

в

н

н

x
н в

t
r

r
в

t
r

С x r

x С t r t dt r x r

С t r t dt x r

γ

γ

γ

γ γ γ
π

π

γ γ
π

π

σ ζ π π

ζ π



 ≤
 ′= + < ≤


 ′+ ≥


∫

∫

 



 

где −)(~ xrγ функция, обратная πγ(ρ), C – произвольная константа.  
Заметим также, из того, что ( , ( )) 0t t r tγζ ′ > , следует, что 
)(~ xσ  – неубывающая непрерывная функция. 
Рассмотрим точки области определения этой функции, в 

которых субдифференциал не определен. Это точки, в которых 
функция стимулирования )(~ xσ  недифференцируема в обычном 
смысле и локально невогнута. Покажем, что в этих точках не 
может выполняться условие совершенного согласования (2). 
Рассмотрим малую окрестность )ˆ,ˆ( δδ +− xx , где δ – достаточ-
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но малое положительное число, в которой функция )(~ xσ  строго 
локально невогнута. Рассмотрим два случая. В первом случае 
пусть ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( , ) ( ).x x x xσ δ σ ζ δ ρ ζ+ − > + −  Отсюда получаем 

),,ˆ(),ˆ( ρϕρδϕ xx >+  т. е. в точке x̂  условие совершенного 
согласования не выполняется. Во втором случае, когда 

ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( , ) ( ),x x x xσ δ σ ζ δ ρ ζ+ − ≤ + −  из условия строгой локаль-
ной невогнутости функции )(~ xσ  в окрестности точки x̂  следу-
ет ).ˆ()ˆ()ˆ()ˆ( xxxx σδσδσσ −+<−−  Но тогда существует 
достаточно малое число ,0>δ  при котором 

ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( , ) ( , ),x x x xσ σ δ ζ δ ρ ζ ρ− − < − − +  следовательно  
ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( , ) ( ) ( , )x x x xσ ζ ρ σ δ ζ δ ρ− < − − − , т. е. 

),ˆ(),ˆ( ρϕρδϕ xx >− .  
Таким образом, во втором случае условия совершенного согла-
сования также не выполняются. 

Следовательно, в точке x̂  условия совершенного согласо-
вания не соблюдаются, и ее можно исключить из рассмотрения. 

Подставляя функцию )(~ xσ  в (4),  получаем справедливость 
необходимых условий для выполнения соотношения (2) совер-
шенного согласования для x = πγ(ρ)  

Поскольку искомая функция поощрения должна удовлетво-
рять условию gx ≤≤ )(~0 σ , константу С следует выбрать рав-
ной нулю, C = 0. 

Рассмотрим функцию )(* rγπ , определяемую выражением (3). 

Обозначим через )(~* trγ  – функцию, обратную к )(* rγπ . 
Рассмотрим разность 

*

*

*

( ) ( )
* 1

1 2
( ) ( )

( ( )) ( ( ))

( , ( )) ( , ( )) .
в в

н н

в в

r r

t t
r r

r r

t r t dt t r t dt I I
γ γ

γ γ

γ γ γ

π π

γ γ
π π

σ π σ π
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∆ = − =

′ ′= − = + ∆ +∫ ∫

 

 
 

Здесь 
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=1I
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γ

π
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π

ζ ′= ∫  . 

Из αππ γγ =≤ )()( * нн rr  и )(),()( 1
* ввв rrqr γγ πγπ ≤=  сле-

дует  01 ≥I , 02 ≥I . 
Рассмотрим величину Δ1. Так как )()( * нн rr γγ ππ ≤  и 

)()( * вв rr γγ ππ ≥ , а также в силу того что функции πγ(r) и )(* rγπ  
непрерывные и неубывающие, существует точка 

],[' вн rrr ∈′ , для которой )()( * rr ′≤ γγ ππ  при всех rr ′<  и 

)()( * rr ′≥ γγ ππ  при всех rr ′> . Отсюда следует, что 

)(~)(~ * trtr γγ ≤  для всех [∈t )](),( ** вн rr γγ ππ . Докажем этот факт 
от противного, то есть предположим, что существует 

)](),([ ** вн rrx γγ ππ∈  такое, что )(~)(~ * xrxr γγ > . Заметим, что 

))(~( xrx γγπ=  и ))(~( ** xrx γγπ= . В силу )(~ xrr γ<′  и определения 

точки r′  имеем ))(~())(~( * xrxr γγ ππ > . Следователь-

но, ))(~( ** xrγγπ > ))(~(* xrγπ , где )(~)(~ * xrxr γγ >  по предположе-
нию. Полученное неравенство противоречит монотонности 
функции π*(r). Таким образом, доказано, что )(~)(~ * trtr γγ ≤ . 
Отсюда и из того, что ( , ) 0xr x rζ ′′ < , следует, что Δ1 ≥ 0. Отсюда 
получаем Δγ ≥ 0. Следовательно,  

))((~))((~ * вв rr γγ πσπσ ≥ . 
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Из того, что 
21 γγ NN ⊆  для γ1 > γ2, следует, что 

))((~))((~ *
21

вв rr γγ πσπσ ≥ . Увеличивая γ до некоторого значения 

γ*, получим либо φ
γ

=*N , либо gr в =))((~ *
*γπσ . 

В случае φγ =*N  максимальное значение функции поощре-

ния будет равно gr в =))((~ *
*γπσ . 

Теорема доказана. 
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Abstract: For an active system consisting of a principal and a single 
agent where the principal has incomplete information about the cost 
function of the agent the optimal mechanism is developed. Optimal 
mechanism includes both planning and incentive schemes. Incentive 
scheme consists of two components: a reward for plan execution, 
and a reward for plan tightness. 
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