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Рассмотрены проблемы построения интегрированных (ком-
плексных) математических моделей фильтрации флюидов в 
пластах и течения газожидкостных смесей (ГЖС, т.е. нефть, 
газ, вода) в нефтегазосборных сетях трубопроводов. Модели-
рование такой комплексной системы определяется как процесс 
вычисления обобщенного решения начально-краевой задачи для 
системы уравнений, описывающих реальные физические про-
цессы в нефтеносных пластах, стволах (лифтах) скважин и 
наземных нефтегазосборных сетях трубопроводов. Предложе-
ны и исследованы методы решения систем нелинейных алгеб-
раических уравнений, получаемых после дискретной (сеточной) 
пространственно-временной аппроксимации начально-краевых 
задач рассматриваемого класса. 
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1. Введение 

При исследовании технологических процессов добычи и 
сбора нефти и газа необходимо рассматривать три типа объек-
тов моделирования, технологически связанных между собой. 
Первый тип − это нефтяные залежи месторождения. Моделиро-
вание ведется в трехмерной области (резервуаре месторожде-
ния) Ω ⊂ R3, ограниченной внешним контуром Г0 и внутренни-
ми контурами Гn, n ⊂ S, где S − множество номеров добываю-
щих и нагнетательных скважин. Второй тип − это лифт (ствол) 
скважины. В лифтах добывающих скважин движение ГЖС про-
исходит от забоя скважины к ее устью, в нагнетательных сква-
жинах, наоборот, движение нагнетаемой жидкости (вода или ее 
смесь с реагентами) − от устья к забою скважины. Третий объ-
ект − это наземные нефтесборная и водораспределительная сети 
трубопроводов.  

Интеграция моделей множества объектов заключается в со-
вместном решении уравнений, описывающих реальные физиче-
ские процессы и связанных через граничные условия.  

2. Постановка задач моделирования 

2.1. ОБЪЕКТ МОДЕЛИРОВАНИЯ ПЕРВОГО УРОВНЯ 
Первый объект, для которого исходными являются уравне-

ния в частных производных, описывающие пространственно-
временные изменения распределения давления, относительных 
содержаний (насыщенностей) нефти, газа и воды. В частности, 
для фильтрации несжимаемой водонефтяной смеси при отсутст-
вии влияния капиллярных сил можно записать: 
(1) 0]grad)/)(/)()((div[ ввнна =+ pkkxk µσµσ , 
(2) ]grad)/)()(div[(/ нна pkxkt µσσ =∂∂ ,  
где x = (x1, x2, x3) ⊂ Ω ⊂ R3; kн и kв − фазовые проницаемости 
нефти и воды соответственно; μн и μв − динамическая вязкость 
нефти и воды соответственно; p(x, t), σ(x, t) − распределения 
давления и нефтенасыщенности в пласте в момент времени t. 
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Граничные и начальные условия, необходимые для реше-
ния уравнений (1) и (2), следующие: 
(3) 00    ),(),( Γ∈= xtptxp ,  
(4) pnn Snxtptxp ∈Γ∈=   ,  ),(),( ,  
где Sp − множество номеров скважин, на которых заданы забой-
ные давления. Второй способ задания граничных условий на за-
бое скважин следующий: 

(5) ),()/)(/)(/)()((

),(),(

ввнна tqdsPkkxk

tptxp

n

n

=∂∂+−

=

∫
Γ

νµσµσ  

где ν − направление внешней нормали к границе Гn, x ∈ Гn, 
n ∈ Sq − множество номеров скважин, на которых заданы qn(t), 
т. е. заданные отборы или закачки жидкости;  

(6) 
,  ,  ,),(

,  ),(),(

нmin

00

Snxtx
xttx

n ∈Γ∈=
Γ∈=

σσ
σσ

 

где Sн − множество номеров нагнетательных скважин; σmin − ос-
таточная нефтенасыщенность;  
(7) )(),( н0 xtx σσ = ,  
где σн(x) − функция начального распределения и нефтенасы-
щенности.  

2.2. ОБЪЕКТ МОДЕЛИРОВАНИЯ ВТОРОГО УРОВНЯ 
Рассмотрим случай подъема ГЖС с помощью погружного 

насоса. Уравнения изменения давления вдоль лифта определяют 
модели второго уровня. Ствол лифта скважины от устья до за-
боя разобьем на два участка (0, L) и (L, Lзаб), где L − условная 
координата по длине подвески насоса; Lзаб − координата забоя 
скважины.  

При 0 ≤ l ≤ L и L ≤ l ≤ Lзаб справедливо дифференциальное 
уравнение [2]  

(8) 
,2/)(

cos)(/ 
2
ггг

2
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где φн, φв, φг и ρн, ρв, ρг − функции истинных объемных долей и 
плотности нефти, газа и воды в смеси; Ө − угол наклона сква-
жины к вертикали; wн = qн /φн f; wв = qв /φв f; wг = qг /φг f − истин-
ные скорости нефти, воды и газа; λсм − коэффициент гидравли-
ческого трения потока, является функцией от числа Рейнольдса 
смеси Reсм [2]; d − гидравлический диаметр колонны скважины; 
g − ускорение свободного падения. Функции φн, φв, φг зависят от 
значений плотностей ρн, ρв, ρг и относительных содержаний 
σн = qн /qсм, σв = qв /qсм, σг = qг /qсм, σн + σв + σг = 1, поверхностных 
натяжений σнв, σгж на границах раздела нефть–вода и газ–
жидкость, вязкостей μж и μв жидкости и воды [2].  

В точке L можно использовать рабочие характеристики на-
соса  
(9) ),( гсрж qqFp =∆ ,  
где qж ср − средне-интегральный расход жидкости через насос. В 
первом приближении можно считать qж ср = qж; Δp− перепад дав-
ления (напор), развиваемый насосом. Обычно зависимости да-
ются в виде набора функций Δp = Fг(qср) при постоянных вели-
чинах расхода газа qг.  

Предположим, что задано граничное условие для модуля 
второго уровня p(0) = pбуф. Тогда для получения pзаб необходимо 
решить дифференциальное уравнение (8) на участке (0, L) с гра-
ничным условием p(0) = pбуф, в результате получаем )(Lpp = . В 
точке L происходит скачок ppp ∆−=+ , где p∆ − величина, оп-
ределяемая (9). Далее на участке (L, Lзаб) решается (8) с гранич-
ным условием += pLp )( .  

Таким образом, модули первого и второго уровней в общем 
случае не могут быть просчитаны независимо друг от друга. За-
дание граничного условия в виде (4) будет корректным с физи-
ческой точки зрения в двух случаях. 

1. Насос имеет систему регулирования, поддерживающую 
величину pn(t) = const.  

2. На буфере перепад давления может регулироваться шту-
цером таким образом, что pn = const.  
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Предположим теперь, что pnбуф = const, n ∈ Sp. Запишем ре-
шение на выходе модели первого уровня как qн(t) = Фp(pзаб), где 
Фp − некоторый оператор, определяемый уравнениями (1) и (2) и 
условиями (3)–(7) в момент времени t 
(10) ),,,()( буфгвнзаб pQQQtp QΦ= ,  
где Qн и Pзаб − Sp-мерные векторы в эвклидовом пространстве, 
ФQ − оператор, определяемый уравнением (8) и соотноше-
нием (9).  

Если n ∈ SQ, то считаем, что всегда выполнено условие (5).  
Отметим, что в фиксированный момент времени t при из-

вестной функции σ(x, t), qnв = φnвqн(1 – φnв), где φnв − функция 
обводненности скважины, зависящая только от σ(xn, t); xn − ко-
ординаты точки-скважины [2]; qnг = F(L, Г), где Г − газовый фак-
тор. (Считаем, что газ в пласте полностью растворен в жидко-
стях).  

Исходя из этого, (9) можно записать в виде: 
(11) ),,()( буфвжзаб pqtp nq ϕΦ=  

Окончательно запишем  
(12) ),,( буфвжж pqq nqp ϕΦΦ= .  

Предположим, что для оператора ФрФq справедливо нера-
венство  
(13) 1|,||)()(| жжвжвж <′−′′≤′ΦΦ−′′ΦΦ KqqKqq qpqp ϕϕ ,  
где |ФрФq(qж, pnбуф)| и |qн|− эвклидовы нормы в Sp-мерном про-
странстве.  

Исследование уравнений моделей показало, что в ряде слу-
чаев неравенство (13) выполняется.  

Справедливость неравенства (13) означает, что оператор 
ФрФq сжимающий, и для решения уравнения (12) можно приме-
нить метод простой итерации, реализация которого сводится к 
многократному совместному решению систем уравнений (1), 
(2), (8), при этом для всех n ∈ Sp граничное условие будет 
pn(0) = pnбуф.  
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2.3. ОБЪЕКТ МОДЕЛИРОВАНИЯ ТРЕТЬЕГО УРОВНЯ 
На этом уровне моделируются изменения во времени и про-

странстве распределений давления и потоков в наземных сетях 
трубопроводов месторождения. Наземная сеть трубопроводов 
состоит из системы поддержания пластового давления и нефте-
газосборной сети. Обе сети представляют собой планарный граф 
общего вида. Изменение давления вдоль каждого линейного 
участка (ветви графа) определяется как решение двухточечной 
краевой задачи для уравнений типа (8). Кроме того, в каждом 
узле справедливы уравнения Кирхгофа. 

Модель 3-го уровня может быть записана в операторном 
виде pбуф = Ф3(qж, φв, pвх), где pбуф, qж, pвх и φв − |Sp|-мерные век-
торы буферных (или устьевых) давлений, отборов жидкости, об-
водненностей и давлений на входе насосов; Ф3(qж, φв, pвх) − не-
линейный оператор, определяемый уравнениями (8), балансо-
выми соотношениями Кирхгофа и указанными выше граничны-
ми условиями.  

Модель второго уровня можно записать в виде операторно-
го уравнения pзаб = Ф2(qж, φв, pбуф). Оператор Ф2(qж, φв) описан 
выше, при этом считается, что в качестве граничных условий 
задаются значения pnбуф, n ∈ Sp.  

Модели первого уровня соответствует операторное уравне-
ние вида 
 внжзаб1ж ),( qqqpq +=Φ= . 

Окончательно можно записать  
(14) ),(Ф вж321ж ϕqq ΦΦ= .  

Таким образом, при каждом фиксированном моменте вре-
мени t и известной функции φв отыскание распределения функ-
ции давления эквивалентно решению операторного уравне-
ния (14).  
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3. Особенности совместного математического 
моделирования первого и второго уровней 

В данном разделе более подробно остановимся на некото-
рых математических моментах совместного моделирования объ-
ектов первого и второго уровней. 

Будем считать, что система уравнений (1), (2) решается ши-
роко применяемым способом, описанным в [1]. Время модели-
рования [t0, T] разбивается на N интервалов длиной (T – t0)/N. На 
n-ом интервале фиксируется насыщенность σn–1(x, t n–1), полу-
ченная на предыдущем (n – 1)-ом интервале. После этого реша-
ется уравнение (1) с приведенными выше граничными условия-
ми и находится функция pn(x, t n). После этого решается уравне-
ние (2) при фиксированной функции pn(x, tn), приведенных выше 
граничных условиях и начальном условии σn(x, tn) = σn–1(x, t n–1). 
После нахождения функции σn(x, t n) все процедуры итеративно 
продолжаются на (n + 1)-ом интервале.  

Уравнение (1), участвующее в приведенном выше делении 
общей модели на уровни, решается путем аппроксимации всех 
производных на разностной сетке Ωijk [3]. Обозначим через Pijk 
разностную функцию pn(x, t) на сетке Ωijk, являющуюся разност-
ным решением уравнения (1) зависящим от граничных условий 
(3)–(5). 
(15) зад)( PBPA pp = ,  
где Ap и Bp − линейные операторы, точнее матрицы [3]. 

Из соотношения (15) следует уравнение 
(16) ∑ += 0заб iijji qdpq .  

Здесь и в дальнейшем для простоты изложения вместо qnж 
будем писать qn.  

Модель второго уровня, определяемая уравнением (8) и на-
порной характеристикой (9), возьмем в упрощенном виде:  
(17) ( )))(( 0

0
мех

2
стбуфзаб nnnnnnnnnn qqqfpqappp −−∆−++= ,  

где fn(qn) ≥ 0; pn ст− статический вес жидкости, определяемый 
первым слагаемым в правой части уравнения (8); 2

nnqa − член, 
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определяемый потерями на трение; 0
мехnp∆ − напор, развиваемый 

насосом в номинальной точке; qn0− номинальный расход жидко-
сти; fn(qn) − функция, определяемая производной от функции 
напора F (9) и удовлетворяющая условиям: 
(18) )(/,0/ nnnnnn qfqFqF =∂∂−<∂∂ .  

После элементарных преобразований запишем (18) в виде  
(19) 0,0,0, 00

2
заб >≥≥++= nnnnnnn pbapqbaqp . 

Из (16) и (19) запишем  
(20) ∑ +++= j ijjjjjiji qpqbqadq 0

0
2 )(   

или в векторной форме q = Ф(q).  
Выражение (20) конкретизирует операторное соотноше-

ние (12). Для исследования разрешимости уравнений (20) по-
строим уравнение t = φ(t), определенное на промежутке [t0, t`]и 
мажорирующее уравнение (20), т. е.  
(21) 0000 )(||)(|| ttqq −≤−Φ ϕ ,  
(22) |||||| если ),(||)(|| 00 ttqqtq −≤−′≤Φ′ ϕ .  

В качестве t выберем следующую функцию  
(23) ( ) 2/12∑ ∈=

pSi iqt ,  

а в качестве φ(t) – следующую зависимость  
 RtrtttttCBACtBAt +≤+=′′∈>−= 000 ],,[,0,,),()(ϕ , 
R − радиус шара ||q – q0||, в котором определен оператор Ф. 

Определим  
 ∑ +++==

ij
ijjjjjijiii

qpqbqadqq |)(|max||max|||| 02   

и обозначим  
( ) |)(|max||)(|| 0

0
00

2
000max0 ∑ −+++=−Φ=Φ

ij
iijjiijiji

qqpqbqadqq . 

Оператор Ф`(q) определяется уравнениями  
( ) ;||,1,0,0/2/ piijiiiiijii Siqqbqbqadq =≥<∂∂++=∂Φ∂  

( ) ;||,1,0,0/2/ pjjjjjjjijji Sijqqbqbqadq =≠≥>∂∂++=∂Φ∂  
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так как ||,1,0/,,0,0 piiijii Siqbjidd =≥∂∂≠>< . Определим 

|||| Φ′  как  

 jiij
qq ∂Φ∂=Φ′ /max||)(|| ,  

при ||,1 pSij =   

( )jjjjjjijij
qbqbqadq ∂∂++=Φ′ /2max||)(|| .  

При rqqqq iii
≤−=− ||max|||| 00  обозначим |||| Φ′  как maxΦ′ . 

Если учесть (23), то для соответствующих значений q и t спра-
ведливо  
 ( ) ||||||max)(|| 00

2/12
00 qqqqqqtt iiiSi iip

−=−>−=− ∑ ∈ .  

Предположим, что уравнение t = φ(t) имеет корень t~ , при-
чем rtttt +=′≤≤ 00

~ , т. е. 0)~( −− tCBA  и  
(24) CBt /~ = .  

Таким образом, для выполнения условий (21) и (22) необ-
ходимо, чтобы  
 max000 )( Φ>−− tCtBA ,  
(25) || maxΦ′>AC   
и, кроме того, из (24) следует t0 + r ≥ B/C.  

Положим B/C = t0 + r/2, тогда из равенства A/(B – Ct0) – 
– t0 = ACr/2 – t0 следует, что необходимо ACr ≥ 2(t0 + Фmax) или  
(26) rtAC /)(2 max0 Φ+≥ .  

Постоянные A и C всегда можно выбрать так, чтобы усло-
вия (25) и (26) выполнялись. Таким образом, оператор Ф и 
функция φ обладают всеми свойствами, которые описаны в тео-
реме 1 §3, Гл. XVIII [4].  

Следовательно, уравнение q = Ф(q) имеет решение q*, к ко-
торому сходится последовательность {qn} 

,2,1,0),(1 =Φ=+ nqq nn  
при этом |q* – q0| ≤ t* – t0.  
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Рассмотрим выражение  
 )()( 0 rtt +=′ ϕϕ  при 2/0 CrCtB += , 
 0)(2/()( 00 <+++=′ rtCCrCtAtϕ , т. е. 0)( tt ′<′ϕ . 

Отсюда следует справедливость теоремы 2 §3, Гл. ΧVΙΙΙ [5], 
и упомянутое выше решение q* единственно. 

Если начальная точка q0 близка к решению q*, то эффектив-
ным может оказаться метод Ньютона. 

Для этого запишем аппроксимированное уравнение (1) в 
следующем виде  
(27) 0,0)( Ω∈= ijkPA ijkijk ,  

(28) psssssssijk
s
ijk SsijkPQQbQaPA ∈Ω∈=−−− ,,0)()( 0

2 ,  

(29) 0)( == ijk
s
ijks PBQ ,  

где Aijk и As
ijk − это линейные формы от сеточных значений Pijk, 

определяемых при конечно-разностной аппроксимации уравне-
ний (1); Ω0− множество узлов ijk, на которых не задаются гра-
ничные условия; Ωs− множество узлов ijk, на которых задается 
граничное условие Pijk = Ps заб; Bs

ijk − линейная форма от Pijk, оп-
ределяющая расход жидкости в S-ой скважине. 

Соотношения (27)–(29) определяют уравнение P(x) = 0, фи-
гурирующее в Гл. ΧVΙΙΙ [5]. 

Основное уравнение метода запишем в виде  
(30) )())(( 1 nnnn XPXXXP =−′ + , ),( Qp XXX = ,  

где sijk
p ijkPX Ω∪Ω∈= 0, , ps

Q SsQX ∈= , . В силу линейности 

ijkA , s
ijkB , sQ  и s

ijkA   
 0),()( Ω∈=′ ijkXAXXA nijknnijk ; 

 pn
s
ijknn

s
ijk SsXAXXA ∈=′ ),()()( ; 

 pnsnns SsXQXXQ ∈=′ ),()( ; 

 pn
s
ijknn

s
ijk SsXBXXB ∈=′ ),()()( ; 

 psnojknnijk SsijkXAXXA ∈Ω∪Ω∈=′ ++ ,),()( 011 ; 
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 )()()( 1+=′ n
s
ijkn

s
ijk XBXB . 

Из приведенных соотношений уравнение (30) можно запи-
сать как  

(31)
(

)( )

.0)()(

,0)()()()()((

)()()()(2)(

;,0)( 

11

01

2
11

01

=+−

=++−
∂

∂
−

−+−−−

Ω∈=−

++

+

++

+

n
s
ijkns

snssnsnsnsnss
s

nssnsnsnssn
s
ijk

nijk

XBXQ

PXQbXQXQXQXQb
Q

XQaXQXQXQaXA

ijkXA

 

Уравнения (31) являются линейными уравнениями относи-
тельно переменных (XP, XQ). 

Учитывая связь Qs = Bs(Pijk), очевидно, что указанные урав-
нения являются уравнениями относительно переменных 

s
n

ijk ijkP Ω∪Ω∈+
0

1, . 
Эти уравнения можно записать в виде AX = b, где A − ада-

маровская матрица, поэтому существуют эффективные методы 
численного решения этого уравнения.  

Вернемся к соотношению (17). Запишем его в виде: 

(32) 
( ) ( )( )

( )( )
.0,0/    ,   

,/)(/2)(  

/  

)(2 

0
2
0стбуф

0

0
0

00
0

000

00
2
0стбуфзаб

><∂∂−++=

−+=∂∂+−+=

=−∂∂−−

−−+++=

sssssssss

ssssssssss

sssss

sssssssss

KQffQaPPP

KQQPQfaQQP

QQQff

QQQaQaPPP

 

В качестве Qs0 можно взять некоторый стационарный ре-
жим работы скважины. 

Для двумерной модели (1) можно привести следующие рас-
четные формулы, следующие из уравнений (15)  

(33) ;,
2

)(
0

11

111111 Ω∈
++

+++
=

−−

−−−−++ ij
KKK

KPKPKPP
P

ijjiij

ijijjijiijijji
ij  
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(34) 

s

ijjiijs

ssssijijjijiijji
ij

ji
KKKK

KQKPKPKPKP
P

Ω∈

+++
−+++

=
−−

−−−−+

,                                      

,
2/1

//

11

2
0

0
11111

.  

Здесь Kij = [ka(kн /μн + kв /μв)]ij (см. (1)), Ω0 = Ω\Ωs\Ωk, где Ω− 
множество внутренних узлов; Ωs − множество внутренних уз-
лов, на которых задано граничное условие (4); Ωk − множество 
внутренних узлов, на которых задано граничное условие (5).  
 0зад , Ω∈= ijPP ijij ,  

где 0Ω − множество узлов, аппроксимирующих внешний кон-
тур Г0.  

Рассмотрим теперь проблему интерференции скважин. 
Пусть имеем модель первого уровня. Если на скважинах зада-
вать граничные условия в виде (4), то изменение граничного ус-
ловия на любой скважине приводит к изменению расходов на 
всех остальных скважинах. Это максимальный модельный эф-
фект интерференции скважины.  

Если на скважинах задаются граничные условия в виде (5), 
то изменения режима данной скважины не ведет к изменению 
расходов на других скважинах. Это минимальный модельный 
эффект интерференции. 

Формула (34) наглядно показывает, каким образом пара-
метры скважинного лифта влияют на распределение давления в 
пласте и, следовательно, на распределение расходов по скважи-
нам. Предположим, что одним из двух описанных выше методов 
найдено точное решение Qs0, s ∈ Sp. Если на какой либо скважи-
не проведено мероприятие, приводящее априори к «небольшо-
му» изменению Qs0, то «быстрый» расчет новых режимов можно 
производить по формулам (33), (34), и тем самым оценить ин-
терференцию интересующих нас скважин. 

Рассмотрим некоторые особенности, связанные с использо-
ванием вышеприведенных формул. Для большей адекватности 
математической модели и физических процессов фильтрации в 
районе скважин вводятся специальные призабойные зоны. Опи-
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сание изменения давления в этих зонах при разностной аппрок-
симации и учете малости этих зон часто дается в виде 
(35) ss

s
ijks RQPP /заб −= ,  

где Ps
ijk − давления на узлах разностной сетки, соответствующие 

s-ой скважине, s ∈ S; Rs− постоянная величина, получаемая при 
подгонке модельных значений забойных давлений и продуктив-
ностей добывающих скважин к их фактическим значениям.  

С учетом формулы (35) формулы (33), (34) выглядят сле-
дующим образом 

(36) ;,
2 0

11

111111 Ω∈
++

+++
=

−−

−−+−−+ ij
KKK

KPKPKPKP
P

ijjiij

ijijijijjijiijji
ij   

(37) 

[
( ) ( )]

( )
;                           

,)()(2    

)()(/)()(/   
111

11

11110

111111

s

ssijjiij

sssssss

ijijijijjijiijjiij

ij

KRKKK

KRKQKRP

KPKPKPKPP

Ω∈

++++×

×+−+−

+++=

−−−
−−

−−−−

−−+−−+

 

Формула (37) получена из формул (34) и соотношения  
(38)  s

ssijssss ijRQPKQQP Ω∈−=−+ ,//)(0 ,  
определенного равенством забойного давления на скважине и 
полученного из формул (32) и (35). Параметры Rs и Ks, с одной 
стороны, являются существенными параметрами математиче-
ской модели, а с другой стороны, их идентификация допускает 
простые процедуры. 

Предположим, что в момент tn нам известны фактические 
величины ф

sQ  и ||,1,ф
заб ps SsP = . Задавая для математической 

модели граничные условия в виде (4), определяем величины Pij, 
ij ∈ Ωs.  

Из формулы ssijзs RQPP /фф
аб −=  определяем 

)/( заб
ф

sijss PPQR −= , а из формулы ssssзs KQQPP /)( 0
ф0ф

аб −−=  

определяем )/()( 0ф
заб

0ф
sssss PPQQK −−= .  
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Для определения Rs и Ks можно воспользоваться также фак-
тическими величинами продуктивностей добывающих скважин, 
т. е. фф / sss PQPROD ∆∆= .  

Вообще говоря, величины Rs и Ks можно считать функция-
ми времени. Предположим, что идентификация функций Rs(t) и 
Ks(t) происходит на интервале времени [T, Tk]. На этом интерва-
ле имеем N точек замеров t1, t2, …, tN, величины Qs(t1), …, Qs(tN); 
Ps(t1), …, Ps(tN); PRODs(t1), …, PRODs(tN); и, соответственно, 
подсчитанные величины Rs(t1), …, Rs(tN); Ks(t1), …, Ks(tN).  

Выбираем класс функций, в котором будут аппроксимиро-
ваны полученные значения Rs и Ks, например  
 )(

210
3)( TtA

s eATtAAK −+−+= ,  
 )(

210
3)( TtB

s eBTtBBR −+−+= .  
Используя метод наименьших квадратов, находим значения 

постоянных величин Ai, Bi, i = 0, 1, 2, 3.  
В заключение рассмотрим один из вариантов построения 

модели, включающей три уровня.  
Предположим, что на линейном участке наземной нефтес-

борной сети соотношение между давлениями на концах участка 
и расходом жидкости можно записать в виде  

(39) 

,   

,     

,     

,

0

0

0

mnmnmn

nnn

mmm

mnmnnm

QQQ

PPP

PPP

QKPP

−=∆

−=∆

−=∆

∆=∆−∆

 

где 0
mP  и 0

nP  − некоторые стационарные значения давлений в 
узлах m и n, полученные в результате измерений или расчетов. 
Аналогичный смысл имеют величины 0

mnQ .  
Запишем теперь уравнения модели трех уровней для при-

ращений функций относительно некоторых стационарных зна-
чений. 

 ;,
2 0

11

111111 Ω∈
++

∆+∆+∆+∆
=∆

−−

−−+−−+ ij
KKK

KPKPKPKP
P

ijjiij

ijijijijjijiijji
ij  
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( )
; ,

)()(2
)()(/

                

)()(2

11
11

11
буф

11
11

111111

s
ssijjiij

sss

ssijjiij

ijijijijjijiijji
ij

ij
KRKKK

KRP

KRKKK
KPKPKPKP

P

Ω∈
++++

+∆
−

−
++++

∆+∆+∆+∆
=∆

−−
−−

−−

−−
−−

−−+−−+

 
Для каждого внутреннего узла наземной сборной сети спра-

ведливо уравнение, вытекающее из уравнений Кирхгофа  
(40) ( ) ∑∑

∈∈
=∆

mm On
nm

On
nmnm KKPP )/1(// ,  

где Om − множество номеров узлов, из которых выходят линей-
ные участки сети в рассматриваемый узел m.  

К рассмотренным выше граничным условиям  
 0),( Ω∈∆=∆ ijtPP ijij ,  

 skij kPP ΩΩΩ∈∆=∆ \\, 0 ,  
добавляются условия ΔPm = ΔPm зад, m ∈ Ωвых, где Ωвых − множе-
ство узлов наземной сети, на которых задается условие 
ΔPm = ΔPm зад.  

В приведенной линеаризованной трехуровневой модели 
уязвимым местом является определение коэффициентов Kmn в 
уравнениях (40). Если величины 0

mP  и 0
mQ  не измеряются, их не-

обходимо определить расчетным путем, используя уравнения 
(8) и уравнения Кирхгофа в каждом внутреннем узле.  

4.  Заключение 

Как следует из вышеизложенного, моделирование на каж-
дом уровне сводится в общем случае к решению системы нели-
нейных алгебраических уравнений, обладающих определенной 
спецификой, вытекающей из балансового характера моделируе-
мых физических процессов. Учет второго и третьего уровней 
приводит как к увеличению размерности модели, так и к появ-
лению новых нелинейностей.  

При решении задач моделирования разработки месторож-
дения углеводородов, в соответствии с предложенной трехуров-
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невой моделью, приходится многократно решать системы из со-
тен тысяч алгебраических уравнений. 

Естественно, практическая реализация моделирования всех 
трех уровней за приемлемое время с применением рассмотрен-
ных выше методов решения уравнений возможна только с ис-
пользованием вычислительных систем с параллельной органи-
зацией алгоритмов вычислений. 
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mixtures flows (i.e. oil, natural gas, and water) in oil and gas col-
lecting systems. The modeling process consists of finding the gener-
alized solution for the system of equations that describe real physi-
cal processes in oil and gas strata, shafts, and on-ground collecting 
pipelines. We propose and study the methods to solve nonlinear al-
gebraic equations systems obtained from the space-time approxima-
tion of the initial boundary problems of the considered class. 
 
Keywords: hydrodynamic model, filtration, collecting pipelines. 
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