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УДК 519.179.1 
ББК 22.176 

ПОЛНЫЕ ГИПЕРГРАФЫ. СПЕКТРЫ 
ЛАПЛАСИАНОВ. МУЛЬТИАГЕНТНЫЕ СИСТЕМЫ 1  

Блюмин С.Л.2 

(Липецкий государственный технический университет, 
Липецк) 

 
Рассмотрено вычисление спектров лапласианов полных и 
полных однородных неориентированных и ориентированных 
гиперграфов, лапласианы которых являются циркулянтами. 
Используются стандартные методы вычисления спектров 
циркулянтов. Обсуждаются возможности приложения к 
проблемам согласия в мультиагентных системах с учетом 
групповых взаимодействий агентов.  

 
Ключевые слова: полные и полные однородные неориенти-
рованные и ориентированные гиперграфы, лапласианы, 
циркулянты, спектры, мультиагентные системы, проблемы 
согласия, групповые взаимодействия агентов. 

Введение 

Лапласианы орграфов, а также их спектры играют важную роль 
в теории и приложениях (см., например, [1, 5, 6, 8, 10]). В [2] 
предложено формирование матриц инцидентности, валентно-
сти, смежности и лапласианов оргиперграфов с использованием 
комплексных корней из единицы подходящих степеней. В 
данной работе рассмотрено вычисление спектров так сформи-

                                           
1 Работа поддержана РФФИ, проект №09-07-00220-а.  
2 Семен Львович Блюмин, доктор физико-математических наук, 
профессор (slb@stu.lipetsk.ru). 
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рованных лапласианов полных оргиперграфов, лапласианы 
которых являются циркулянтами [3]. Обсуждены возможности 
приложения к проблемам согласия в мультиагентных системах 
с учетом групповых взаимодействий агентов.  

1. Циркулянты и их спектры 

Циркулянты являются частными случаями теплицевых 
матриц и занимают особое место в областях математики, свя-
занных с разработкой эффективных алгоритмов [3]. Стандарт-
ными общими методами вычисления спектров циркулянтов 
являются [3] применение дискретного преобразования Фурье 
или использование представления циркулянта многочленом от 
матрицы циклического сдвига; в ряде частных случаев приме-
нимы и более простые способы. Все они могут быть использо-
ваны для вычисления спектров лапласианов гиперграфов в тех 
случаях, когда лапласианы оказываются циркулянтами, что 
имеет место для полных гиперграфов.  

Для целей данной работы удобно определение циркулянта 
[3], основанное именно на применении дискретного преобразо-
вания Фурье, задаваемого матрицей  
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Обратное дискретное преобразование Фурье задается матрицей 
T1*11 FmFmF mm ⋅=⋅= −−− , где *

mF  – сопряженная матрица. 
Для квадратной (вообще говоря, комплексной) матрицы А 

порядка m через ∆(А) обозначается диагональная матрица, на 
диагонали которой расположен спектр матрицы А, т. е. ее соб-
ственные значения: 
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Матрица С является циркулянтом тогда и только тогда, ко-
гда справедливо соотношение 
 *11)( mmmm FCFmFCFC ⋅⋅⋅=⋅⋅=∆ −− . 

Такое определение удобно как для выяснения циркулянт-
ности матрицы (если Fm⋅A⋅Fm

–1 не диагональна, то А не цирку-
лянтна), так и, в случае ее циркулянтности, для вычисления ее 
спектра. Впрочем, циркулянтность матрицы может быть выяс-
нена и непосредственно, чисто визуально [3]: каждые ее столбец 
(строка), кроме первых, получаются из предыдущих путем 
циклического сдвига вниз (вправо) на одну позицию; в соответ-
ствии с этим циркулянт порядка m может быть записан в виде 
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Наряду с применением дискретного преобразования Фурье 
спектр циркулянта может быть вычислен следующим способом 
[3]: каждый циркулянт может быть представлен в виде 

∑ −

=
=

1

0

m

t
t

t PcC , где Р – матрица циклического сдвига – основная 

циркулянтная матрица перестановок с первой строкой (0, …, 1), 
собственные значения которой равны j

mε ; тогда  

 ∑ −

=
==

1

0
,...,1  ,)()( m

t
tj

mtj mjcC εδ .  

Суммы и произведения (в частности, степени) циркулянтов, 
а также произведения циркулянтов на числа, являются цирку-
лянтами. Поэтому линейная комбинация циркулянтов и много-
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член от циркулянта являются циркулянтами. В то же время эти 
операции над нециркулянтами могут дать циркулянты. Для 
диагональной матрицы D матрица Fm⋅D⋅Fm

–1 является циркулян-
том. Все это используется при вычислении спектров лапласиа-
нов полных и полных однородных неориентированных и ориен-
тированных гиперграфов, лапласианы которых являются 
циркулянтами.  

2. Полные и полные однородные гиперграфы: 
матрицы инцидентности, лапласианы и их спектры 

Пусть V – конечное множество, |V| = m. Пусть элементы 
v ∈ V этого множества каким-либо (произвольным, но фиксиро-
ванным на протяжении всего рассмотрения) образом помечены, 
упорядочены, пронумерованы, например, V = {v1, …, vm}.  

Пусть B – булеан этого множества, т. е. полное множество 
всех его различных подмножеств, состоящих из различных 
элементов, |B| = 2m. Пусть B[k] ⊂ B – k-однородный булеан – 
полное множество всех различных k-элементных подмножеств, 
состоящих из различных элементов, множества V, так что 
 mkCkBkBkB k

m ,...,1,0  ,][  ,  ,][][ ==≠∅=∩  , 
и имеет место разложение  

∑ == =∪=
m

k
k
m

mm
k CkBB

00 2  ],[ . 

Гиперграф, или система множеств [7], определяется как па-
ра H = (V, НE), где НE ⊆ B – некоторый набор гиперребер – 
различных подмножеств, состоящих из различных элементов, 
множества V, |НЕ| = n ≤ 2m. Гиперребра также предполагаются 
каким-либо (произвольным, но фиксированным на протяжении 
всего рассмотрения) образом помеченными, упорядоченными, 
пронумерованными, например, НЕ = {hе1, …, hеn}.  

Матрица инцидентности I(Н) = I(V, НЕ) определяется как 
(0, 1)-матрица размера m × n, строки которой помечены верши-
нами, столбцы – гиперребрами гиперграфа, а на месте (v, he) 
находится 1 тогда и только тогда, когда v ∈ he. Иначе говоря, 
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столбец матрицы инцидентности, помеченный некоторым ги-
перребром, является характеристическим вектором этого гипер-
ребра как подмножества множества вершин гиперграфа.  

Лапласиан L(Н) = L(V, НЕ) определяется как квадратная 
матрица порядка m, строки и столбцы которой помечены вер-
шинами гиперграфа, по формуле 
 L(Н) = I(Н)⋅(I(Н))T.  

Применение термина «лапласиан» здесь и далее может 
быть оправдано тем, что он используется, в соответствии с [2], 
как единое название для произведения матрицы инцидентности 
на ее транспонированную (в следующем разделе – на сопряжен-
ную). В частном случае графа G применение этого термина не 
соответствует традиционному, так как приводит к соотношению 
L(G) = D(G) + A(G) (где D(G) – матрица валентности, A(G) – 
матрица смежности), тогда как классический лапласиан равен 
D(G) – A(G) (определение лапласиана, использованное в сле-
дующем разделе, в частном случае графа приводит к классиче-
скому определению лапласиана). Матрица типа D(G) + A(G) 
встречается в теории графов (например, она допускает интер-
претацию в связи с реберными графами), но специального 
названия не имеет. В предлагаемом контексте она может быть 
названа «лапласианом без учета ориентации», тогда как класси-
ческий лапласиан – «лапласианом с учетом ориентации».  

Полный гиперграф определяется как пара H = (V, В) и обо-
значается H(m), а полный однородный (k-однородный) гипер-
граф – как пара H = (V, B[k]) и обозначается H(m; [k]). Их мат-
рицы инцидентности и лапласианы обозначаются: 
 I(Н(m)) = I(m),  L(Н(m)) = L(m), 
 I(Н(m; [k]))=I(m; [k]),  L(Н(m; [k]) = L(m; [k]). 
При этом матрица I(m) состоит из матриц I(m; [k]) как из блоков, 
а лапласианы связаны соотношением 

∑ =
=

m

k
kmLmL

0
])[;()(  

и имеют следующую специальную структуру:  
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Эти матрицы являются циркулянтами весьма частного ви-
да: их диагональные элементы совпадают между собой, а вне-
диагональные, в свою очередь, между собой. Пример, исполь-
зуемый для сравнения в дальнейшем:  

I(4)=
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I(4; [k]), k = 0, 1, 2, 3, 4:  
          [0]         [1]                     [2]                     [3]          [4]        

L(4)=
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L(4;[k]), k = 0, 1, 2, 3, 4:     [0]                  [1]                

+



















3111
1311
1131
1113

+



















3222
2322
2232
2223

+



















1111
1111
1111
1111

 

           [2]                   [3]                    [4]         
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Собственные значения этих лапласианов обозначаются да-
лее через λj(m), λj(m; [k]), j = 1, …, m, k = 0, 1, …, m. Очевидно, 
что  
 λj(m; [0]) = 0,  λj(m; [1]) = 1, j = 1, …, m. 

Спектры лапласианов L(m), L(m; [k]) как циркулянтов могут 
быть вычислены описанными выше стандартными методами. 
Однако их частный вид A = (a – b)I + bJ, где I –единичная мат-
рица, J –матрица из единиц, имеющая собственные значения m 
кратности 1 и 0 кратности m – 1, с учетом того, что λj(A) вычис-
ляются двучленом (a – b) + bλj(J), позволяет заключить, что А 
имеет собственные значения a – b + mb кратности 1 и a – b 
кратности m – 1. 

Это приводит к следующим наборам собственных значений 
лапласианов: 

,2)1()( 2
1

−+= mmmλ mjm m
j ,...,2,2)( 2 == −λ ; 

,)1(])[;( 2
2

1
11

−
−

−
− −+= k

m
k
m CmCkmλ  

mjCCkm k
m

k
mj ,...,2,])[;( 2

2
1
1 =−= −

−
−
−λ . 

Они связаны соотношениями 
mjkmm m

k jj ,...,1,])[;()( 0 =∑= = λλ . 
Представляют интерес суммы 

σ(m) 1
1 2)( −

=∑ == mm
j j mmλ , 1

11 ])[;(])[;( −
−=∑ == k

m
m
j j mCkmkm λσ , 

связанные соотношением 
σ(m) ∑= =

m
k km0 ])[;(σ . 

Указанные соотношения могут служить для контроля вычисле-
ния спектров.  

3. Полные и полные однородные оргиперграфы:  
матрицы инцидентности, лапласианы и их спектры 

В случае полного k-однородного гиперграфа H(m; [k]), в со-
ответствии с предложенным в [2] способом перехода от него к 
полному k-однородному оргиперграфу ОH(m; [k]), переход от 
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гиперребер he к гипердугам ha отражается в матрице инцидент-
ности I(OН(m; [k])) = OI(m; [k]) следующим образом: в столбце, 
отвечающем гипердуге ha, единицы заменяются, вообще говоря, 
комплексными корнями степени k из единицы 

 1210  , ... ,  ,2exp  ,1 −





===+ k

kkkkk k
i εεπεεε , 

имеющими нулевую сумму. Лапласиан  
 ОL(m; [k]) = OI(m; [k])⋅(OI(m; [k]))* 
оказывается при этом эрмитовой циркулянтной матрицей, эле-
менты которой формируются из указанных корней из единицы. 
Лапласиан OL(m), как сумма таких циркулянтов, также оказыва-
ется циркулянтом. Пример, допускающий сравнение с преды-
дущим и используемый в дальнейшем: 
OI(4) = 
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OI(4; [k]), k = 0, 1, 2, 3, 4:  
      [0]         [1]                           [2]                        [3]            [4] 
 

OL(4) = 
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Собственные значения этих лапласианов обозначаются да-
лее через µj(m), µj(m; [k]), j = 1, …, m, k = 0, 1, …, m. Очевидно, 
что  
 µj(m; [0]) = 0, µj(m; [1]) = 1,  j = 1, …, m. 

Собственные значения связаны соотношениями 
mjkmm m

k jj ,...,1,])[;()( 0 =∑= = µµ . 
Представляют интерес суммы 

τ(m) ∑= =
m
j j m1 )(µ , ∑= =

m
j j kmkm 1 ])[;(])[;( µτ , 

связанные соотношением τ(m) ∑= =
m
k km0 ])[;(τ .  

Кроме того, справедливы соотношения 
τ(m) = σ(m), τ(m; [k]) = σ(m; [k]). 

Указанные соотношения могут служить для контроля вычисле-
ния спектров. 

Для вычисления спектров так сформированных лапласиа-
нов оргиперграфов могут быть применены описанные выше 
стандартные методы вычисления спектров циркулянтов.  

В работах [8, 10] приведены обширные таблицы спектров 
лапласианов графов различной структуры. В следующем разде-
ле приведены вычисленные описанными методами спектры 
лапласианов полных и полных однородных неориентированных 
и ориентированных гиперграфов для 1 ≤ m ≤ 5. Проиллюстриро-
ваны указанные выше соотношения между собственными зна-
чениями и их суммами. 
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4. Таблица спектров лапласианов полных и полных 
 однородных гиперграфов и оргиперграфов: m=1,…,5 

m = 1  
λ1(1; [0]) = 0  σ(1; [0]) = 0 
λ1(1; [1]) = 1  σ(1; [1]) = 1 
λ1(1) = 1  σ(1) = 1 
µ1(1; [0]) = 0  τ(1; [0]) = 0 
µ1(1; [1]) = 1  τ(1; [1]) = 1 
µ1(1) = 1  τ(1) = 1 
 
m = 2  
λ1(2; [0]) = λ2(2; [0]) = 0 σ(2; [0]) = 0 
λ1(2; [1]) = λ2(2; [1]) = 1 σ(2; [1]) = 2 
λ1(2; [2]) = 2, λ2(2; [2]) = 0 σ(2; [2]) = 2 
λ1(2) = 1, λ2(2) = 3 σ(2) = 4 
µ1(2; [0]) = µ2(2; [0]) = 0 τ(2; [0]) = 0 
µ1(2;[1]) = µ2(2; [1]) = 1 τ(2; [1]) = 2 
µ1(2; [2]) = 0, µ2(2; [2]) = 2 τ(2; [2]) = 2 
µ1(2) = 1, µ2(2) = 3 τ(2) = 4 
 
m = 3  
λ1(3; [0]) = … = λ3(3; [0]) = 0 σ(3; [0]) = 0 
λ1(3; [1]) = … = λ3(3; [1]) = 1 σ(3; [1]) = 3 
λ1(3; [2]) = 4, λ2(3; [2]) = λ3(3; [2]) = 1 σ(3; [2]) = 6 
λ1(3; [3]) = 3, λ2(3; [3]) = λ3(3; [3]) = 0 σ(3; [3]) = 3 
λ1(3) = λ2(3) = 2, λ3(3) = 8 σ(3) = 12 
µ1(3; [0]) = … = µ3(3; [0]) = 0 τ(3; [0]) = 0 
µ1(3; [1]) = … = µ3(3; [1]) = 1 τ(3; [1]) = 3 
µ1(3; [2]) = 0, µ2(3; [2]) = µ3(3; [2]) = 3 τ(3; [2]) = 6 
µ1(3; [3]) = µ2(3; [3]) = 0, µ3(3; [3]) = 3 τ(3; [3]) = 3 
µ1(3) = 1, µ2(3) = 4, µ3(3) = 7 τ(3) = 12 
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m = 4  
λ1(4; [0]) = … = λ4(4; [0]) = 0 σ(4; [0]) = 0 
λ1(4; [1]) = … = λ4(4; [1]) = 1 σ(4; [1]) = 4 
λ1(4; [2]) = 6, λ2(4; [2]) = … = λ4(4; [2]) = 2 σ(4; [2]) = 12 
λ1(4; [3]) = 9, λ2(4; [3]) = … = λ4(4; [3]) = 1 σ(4; [3]) = 12 
λ1(4; [4]) = 4, λ2(4; [4]) = … = λ4(4; [4]) = 0 σ(4; [4]) = 4 
λ1(4) = … = λ3(4) = 4, λ4(4) = 20 σ(4) = 32 
µ1(4; [0]) = … = µ4(4; [0]) = 0 τ(4; [0]) = 0 
µ1(4; [1]) = … = µ4(4; [1]) = 1 τ(4; [1]) = 4 
µ1(4; [2]) = 0, µ2(4; [2]) = … = µ4(4; [2]) = 4 τ(4; [2]) = 12 
µ1(4; [3]) = 0, µ2(4; [3]) = 324 − , µ3(4; [3]) = 4, 
µ4(4; [3]) = 324 +  

τ(4; [3]) = 12 

µ1(4; [4]) = … = µ3(4; [4]) = 0, µ4(4; [4]) = 4 τ(4; [4]) = 4 
µ1(4) = 1, µ2(4) = 329 − , µ3(4) = 9, 
µ4(4) = 3213 +  

τ(4) = 32 

 
m = 5  
λ1(5; [0]) = … = λ5(5; [0]) = 0 σ(5; [0]) = 0 
λ1(5; [1]) = … = λ5(5; [1]) = 1 σ(5; [1]) = 5 
λ1(5; [2]) = 8, λ2(5; [2]) = … = λ5(5; [2]) = 3 σ(5; [2]) = 20 
λ1(5; [3]) = 18, λ2(5; [3]) = … = λ5(5; [3]) = 3 σ(5; [3]) = 30 
λ1(5; [4]) = 16, λ2(5; [4]) = … = λ5(5; [4]) = 1 σ(5; [4]) = 20 
λ1(5; [5]) = 5, λ2(5; [5]) = … = λ5(5; [5]) = 0 σ(5; [5]) = 5 
λ1(5) = … = λ4(5) = 8, λ5(5) = 48 σ(5) = 80 
µ1(5; [0]) = … = µ5(5; [0]) = 0 τ(5; [0]) = 0 
µ1(5; [1]) = … = µ5(5; [1]) = 1 τ(5; [1]) = 5 
µ1(5; [2]) = 0, µ2(5; [2]) = … = µ5(5; [2]) = 5 τ(5; [2]) = 20 
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µ1(5; [3]) = 0, µ2(5; [3])= α
4
3

2
15

− , 

µ3(5; [3]) = β
4
3

2
15

+ , µ4(5; [3]) = β
4
3

2
15

− ,  

µ5(5; 3)= α
4
3

2
15

+  

τ(5; [3]) = 30 

µ1(5; [4]) = 0, µ2(5; [4]) = α
2
1

55 −+ , 

µ3(5; [4]) = β
2
1

55 +− , µ4(5; [4]) = β
2
1

55 −− , 

µ5(5; [4]) = α
2
1

55 ++  

τ(5; [4]) = 20 

µ1(5; [5]) = … = µ4(5; [5]) = 0 , µ5(5; [5]) = 5 τ(5; [5]) = 5 

µ1(5) = 1, µ2(5) = α
4

23
5

2
37 +

−+ , 

µ3(5) = β
4

23
5

2
37 +

+− , µ4(5)= β
4

23
5

2
37 +

−− , 

µ5(5) = α
4

23
5

2
47 +

++   

τ(5) = 80 

где 521052103 −++=α , 521035210 −−+=β .  

5. Мультиагентные системы: проблемы согласия  

В данном разделе на простых примерах обсуждаются неко-
торые предварительные соображения о возможностях примене-
ния оргиперграфов к проблемам согласия в мультиагентных 
системах с учетом групповых взаимодействий агентов.  

Решение проблем согласия в мультиагентных системах с 
учетом парных взаимодействий агентов использует спектр 
лапласиана взвешенного орграфа, ассоциированного с системой 
[5]. Пусть мультиагентная система состоит из m агентов, xi(t) – 
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состояние i-го агента, i = 1, …, m. В модели достижения консен-
суса (согласия) с учетом парных взаимодействий агентов [5] 
 ∑ =

=−⋅−=
m

j jiiji mitxtxtatx
1

,...,1)],()([)()( , 

число aij(t) ≥ 0 означает вес, с которым i-ый агент учитывает 
парное бинарное расхождение значения своего состояния со 
значением состояния j-го агента, определяемое как разность 
этих значений, т. е. как их сумма с коэффициентами ±1 или 

( ) ,2,1,exp
2

2exp2 ==





= kikkik ππε  

– корнями степени 2 из 1, имеющими нулевую сумму: 
 =⋅−+⋅+=−=∆ )()1()()1()()())();(( txtxtxtxtxtx jijiji  

 )()( 1
2

2
2 txtx ji ⋅+⋅= εε . 

Лапласиан L(t) упомянутого взвешенного орграфа – взве-
шенный лапласиан указанной модели [5], с использованием 
которого она записывается в матричной форме 
 )()()( txtLtx −= , 
по определению, имеет нулевые строчные суммы, а потому 
сингулярен и его собственному значению 0 отвечает собствен-
ный вектор из единиц 1 = [1, …, 1]T . Если 0 – простое собствен-
ное значение, то соответствующее собственное подпространст-
во одномерно и вектор 1 является единственным с точностью до 
некоторой константы с, что и означает полное согласование 
состояний всех агентов с учетом их парных взаимодействий.  

Учет групповых взаимодействий агентов группами, содер-
жащими по 2 ≤ k ≤ m из общего числа m агентов – так что каж-
дый агент непосредственно взаимодействует с k – 1 агентами – 
осуществляется следующим образом.  

Групповое k-арное расхождение значения состояния i-го 
агента со значениями состояний всех остальных агентов, вхо-
дящих в группу, определяется как сумма этих значений с коэф-
фициентами ,j

kε  j = 1, …, k, – корнями степени k из 1, имеющи-
ми нулевую сумму. Иллюстрирующим это примером аналога 
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приведенной выше модели достижения консенсуса для случая 
m = 4, k = 3 является следующая модель, в записи которой время 
t опущено, а для весов, с которыми каждый агент учитывает 
групповое расхождение значения своего состояния со значе-
ниями состояний остальных агентов группы, использованы 
упрощенные обозначения: 

{ })()()( 4313421232111 xxxaxxxaxxxax εεεεεε ++++++++−= , 
{ })()()( 1423132243212 xxxbxxxbxxxbx εεεεεε ++++++++−= , 
{ })()()( 2133243214313 xxxcxxxcxxxcx εεεεεε ++++++++−= , 
{ })()()( 3243314221414 xxxdxxxdxxxdx εεεεεε ++++++++−= . 

В матричной форме эта модель принимает вид 
 xLx ])3[;4(~−= ,  
где использован взвешенный лапласиан данной модели  

=])3[;4(~L .

)()(
)()(

)()(
)()(

321323121

213213231

312132132

323121321



















+++++
+++++

+++++
+++++

ddddddddd
ccccccccc
bbbbbbbbb
aaaaaaaaa

εεεε
εεεε

εεεε
εεεε

 

Как и взвешенный лапласиан L(t) выше, взвешенный лапла-
сиан ])3[;4(~L , очевидно, имеет нулевые строчные суммы, а 
потому сингулярен и его собственному значению 0 отвечает 
собственный вектор из единиц 1 = [1, …, 1]T . Если 0 – простое 
собственное значение, то соответствующее собственное под-
пространство одномерно и вектор 1 является единственным с 
точностью до некоторой константы с, что и означает полное 
согласование состояний всех агентов с учетом их групповых 
взаимодействий.  

Сказанное выполняется в простейшем случае, когда все ве-
са равны единице: в этом случае взвешенный лапласиан 

])3[;4(~L  совпадает с лапласианом OL(4; [3]) соответствующего 
оргиперграфа, приведенным в разделе 3, спектр которого, при-
веденный в разделе 4, имеет простое собственное число 0 и, 
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следовательно, в этом случае обоснование достижения консен-
суса выполняется так же, как в случае парных взаимодействий.  

Частным случаем групповых взаимодействий агентов (на-
ряду с парными, когда k = 2) являются их совокупные взаимо-
действия, когда k = m. В этом случае рассмотрение, подобное 
проведенному выше, приводит к лапласианам ОL(m; [m]) соот-
ветствующих оргиперграфов. Как показывают примеры их 
спектров, приведенные в разделе 4, собственное число 0 в этих 
случаях не является простым, соответствующие собственные 
подпространства не являются одномерными и обоснование 
достижения консенсуса, вообще говоря, непосредственно вы-
полнено быть не может. 

Примером, когда достижение консенсуса можно обосно-
вать и в подобных ситуациях, может служить модель достиже-
ния консенсуса с учетом совокупного взаимодействия агентов 
для случая m = k = 3: 
 )( 3211 xxxax ⋅+⋅+⋅−= εε , 
 )( 1322 xxxbx ⋅+⋅+⋅−= εε , 
 )( 2133 xxxcx ⋅+⋅+⋅−= εε , 
которая в матричной форме использует соответствующий взве-
шенный лапласиан:   

xLx ])3[;3(~−= = – x
ccc

bbb
aaa

















⋅⋅
⋅⋅
⋅⋅

εε
εε
εε

. 

В простейшем случае, когда все веса равны единице, этот 
взвешенный лапласиан ])3[;3(~L  совпадает с лапласианом 
OL(3; [3]) соответствующего оргиперграфа, спектр которого, 
приведенный в разделе 4, имеет двукратное собственное значе-
ние 0, так что соответствующее собственное подпространство 
является двумерным. Оно описывается соотношением 
 0321 =⋅+⋅+ xxx εε , 
или  
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 0)
2
3

2
1()

2
3

2
1( 321 =⋅−−+⋅−−+ xixix , 

или  

 ( ) 0
2
3)(

2
1

23321 =−++− xxixxx , 

что возможно лишь при условии х3 = х2 = с, а потому и х1 = с, 
что и означает полное согласование состояний всех агентов с 
учетом их совокупного взаимодействия.  

Приведенные примеры позволяют предположить, что дос-
тижение консенсуса при учете групповых взаимодействий 
агентов может быть обосновано с использованием спектров 
оргиперграфов в случаях 2 ≤ k ≤ m – 1, тогда как в случае k = m, 
возможно, потребуется принимать какие-либо дополнительные 
меры. 

Полное исследование возможностей применения оргипер-
графов к проблемам согласия в мультиагентных системах с 
учетом групповых взаимодействий агентов требует отдельного 
рассмотрения.  

В частности, представляет интерес установление взаимо-
связи как между лапласианами невзвешенного и взвешенного 
оргиперграфов, так и между их спектрами. Примером может 
служить случай k = m, когда  
 ])[;(])[;(~ mmOLAmmL ⋅= , 
где А = diag {a, b, c, …, d} – диагональная матрица весов моде-
ли. Так как матрица OL(m; [m]) имеет, по определению, единич-
ный ранг и спектр 0, …, 0, m, а при умножении диагональной 
матрицы А слева на матрицу единичного ранга ранг последней 
не увеличивается, а ее i-ая строка умножается на  
i-ый диагональный элемент матрицы А, то матрица ])[;(~ mmL  
имеет собственные значения 0 кратности m – 1 и 
a + b + c+ … +d кратности 1.  

В исследовании мультиагентных систем важную роль иг-
рают обобщения [5] матричной теоремы Кирхгофа из теории 
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графов [4]. В ее основе лежит лемма о равенстве между собой 
алгебраических дополнений всех элементов матрицы с нулевы-
ми суммами строк и столбцов [4]. Использование комплексных 
корней из единицы при формировании матриц инцидентности 
оргиперграфов и их лапласианов обеспечивает последним это 
ключевое свойство. Представляет интерес получение и интер-
претация подобной теоремы в контексте гиперграфов.  

Заключение 

Лапласианы произвольных, не обязательно полных или 
полных однородных, гиперграфов, неориентированных или 
ориентированных, вообще говоря, не являются циркулянтами. 
Тем не менее, использованные выше методы вычисления спек-
тров в некоторых случаях могут быть применены с надлежащи-
ми модификациями, основанными на матричных представлени-
ях лапласианов, предложенных в [2].  

Возможна связь использованных выше k-арных, в частно-
сти, тернарных групповых расхождений состояний агентов с k-
арными, в частности, тернарными числами, на основе которых 
строится тернарный комплексный анализ, находящий приложе-
ния в различных областях [9].   
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consensus problems in multi-agent systems taking account of 
agents’ group interactions. 
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НЕЛИНЕЙНЫЙ МЕТОД НАИМЕНЬШИХ КВАДРАТОВ
И БЛОЧНЫЕ РЕКУРРЕНТНО-ИТЕРАЦИОННЫЕ

ПРОЦЕДУРЫ В ОБУЧЕНИИ НЕЙРОННЫХ СЕТЕЙ1

Сараев П. В.2

(Государственное образовательное учреждение высшего
профессионального образования «Липецкий государственный

технический университет», Липецк)

Работа посвящена развитию алгоритмов обучения нейронных
сетей прямого распространения на основе нелинейного мето-
да наименьших квадратов с псевдообращением. Рассматривает-
ся возможность применения формулы блочного псевдообращения
матриц Клайна в алгоритмах обучения на основе декомпозиции
вектора весов. Данный подход позволяет снизить вычислитель-
ные затраты за счет псевдообращения матриц малых размеров.

Ключевые слова: обучение нейронных сетей, нелинейный ме-
тод наименьших квадратов, блочное псевдообращение, блочные
рекуррентно-итерационные процедуры.

Введение

Эффективным инструментом моделирования сложных си-
стем, о функционировании которых отсутствует априорные зна-
ния, является нейростевое моделирование, основанное на постро-
ении зависимостей между входными и выходными переменными
с помощью нейронных сетей (НС). Одним из этапов построения
НС является обучение, которое фактически оказывается нелиней-
ной задачей о наименьших квадратах. Наиболее часто для ее ре-

1 Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ, грант № 09-
07-97531-р_центр_а.

2 Павел Викторович Сараев, кандидат технических наук, декан,
(psaraev@yandex.ru).
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шения применяются алгоритмы, основанные на методе Ньютона,
в частности, метод Гаусса-Ньютона. Для возможности коррект-
ного применения данного метода при нахождении направления
минимизации целевой функции необходимо использовать опера-
цию псевдообращения матриц, обобщающую обычное обраще-
ние. В данной работе рассматривается повышение эффективно-
сти применения метода Гаусса-Ньютона с псевдообращением для
обучения НС на основе формулы блочного псевдообращения мат-
риц Клайна, предлагается алгоритм для обучения НС на основе
указанной формулы.

1. Обучение нейронных сетей с помощью
нелинейного метода наименьших квадратах

Наиболее распространенным классом НС являются сети пря-
мого распространения (НС ПР) [3]. В НС ПР нейроны разделя-
ются на несколько групп, называемых слоями. Нейроны, состав-
ляющие слой, не связаны друг с другом; на их входы подаются
выходные значения нейронов предыдущего слоя.

Функционирование одновыходной m-слойной НС при еди-
ничной функции активации в выходных нейронах представляется
в форме

(1) y = W (m)σ
(
. . .

(
W (2)σ

(
W (1)x

))
. . .

)
.

где x ∈ Rn – вектор входов НС; y ∈ R – выход НС; σ – нелинейная
функция активации; W (l) ∈ RNl×(Nl−1+1) – веса нейронов слоя l
(учитывается также фиктивный единичный входной сигнал каж-
дого нейрона), l = 1, . . . ,m; Nl – число нейронов в слое l. Из (1)
видно, что работу l-го слоя НС ПР в векторно-матричной форме
можно представить как

y(l) = σ
(
W (l)y(l−1)

)
,

где y(l) ∈ RNl – выходы нейронов слоя l; y(0) = x – вектор входов
НС. Функция (1) имеет суперпозиционный характер, лежащий
в основе многих алгоритмов эффективного использования НС
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ПР. Важным обстоятельством является возможность дифферен-
цирования выходов сети по весовым коэффициентам и входным
переменным НС.

Важным этапом построения НС ПР является обучение – па-
раметрическая идентификация нейросетевой модели на основе
массива известных данных

{x̃i, ỹi}, i = 1, . . . , k.

Степень близости вектора выходов сети на i-ом примере yi и ука-
заний учителя ỹi при текущем векторе весов НС w ∈ Rs характе-
ризуется мгновенным функционалом качества, который обычно
представляет собой евклидову норму вектора отклонений:

(2) Qi(ε(w)) = (yi(w)− ỹi)T(yi(w)− ỹi) =
r∑

j=1

(yij(w)− ỹij)2.

Интегральная степень соответствия нейросетевой модели данным
из обучающего множества задается функционалом

(3) J(w) =
k∑

i=1

Qi(w) =
k∑

i=1

(yi(w)− ỹi)2.

Цель обучения – определение такого вектора весов w∗, чтобы
функционал (3) принимал минимальное значение:
(4) w∗ = arg min

w∈Rs
J(w).

По сути, требуется решить нелинейную задачу о наименьших
квадратах (НЗНК). Метод решения НЗНК называется нелиней-
ным методом наименьших квадратов (НМНК).

Учет квадратичности (3) приводит к разработке алгорит-
мов, ориентированных на решение НЗНК. Аппроксимируем (3)
в окрестности текущего вектора весов wt квадратичной моделью

(5) J(w)≈J(wt)+∇wJ(wt)(w−wt)+
1
2
(w−wt)T∇2

wJ(wt)(w−wt)

Применяя к (5) необходимое условие оптимума функции, прихо-
дим к уравнению

∇J(wt) +∇2J(wt)(w − wt) = 0.
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Из псевдорешения этого уравнения получается метод Ньютона
для решения НЗНК с псевдообращением
(6) ∆wt = w − wt = −

[
∇2J(wt)

]+∇J(wt),
где

[
∇2J(wt)

]+
– псевдообратная матрица к исходной (матрица

Мура–Пенроуза), являющаяся обобщением обратной матрицы на
случай вырожденных и прямоугольных матриц. Использование
псевдообращения позволяет не заботиться о невырожденности
и даже квадратности матрицы Гессе оптимизируемой функции.
Минимизируемый функционал (3) для НЗНК можно представить
в форме

(7) J(w) =
1
2
R(w)TR(w),

где R(w) = y(w) − ỹ – вектор невязок; y(w) – вектор выходов
НС ПР, составленный на примерах обучающего множества; ỹ –
вектор указаний учителя (множитель 1/2 не влияет на решение
задачи (4)). Будут справедливы формулы:
(8) ∇J(w) = R′T(w)R(w),
где R′T(w) – матрица Якоби вектора невязок, и
(9) ∇2J(w) = R′T(w)R′(w) +G(w),
где G(w) – матрица, содержащая информацию о вторых частных
производных элементов вектора R(w). Подставляя (8) и (9) в (6),
получаем ньютоновское направление минимизации с псевдообра-
щением:
(10) ∆wt = −

[
R′T(wt)R′(wt) +Q(wt)

]+
R′T(wt)R(wt).

Матрица Q(wt) сложно рассчитывается, поэтому (10) в чистом
виде не применяется.

В основе большинства алгоритмов НМНК лежит предполо-
жение о том, что с каждой итерацией слагаемое R′T(wt)R′(wt)
становится все более значимым по сравнению с Q(wt). Действи-
тельно, при ‖J(wt)‖t→∞ → 0 матрица Q(wt) стремится к нуле-
вой. В методе Гаусса-Ньютона с псевдообращением полагается,
что G(w) = 0:
(11) ∆wt=−

[
R′T(wt)R′(wt)

]+
R′T(wt)R(wt)=−

[
R′(wt)

]+
R(wt).

Матрица Якоби R′T(w) для НС ПР может быть рассчитана на ос-
нове алгоритма, аналогичного процедуре обратного распростра-
нения ошибки.
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2. Блочные рекуррентно-итерационные процедуры в
обучении

В работе [2] для решения НЗНК было предложено использо-
вать блочные рекуррентно-итерационные процедуры (БРИП). В
данной работе предлагается их применение к обучению НС ПР.
Суть БРИП состоит в том, что направление для минимизации
НЗНК на некотором шаге итерационного процесса, определяе-
мое с помощью метода Гаусса-Ньютона с псевдообращением, не
следует вычислять непосредственно по формуле (11). Вместо это
предлагается воспользоваться формулой Клайна для псевдообра-
щения блочных матриц [1]:

(12)
[
A B

]+ =
[
A+(I −BL)

L

]
,

где

(13) L = C+ + (I − C+C)KBT(A+)TA+(I −BC+),

C = (I−AA+)B, K = (I+MTM)−1, M = A+B(I−C+C).
Данный способ обосновывается преимуществами вычислитель-
ного характера, имеющими место при псевдообращения матриц
небольших размеров. Формула Клайна позволяет реализовать ре-
куррентную процедуру псевдообращения матрицы, состоящей из
нескольких блоков.

БРИП основываются на разбиении исходного вектора па-
раметров w на произвольное количество подвекторов wi, i =
1, . . . , n. На каждой итерации на основе рекуррентного алгорит-
ма Клайна определяется направление минимизации вдоль каждой
группы весов ∆wi.

Рассмотрим ситуацию, когда вектор w разбивается на две
части: w1 и w2. Алгоритм Гаусса-Ньютона в соответствии с (12)
для модели с скалярным выходом можно записать как

(14)

[
∆w1

∆w2

]
=

[
∇T

w1y ∇T
w2y

]+ (y − ỹ) =

=
[(
∇T

w1y
)+ (

I −∇T
w2yL

)
L

]
(y − ỹ).
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Это позволяет определить сначала один вектор

∆w2 = L(y − ỹ),

затем на основе этого вычислить и другой:

∆w1 =
(
∇T

w1y
)+ (

I −∇T
w2yL

)
(y − ỹ) =

=
(
∇T

w1y
)+ (

y − ỹ −∇T
w2y∆w2

)
.

БРИП могут быть применены для обучения НС ПР; при этом
разбиение вектора весов становится естественным, вытекающим
из самой структуры сети [4]. В отдельную часть могут быть выде-
лены как всего слоя, так и отдельных нейронов; другие разбиения
содержательного смысла не имеют. Рассмотрим НС ПР стандарт-
ной структуры. Пусть u – вектор линейно входящих (веса нейрона
выходного слоя), а v – вектор нелинейно входящих в НС парамет-
ров (веса нейронов скрытых слоев). Так как порядок составления
вектора w ([ uT vT ]T или [ vT uT ]T) может быть выбран
произвольным, алгоритм определения направления минимизации
на основе (14) запишем в виде

∆v = L(y − ỹ),

∆u =
(
∇T

u y
)+ (

y − ỹ −∇T
v y∆v

)
.

Вследствие того, что параметры u входят в НС линейно, справед-
ливо, что

∇T
u y = Ψ,

где Ψ = Ψ(v) ∈ Rk×q – простым способом вычисляемая матри-
ца, составленная из значений нелинейных функций ψi(v, x), i =
1, . . . , q, на примерах обучающего множества:

Ψ =


ψ1(v, x1) ψ2(v, x1) . . . ψq(v, x1)
ψ1(v, x2) ψ2(v, x2) . . . ψq(v, x2)

...
...

...
...

ψ1(v, xk) ψ2(v, xk) . . . ψq(v, xk)

 .
29
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Итак, получили следующую формулу определения направления
минимизации вдоль линейно входящих весов стандартной НС
ПР:

∆u = Ψ+
(
y − ỹ −∇T

v y∆v
)
,

где матрица Якоби ∇T
v y может быть вычислена аналогично ал-

горитму обратного распространения ошибки (ОРО) с учетом су-
перпозиционной структуры нейросетевой модели.

БРИП для параметрической идентификации НСМ могут
быть распространены на многослойные сети. Пусть A =[
A1 A2 . . . An

]
и A1..j =

[
A1 A2 . . . Aj

]
, тогда рекур-

рентный алгоритм блочного псевдообращения может быть пред-
ставлен в следующем виде:

A+ =
[
A+

1..n−1(I −AnL1..n−1)
L1..n−1

]
,

A+
1..n−1 =

[
A+

1..n−2(I −An−1L1..n−2)
L1..n−2

]
,

...

A+
1..2 =

[
A1 A2

]+ =
[
A+

1 (I −A2L1)
L1

]
.

Таким образом, определив матрицу A+
1 , можно рекуррентно по-

считать другие части псевдообратной блочной матрицы. Выпи-
шем формулу для нахождения псевдообратной матрицы A+

1..i:

(15) A+
1..i =

[
A+

1..i−1(I −AiL1..i−1)
L1..i−1

]
,

где матрица L1..i строится на основе A+
1..i−1 и Ai.

Теперь применим данные формулы для вычисления
направлений минимизации. Введя обозначение ∆w1..i =[
∆w1T ∆w2T

. . . ∆wiT
]T

, получим:

∆wn = L1..n−1(y − ỹ),

∆w1..n−1 = A+
1..n−1(I−AnL1..n−1)(y−ỹ) = A+

1..n−1(y−ỹ−An∆wn),
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∆wn−1 = L1..n−2(y − ỹ −An∆wn),

∆w1..n−2 = A+
1..n−2(I −An−1L1..n−2)(y − ỹ −An∆wn) =

= A+
1..n−2(y − ỹ −An∆wn −An−1∆wn−1),

...

∆w2 = L1(y − ỹ −An∆wn −An−1∆wn−1 − . . .−A3∆w3),

∆w1 = A+
1 (I−A2L1)(y−ỹ−An∆wn−An−1∆wn−1−. . .−A2∆w2) =

= A+
1 (y − ỹ −An∆wn −An−1∆wn−1 − . . .−A2∆w2).

Видно, что рекуррентная формула для вычисления направления
оптимизации i-го подвектора весов (i = n, . . . , 2) записывается
как

(16) ∆wi = L1..i−1

y − ỹ −
n∑

j=i+1

Aj∆wj

 ,

и для подвектора ∆w1:

(17) ∆w1 = A+
1

y − ỹ −
n∑

j=2

Aj∆wj

 .

При n = 2 получается в точности (14). Для алгоритма Гаусса-
Ньютона Aj = ∇wjy – находится с учетом суперпозиционной
структуры на основе процедуры, аналогичной ОРО. Далее при-
веден предлагаемый алгоритм 1 использования БРИП в обучении
НС.

Алгоритм 1. Применение БРИП в обучении НС ПР

1) Вычисление A+
1 , D := A+

1 .

2) Вычисление поблочно псевдообратной матрицы A+.

а) i := 2.

б) Вычисление L1..i−1 на основе D и Ai.

в) Вычисление A+
1..i, D := A+

1..i.

г) i := i+ 1.
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д) Если i < n, возврат на шаг 2б.

3) z := y − ỹ.

4) Определение подвекторов ∆wi.

а) i := n.

б) ∆wi := L1..i−1z.

в) i := i− 1.

г) z := z −Ai+1∆wi+1.

д) Если i > 2, возврат на шаг 4б.

е) ∆w1 := A+
1 z.

Заметим, что нет необходимости хранить все матрицы A1..i

– достаточно знать эту матрицу на текущем шаге рекуррентного
процесса. Кроме того, саму матрицу A+ также нет надобности
вычислять. При нахождении подвекторов для увеличения эффек-
тивности используется рекуррентно рассчитываемый вектор z.

Можно найти некоторую аналогию предлагаемого алгорит-
ма 1 с процедурой обратного распространения ошибки, которая
послойно находит градиент функционала качества по вектору ве-
сов НС. Алгоритм 1 обладает большей гибкостью, поскольку поз-
воляет находить направление изменения значений весов в любом
порядке – как от последнего слоя к первому, так от первого слоя
к последнему, и даже в произвольном порядке.

Данный алгоритм, как и БРИП вообще, могут основываться
не только на базе метода Гаусса-Ньютона, но и на базе других ме-
тодов ньютоновского типа с псевдообращением, определяющих
направление минимизации по (10):

∆wt = −
[
R′T(wt)R′(wt) +Q(wt)

]+
R′T(wt)R(wt).

Это связано с тем, что общая схема формирования направления
описывается формулой ∆w = R̂+ŷ, где R̂ – аппроксимация мат-
рицы Гессе (своя для каждого метода); ŷ – вектор, содержащий
информацию об указаниях учителя (в методе Гаусса-Ньютона
ŷ = R(w) = y(w)− ỹ).
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Заключение

Данная работа обобщает результаты, полученные в [2], с уче-
том специфики задачи обучения НС ПР. Предложенный алгоритм
на основе БРИП позволяет усовершенствовать процедуры обу-
чения НС ПР, основанных на применении НМНК, в частности,
метода Гаусса-Ньютона. Данный алгоритм устанавливает также
связь между направлениями минимизации для подвекторов век-
тора весов НС ПР.
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Abstract: The article is devoted to the development of the feedforward
neural networks teaching algorithms based on nonlinear least squares
method with pseudo-inversion. Application of Cline block pseudo-
inversion formula to teaching algorithms based on weights vector
decomposition is considered. This approach allows to decrease
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ПРОЦЕДУРА ОТБОРА НАИБОЛЕЕ ПРИЕМЛЕМЫХ 
РАЗНОВИДНОСТЕЙ ЭКСПЕРТНЫХ МЕТОДОВ 

Сидельников Ю. В.1, Салтыков С. А.2 
(Учреждение Российской академии наук 

Институт проблем управления РАН, Москва) 
 
В статье впервые разработана и обоснована процедура отбо-
ра наиболее приемлемых разновидностей экспертных методов 
для решения заданной прогнозной оценочной задачи, даны ре-
комендации по отбору конкретных экспертных методов для 
задач данного уровня сложности и обширности.  

 
Ключевые слова: процедура отбора экспертного метода, 
сложность задачи, обширность задачи. 

1. Введение исходных понятий и цель исследования 

Многообразие объектов, эволюцию которых нужно прогно-
зировать с помощью экспертов, а также видов и типов прогноз-
ных задач, которые можно сформулировать, относительно одно-
го и того же объекта, очень велико. Именно поэтому, возникает 
вопрос относительно эффективного отбора разновидности экс-
пертного метода. 

Цель нашего исследования в рамках данной статьи – разра-
ботать и обосновать процедуру отбора наиболее приемлемых 
разновидностей экспертных методов для решения заданной про-
гнозной оценочной задачи, обосновать ее эффективность и дать 
рекомендации по отбору экспертного метода.  

                                                 
1 Сидельников Юрий Валентинович, доктор технических наук, про-
фессор (sidelnikovy@mail.ru). 
2 Салтыков Сергей Анатольевич, младший научный сотрудник 
(ssaltykov@mail.ru). 
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Для того чтобы реализовать указанную цель, необходимо 
как минимум операционально задать понятия экспертного мето-
да и прогнозной оценочной задачи, а также указать, что нужно 
учитывать при отборе. 

Мы полагаем, что в общем случае, при отборе необходимо 
учитывать: 

1. Критерии, понимаемые нами либо в узком толковании, 
как, например, в многокритериальном анализе, либо широком 
толковании, рассмотренном в четырехтомном словаре русского 
языка [11]. 

2. Специфику ситуации, контекстно связанной с решением 
прогнозной оценочной задачи. В данной статье приняты сле-
дующие базовые допущения относительно этой специфики си-
туации: 

• мы считаем, что мы можем найти любое нужное нам чис-
ло экспертов и сформировать из них группу; 
• мы исходим из того, что постановка прогнозной оценоч-
ной задачи уже не уточняется и не изменяется, а ЛПР имеет 
достаточно времени для принятия обоснованного решения; 
• мы находимся в ситуации, когда нужно использовать 
именно экспертные методы прогнозирования, а не, скажем, 
модели и/или статистические методы. 
3. Свойства прогнозной оценочной задачи, решаемой с по-

мощью экспертов, и результата ее решения.  
Пояснения к пункту 1. 
Мы исходим из того, что отбор метода надо произвести на 

основе некоторых критериев, понимаемых нами в толковании 
словаря русского языка, где понятие «критерий» трактуется как 
«признак, на основании которого производится оценка, опреде-
ление или классификация чего-либо; мерило» [11]. По аналогии 
с вышеуказанной трактовкой, в данной статье под критерием мы 
будем подразумевать признак объекта, на основании которого 
производится определение каким-либо образом того, что следу-
ет отобрать именно данный вариант (объект отбора), а не иной. 
Следует отметить, что в многокритериальном анализе часто ис-
пользуется существенно более узкая трактовка, являющаяся ча-
стным случаев вышеприведенной. Следуя ей, критерий – при-



Системный анализ 

 37 

знак объекта, на основании которого производится определение 
того, насколько объект соответствует заданной цели, то есть, 
определение ценности объекта путем введения монотонной 
функции определенного вида [7]. Именно такие критерии ис-
пользуются, скажем, в теории важности критериев. Говоря о та-
ких критериях, будем их называть критериями в узком смысле. 
И вполне естественно возникает вопрос: какие критерии необ-
ходимо использовать? Мы не можем строго формально обосно-
вать, почему мы используем именно нижеуказанный перечень 
критериев, но кратко поясним, как мы пришли к такому выводу. 

Мы искали критерии, которые, во-первых, характеризуют 
непосредственно задачу, и, во-вторых, связаны с познаватель-
ными способностями ученых, занимающихся прогнозировани-
ем. 

Сначала мы нашли и использовали один такой критерий, 
напрямую связанный с когнитивными процессами в ситуации 
оценивания, – сложность задачи [13]. Затем, был найден и ис-
пользован второй такой критерий – обширность задачи [9]. Нам 
представляется, что эти два критерия – сложность и обширность 
– качественно отличны. Других таких критериев нами не найде-
но, но мы не исключаем, что они существуют.  

Пояснения к пункту 3. 
I. Результатом решения такой задачи является оценка (оцен-

ки) значения параметра или характеристики объекта (процесса) 
в будущем. 
II. Задача, которую мы решаем, обладает следующими ше-
стью свойствами: 

1) Корректно сформулирована. 
2) Внутренне непротиворечива. 
3) Не является риторическим вопросом. 
4) Выражена в дискурсе, понятном для ученых, занимаю-
щихся прогнозированием. 
5) Сформулирована на языке, понятном для существенной 
части ученых, занимающихся прогнозированием, и письмен-
но зафиксирована. 
6) По объему текста, предназначенного для ее описания, не 
превосходит усредненных познавательных способностей 
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ученых, занимающихся прогнозированием.  
Зафиксируем нижеследующее допущение относительно 

прогнозной оценочной задачи: наличие совокупности шести 
вышеуказанных свойств задачи, как единого целого, вероятно-
стно воспроизводимо определяется научным сообществом, за-
нимающимся прогнозированием. 

Возвращаясь к плану реализации цели статьи, операцио-
нально зададим понятие экспертного метода. Но прежде чем 
ввести понятие экспертного метода, необходимо рассмотреть 
нижеследующие понятия. 

Базовый механизм получения новой информации (МПНИ) – 
это любая системно организованная совокупность правил, 
приемов и способов получения новой информации от человека, 
которая:  

1. Предназначена для инициации процесса решения задачи 
конкретного уровня сложности1. 

2. Позволяет осуществить «переход» от условий задачи к ее 
решению. 

3. И, кроме того, применение которой не связано с использо-
ванием предметно-зависимых предположений (то есть, предпо-
ложений, обусловленных спецификой предметной области). 

Отметим, что можно получить новую информацию и без 
МПНИ, например, с помощью таблицы интегралов, соответст-
вующих преобразований и расчетов, определив площадь под 
кривой, заданной в виде непрерывной функции. 

Укажем в нижеследующей таблице соответствие между 
уровнями сложности прогнозной задачи и видами базовых ме-
ханизмов. 

                                                 
1 Свойство задачи, отражающее уровень «креативности», необходи-
мой для её решения, степень её «нетривиальности», которая опреде-
ляется алгоритмом, описанным в [13]. 
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Таблица 1. Соответствие между уровнями сложности про-
гнозной задачи и видами базовых механизмов 

№ Градации уровней 
сложности Названия базовых МПНИ 

2 II Систематизация перебора 
3 III Хаотизация перебора 

4 IV Методологическая рефлек-
сия 

5 V Механизм базируется на 
интуиции и/или озарении 

1 I Простейший1 
 
Такое соответствие имеет место, прежде всего потому, что 

в статье [13], где впервые были введены уровни сложности про-
гнозной задачи, они формулировались через неявное представ-
ление о тех механизмах, которые инициируют решение задачи 
соответствующего уровня сложности. 

Теперь перейдем к определению понятия реального меха-
низма получения новой информации как элемента множества 
комбинаций базовых механизмов, который на наш взгляд ос-
мыслен. Максимально возможное число таких комбинаций 31 
(25 – 1). Перебирая все эти комбинации, полагаем, что лишь 
шесть комбинаций МПНИ осмыслены, которые мы и назовем 
реальными МПНИ: 

1. Простейший.  
2. Систематизация перебора.  
3. Итеративный (включает наличие обратной связи, без не-

посредственного взаимодействия всех участников). Комбинация 
базовых механизмов: систематизация и хаотизация перебора. 

4. Хаотизация перебора.  
5. Методологическая рефлексия.  
6. Механизм базируется на интуиции и/или озарении.  

                                                 
1 Простейший базовый механизм предполагает только лишь взаимное 
информирование участников встречи и обмен широко известными 
идеями.  
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Рассмотрим следующее понятие разновидности экспертно-
го метода как системно организованной совокупности правил, 
приемов и/или способов, предназначенной для инициации про-
цесса решения оценочных задач с помощью людей, которая, во-
первых, удовлетворяет следующим условиям:  

1. Процесс и, возможно, результат оценивания значения па-
раметра (характеристики) объекта должен быть воспроизводим 
другим человеком и/или коллективным субъектом и/или науч-
ным сообществом либо всегда, либо с высокой вероятностью 
(при этом вероятность трактуется либо как объективная число-
вая величина в аксиоматике Колмогорова, либо как субъектив-
ная, в том числе нечисловая). 

2. Все условия задачи, исходные данные, предположения, 
допущения и оценки представляются в наглядной форме и дос-
тупны для проверки. 

3. Правила и приемы должны быть экономными, способны-
ми давать результат с наименьшими затратами средств и време-
ни1,  

Во-вторых, содержит один реальный МПНИ.  
И, в-третьих, может иметь нижеследующие составные части: 

1. «Императив», с помощью которого определяется, при-
ближаемся ли мы к решению задачи или нет. Аналог, метафо-
ра – компас. По-видимому, для V уровня сложности такими 
«императивами» являются так называемое «внутреннее да –
 нет», «полетит – не полетит». Так называемое «лезвие Оккама» 
является «императивом» исследователя преимущественно для 
задачи IV уровня сложности. Для III уровня сложности «импе-
ративом» является самовопрос исследователя «достаточно ли 
сумасшедшая эта идея?». Для II и I уровней сложности нам не 
известен такой «императив», возможно, там он и не нужен. 

2. «Дополнительное требование», соблюдение которого 
обеспечивает возможность работы реального МПНИ и (или) по-
вышает его эффективность. Например, мы полагаем, что для V 
уровня сложности «дополнительным требованием» является 

                                                 
1 При формулировании этих трех условий мы базировались на подходе 
Квейда к определению методики [2]. 
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наличие достаточного времени для созерцания. Таким же «до-
полнительным требованием» для задачи IV уровня сложности 
является 11-ое правило Т. Эйлоарта [18]: «Спать с проблемой, 
идти на работу, гулять, принимать душ, ехать, пить, есть, играть 
в теннис — все о ней». Для III уровня сложности «дополнитель-
ным требованием» будет – разделение фаз генерации идей и 
анализа, используемое, например, в мозговой атаке. Для II и I 
уровней сложности нам не известны «дополнительные требова-
ния», возможно, там они и не нужны. 

Следуя исторически сложившейся традиции использования 
понятия «экспертный метод», мы определяем это размытое по-
нятие как совокупность разновидностей экспертных методов в 
вышеуказанном определении, объединенных только лишь тра-
дицией их употребления. Например, даже в самой узкой трак-
товке метод Дельфи понимается как совокупность разновидно-
стей итеративного метода Дельфи I с двумя различными прави-
лами остановки. (Во-первых, когда совпадут значения медиан 
числовых рядов экспертных оценок на двух последовательных 
итерациях и, во-вторых, когда группа экспертов и (или) респон-
дентов придет к консенсусу [12]). 

Введем понятие «М-группы экспертных методов». Под М-
группой экспертных методов {Ai} мы понимаем такую совокуп-
ность разновидностей экспертных методов, элементы которой 
имеют одинаковый реальный МПНИ. 

Для реализации заявленной цели в этой статье предлагается 
процедура, состоящая из четырех этапов. 

2. Рекомендации по отбору М-группы экспертных 
методов для данной задачи (этап №1) 

Общая процедура установления соответствия между про-
гнозной оценочной задачей и разновидностью экспертного ме-
тода, которую мы рекомендуем для решения этой задачи, вклю-
чает следующие этапы: 
1. Нахождение одной или двух М-групп экспертных методов, 
из которых мы будем рекомендовать метод для решения дан-
ной задачи. 
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2. Выбор одной из трех возможностей решения многокритери-
альной задачи: на основании метода взвешенной суммы, тео-
рии полезности и теории важности критериев (мы исходим из 
того, что отбор экспертного метода необходимо проводить на 
основе учета нескольких критериев). 

3. Выбор из М-группы экспертных методов того, который мы 
рекомендуем для решения данной задачи. 

4. Нахождение разновидности экспертного метода, которую мы 
рекомендуем для решения данной задачи. 
При отборе М-группы методов на первом этапе процедуры 

мы используем лишь понятие сложности задачи и информацию 
об уровне этой сложности. Для этого на основе таблицы 1 и ин-
формации о том, из каких базовых МПНИ состоит данный ре-
альный МПНИ, рассмотрим наличие самой возможности ис-
пользовать данный вид реального МПНИ для решения задачи 
заданного уровня сложности.  

Таблица 2. Возможность использования реальных МПНИ для 
решения прогнозной задачи 

 Виды реальных механизмов получения новой информа-
ции от экспертов 

Града- 
ции уров-
ней слож
ности 
задачи 

Прос-
тейший 

Система- 
тизация 
перебора 

Итеративный
(Обратная 
связь, без не-
посредствен-
ного взаимо-
действия) 

Хаотиза-
ции пере-
бора 

Методо- 
логичес-
кая реф-
лексия 

Механизм 
базируется 
на интуи-
ции и/или 
озарении 

V – – – – – + 
IV – – – – + – 
III – – + + – – 
II – + + – – – 

I + – – – – – 
Пояснение к таблице 2. Наличие знака плюс означает воз-

можность использования реального МПНИ для решения про-
гнозной задачи данного уровня сложности.  
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На основании вышеприведенной таблицы можно рекомен-
довать к использованию для задачи данного уровня сложности 
максимум две М-группы экспертных методов, так как вид ре-
ального механизма однозначно определяет такую группу. 

 
Перейдем к рассмотрению этапа №2.  
Мы исходим из того, что существует три основных воз-

можности решения многокритериальной задачи: на основании 
метода взвешенной суммы, теории полезности [3] и теории важ-
ности критериев [7]. В работе [10] было показано, что из этих 
трех инструментов целесообразно использовать теорию важно-
сти критериев в случае, если времени на принятие качественно-
го решения достаточно, и метод взвешенной суммы в противном 
случае (было показано, что в целом последний дает результат 
более хороший, чем просто случайный равномерный отбор из 
набора альтернатив). Будем считать, что в нашем случае ЛПР 
имеет достаточно времени для принятия обоснованного реше-
ния, поэтому на втором этапе мы рекомендуем использовать 
теорию важности критериев в качестве инструмента отбора.  

3. Рекомендации по отбору из М-группы наиболее 
приемлемого экспертного метода для данной задачи 
(этап №3) 

Каждому из шести реальных механизмов соответствуют 
шесть М-групп экспертных методов и для каждой М-группы в 
таблице 4 укажем экспертные методы. В этой же таблице экс-
пертным путем оценим в баллах уровень возможности исполь-
зования таких методов для решения задачи фиксированного 
уровня сложности. При этом общее количество используемых 
балльных градаций – пять, а их значения занумерованы в поряд-
ке возрастания этого уровня возможности.  

С целью повышения межэкспертной воспроизводимости для 
каждой из балльных градаций возможности применения метода 
укажем соответствующую содержательную интерпретацию.  
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Таблица 3. Балльные градации критерия «возможность решить 
данную задачу данным методом» 
Балльные градации  
возможности  

решить прогнозную 
задачу методом  
из данной группы 

Содержательная интерпретация  
градаций 

1 Метод бесполезно использовать для 
решения задачи. 

 
2 
 

Скорее всего, задача не будет решена, 
но, возможно, в рамках ее решения 
станет понятно, что сформулированная 
задачи плохо поставлена. 

3 Возможно, задача и будет решена, но, 
по сути, это будет «стрельба из пушки 
по воробьям». 

4 Возможно, задача будет решена. 
5 Скорее всего, задача будет решена.  

 
Полагаем, что первые три градации в целом неприемлемы 

для того, чтобы рекомендовать этот метод для решения постав-
ленной задачи. Градации «4» и «5» будем считать приемлемыми. 

На основе информации, полученной из таблиц 1÷3, и поня-
тия М-группы сформируем таблицу 4 с учетом того, что мы бу-
дем рассматривать лишь шесть недекомпозируемых экспертных 
методов. (Использование лишь шести методов связано с тем, 
что из 13 недекомпозируемых экспертных методов, упомянутых 
в Малой Российской энциклопедии Прогностики, лишь шесть 
апробированы прогностической практикой [4]). 

Для обеспечения межэкспертной воспроизводимости про-
ставления соответствующих балльных оценок в таблице 4 их 
процедуру назначения проведем в два этапа.  

На первом этапе выделим цветом те клетки таблицы, 
балльные значения в которых мы считаем приемлемыми, чтобы 
соответствующие методы можно было рекомендовать для реше-
ния задач данного уровня сложности. (То есть балльные града-
ции «4» и «5»).  
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На основании таблицы 2 для V уровня сложности может 
быть приемлем лишь один метод, чей механизм базируется в 
первую очередь на интуиции и/или озарении. Таким образом, 
мы выделяем цветом лишь одну клетку на пересечении столбца 
с заголовком названия этого механизма и строки с заголовком 
«V уровень сложности» (крайняя правая клетка).  

Аналогично, для IV уровня сложности также приемлем 
лишь один метод, основывающийся на методологической реф-
лексии, и, значит, цветом выделяем лишь одну клетку на пере-
сечении столбца с заголовком названия этого механизма и стро-
ки с заголовком «IV уровень сложности» 

На том же основании, для III уровня сложности приемлемы 
два метода, один из которых основывается на реальном меха-
низме хаотизации перебора, а второй – на реальном механизме с 
обратной связью, и, значит, цветом выделяем две клетки на пе-
ресечении столбцов с заголовками названия этих же механизмов 
и строки с заголовком «III уровень сложности». 

Аналогично, для II и I уровней сложности.  
На втором этапе проводим более детальную оценку. И для 

клеток, выделенных цветом, указываем балльные значения либо 
«4», либо «5». Соответствующие различия в значениях балль-
ных оценок могут более обосновано помочь нам рекомендовать 
экспертный метод.  

Для тех же клеток, которые не отмечены цветом, указываем 
один из трех вариантов: либо «1», либо «2», либо «3». Причем 
балльную градацию «3», чья содержательная интерпретация 
трактуется как «возможно, задача и будет решена, но, по сути, 
это будет «стрельба из пушки по воробьям» назначают для тех 
методов, чей вид реального МПНИ будет выше по иерархии, 
чем указанный в строчке уровень сложности, и применяемый 
реальный механизм не задействует методологическую рефлек-
сию. Если же применяется методологическая рефлексия для ре-
шения задач ниже четвертого уровня сложности, то ставим 
балльную градацию «2»: «скорее всего, задача не будет решена, 
но, возможно, в рамках ее решения станет понятно, что сформу-
лированная задачи плохо поставлена». 
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Таблица 4. Оценки уровня возможности применения метода к 
решению задачи заданного уровня сложности 

 Виды реальных МПНИ  

Уро-
вни 
слож
нос-
ти 

Простейший 

Систе-
матиза-
ция пе-
ре-бора 

Итератив-
ный. (Об-
ратная 
связь, без 
непосред-
ственного 
взаимо-
действия) 

Хаоти-
зация пе-
ре-бора 

Мето-
дологи- 
ческая 
рефлек-
сия 

Меха-
низм 
базиру-
ется на 
интуи-
ции 
и/или 
озаре-
нии 

Соответствующие методы получения новой информации от экс-
пертов 

 метод 
«ли-
цом к 
лицу» 

метод 
комис- 
сий 

морфо-
логи-
ческий 
анализ 

метод 
Дельфи 

мозговая 
атака 

методы с 
элемен-
тами 
рефлек-
сии  

метод 
нам не 
известен, 

V 1 1 1 1 1 1 

но ис-
поль-
зовать 
МПНИ 
воз-
можно 

IV 1 1 1 1 1 5 3 
III 1 1 1 4 5 2 3 

II 1 1 5 4 3 2 3 

I 4 4 3 3 3 2 3 
 

Градации «1», «2», «3» хотя и не используются в дальней-
шем расчете, полезны для того, чтобы показать, что метод мо-
жет быть неприемлем для решения задачи данного уровня 
сложности, по крайней мере, по трем качественно различным 
причинам. 



Системный анализ 

 47 

Для задач I–III уровней сложности существуют, согласно 
таблице 4, более чем один приемлемый экспертный метод. Так, 
например, исходя из данных этой таблицы, для решения задачи 
I уровня сложности, целесообразно использовать метод «лицом 
к лицу» либо метод комиссий. Мы исходим из допущения, что 
при наличии более одного экспертного метода решения про-
гнозной задачи необходимо, по крайней мере, сначала, исполь-
зовать только один из них. Отсюда вытекает необходимость бо-
лее детального отбора. И одним из оснований для отбора явля-
ется обоснованное различие, выраженное в баллах, уровня воз-
можности применения метода к решению задачи заданного 
уровня сложности. 

С учетом вышесказанного, приведем обоснование целесо-
образности применения уже конкретного экспертного метода 
для решения задачи указанных уровней сложности и обширно-
сти.  

Таким образом, если на I этапе процедуры мы использовали 
лишь понятие сложности задачи, то на III-м этапе – будем ис-
пользовать сложность и обширность задачи как критерии в ши-
роком толковании. Но так как напрямую такие критерии в мно-
гокритериальном анализе не всегда можно использовать, то бу-
дем использовать следующие критерии в узком толковании (т. е. 
как в многокритериальном анализе): «возможность применения 
данного метода к задаче данного уровня сложности» и «быстро-
та решения задачи данным методом», а их значения найдем, ба-
зируясь на сложности и обширности. 

Для того чтобы порекомендовать экспертный метод для 
решения задачи данного уровня сложности и обширности ре-
шим задачу многокритериального отбора приемлемого метода, 
используя теорию важности критериев (базируясь на результа-
тах II-го этапа).  

Итак, мы выявили балльные оценки возможности примене-
ния метода к решению задачи заданного уровня сложности (таб-
лица 4), и теперь: 

• последовательно рассмотрим и используем такую харак-
теристику кортежа задача-метод как быстрота решения задач I, 
II и III уровней сложности указанным методом; 
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• выявим балльные оценки быстроты решения задачи, дан-
ных уровней сложности и обширности (таблицы 7–9).  

Поясним, почему мы считаем, что в первом приближении 
эта быстрота (длительность) зависит от используемого метода, 
сложности и обширности задачи.  

Для нас, очевидно, что длительность решения задачи зави-
сит от метода ее решения. 

Для того чтобы показать, что длительность решения задачи 
зависит и от сложности, а также от обширности задачи, рас-
смотрим некоторые этапы процесса решения прогнозной оце-
ночной задачи I–III уровней сложности.  

Из определений I–III уровней сложности прогнозной оце-
ночной задачи [13] следует, что процесс решения такой задачи 
состоит, в том числе из: 

1. Конструирования множества вариантов развития прогноз-
ных событий, которые могут произойти с объектом прогнозиро-
вания. Но длительность конструирования множества вариантов 
в первую очередь зависит от уровня сложности решаемой зада-
чи. 

2. Проработки сконструированных вариантов и их ранжи-
ровки по степени вероятности осуществления. Получение до-
полнительной информации способствует наполнению содержа-
нием деталей вариантов развития прогнозных событий. (Пола-
гаем, что длительность этого этапа в первую очередь зависит от 
уровня обширности задачи, так как мы каждый раз ищем допол-
нительную информацию из разных источников с тем, чтобы вы-
явить приоритетность варианта). 

Таким образом, мы показали, что быстрота решения задачи 
зависит от сложности и обширности задачи и метода ее реше-
ния. 

Для повышения межэкспертной воспроизводимости простав-
ления экспертами балльных градаций быстроты решения задач 
I–III уровней сложности указанным методом рассмотрим со-
держательную интерпретацию балльных градаций быстроты 
решения задач I–III уровней сложности и представим ее в табли-
це 5. 
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Таблица 5. Содержательная интерпретация балльных градаций 
быстроты решения задач I–III уровней сложности указанным 
экспертным методом 
Балльные града-

ции 
Содержательная интерпретация быстроты 

решения задач 

5 Очень быстро, 
(«не снимая пиджака») 

4 Типично быстро  
(«сняв пиджак, но без чая») 

3 Не долго, но и не быстро  
(«с чаепитием, но без ночевки») 

2 Долго 
(«с ночевкой, но без зимовки») 

1 Очень долго, 
(«с зимовкой») 

0 неприемлемо долго или невозможно 
 

Примечание. Дополнительное образное задание шкальных 
градаций повышает воспроизводимость их употребления экс-
пертами по сравнению с «обычным» заданием – «очень быст-
ро», «быстро», «медленно» и тому подобное. Об использовании 
для этой цели лексики и речевых оборотов, обычно не свойст-
венных научному дискурсу, писал еще Г.С. Альтшуллер, но как 
тогда, так и сейчас это воспринимается несколько насторожен-
но: «Когда на доске слово “ледокол” было заменено “штукови-
ной” … моряк лишился дара речи» [1, с. 135]. Можно более 
подробно и более глубоко раскрыть необходимость употребле-
ния слов, устойчиво порождающих большое количество продук-
тивных ассоциаций (или, наоборот, не порождающих уводящих 
в сторону ассоциаций), для «запуска» познавательных процес-
сов, нацеленных на получение новой информации от человека, 
но это выходит на рамки тематики данной статьи. 
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Таблица 6. Примеры различных типовых задач конкретных 
уровней сложности и обширности 

 Уровень обширности задачи  

Уровень 
слож-
ности 
задачи  

I II III 

IV 

Определить фор-
мальную науч- 
ную продуктив-
ность ИПУ РАН 
через 50–60 лет 

Определить перс-
пективность име-
ющихся научных 
направлений через 
50–60 лет 

 

III 

Определить фо-
рмальную науч-
ную продуктив-
ность ИПУ РАН 
через 4–5 лет 

Определить перс-
пективность име-
ющихся научных 
направлений через 
4–5 лет 

Какое влияние на 
прикладную науку в 
ближайшие год - два 
окажет готовящаяся 
программа «иннова-
ционный прорыв»? 

II 

Определить 
формальную 
научную про-
дуктивность 

ИПУ РАН через 
1–2 года 

Определить перс-
пективность имею-
щихся научных 
направлений через 
1–2 года 
Какое влияние на 
прикладную науку 
в ближайшие 3–5 
лет окажет готовя-
щаяся программа 
«инновационный 
прорыв»? 

 

I 

Определить 
формальную 
научную про-
дуктивность 
давно работаю-
щего сотрудника 
ИПУ РАН в сле-
дующем году 

  



Системный анализ 

 51 

 
На основании определения уровней обширности задачи 

экспертным путем выявим и укажем в таблицах 7–9 значения 
градаций быстроты решения указанными методами задач соот-
ветствующих уровней сложности. 

Частично присвоение градаций быстроты базируется на 
мысленном эксперименте, проводимом на основе примеров ре-
шения типовых задач различных уровней сложности и обшир-
ности, сформулированных для какой-либо конкретной области. 
Это делается для повышения межэкспертной воспроизводимо-
сти. (В данном случае используются различные подзадачи, по-
лучающиеся при декомпозиции задачи разработки прогноза раз-
вития теории управления социально-экономическими система-
ми). 

Из-за ограниченного объема статьи мы не можем глубоко 
обосновать наполнение вышеприведенной таблицы. Отметим 
лишь, что оно полностью основывается на понятиях сложности 
и обширности прогнозной оценочной задачи, а пытливого чита-
теля отсылаем к соответствующей статье [13]. 

Для корректного назначения балльных оценок быстроты 
решения задачи I, II и III уровней уровня сложности при соот-
ветствующих уровнях обширности заданными методами (таб-
лица 7) и с целью повышения их межэкспертной воспроизводи-
мости полезно будет использовать информацию, структуриро-
ванную в пять нижеследующих блоков:  

1. Содержательная интерпретация балльных градаций быст-
роты решения задач (таблица 5). 

2. Мысленный эксперимент, проводимый на основе приме-
ров задач различных уровней сложности и обширности, сфор-
мулированных для какой-либо конкретной области (таблица 6). 

3. Определения уровней обширности. 
4. Определение I, II и III уровней сложности прогнозной 

оценочной задачи. 
5. Информация о достоинствах и недостатках методов. (Так, 

для I уровня сложности прогнозной оценочной задачи, необхо-
димо выявить ключевые отличия между методами «лицом к ли-
цу» и «комиссий», с тем чтобы обосновано присвоить различ-
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ные балльные оценки для этих близких методов). 
Поясним блок №3. Определяющими свойствами 

прогнозной оценочной задачи для: 
• I уровня обширности является наличие информации, 

которая поможет ее решить и которую можно получить из 
автоматизированных источников; 

• II уровня обширности является наличие информации, 
которая поможет ее решить и которую можно получить из 
печатных источников или от исследователей; 

• III уровня обширности является наличие информации, 
которая поможет ее решить и которую можно получить лишь из 
непосредственных экспериментов [13]. 

Поясним блок №4 на примере I уровня сложности. Опреде-
ляющим свойством прогнозной оценочной задачи I уровня 
сложности является наличие уже известного способа ее реше-
ния.  

Поясним блок №5 на примере I уровня сложности. 
Ключевыми отличиями между методами «лицом к лицу» и 
«комиссий», позволяющими нам присваивать различные 
балльные оценки для этих близких методов являются [12]: 

• простота реализации метода «лицом к лицу» и быстрота 
решения им простейших задач; 

• необходимость обучать организаторов метода «комиссий» 
и экспертов, участвующих в ее работе; 

• группа экспертов, участвующих в работе «комиссий», 
многократно собирается для обсуждения одного и того же 
вопроса; 

• при использовании метода «комиссий» предварительно 
разрабатывается программа обсуждения. 

Исходя из вышесказанного, мы полагаем, что метод «лицом 
к лицу» может часто решить задачу первого уровня сложности о 
формальной научной продуктивности сотрудника настолько 
быстро, что вошедшему эксперту будет, образно говоря, даже 
лень снимать пиджак для столь короткого разговора.  

Используя второй из пяти вышеуказанных блоков инфор-
мации (эксперимент, проводимый на основе примеров задач, 
описанных в таблице 6) можно провести такой мысленный экс-
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перимент. Когда руководитель института вызовет заведующего 
лабораторией, чтобы узнать примерное число работ, которые 
напишет в следующем году сотрудник этой лаборатории ИПУ 
РАН, то размышление его как эксперта не будет долгим. И не 
надо тратить время на формирование комиссии экспертов и раз-
работку программы обсуждений. Поэтому, для данного приме-
ра, балльная градация «5» будет вполне уместна. 

Конечно, вышерассмотренные рассуждения не являются 
формальным обоснованием, и, тем более, доказательством, но 
четко указывают направление, в котором необходимо проводить 
формальные обоснования.  

 На основе вышерассмотренных рассуждений, укажем на 
пересечении строк и столбцов таблицы 7 оценки в баллах быст-
роты решения задачи I-го уровня сложности заявленным мето-
дом при соответствующем уровни обширности. 

Таблица 7. Оценки быстроты решения задачи I уровня сложно-
сти (в баллах) 

 Уровни обширности 
Методы I II III 

лицом к лицу 5 0 0 
комиссий 4 4 3 
 
Аналогичным образом, используя пяти блоковую структуру 

информации, необходимую для обоснования балльных оценок, 
оценим быстроту решения задачи для II уровня сложности и со-
ставим таблицу 8.  

Таблица 8. Оценки быстроты решения задачи II уровня слож-
ности (в баллах) 

 Уровни обширности 
Методы I II III 

Морфологический 
анализ 3 2 1 

Дельфи 4 4 3 
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Значения балльных градаций быстроты решения задачи III 
уровня сложности определены в таблице 9 аналогично преды-
дущему случаю. 

Таблица 9. Оценки быстроты решения задачи III уровня слож-
ности (в баллах) 

 Уровни обширности 
Методы I II III 
Дельфи 4 4 3 

Мозговая атака 3 2 1 
 

Подход к назначению балльных оценок в рамках процеду-
ры, скорее всего, останется неизменным, даже если изменится 
соответствие кортежа <сложность, обширность, метод> кон-
кретным балльным градациям. Например, сейчас мы полагаем, 
что (см. таблицу 7) кортежу <метод «лицом к лицу», I уровень 
сложности, I уровень обширности> соответствует балльная гра-
дация «5», но маловероятно, при любом другом обосновании 
этого соответствия могут быть присвоены градации «2», «1» или 
«0», хотя близкие возможны. 

Кроме того, мы полагаем, что рекомендации, приведенные 
в разделе, являются «устойчивыми» в том смысле, что даже если 
изменятся балльные градации возможности решения задачи 
данного уровня сложности и обширности данным методом и 
быстроты ее решения, то рекомендации по применению экс-
пертного метода практически не изменятся. Но даже если изме-
нятся, то будет рекомендован «близкий» метод (например, «ли-
цом к лицу» вместо метода комиссий или наоборот, но не Дель-
фи или синектика). По крайней мере, эти экспертные методы 
будут из одной М-группы. 

После того, как мы определились со значениями таких кри-
териев, как быстрота и возможность решения, необходимо при-
вести их к общей балльной шкале, чтобы иметь возможность 
воспользоваться теорией важности критериев, так как вышеука-
занные критерии не являются однородными [7].  
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Для этой цели вышеуказанную общую шкалу, в которую 
будем переводить балльные значения возможности решения и 
быстроты, определим по аналогии со знакомым большинству 
ЛПР «школьным» способом проставления оценок в журналах 
учителей. 

Таблица 10. Содержательная интерпретация балльных града-
ций общей шкалы1 

Балльные градации Содержательная интерпретация 
12 «5+» 
11 «5» 
10 «5–» 
9 «4+» 
8 «4» 
7 «4–» 
6 «3+» 
5 «3» 
4 «3–» 
3 «2+» 
2 «2» 
1 «2–» 
0 «неприемлемо», «кол» 

 
Содержательная интерпретация балльных градаций общей 

шкалы базируется на древовидном упорядочении, то есть снача-
ла эксперт определяет балльную оценку, а затем дополнительно 
указывает наличие «плюса» или «минуса». 

Рассмотрим сведение шкалы возможности решения к общей 
шкале. 

                                                 
1 Таблица привычна для российских исследователей, но мы понимаем, 
что она не будет так легко восприниматься, например, представите-
лями англоязычной системы образования со 100-балльной шкалой. 
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Таблица 11. Соответствие между градациями возможности 
применения метода к решению задачи заданного уровня слож-
ности и градациями общей шкалы 
Градации возможности реше-

ния Градации общей шкалы 

5 10 
4 5 

 
Другие градации критерия «возможность решения задачи 

данного уровня сложности данным методом» мы не рассматри-
ваем (так как их считаем неприемлемыми для того, чтобы метод, 
имеющий такие градации, можно было рекомендовать к исполь-
зованию для решения соответствующей задачи). 

Рассмотрим сведение шкалы быстроты к общей шкале. 

Таблица 12. Соответствие между градациями быстроты ре-
шения задачи данных уровней сложности и обширности дан-
ным методом и градациями общей шкалы 

Градации быстроты Градации общей шкалы 
5 11 
4 8 
3 5 
2 2 
1 0 

 
Градацию быстроты решения задачи данных уровней слож-

ности и обширности данным методом «0» мы не рассматриваем 
(так как считаем ее неприемлемой для того, чтобы метод, 
имеющий такую градацию, можно было рекомендовать к ис-
пользованию для решения соответствующей задачи). 

После того как мы свели градации быстроты и возможности 
решения к общей шкале и тем самым перешли к однородным 
критериям [7], найдем наиболее подходящий метод для решения 
задачи II уровня сложности и I уровня обширности. Значения 
балльных градаций второго столбца получены из таблицы 4, а 
значения 3-го – из таблицы 8. 
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Таблица 13. Задача для II уровня сложности и I уровня обшир-
ности 

Неоднородные критерии 

Варианты методов Балльные значения 
возможности реше-

ния 

Балльные значе-
ния быстроты 

Морфологический 
анализ 5 3 

Дельфи 4 4 
 

На основании таблиц 11–12 после приведения к однород-
ным критериям имеем: 

Таблица 14. Задача для II уровня сложности и I уровня обшир-
ности 

Однородные критерии 

Варианты методов Балльные значения 
возможности реше-

ния 

Балльные значе-
ния быстроты 

Морфологический 
анализ 10 5 

Дельфи 5 8 
 

Разберемся с важностью критериев (возможности решения 
и быстроты) [7]. Будем считать их примерно равноважными, то 
есть, допустим, что отношение их важностей лежит в отрезке 
(0,95; 1,05). 

Полагаем, что скорость роста предпочтений ЛПР при дви-
жении вдоль шкалы от меньших градаций к большим убывает 
(«информация D» в трактовке В.В Подиновского [7]). 

Попробуем продвинуться дальше и зададимся вопросом, 
если предпочтения ЛПР растут замедленно, то как велика эта 
величина «замедления». Что-то определенное на этот счет ска-
зать сложно, можно лишь констатировать, что любые цифры, 
какими бы мы ни характеризовали это замедление роста менее 
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надежны, чем просто информация, что они растут замедленно. 
Допустим, что рост предпочтений замедляется примерно на 5 – 
10% на каждой шкальной градации в случае, если таких града-
ций порядка 10–14. 

Теперь мы готовы приступить к решению нашей первой (из 
девяти) многокритериальной задачи. Пусть вариант «морфоло-
гический анализ» – v1, а вариант «метод Дельфи» – v2. Из таб-
лицы 14, имеем v1 = (10; 5), v2 = (5; 8). Они не сравнимы по Па-
рето. Но вариант v1 «морфологический анализ» «выигрывает» 
по качественной важности в предположении, что критерии рав-
новажны. 

Проверим с помощью системы DASS [8], останется ли ва-
риант v1 «морфологический анализ» «победителем», если мы 
учтем, критерии не строго равноважны, а лишь «примерно рав-
новажны». Нет, не останется! Оказывается, что решение не яв-
ляется устойчивым.  

Аналогично можно показать, что они будут не сопоставимы 
с привлечением «информации D», если учесть, что они «при-
мерно равноважны».  

Посмотрим, можно ли их сопоставить, привлекая информа-
цию о конкретных интервалах разности ценности шкальных 
градаций. В результате, согласно программному продукту DASS, 
вариант v1 «морфологический анализ» все же «выигрывает». 

Теперь найдем наиболее подходящий метод для решения 
задачи II уровня сложности и II уровня обширности. 

Таблица 15. Задача для II уровня сложности и II уровня обшир-
ности 

Неоднородные критерии 

Варианты методов Балльные значения 
возможности реше-

ния 

Балльные значе-
ния быстроты 

Морфологический 
анализ 5 2 

Дельфи 4 4 
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После приведения к однородным критериям имеем: 

Таблица 16. Задача для II уровня сложности и II уровня обшир-
ности 

Однородные критерии 

Варианты методов Балльные значения 
возможности реше-

ния 

Балльные значе-
ния быстроты 

Морфологический 
анализ 10 2 

Дельфи 5 8 

 
Смотрим аналогично. Варианты не сравнимы по Парето. 

Покажем, что они не сравнимы по количественной важности. 
Для этого компоненты векторов, составляющих варианты отбо-
ра, упорядочим по неубыванию: v01 = (2; 10), v02 = (5, 8). Эти 
варианты не сравнимы по Парето, следовательно, исходные ва-
рианты не сравнимы по количественной важности в предполо-
жении, что они равноважны [7]. Если они не сравнимы хотя в 
одной точке интервала важности, то они не сопоставимы и для 
всего интервала. Следовательно, они не сопоставимы по коли-
чественной важности. А вот с привлечением так называемой 
«информации D» вариант «метод Дельфи» «выигрывает» в 
предположении равноважности критериев [6]. С помощью сис-
темы DASS проверим, останется ли этот вариант победителем 
при «примерной равноважности». Да, останется. 

Теперь найдем наиболее подходящий метод для решения 
задачи II уровня сложности и III уровня обширности. 
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Таблица 17. Задача для II уровня сложности и III уровня обшир-
ности 

Неоднородные критерии 

Варианты методов Балльные значения 
возможности реше-

ния 

Балльные значе-
ния быстроты 

Морфологический 
анализ 5 1 

Дельфи 4 3 

 
После приведения к однородным критериям имеем: 

Таблица 18. Задача для II уровня сложности и III уровня обшир-
ности 

Однородные критерии 

Варианты методов Балльные значения 
возможности реше-

ния 

Балльные значе-
ния быстроты 

Морфологический 
анализ 10 0 

Дельфи 5 5 

 
Критерий «быстрота» имеет значение «0» для варианта 

«метод морфологического анализа». Это означает, что данный 
экспертный метод настолько неприемлем по критерию быстро-
ты для задачи вышеуказанных уровней сложности и обширно-
сти, что его не имеет смысл сравнивать с другими методами для 
решения данной задачи, следовательно, вариант «метод Дель-
фи» «выигрывает», т.е. именно этот вариант нужно отобрать. 

Легко убедиться, что значения критериев для задач II и 
III уровней сложности в нашем случае совпадают, то есть с ма-
тематической точки зрения решение трех многокритериальных 
задач для определения приемлемых методов как для II уровня 
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сложности, так и для III уровня сложности эквивалентно тем 
трем многокритериальным задачам, которые были решены вы-
ше. Получается, что для этого уровня сложности и I, II и III 
уровня обширности «выигрывают» соответственно «мозговая 
атака», Дельфи и снова Дельфи. 

Для первого уровня сложности нет необходимости приме-
нять какие-либо специализированные приемы и алгоритмы мно-
гокритериального анализа, так как недоминируемый вариант 
определяется почти очевидно – или по отношению Парето, или 
когда у всех вариантов, кроме одного, есть хотя бы одно такое 
значения какого-либо критерия, которое делает неприемлемым 
этот вариант для того, чтобы его рекомендовать к использова-
нию (как в вышеприведенном случае). 

Таким образом, мы просмотрели все возможные варианты, 
то есть решения 9-ти многокритериальных задач. 

В результате решения этих многокритериальных задач мы 
нашли наиболее приемлемые экспертные методы для задачи ка-
ждого уровня сложности и обширности. Результаты решения 
этих задач рассмотрим в таблице 19.  

Таким образом, в таблице 19 даны рекомендации по отбору 
наиболее приемлемого экспертного метода для данной задачи. 

4. Рекомендации по отбору наиболее приемлемой 
разновидности экспертного метода для данной  
задачи 

При переходе к обоснованию рекомендаций по отбору разно-
видностей экспертных методов качественно меняется логика 
обоснования этих рекомендаций. Если на третьем этапе процеду-
ры мы основываемся на свойствах самого метода, то на четвертом 
этапе надо основываться на сопоставлении различных разновид-
ностей одного и того же метода. И, следовательно, в первом слу-
чае мы используем непараметрическую теорию важности крите-
риев [7], то во втором мы вынуждены использовать параметриче-
скую теорию важности критериев [7]. 
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Таблица 19. Наиболее приемлемые экспертные методы для ре-
шения задачи данных уровней сложности и обширности 

Уровень обширности задачи Уровень 
сложности 
задачи I II III 

V 

Метод не известен, но 
используется интуиция 
(озарение) исследова-

теля 

Метод не извес-
тен, но исполь-
зуется интуиция 
(озарение) ис-
следователя 

Метод не извес-
тен, но исполь-
зуется интуиция 
(озарение) ис-
следователя 

IV 

Метод с элементами 
рефлексии – вариант 
МКВ (например, спи-
сок Т. Эйлоарта) 

Метод с элемен-
тами рефлексии 
– вариант МКВ 
(например, спи-
сок Т. Эйлоарта) 

Метод с элемен-
тами рефлексии 
– вариант МКВ 
(например, спи-
сок Т. Эйлоарта) 

III Мозговая атака Дельфи1 Дельфи 

II Морфологический ана-
лиз Дельфи Дельфи 

I Метод «Лицом к лицу» Метод комиссий Метод комиссий 
 

В данной работе мы строго и формально этот вопрос рас-
сматривать не будем, укажем лишь те критерии, которые можно 
применить на четвертом этапе: стоимость решения данной задачи 
данным методом и наличие программного продукта.  

Мы считаем, что наше эмпирическое знание о специфике 
применения конкретных разновидностей экспертных методов к 
различным задачам еще слишком мало, чтобы можно было бы 
сделать какие-то существенные выводы по данному вопросу. Од-
нако, мы полагаем, что общая схема решения этого вопроса такая 
же, как и в III-м этапе нашей процедуры: определяются конкрет-
ные значения критериев и решаются многокритериальные задачи. 
Проблема в том, что сейчас, как нам кажется, научным сообщест-
вом накоплено еще мало информации, чтобы сделать первый шаг 
                                                 
1 Мы не исключаем, что впоследствии эту «клеточку» может занять 
метод фокальных объектов, если получит достаточную апробацию 
прогностической практикой [14]. 
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– проставить конкретные значения критериев. Но мы выражаем 
уверенность, что со временем ситуация улучшится, и рекоменда-
ции по отбору наиболее приемлемой разновидности экспертного 
метода для данной задачи получится строго обосновать.  

Необходимо обратить внимание читателя на то, что практи-
чески во всех экспертных методах, используемых нами, кроме тех, 
что предназначены для решения задач I уровня сложности, отсут-
ствует использование таких простейших видов оценок, как баллы, 
ранжировки, парные и множественные сравнения. То есть по ре-
зультатам такого экспертного метода, как совещание может быть 
предложена ранжировка, а в результате использования процедуры 
Дельфи – нет. Тогда как специалистам хорошо известно, что для 
вышеуказанных видов оценок (кроме баллов) существует хорошо 
проработанный математический аппарат, и использование их дос-
таточно перспективно. И эти теоретические результаты, и практи-
ческий опыт необходимо использовать. Тем более что сама про-
цедура попарных сравнений впервые была предложена еще в 
1860 году для оценки сравнительной предпочтительности альтер-
натив в работе [21]. И сейчас методы анализа и обработки парных 
сравнений продолжают быть популярны [20]. Интересное экспе-
риментальное и теоретическое исследование оценок, полученных 
методом множественных сравнений, содержится в работе [16]. 
Наиболее известными и разработанными среди оценок этого вида 
являются оценки в виде упорядоченных троек. Метод тройных 
сравнений подробно рассмотрен в работах [15, 19], а общий обзор 
представлен в работе [17]. Балльные оценки рассматриваются в 
работах [5, 12].  

Широкое использование указанных выше экспертных оценок 
открывает дополнительные возможности по созданию новых ме-
тодов, предназначенных для решения задач II и III уровней слож-
ности. 

5. Заключение 

В данной статье впервые: 
1. Предложена процедура отбора наиболее приемлемых раз-

новидностей экспертных методов. (Стоит отметить, что послед-
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ний этап процедуры проработан пока лишь эскизно). 
2. Даны рекомендации по отбору наиболее приемлемых экс-

пертных методов.  
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ВРЕМЕННОЙ АНАЛИЗ СИСТЕМ 
С СЕТЕЦЕНТРИЧЕСКИМ УПРАВЛЕНИЕМ 
НА ОСНОВЕ НЕПРЕРЫВНО-ДИСКРЕТНОЙ 

МОДЕЛИ 

Юдицкий С. А.1, Точ Д. С.2 
(Учреждение Российской академии наук 

Институт проблем управления РАН, Москва) 
 

Рассмотрена комплексная модель развития больших систем в 
виде взаимодействующих между собой сетевых динамических 
субмоделей: графа показателей и графа действий, в которой 
динамика показателей моделируется в непрерывном времени, а 
динамика действий – в дискретном. Такое сочетание позволя-
ет повысить уровень адекватности реальным системам по 
сравнению с чисто дискретной моделью. Зависимость показа-
телей от времени выражается с помощью многочленов, в 
терминах которых описано взаимовлияние показателей. Усо-
вершенствован механизм функционирования графов действий. 
Предложен графический метод временного анализа динамики 
непрерывно-дискретной модели, расширяющей возможности 
имитационного моделирования больших систем. 

 
Ключевые слова: графодинамика, непрерывно-дискретная 
модель, показатель, действие, логическое условие срабаты-
вания перехода графа действий, внешнее и внутреннее 
событие, индикаторная логика, временной анализ. 
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1. Введение 

Системы с сетецентрическим управлением (СЦУ) характе-
ризуются большим числом компонентов и причинно-
следственных связей между компонентами. С полным основа-
нием их можно отнести к категории больших систем. В преды-
дущей работе авторов [3] обсуждалась комплексная триадная 
модель СЦУ, состоящая из взаимодействующих между собой 
сетевых субмоделей целеполагания, логического управления 
действиями и взаимовлияния показателей процесса в системе. 
Субмодели названы соответственно графом целей, графом 
действий (операций), графом показателей. 

Триадная модель определена на заданной дискретной шка-
ле времени с равными промежутками между тактовыми момен-
тами. Предполагается, что любое событие в триадной модели 
(внешнее воздействие, достижение цели, инициирование и 
завершение действий, «скачкообразное» изменение показате-
лей) происходит только в тактовые моменты, которые сопостав-
ляются с переходами в графе действий. В этом смысле дискрет-
ная триадная модель является несколько «загрубленной», хотя и 
достаточно простой, удобной для восприятия. В реальной сис-
теме с СЦУ события могут происходить внутри промежутков 
между заданными тактовыми моментами. В дискретной модели 
в ущерб ее адекватности такие события смещают во времени и 
переносят в ближайший тактовый момент. 

В данной работе, которая является продолжением и разви-
тием [3], предлагается непрерывно-дискретная модель с СЦУ с 
отображением динамики показателей на непрерывной времен-
ной шкале, а динамики действий – на дискретной. Тактовые 
моменты не задаются, а вычисляются с применением формаль-
ного аппарата индикаторной логики [4]. Динамика показателей 
с учетом их взаимовлияния описывается многочленными функ-
циями с областью определения на числовой оси. 
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Предложенная модель дает более полную (а тем самым и 
более адекватную) картину функционирования системы по 
сравнению с [3]. 

2. Моделирование динамики показателей 

Пусть процесс, реализуемый в системе, характеризуется 
показателями pi, i = 1, ..., n. Каждому показателю поставим в 
соответствие «собственную» переменную xi, являющуюся функ-
цией непрерывного времени τ: 
(1) k

ikiii aaax τττ +++= ...)( 10 , 
где ail – константы, l = 0, 1, ..., k. 

С течением времени все показатели изменяются параллель-
но, причем на pi могут влиять другие показатели pj, j = 1, ..., n, 
i ≠ j: 
(2) ∑ ×+=

j
jjiii xbxp )()()( τττ , 

bji – коэффициент, определяющий влияние pj на pi. Значения ail, 
bji могут быть как положительными, так и отрицательными. 

В графе показателей вершины соответствуют показателям 
pi, дуги (pi1, pi2), i1, i2 = 1, ..., n, i1 ≠ i2, «нагруженные» коэффи-
циентами bi1,i2, соответствуют влиянию pi1 на pi2. 

Пример графа показателей дан на рис. 1. 
Примем, что все собственные функции согласно (1) явля-

ются линейными (k = 1) и в примере имеет место: 

(3) 
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Применив к графу на рис. 1 соотношения (2), (3), получим: 
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Рис. 1. Пример графа показателей 

Поскольку показатели в реальной системе могут измеряться 
в разных единицах (иметь разную физическую природу), будем 
использовать для них единую лингвистическо-балльную шкалу, 
например данную в таблице 1. 

Таблица 1. Лингвистическо-балльные значения показателей 
Лингвистическая оценка значения Балльная оценка 

Очень низкое 2 > pi > 0 
Низкое 4 > pi ≥ 2 
Среднее 8 > pi ≥ 4 
Высокое 12 > pi ≥ 8 

Очень высокое 15 > pi ≥ 12 
Сверхвысокое pi ≥ 15 

 

3. Моделирование динамики действий 

Прежде чем определить граф действий, напомним основ-
ные положения индикаторной логики [4], являющейся подклас-
сом булевой алгебры. Индикатором сравнения называется буле-
ва переменная вида (pi # q), где pi – числовая переменная, q – 

p2 p1 

p3 

–0,1 0,1 

0,1 

0,2 
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числовая переменная или константа, #∈{=, ≠, >, ≥, <, ≤} – знак 
бинарного отношения. (pi # q) принимает значение: 

 




=
.,0

,#,1
)#(

явыполняетснеесли
отношениеявыполняетсесли

qp  

Индикаторной логической формулой (ИЛФ) называется 
выражение, полученное путем применения конечное число раз к 
индикаторам сравнения логических операций дизъюнкции, 
конъюнкции, отрицания (∧, ∨, ¬). Над ИЛФ выполняются экви-
валентные преобразования на основе классических тождеств 
(приведены, например, в [1]) и дополнительных соотношений 
согласно таблице 2 (буква e означает константу). 

Таблица 2. Эквивалентные преобразования над ИЛФ 
Наименование Формальное описание 
Поглощение )),max(()()( 2121 eepepep >=>∧>  

)),min(()()( 2121 eepepep <=<∧<  
)),min(()()( 2121 eepepep >=>∨>  
)),max(()()( 2121 eepepep <=<∨<  

Дополнение 0)()( =<∧≥ epep  
0)()( =≤∧> epep  
1)()( =<∨≥ epep  
1)()( =≤∨> epep  

Отрицание )()( epep ≤=>  

)()( epep <=≥  

)()( epep ≥=<  

)()( epep >=≤  
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Таблица 3. Логические условия срабатывания переходов 
П
ер
ех
од

 

За
де
рж
ка

 
ср
аб
ат
ы

-
ва
ни
я 

В
не
ш
не
е 

со
бы
ти
е 

Внутреннее событие (функция показате-
лей) 

t1 θ1 = 2 v1 = 1 (p1 < 2) ∧ (p2 = 0) ∧ (p3 = 0) 
t2 θ2 = 1 – (p1 ≥ 2) ∧ (p1 < 3) ∧ ((p2 > 0) ∨ (p3 > 0)) 
t3 θ3 = 1 – (p1 ≥ 2) ∧ (p1 < 3) ∧ (p2 > 0) ∧ (p3 > 0) 
t4 θ4 = 2 v2 = 1 (p1 ≥ 3) ∧ (p1 < 4) ∧ (p2 > 1) ∧ (p3 > 1) 
t5 θ5 = 2 v2 = 2 (p1 ≥ 3) ∧ (p1 < 4) ∧ (((p2 ≥ 3) ∧ (p2 < 5)) ∨ 

 ∨ (p3 > 2)) 
t6 θ6 = 2 v2 = 3 (p1 ≥ 3) ∧ (p1 < 4) ∧ (p2 ≥ 3) ∧ (p2 < 5) ∧ (p3 > 2) 
t7 θ7 = 1 – (p1 ≥ 4) ∧ (p1 < 6) ∧ (((p2 ≥ 5) ∧ (p2 < 7)) ∨ 

∨ (p3 > 4)) 
t8 θ8 = 1 – (p1 ≥ 6) ∧ (p1 < 9) ∧ (p2 ≥ 7) ∧ (p2 ≤ 10) ∧ 

∧ (p3 > 8) ∧ (p3 ≤ 10) 
t9 θ9 = 1 – (p1 ≥ 6) ∧ (p1 ≤ 10) ∧ (p2 ≥ 5) ∧ (p2 ≤ 10) ∧ 

∧ (p3 > 5) ∧ (p3 ≤ 10) 
 
Вернемся к графу действий. На рис. 2 дан пример сети Пет-

ри [2], положенной в основу графа действий, в таблице 3 приве-
дены логические условия, определяющие срабатывание перехо-
дов этой сети. Позиции di, i = 1, ..., m, сети Петри соответствуют 
действиям, переходы tj, j = 1, ..., g, – событиям, характеризуе-
мым запуском и/или завершением действий. Выполнение дейст-
вия моделируется нахождением маркера в соответствующей 
позиции. Переход активирован, если во всех его входных пози-
циях есть по маркеру, и срабатывает, если он активирован и 
кроме того выполняется соотнесенное переходу логическое 
условие (см. таблицу 3). При срабатывании перехода из его 
входных позиций удаляются маркеры, а в выходные позиции 
маркеры вносятся. 
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Рис. 2. Сеть Петри – основа графа действий 
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Логическое условие перехода tj представляет собой конъ-
юнкцию трех ИЛФ: 

• задержки от момента активирования перехода tj до неко-
торого заданного момента, выражаемой индикатором 
(θj = ej), где ej – число единиц непрерывного времени; 

• внешнего события (vω = eω), соответствующего воздейст-
вию среды на моделируемую систему; 

• внутреннего события, определяемого значениями показа-
телей системы. 
Все три составляющие логического условия перехода зада-

ются экспертом. 
При работе графа действий применяется следующий меха-

низм. Каждому переходу tj соотносится условный счетчик вре-
мени (таймер) θj, который настраивается на число ej. Таймер 
запускается при активации tj и останавливается при достижении 
ej. С этого момента граф «ожидает» наступления внешнего и 
внутреннего события. При наступлении того и другого срабаты-
вает переход tj и «обнуляется» таймер. 

Момент наступления внешнего события непредсказуем, 
момент наступления внутреннего события рассчитывается по 
процедуре, описанной в разделе 4. 

4. Временной анализ условий срабатывания 
переходов на графе действий 

Пусть задан интервал моделирования системы как участок 
оси τ, на котором выделим единицы времени τ = 0, ...., s. Для 
каждого внутреннего события (таблица 3) определим отрезок 
внутри этого интервала, характеризующий продолжительность 
события. Применим процедуру: 

1. В ИЛФ внутреннего события вместо показателей pi под-
ставим их выражение в виде многочлена (4). 

2. Для каждого индикатора формулы решим неравенство 
(или уравнение) относительно τ и представим это решение 
отрезком (точкой) на интервале моделирования. 
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3. В соответствии с порядком логических операций ∧, ∨, ¬, 
зафиксированном в ИЛФ, выполним соответствующие им 
теоретико-множественные операции над отрезками – пе-
ресечение ∩, объединение ∪, дополнение \. 
Проиллюстрируем описанную процедуру на примере 

ИЛФ = (p1 ≥ 3) ∧ (p1 < 4) ∧ (((p2 ≥ 3) ∧ (p2 < 5)) ∨ (p3 > 2)) для 
перехода t5. 

После шага 1 получим 
(5) (2,4 + 0,4τ ≥ 3) ∧ (2,4 + 0,4τ < 4) ∧ (((2,2 – 0,45τ ≥ 3) ∧ 

∧ (2,2 – 0,45τ < 5)) ∨ (3 + 0,2τ > 2)). 
Решив линейные неравенства во внутренних скобках, при-

дем к выражению: 
(6) (τ ≥ 1,5) ∧ (τ < 4) ∧ (((τ ≤ –1,8) ∧ (τ > –6,2)) ∨ (τ > –5)). 

Перейдем к графическому представлению на временной 
шкале (рис. 3). Здесь отрицательные моменты соответствуют 
«прошлому», т. е. времени –τ до начала моделирования. Из 
диаграммы на рис. 3 следует, что при принятых нами парамет-
рах модели (рис. 2, таблица 3) срабатывание перехода t5 графа 
действий возможно, если еще до начала имитационного экспе-
римента показатели системы будут удовлетворять условию, 
указанному в таблице 3. Если это неприемлемо, то следует 
изменить индикаторные логические формулы для внутренних 
событий. 

5. Заключение 

В работе, которая является продолжением и развитием [3], 
отражены следующие результаты. 

1. Предложена комплексная модель развития систем с сете-
центрическим управлением, согласно которой динамика показа-
телей моделируется в непрерывном времени, а динамика дейст-
вий – в дискретном. Это позволяет повысить уровень 
адекватности модели реальным большим системам. 
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Рис. 3. Временная диаграмма ИЛФ внутреннего события 

2. Усовершенствован механизм функционирования графа 
действий путем использования трех составляющих логического 
условия срабатывания переходов графа – временной задержки, 
внешнего и внутреннего события. 

3. Предлагается графический метод временного анализа ди-
намики модели, который, в частности, позволяет: 

• определять на интервале моделирования отрезки времени, 
на которых наступление внешнего события может повли-
ять на срабатывание перехода графа действий; 

• учитывать внутренние события, которые не только проис-
ходят на интервале моделирования, но и происходили «в 
прошлом» – до проведения имитационного эксперимента. 
Можно предположить, что введенный в работе метод вре-

менного анализа расширит возможности имитационного моде-
лирования больших систем. 

-τ τ 0 2 4 –2 –4 –6 

τ ≥ 1,5 
τ < 4 
τ ≤ –1,8 
τ > –6,2 
τ > –5 

(τ ≥ 1,5)∧(τ < 4) 

(τ ≤ –1,8)∧(τ > –6,2) 
((τ ≤ –1,8)∧ 

(τ > –6,2))∨(τ > –5) 
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An integrated model of large systems evolution is suggested. The 
model consists of two interoperating dynamic network-based sub-
models: the factors graph with continuous-time factors dynamics, 
and the actions graph with discrete-time actions dynamics. This 
combination allows improving the level of adequacy to the real 
systems compared to the purely discrete model. Time dependency of 
factors is described in terms of polynomial functions which reveal 
the interrelation of factors. Action graphs functioning mechanism is 
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improved. A graphical method for the temporal analysis of dynamics 
in discrete-continuous models is proposed which contributes to the 
tools for large systems simulation. 
 
Keywords: graph dynamics, discrete-continuous model, factor, 
action, logical condition for transaction triggering of action graph, 
external and internal event, indicator logics, time analysis. 
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СТРУКТУРНАЯ ИДЕНТИФИКАЦИЯ СЛОЖНЫХ 
ОБЪЕКТОВ УПРАВЛЕНИЯ НА БАЗЕ МЕТОДОВ 

КУСОЧНОЙ АППРОКСИМАЦИИ 1 

Дорофеюк Ю. А.2 
(Учреждение Российской академии наук 

Институт проблем управления РАН, Москва) 
 

Решается задача построения модели функционирования слож-
ного объекта с помощью алгоритмов структурно-
классификационного анализа и кусочной аппроксимации. Пред-
лагается два подхода к решению этой задачи – при помощи 
итерационных алгоритмов, реализующих вариационный подход 
к задачам кусочной аппроксимации, и двухэтапных алгорит-
мов, в которых процессы структуризации пространства 
входных параметров и построения локальных регрессионных 
моделей разделены. 

 
Ключевые слова: классификационный анализ данных, 
структурная идентификация, кусочная аппроксимация слож-
ных зависимостей, статистика Фишера-Чоу. 

1. Постановка задачи 

В работе для простоты рассматривается статическая модель 
функционирования сложного объекта как модель зависимости  
выходного  показателя y от вектора входных показателей 

                                           
1 Работа выполнена при частичной поддержке РФФИ, проекты  
№08-07-00347-а, №10-07-00210-а. 
2 Юлия Александровна Дорофеюк, научный сотрудник 
(dorofeyuk_julia@mail.ru). 



 
Управление большими системами. Выпуск 30 

 80 

(1) )(xFy = , kk RXxxx ⊆∈= )...,,( )()1( .  
Такая модель строится по выборке из N векторов размерно-

сти (k + 1) 
(2) NtXxxyxy kk

ttttt ,...,1,~),...,,(),( 1)()1( ==∈= +R ,  
получаемых в режиме нормальной эксплуатации идентифици-
руемого объекта. Без особого труда можно показать, что пред-
лагаемый далее подход может использоваться также для иден-
тификации динамической модели достаточно общего вида 
(3) )](...,),2(),1(),([)( mtxtxtxtxFty −−−= ,  
где m – «глубина памяти» динамической модели. Другими 
словами, различие моделей (1) и (3) состоит только в размерно-
сти пространства входов X, которая увеличивается для (3) до km.  

За критерий качества идентификации, как обычно, прини-
мается среднеквадратичное отклонение выходного параметра y 
от аппроксимационной модели (функции аппроксимации): 

(4) [ ]∫ −=
X

dxxpxFyJ )()(~ 2
,  

где p(x) – функция плотности распределения вероятности в 
пространстве X. Поставленная задача может быть решена при 
помощи классических статистических методов только в про-
стых случаях. Например, если известно, что F(x) принадлежит 
некоторому параметрическому классу функций F(x, α), то соот-
ветствующая модель ( )F x  также может быть выбрана в этом 
классе ( , )F x α . В этом случае задача сводится к оценке векто-
ра α по имеющейся выборке наблюдений (2). 

Однако в прикладных задачах информация подобного типа 
часто отсутствует. Более того, сложность функции F(x) не по-
зволяет использовать классические методы математической 
статистики. Тем не менее, было замечено, что сложная во всем 
пространстве X функция F(x) может быть представлена в виде 
совокупности более простых «кусков», определённых на облас-
тях Bj. А именно, предлагается функциональный преобразова-
тель F(x) (идентифицируемую модель) представлять в виде: 
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(5) ∑
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=
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jj xFxxF
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где r – число областей (классов); εj(x) – характеристические 
функции областей разбиения (классификации)  

(6) },{
1


r

j
jj XBXBH

=
=∈= .  

Такое представление модели является основой метода ку-
сочной аппроксимации. В этом случае аппроксимационная 
модель может быть представлена в виде 

(7) ∑
=

=
r

j
jjj xFxxF

1

),(~)()(~ αε ,  

где ( , )j jF x α  – локальные функции аппроксимации в областях 
Bj из выбранного параметрического класса функций. В этом 
случае функционал (4), соответствующий идентифицируемой 
модели (7), записывается следующим образом: 

(8) [ ]∑ ∫
=

−=
r

j B
jj

j

dxxpxFyJ
1

2
)(),(~ α .  

Тогда задача кусочной аппроксимации идентифицируемой 
модели состоит в нахождении такого разбиения на классы, для 
которого сумма квадратов невязок оценок локальных моделей 
всех классов была бы минимальна. Другими словами, необхо-
димо найти такую классификацию (6) и такие значения вектор-
ных параметров αj, для которых функционал (8) принимал бы 
минимальное значение. Вообще говоря, параметр r (число 
областей Bj) также должен участвовать в минимизации критерия 
(8). Однако для критерия в форме (8) такая минимизация даёт 
тривиальный результат – максимально возможное с точки зре-
ния достоверной оценки коэффициентов регрессии αj. Очевид-
но, что это не соответствует интуитивному представлению об 
«оптимальном» числе областей. 
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2. Методы решения задачи структурной  
идентификации  

Существует два подхода для решения поставленной задачи. 
Первый подход состоит в формальном рассмотрении функцио-
нала (8) и применении некоторого алгоритма его минимизации. 
Во втором подходе для нахождения областей разбиения (6) и 
локальных функций аппроксимации ( , )j jF x α  используются 
методы распознавания образов и кластеризации. 

2.1.  ВАРИАЦИОННЫЙ ПОДХОД К РЕШЕНИЮ  
ЗАДАЧИ СТРУКТУРНОЙ ИДЕНТИФИКАЦИИ 
Для разработки алгоритма кусочной аппроксимации в соот-

ветствии с первым подходом необходимо рассмотреть первую 
вариацию функционала (8) δJ и разработать алгоритм, обеспе-
чивающий выполнение необходимого условия экстремума 
функционала J: δJ = 0. Параметр r не участвует в минимизации 
функционала, т. е. число областей Bj задаётся заранее (напри-
мер, экспертным путём). 

Вариация δJ разбивается на две независимые части: 
δJ = δ1J + δ2J, где δ1J – вариация по параметрам αj локальных 
регрессий; δ2J – вариация по разбиению H, т. е. по границам 
областей Bj. В связи с тем, что вариации δ1J и δ2J берутся неза-
висимо, необходимое условие экстремума функционала J может 
быть переписано в следующей форме: δ1J = 0 ∪ δ2J = 0.  

Без ограничения общности, для более компактного фор-
мульного представления необходимые условия минимизации 
функционала далее будем рассматривать для r = 2. 

(9) [ ]∫ ==∇−
j

j
B

jjjj jdxxpxFxFy 2,1,0)(),(~),(~ 2
αα α , 

(10) [ ] [ ] Λ∈=−−−=Φ xxFyxFyyx jj ,0),(~),(~),(
2

2
2

1 αα , 
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где ∇ – градиентный оператор, Λ – кусочно-гладкая граница 
поверхности, разделяющей области B1 и B2, Ф(x, y) – дискрими-
нантная функция. 

Для решения системы уравнений (9), (10) предлагается ис-
пользовать итеративную процедуру типа стохастической ап-
проксимации [2]: 

(11a) 
,)](),1([~)]}(),1([)1({

)1()]1(),1([)()1(

nnxFnnxFny

nnynxsignnn

jjjj

jjj

j
αα

γαα

α +∇+−+∗

∗+++Φ−=+
  

(11б) 
.2,1,)]}(),1([~)1({

)]}(),1([~)1({)]1(),1([
2

22

2
11

=+−+−

−+−+=++Φ

jnnxFny

nnxFnynynx

α

α
  

Так как выражение (10) для дискриминантной функции 
Ф(x, y) содержит выходной параметр y, который известен только 
для данной выборки наблюдений, это решающее правило не 
может быть использовано для прогнозирования. По этой причи-
не дискриминантная функция должна быть построена как функ-
ция f(x), зависящая только от входных параметров. 

Для того чтобы построить аппроксимацию функции f(x), 
можно использовать обычные алгоритмы распознавания обра-
зов с учителем [1]. В этом случае наблюдения (2) используются 
как обучающая выборка, а значения sign Ф(x, y) рассматривают-
ся как обучающие сигналы, содержащие информацию о том, где 
расположена точка x: в B1 (если sign Ф(x, y) = 1) или в B2 (если 
sign Ф(x, y) = –1). 

Для аппроксимации функции f(x) можно использовать ите-
рационный алгоритм, основанный на методе потенциальных 
функций [1, 3]. Этот алгоритм и уравнение (11а) фактически 
составляют адаптивный алгоритм кусочной аппроксимации. 

2.2.  ДВУХЭТАПНАЯ СХЕМА РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ  
СТРУКТУРНОЙ ИДЕНТИФИКАЦИИ 
Как уже говорилось выше, при решении прикладных задач 

идентификации было замечено, что многие сложные объекты 
могут работать в нескольких технологических режимах, суще-
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ственно различающихся своими моделями y = Fj(x), где j – 
индекс режима [4]. При этом j-му режиму соответствует опре-
делённая область Bj в пространстве входных параметров X. В [5] 
для идентификации такого рода объектов впервые было пред-
ложено использовать методы кусочной аппроксимации. Обычно 
в качестве оценок локальных моделей ( , )j jF x α  используются 
достаточно простые функции – линейные или даже константы.  

В этом случае процедура кусочной аппроксимации состоит 
из двух этапов.  

На первом этапе, используя выборку x1, …, xN, пространст-
во X разбивается на r областей Bj, каждая из которых содержит 
только «близкие» наблюдения xj (в соответствии с выбранным 
критерием близости). В качестве критерия близости обычно 
используется среднеквадратичное отклонение точек в области Bj 
[2, 6]:  

(12) ∑ ∫
=

−=
r

j B
j

j

dxxpbxJ
1

2 )()( ,  

где bj – модель (эталон) области Bj. Для разбиения пространства 
X на области Bj обычно используются алгоритмы автоматиче-
ской классификации (кластеризации) [4, 6].  

На втором этапе по выборке (2) строятся локальные регрес-
сионные модели ( , )j jF x α . 

Особенность данного подхода состоит в том, что на первом 
этапе процедуры кусочной аппроксимации используется только 
информация о входных параметрах. Для большинства сложных 
объектов частота измерения входных параметров намного 
выше, чем выходных, поэтому количество входных параметров 
значительно превышает количество выходных. Классические 
алгоритмы идентификации, основанные на первом подходе к 
решению задачи кусочной аппроксимации, могут рассматривать 
только пары наблюдений (x1, y1), …, (xN, yN), в то время как 
дополнительная информация о входных параметрах в этом 
случае не используется. В рамках же второго подхода был 
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разработан алгоритм, который позволяет использовать инфор-
мацию о выходном параметре y уже после того, как получено 
разбиение {Bj, j = 1, …, r}. Основная идея этого алгоритма 
состоит в следующем. 

Сначала пространство X разделяется на области Bj, 
j = 1, …, l, где число l значительно больше, чем «реальное» 
число областей r . Для этой цели в работе использовался ком-
плекс алгоритмов структурно-классификационного анализа [6], 
включающий алгоритмы: m-локальной оптимизации заданного 
критерия, выбора информативных параметров, выбора началь-
ного разбиения, выбора в определённом смысле «оптимально-
го» числа классов, заполнения пропущенных наблюдений. 

Далее производится пошаговое объединение областей Bj 
следующим образом. На каждом шаге находится ближайшая 
пара областей Bi и Bj – кандидатов на объединение. Затем про-
веряется гипотеза: «локальные модели аппроксимации 

( , )i iF x α  и ( , )j jF x α  в областях Bi и Bj статистически неразли-
чимы». Для этого вводится мера близости K(Bi, Bj) областей Bi и 
Bj [6] и применяется специальная процедура верификации этой 
гипотезы. В качестве оценок локальных моделей ( , )j jF x α  
обычно используются линейные функции. По этой причине 
далее рассматривается только кусочно-линейная модель (ап-
проксимация). В этом случае для верификации гипотезы ис-
пользовалась статистика Фишера-Чоу [7] 
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где k – размерность пространства X; Ni и Nj – число наблюдений, 
попавшие в области Bi и Bj соответственно; ( )ijF x  – локальная 
модель аппроксимации в объединенной области Bi ∪ Bj. Таким 
образом, δ – это разница между реальными и прогнозируемыми 
значениями выходного параметра y при условии, что x принад-
лежит к соответствующей области. 

Если F ≤ F0, тогда гипотеза верна, где F0 – уровень значи-
мости, в противном случае гипотеза отвергается, т. е. области Bi 
и Bj не объединяются. 

Таким образом, алгоритм кусочно-линейной аппроксима-
ции (идентификации) состоит в последовательном повторении 
следующей процедуры. На каждом шаге объединения необхо-
димо найти ближайшую в определённом смысле пару областей 

iB  и jB , для которых 

(14) ),(max),(
, pllplji BBKBBK

≠
= .  

Найденные с помощью (14) области объединяются в новую 
область jii BBB ∪=ˆ , если F ≤ F0, т. е. гипотеза «локальные 

модели аппроксимации ( , )i iF x α  и ( , )j jF x α  в областях Bi и Bj 
статистически эквивалентны» верна. Новая локальная модель 
аппроксимации в объединённой области iB̂  обозначается как 

)(~)(~* xFxF iji = . Эта процедура повторяется для всех областей Bi 

и Bj  (или iB  и iB̂ ). В результате, возможно, получатся новые 
области iB̂  и, соответственно, новые локальные модели аппрок-
симации )(~* xFi , которые в совокупности дадут оценку итоговой 
кусочно-линейной модели идентифицируемого объекта, как 
только закончится процесс объединения областей. 

Описанная процедура позволяет построить кусочно-
линейную аппроксимацию неизвестной модели идентифици-
руемого объекта, учитывая геометрическую близость областей 
Bj в пространстве X, а также статистическую различимость 
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локальных регрессионных функций различных областей. Важ-
ное преимущество разработанной процедуры состоит в том, что 
число областей r при разбиении пространства X получается 
автоматически и оптимальным образом. 

3. Заключение 

Описанные алгоритмы кусочно-линейной аппроксимации 
были успешно использованы для идентификации сложных 
объектов управления во многих прикладных задачах. Во всех 
случаях разработанные алгоритмы показали свою высокую 
эффективность. 
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МОДЕЛЬНАЯ ВЕРСИЯ БОРТОВОГО АЛГОРИТМА 
ОПЕРАТИВНОГО РАСПОЗНАВАНИЯ ОБЪЕКТОВ 
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(Учреждение Российской академии наук 

Институт проблем управления им. В.А. Трапезникова 
РАН, Москва) 

 
В рамках, определяемых модельным представлением бортовых 
алгоритмов, обсуждается специфика процесса распознавания – 
на борту беспилотного летательного аппарата – наземных 
(стационарных и подвижных) объектов. 
 
Ключевые слова: распознавание наземных объектов, алго-
ритм оперативного распознавания. 
 
1. Введение 

Распознавание зрительных объектов остается наиболее 
трудной задачей в общей проблеме автоматизированной клас-
сификации [1]. И до сих пор не существует алгоритма распозна-
вания объектов, сопоставимого по точности, универсальности, а 
главное, по быстродействию с механизмом формирования зри-
тельных образов в сознании человека, да и любого представите-
ля животного мира, обладающего хоть какими-нибудь зачатка-
ми интеллекта. 

А между тем, применительно к рассматриваемой в статье 
задаче оперативного распознавания наземных подвижных (не 
обязательно движущихся) и стационарных объектов, исполняе-
мого на борту беспилотного летательного аппарата (ЛА), было 
бы заманчиво воспроизвести эти природные свойства человече-
                                                           
1 Анатолий Яковлевич Андриенко, заведующий лабораторией, доктор 
технических наук, профессор (vladguc@ipu.rssi.ru). 
2 Александр Иванович Чадаев, старший научный сотрудник, кандидат 
технических наук (тел. (495) 334-88-71). 
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ского восприятия зрительных объектов. Однако за миллионы 
лет эволюционного развития «механизм» этого восприятия 
настолько совершенно приспособился к нуждам рутинного 
использования, что принципы действия его до сих пор остаются 
неразгаданными, несмотря на многочисленные исследования, 
проводимые на всевозможных уровнях – от клеточно-
нейронного до общесистемного (синтаксического и семантиче-
ского).  

Для пояснения специфики представляемого алгоритма рас-
познавания наземных объектов приведём «бытовой» пример 
реакции неискушённых зрителей на наиболее колоритные кар-
тины импрессионистов и пуантилистов, где непривычно изо-
бражены обыденные предметы в виде совокупности точек-
мазков ограниченного набора (спектрально чистых) цветов. В 
поведении зрителя, пытающегося по названию картины («Стог 
сена», «Клумба» и проч.) распознать её объект, доминирует 
одна из двух стратегий: либо произвольное сканирование взгля-
дом по поверхности картины при мысленном прикладывании (к 
определённым её фрагментам) детерминированного эталона 
предмета, либо специфически рассеянный взгляд на картину при 
мысленном охвате её некоторым размытым эталоном предмета, 
который «вдруг» свёртывается в экспрессивно красочное изо-
бражение объекта. В статье рассматривается алгоритм распозна-
вания объектов преимущественно на основе воспроизведения 
второй из этих стратегий. 

2. Постановка задачи распознавания наземных  
подвижных объектов 

Считается, что на борту беспилотного ЛА имеется набор из 
S датчиков – оптических и радиолокационных; каждый s-ый 
датчик (s = 1, 2, …, S) формирует в дискретные моменты време-
ни полёта t = 1, 2, … кадры – изображения информационного 
поля ),()( yxs

t , x ∈ X(s), y ∈ Y(s), где x, y – значения координат 
поля в бортовой системе координат ЛА. Размеры кадра 
X(s) × Y(s) = X × Y будем считать (для простоты изложения) оди-
наковыми для всех датчиков.  
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В поле (x, y), x ∈ X, y ∈ Y, могут находиться несколько объ-
ектов Oz, z = 1, 2, …, Z, каждый из которых принадлежит како-
му-либо из известных типов q = 1, 2,…, Q. Тип q объекта («ав-
томобили», «мосты» и т. д.) характеризуется определённым 
набором признаков – признаковым вектором Пq случайной 
природы, обладающим по крайней мере двумя свойствами: 

1)  оцениваемостью в том смысле, что каждый из векторов Пq 
известным образом по некоторому соотношению 

),,,П( qqqqq yxVFL =  отображается в S-мерный вектор qL , 
входящий в состав информационного вектора 

),...,,( )()2()1( S
tttt  = ; здесь V = (VI, VII) – вектор случайных 

факторов, причём VI характеризует случайные условия отобра-
жения (метеорологические, полётные, освещения и др.), кото-
рые могут быть определены и полностью учтены при анализе 
изображения; VII есть случайные ошибки – помехи в формиро-
вании измеряемой информации qL , которые могут быть учтены 
лишь частично; xq, yq – координаты центра объекта типа q в поле 
(x, y); 

2)  устойчивостью и различимостью в том смысле, что векто-
ры qL  ни при каких значениях возможных отклонений призна-
ков от их математических ожиданий и ни при каких условиях 
отображения не совпадают для разных типов q объектов, а 
главное, отличаются от отображений других технических и 
природных объектов в информационном векторе t. 

Таким образом, каждый объект Oz, z = 1, 2, …, Z, характери-
зуется своим типом q, реализацией Пqz признакового вектора Пq 
и, наконец, координатами xzt, yzt центра объекта в поле (x, y) в 
дискретный момент времени t, так что его отображение в ин-
формационном векторе t имеет вид ),,,П( ztztqzqzt yxVFL = . 
Задача состоит в том, чтобы по текущим векторным информа-
ционным данным t(x, y), априорным данным об условиях V 

отображения и известным зависимостям ),,,П( ztztqzqzt yxVFL = , 
q = 1, 2, …, Q, построить в t-ый момент времени (t = 1, 2, …) 
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оценки ztzt yx ˆ,ˆ  координат xzt, yzt объектов, а также оценки qzП̂  
признаковых векторов объектов Oz, z = 1, 2, …, Z, − с учётом 
значений таких же оценок, составленных ранее, в (t – 1)-ый 
момент времени полёта. 

3. Принципы решения задачи 

Распознавание объектов производится на основе вполне из-
вестных принципов, исходящих из декомпозиции исходной 
задачи на ряд частных задач. 

1.  Разработка алгоритмов фильтрации телеизображений с 
сопутствующим удалением из сцены наблюдения заведомо 
посторонних объектов. 

2.  Выявление наиболее информационно существенных и ха-
рактерных признаков Пq объекта – с учетом практического 
опыта автоматической классификации объектов, из которого 
следует, что распознавание происходит тем успешнее, чем 
меньше размерность вектора Пq. В процессе построения Пq 
естественным образом устанавливается и эталонная зависимость 

),,П(**
qqqqq yxF= , приведенная к условиям отображения, при-

нимаемых в качестве номинальных.  
3.  Формирование составного скалярного критерия 

(1) ∑
=

−=
Z

z
tzzttztt JJJ

1
)1(

* ),,(   

распознавания, такого, что каждый парциальный критерий Jzt 
имеет смысл, близкий к достоверности обнаружения объекта с 
признаками Пqz в точке xzt, yzt. Трудности формирования крите-
рия Jt связаны, в основном, с обоснованием свертки в критерий 
Jzt информационных данных, поставляемых различными датчи-
ками: ценность этих данных для распознавания объектов в 
общем случае весьма неравнозначна. 

4.  Построение оператора P проективного совмещения кадров 
t и t–1. Он позволяет, в частности, выполнять прогнозирование 
(xzt, yzt) = P[(xz(t–1), yz(t–1)), ut–1] координат объектов в t-ый момент 
времени с учётом: 1) их значений в (t – 1)-ый момент функцио-
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нирования этих объектов и 2) управления ui-1 ориентацией линий 
визирования объектов относительно бортовой системы коорди-
нат ЛА. 

4. Алгоритм распознавания объектов 

1.  Описание алгоритма начнём с рассмотрения случая, когда 
в информационном поле находится один объект (z = Z = 1) 
известного типа q и необходимо распознать и локализовать его 
на фоне других объектов, отображенных в t(x, y). 

В алгоритме истинный объект отождествляется с R-мерным 
вектором π, составленным из признакового вектора и координат 
объекта; соответственно, вектор )ˆ,ˆ,ˆ(ˆ ztztqzt yxΠ=π  интерпрети-
руется как образ объекта, построенный в t-ый дискретный мо-
мент времени (индекс z образа объекта в дальнейшем опускает-
ся). 

Физическая суть действия алгоритма заключается в ото-
бражении (по процедуре, вытекающей из *

qF , см. раздел 3, п.2) 
на откорректированный (см. раздел 3, п.1) векторный кадр-
изображение t(x, y) размытого образа tπ~ , образуемого «расфо-
кусированием» образа 1ˆ −tπ  посредством замены каждого r-го 
компонента (r = 1, 2, …, R) вектора 1ˆ −= tPt Pππ  (см. раздел 3, 
п.4) на множество )(r

tΩ  значений этого компонента с центром в 
)(ˆ r

Ptπ ; здесь множества )(r
tΩ , r = 1, 2, …, R, задаются так, что 

размеры их тем больше, чем меньше достоверность Jz(t–1) (см. 
раздел 3, п.3) распознавания объекта в (t – 1)-ый момент – с тем 
чтобы реальный объект π охватывался образом tπ~ . 

Действие же алгоритма в t-ый момент времени проявляется 
в том, чтобы сфокусировать размытый образ tπ~  в детерминиро-
ванный tπ̂ , такой, что 
(2) )ˆ()~(sup)ˆ( 11 −−>= tttttt JJJ πππ . 

Разъясним это положение несколько детальнее. 
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Размытое множество tπ~  представляется как «рой» {πtw, 
w = 1, 2, …} потенциальных образов, каждому из которых соот-
ветствует значение критерия Jt – см. (1). В результате образуется 
некоторое критериальное поле )~( ttJ π , на основе анализа кото-
рого алгоритм «сжимает» рой потенциальных образов – из 
условия (2). И, конечно же, представляется совершенно беспер-
спективным использование здесь традиционных методов поиска 
(детерминированного или случайного) глобального экстремума 

)~( ttJ π  в силу низкой (для данной задачи) скорости их действия, 
сводящегося к отысканию и перебору локальных экстремумов. 
Необходимое быстродействие может быть достигнуто на основе 
анализа не локальных, а обобщённых характеристик критери-
ального поля )~( ttJ π . 

Разработанный специально для данной задачи метод быст-
рого решения (2) предусматривает: 

1)  формирование конечного роя {πtw, w = 1, 2, …, W} образов 
объекта из условия ортогонализации этих образов и равномер-
ного покрытия ими многомерной области критериального поля; 

2)  выявление обобщённых характеристик критериального 
поля в виде аналога оценок ковариационных моментов )~( ttJ π  и 
πtw, w = 1, 2, …, W, а также условных математических ожиданий 

)~( ttJ π ; 
3)  вычисление вектора tπ̂ , доставляющего решение (2) на 

основе аппроксимации поля )~( ttJ π  сглаживающим R-мерным 
полиномом второго порядка, параметры которого определяются 
из условия точного воспроизведения этим полиномом основных 
характеристик (см. п.2)) исходного критериального поля. 

2.  В случае, если в информационном поле находятся не-
сколько объектов одного (известного) типа и для каждого из них 
в (t – 1)-ый момент времени полёта имеются оценки координат и 
признакового вектора, определение образов tπ̂  объектов в t-ый 
момент не вызывает затруднений: для каждого объекта строится 
размытый образ и решается (2); однако при пересечении размы-
тых образов различных объектов (например, из-за близкого 
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расстояния между ними) необходимо при анализе одного объек-
та исключать из кадра t изображение оценки признакового 
вектора другого объекта. 

3.  Обобщение алгоритма на случай распознавания объектов 
нескольких типов в принципе не вызывает затруднений – если 
априори (при введении полётного задания) правильно будут 
перечислены типы объектов, которые могут находиться в ин-
формационном поле. 

5. Пример фрагмента алгоритма распознавания 

Конкретизация алгоритма распознавания единичного объ-
екта, проведённая в предположении, что размерность вектора 
параметров этого объекта не превосходит 7, сводится к испол-
нению следующих операций. 

1.  Формирование конечного роя {πtw, w = 1, 2, …, 25} из 25 
виртуальных образов объекта по правилу 
 )()(

1
)( n

tw
n

t
n

tw πππ ∆+= − ,  n = 1, 2, …, 8, 
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Здесь )(
1

n
t−π , )(n

twπ  − n-ые компоненты векторов πt-1, πtw; 

1
)(

1
)(

1 −− Ω= t
nn

t Jω , где )(
1
nΩ  − предельно возможное отклонение 

по модулю (от априорного значения) n-ой компоненты призна-
кового вектора π1; )~( 111 −−− = ttt JJ π ; αwn − элемент формируемой 
по алгоритму [2] ортогональной по столбцам (и строкам) матри-
цы ║αwn║ Адамара размера 8 × 8, составленной из +1 и −1 
(последний столбец этой матрицы не используется): 
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(3) 
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++++++++

=wnα , 

единицы в матрице (3) опущены; )(∆
wnδ  − аналог смещённой 

функции Дирака, определяемый соотношением 
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2.  Вычисление значений Jtw = Jt(πtw), w = 1, 2, …, 25, крите-
риального поля. 

3.  Вычисление координат оптимального в смысле (2) образа 
объекта по формуле 

 
)16()8()25(

8

1

)(
1

)(
1

)(

2

8)(
ˆˆ

++

=
−

− −−
+=

∑
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n
t

n
t JJJ

J ωα
ππ ,  n = 1, 2, …, 7. 

Замечание.  Обобщение алгоритма типа 1–3 на случай рас-
познавания и локализации разнородных объектов в одном ин-
формационном поле в принципе не вызывает затруднений – 
если априори (при введении полётного задания) правильно 
перечислены классы объектов, находящихся в информационном 
поле. 

6. Заключение 

Практическая реализуемость представленной версии борто-
вого алгоритма распознавания наземных объектов определяется 
в основном эффективностью проектно-технических решений 
смежных проблем (повышения контрастности и топологической 
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отделимости телеизображений наблюдаемых объектов, обеспе-
чения устойчивости действия бортовой аппаратуры к сбоям и 
пропускам в поступающей информации и т.д.). Но обсуждение 
этих проблем уже не входит в компетенцию авторов данной 
публикации. 
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НЕЧЕТКИЙ ПОДХОД 
К ПРОГНОЗИРОВАНИЮ УРОВНЯ БЕДНОСТИ  

Абдуллаева Н. А.1 
(Учреждение Азербайджанской академии наук 

Институт кибернетики АНАН, Баку) 
 

Исследуется уровень бедности в Азербайджане в зависимости 
от доходов населения, коэффициента безработицы, уровня 
инфляции и прожиточного минимума, а также дается прогноз 
уровня бедности на следующие три года. До настоящего вре-
мени задачи такого прогнозирования решались с помощью 
классических уравнений линейной регрессии. В данной статье 
для прогноза уровня бедности предлагается нечеткая регрес-
сионная модель. 

 
Ключевые слова: уровень бедности, доходы населения, ко-
эффициент безработицы, уровень инфляции, прожиточный 
минимум, нечеткая регрессионная модель. 

1. Введение 

Проблема бедности активно исследуется и имеет много схо-
дных черт во всем мире. Тем не менее, несмотря на накоплен-
ный научный опыт изучения проблем бедности, многочислен-
ные попытки оценить масштабы ее распространения, в том чис-
ле и в Азербайджане, представляют несколько неточную картину.  

В работе [4], посвященной аналитическому обзору содер-
жания и структуры 250 статей о бедности, опубликованных в 
России в 1992–2006 гг., Локшин приходит к выводу, что исполь-
зуемые для анализа бедности эмпирические методы и подходы 

                                           
1 Нигяр Акрамовна Абдуллаева, аспирант (nigyar.a@gmail.com) 
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устарели, описанию данных недостает точности. Там же сказано 
об отсутствии критических обзоров, метаанализа и синтеза ре-
зультатов исследований бедности, опубликованных в России на 
протяжении 15 лет. Нельзя, однако, не отметить качественные 
исследования бедности А.Ю. Шевякова и А.Я. Кируты, 
Н.М. Римашевской, Л.Н. Овчаровой, Т.И. Богомоловой. Тем не 
менее, среди работ российских ученых не удалось найти подхо-
да к оценке и прогнозу уровня бедности, учитывающего неопре-
деленность.  

В настоящее время в моделях выражения неопределенности 
широко применяются нечеткие величины [5, 6]. Так, нечеткий 
многомерный подход к анализу бедности предложен в работах 
Сериоли и Зани [15], Чели и Лемми [16], Дагум [17], Мартинет-
ти [19].  

Известно, что проблема учета неопределенности [5], непол-
ноты и противоречивости данных занимает ключевое место в 
измерении социально-экономических показателей, в том числе и 
в оценке уровня бедности. Наиболее распространенным мето-
дом оценки уровня бедности является регрессионный анализ. 
Однако для получения качественной регрессионной модели не-
обходима точная числовая статистическая информация. При 
анализе зависимости уровня бедности от воздействующих фак-
торов зачастую приходится иметь дело с важной информацией, 
которая не может быть задана точно. Для таких данных аппара-
том формализации служит теория нечетких множеств Заде. 

Поэтому в данной работе для оценки и прогноза уровня 
бедности предлагается нечеткая модель. Также предложено ис-
следование уровня бедности в зависимости от доходов населе-
ния, коэффициента безработицы, уровня инфляции, прожиточ-
ного минимума, и прогноз уровня бедности на 3 года с приме-
нением нечеткой интервальной регрессии. Основная цель при-
менения метода нечеткой регрессии состоит в том, чтобы полу-
чить более точный и достоверный прогноз по экономическим 
показателям на следующие три года на основе имеющихся ста-
тистических данных с 2000 по 2009 год. 

Редактор
Исправление опечатки
В первоначально опубликованном тексте статьи в этой строке был пропущен предлог "от". Ошибка исправлена в настоящей версии статьи.
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2. Постановка задачи 
С целью описания общей постановки задачи условно обо-

значим следующие экономические показатели:  
1)  уровень бедности (процент бедных от всего населения) – 

УБ; 
2)  доходы населения (всего, млн. манат) – ДН; 
3)  коэффициент безработицы (процент официально зареги-

стрированных безработных от экономически активного населе-
ния) – КБ; 

4)  уровень инфляции (процент) – УИ; 
5)  прожиточный минимум (манат) – ПМ. 
В качестве исходных данных взяты годовые значения пока-

зателя уровня бедности и вышеперечисленных четырех показа-
телей по информации Государственного статистического коми-
тета Азербайджана за период с 2000 по 2009 год (таблица 1). 

Таблица 1. Статистические данные по показателям в Азербай-
джане с 2000 по 2009 год 

Год 

Уровень 
бедности 
% 
УБ 

Доходы 
населения 
млн. ма-
нат 
ДН 

Коэффициент 
безработицы 
% 
КБ 

Уровень  
инфляции 
% 
УИ 

Прожи-
точный ми-
нимум 
манат 
ПМ 

2000 68,1 3511,4 1,17 1,8 23,2 
2001 49,0 3802,0 1,29 1,5 24,0 
2002 46,7 4244,1 1,35 2,8 35,0 
2003 44,7 4978,9 1,31 2,2 35,8 
2004 40,2 6135,3 1,35 6,7 38,8 
2005 29,3 7792,3 1,35 9,6 42,6 
2006 20,8 9949,8 1,26 8,3 58,0 
2007 15,8 14305,6 1,18 16,7 64,0 
2008 13,2 20058,2 1,03 20,8 70,0 
2009 11,0 22396,1 1,00 1,5 84,0 
 

В Азербайджане явление бедности представляет особый 
интерес для исследования, так как не подчиняется многим 
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тенденциям, характерным для других стран. Из динамики 
показателей, представленной в таблице 1, видно, что снижение 
уровня бедности обусловлено высокими темпами роста доходов, 
несмотря на рост инфляции и незначительное увеличение 
официально зарегистрированной безработицы. Рост доходов, в 
свою очередь, обеспечен своевременной индексацией доходов, 
повышением зарплат, пенсий, социальных пособий, 
увеличением размера адресной социальной помощи, 
выдаваемой неимущим слоям населения. Однако, значение 
показателя уровня бедности довольно высокое, притом, что 
уровень официально зарегистрированных безработных чуть 
больше одного процента. Из теории известно, что невысокий 
уровень безработицы позволяет поддерживать заниженная 
заработная плата. Действительно, несмотря на неоднократное 
повышение минимальной заработной платы (МЗП) и ежегодное 
увеличение размера прожиточного минимума (ПМ), уровень 
МЗП и ПМ далеки от рекомендованных Европейской 
Социальной Хартией норм в 60% и 50% от средней зарплаты1 
(прожиточный минимум лишь в 2000 г. и 2002 г. составлял 
соответственно 52,4% и 55,5% от средней зарплаты, с 2007 г. 
годовой размер ПМ официально утверждается), минимальная 
оплата труда не дотягивает и до прожиточного минимума. В 
тоже время, обследования Международной организации труда 
показали более высокие оценки безработицы в стране. При этом 
необходимо учитывать, что наличие материальных благ, не 
являющихся результатом трудовой деятельности человека, к 
примеру, высокая заработная плата других членов семьи или 
доход от сдачи в аренду имущества, оказывает влияние на 

                                           
1 В целях недопущения значительной дифференциации доходов в соот-
ветствии с установкой Европейского комитета по социальным пра-
вам минимальный уровень заработной платы должен составлять 
60% от средней заработной платы по национальной экономике. В 
тоже время соответствующая величина может снижаться в сто-
рону 50%, если государства докажут, что при этом может обеспе-
чиваться достойный уровень жизни. 
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принятие человеком решения о необходимости работать. Кроме 
того, в Азербайджане фактически сложилась ситуация, при 
которой большинство людей, считающих себя безработными, 
имеют доход, работая в неформальном секторе экономики без 
договора и трудовой книжки. По оценкам международных 
экспертов объемы неформальной экономики довольно высоки 
(см. таблицу 2). 

Таблица 2. Справочные данные по экономическим показателям 
в Азербайджане 

Показатели 2000 2001 2002 2003 2004 2005 2006 2007 2008 2009 
Средняя зара-
ботная плата 
(СЗП), манат 

44,3 52,0 63,1 77,4 99,4 123,6 149,0 215,8 274,4 298,0 

Минимальная 
заработная 
плата (МЗП), 

манат 

1,1 5,5 5,5 9,0 20,0 25,0 30,0 50,0 60,0 75,0 

Соотношение 
МЗП к СЗП, % 2,5 10,6 8,7 11,6 20,1 20,2 20,1 23,2 21,9 25,2 

Прожиточный 
минимум (ПМ), 

манат 
23,2 24,0 35,0 35,8 38,8 42,6 58,0 64,0 70,0 84,0 

Соотношение 
ПМ к СЗП, % 52,4 46,2 55,5 46,3 39,0 34,5 39,0 29,7 25,5 28,2 

Уровень безра-
ботицы (по 

оценкам МОТ), 
% 

- - - 10,7 8,4 7,6 6,8 6,5 6,1 6,0 

Объемы не-
формальной 
экономики 
% от ВВП1 

60,6 61,1 61,3 61,3 60,8 59,4 - - - - 

                                           
1 Schneider F. Shadow Economies and Corruption All Over the World: New 
Estimates for 145 Countries // Economics. –2007. – № 9. 
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3. Методика построения классической 
регрессионной модели 

Одним из самых распространенных методов прогнозирова-
ния является традиционный метод линейной регрессии, который 
для нашей задачи будет иметь следующий вид: 

(1) 0 1 2 3 4УБ(ДН,КБ,УИ,ПМ) ДН КБ УИ ПМ
,

a a a a a
ε

= + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ +
+

 

где коэффициенты а0, а1, а2, a3, a4 определяются методом наи-
меньших квадратов; ε – ошибка наблюдения. 

Оценка проведена с помощью программы Eviews методом 
наименьших квадратов, и получена следующая классическая 
модель множественной линейной регрессии: 
(2) УБ(ДН,КБ,УИ,ПМ) 177,9430 0,001825 ДН

78,64723 КБ 0,392123 УИ 0,564792 ПМ,
= − ⋅ −

− ⋅ − ⋅ − ⋅
  

 R2 = 0,970899, DW = 2,717832, F-statistic = 41,70325, 
 Prob(F-statistic) = 0,000495. 

Коэффициент детерминации R2, определяющий тесноту 
связи между факторами и зависимой переменной равен 0,97, что 
является очень высоким показателем. F-статистика показывает, 
что регрессия в целом значима (Prob = 0,0005). Автокорреляция 
отсутствует, так как статистика Дарбина-Уотсона равна 2,71.  

Однако недостатком модели являются неверные знаки ко-
эффициентов при переменных КБ, УИ, ПМ. Из законов эконо-
мики известно, что рост безработицы, инфляции, увеличение 
прожиточного минимума отрицательным образом влияют на 
уровень бедности, поэтому модель имеет противоречивую с 
точки зрения экономической теории интерпретацию и не может 
быть использована для прогнозов. Эта проблема связана с нали-
чием мультиколлинеарности, приводящей к увеличению стан-
дартных ошибок и искажающей истинные зависимости между 
переменными. В этом случае оценка методом наименьших квад-
ратов обладает «плохими» свойствами. Для устранения 
мультиколлинеарности можно исключить какую-либо из 
переменных, но это значительно отразится на содержательном 
смысле модели и приведет к смещению коэффициентов модели. 
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Для отбора качественной модели можно также провести 
преобразования исходных данных, что чревато построением 
большого количества моделей и делает задачу трудоемкой (если 
над каждым из 4 показателей сделать 9 преобразований, то 
общее количество возможных регрессионных моделей будет 
равно 94 = 6561). 

Классическое регрессионное уравнение считается пригод-
ным для прогнозирования, но в сравнении с современным не-
четким методом решения оно не обладает подобной точностью. 
Сказанное, в первую очередь, можно обосновать на основе дан-
ных по годам. Так, годовые данные, взятые из статистики, ус-
реднены и не могут считаться точными числами. Числа, приня-
тые в нечетких задачах, являются нечеткими и состоят из пол-
ноценно рассчитанных интервалов с учетом погрешности на 
каждом α-уровне. Кроме того, в классической регрессии опера-
ции проводятся над реальными числами, в результате чего по-
лучаются реальные числа. Значит, как и первичные показатели, 
результаты могут не отражать полную реальность, так как ис-
пользуемые числа были усредненными. В нечетких расчетах 
результат получается как нечеткое число. Это, как правило, 
обеспечивает получение результатов в достоверных интервалах 
по α-уровням с учетом погрешностей [18]. 

Методы классической регрессии имеют и другие недостат-
ки: 

–  недостаточная устойчивость к изменениям входной ин-
формации; 

–  мультиколлинеарность, т. е. проблема зависимости пере-
менных между собой. Хотя классический регрессионный анализ 
предполагает, что переменные независимы друг от друга, в лю-
бых реальных приложениях оказывается, как правило, что меж-
ду ними есть корреляция, и часто достаточно высокая [7]; 

–  сведение формы математической зависимости к линейной, 
что приводит к достаточно большой погрешности и искаженно-
сти [21]; 
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–  трудности в изучении распределения погрешностей изме-
рений, которые в большинстве случаев имеют распределения, 
отличные от нормальных [10]; 

–  недостаточное число наблюдений (малый набор данных); 
–  неэффективность классических регрессионных моделей 

при описании процессов, действующих в нестационарной сис-
теме с ярко выраженной динамикой структурного развития [8]; 

–  результаты измерения всегда имеют погрешность, т. е. 
фактически являются не точными числами, а интервалами или 
нечеткими множествами [10, 11]. 

В настоящее время альтернативой классическим методам 
выступают нечеткие регрессионные методы [21], которые зна-
чительно расширили границы применения регрессионного ана-
лиза, так как понятие нечеткого множества является расширени-
ем понятия обычного, четкого множества [3]. 

4. Методика построения нечеткой регрессионной 
модели 

В задачах нечеткой регрессии, как и в классической регрес-
сии, необходимо определить функцию зависимости между 
входными и выходными данными. В первую очередь напишем 
функцию зависимости в общем виде: 
(3) УБ= (ДН,КБ,УИ,ПМ).f      

Все пять показателей, участвующие в решении задачи, при-
нимаются как нечеткие числа. 

Решение нечеткой задачи линейной регрессии состоит из 
выявления произвольного члена и коэффициентов, заданных на 
интервале [1]:  
(4) 0 1 2 3 4УБ(ДН,КБ,УИ,ПМ) ДН КБ УИ ПМ .А А А А А= + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅              

В данном уравнении показатели УБ, ДН, КБ, УИ, ПМ и ко-
эффициенты А0, А1, А2, А3, А4 представим треугольными нечет-
кими числами с центром c и шириной w. 

Другими словами, показатели УБ, ДН, КБ, УИ, ПМ и коэф-
фициенты А0, А1, А2, А3, А4 – это нечеткие множества, функции 
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принадлежности которых имеют вид равнобедренного тре-
угольника единичной высоты [18]:  

(5) 
УБ (УБ ,УБ ),ДН (ДН ,ДН ),КБ (КБ ,КБ ),
УИ (УИ ,УИ ),ПМ (ПМ ,ПМ ).

c w c w c w

c w c w

= = =

= =
 

Линейная интервальная регрессионная форма нечеткого 
уравнения по каждому α-уровню нижеследующая: 
(6) 

0 1 2 3 4УБ (ДН ,КБ ,УИ ,ПМ ) ДН КБ УИ ПМ ,A A A А Аα α α α α α α α α α α α α α= + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅  
т. е. 
УБ (ДН ,КБ ,УИ ,ПМ ) (УБ (ДН ,КБ ,УИ ,ПМ ),УБ (ДН ,КБ ,УИ ,ПМ ))c w

α α α α α α α α α α α α α α α= , 
ДН (ДН ,ДН ),КБ (КБ ,КБ ),УИ (УИ ,УИ ),ПМ (ПМ ,ПМ )c w c w c w c w

α α α α α α α α α α α α= = = = , 
0 0 0 1 1 1 2 2 2 3 3 3 4 4 4( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ).c w c w c w c w c wA A A A A A A A A A A A A A Aα α α α α α α α α α α α α α α= = = = =  
Если расширить вышеуказанные выражения, то сможем на-

писать как: 
(7) 0 1 2 3 4УБ (ДН,КБ,УИ,ПМ) ДН КБ УИ ПМ ,c c c c c c c c c ca a a a a= + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅  

(8) 0 1 1 2

2 3 3 4 4

УБ (ДН,КБ,УИ,ПМ) ДН ДН КБ
КБ УИ УИ ПМ ПМ .

w w c w w c c w

w c c w w c c w w c

a a a a
a a a a a

= + ⋅ + ⋅ + ⋅ +
+ ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅

 

Подобные уравнения в таком же порядке можно применять 
по всем α-уровням. Минимизация уравнения нечеткой регрес-
сии для каждого α-уровня делает необходимым решение ниже-
указанной задачи линейного программирования [18]:  

(9) 

10 10

0 1 1
1 1

10 10 10

2 2 3
1 1 1

10 10 10

3 4 4
1 1 1

УБ 10 ДН ДН

КБ КБ УИ

УИ ПМ ПМ ,

w i c i w
i i

i c i w i c
i i i

i w i c i w
i i i

w a w a c a

w a c a w a

c a w a c a min

= =

= = =

= = =

   
= ⋅ + ⋅ + ⋅ +   

   
     

+ ⋅ + ⋅ + ⋅ +     
     
     + ⋅ + ⋅ + ⋅ →     
     

∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑

 

где условия ограничений:  

Редактор
Исправление опечатки
В первоначально опубликованном тексте статьи вместо числа 10 стоял символ "n". Ошибка исправлена в настоящей версии статьи.
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(10) 

0 0 1 1

2 2 3

3 4 4

(ДН ДН ) ДН
(КБ КБ ) КБ (УИ УИ )
УИ (ПМ ПМ ) ПМ УБ УБ ,

1,10,

c w i i c i w

i i c i w i i c

i w i i c i w i i

a a c w a c a
c w a c a c w a
c a c w a c a c w

i

− + − ⋅ − ⋅ +
+ − ⋅ − ⋅ + − ⋅ −
− ⋅ + − ⋅ − ⋅ ≤ −

=

 

(11) 

0 0 1 1

2 2 3

3 4 4

(ДН ДН ) ДН
(КБ КБ ) КБ (УИ УИ )
УИ (ПМ ПМ ) ПМ УБ УБ ,

1,10,

c w i i c i w

i i c i w i i c

i w i i c i w i i

a a c w a c a
c w a c a c w a
c a c w a c a c w

i

− − − + ⋅ − ⋅ −

− + ⋅ − ⋅ − + ⋅ −
− ⋅ − + ⋅ − ⋅ ≤ − −

=

 

(12) 0 1 2 3 4 1,10, , , , 0,w w w w w ia a a a a =≥ . 
Путем решения этой проблемы линейного программирова-

ния с целевой функцией (9) и ограничивающими условиями 
(10), (11), (12) получаем оценочные интервальные коэффициен-
ты А0, А1, А2, А3, А4, исследуемые по каждому  
α-уровню, которые указаны в таблице 3. 

5. Прогнозирование уровня бедности 

С целью прогнозирования показателя УБ (уровень бедно-
сти) на 2010–2012 гг. используются 3 сценария, ориентирован-
ные на различные варианты развития ситуации (средний, опти-
мистический и пессимистический). Метод среднего сценария 
является одним из наиболее употребляемых среди всех методов 
прогнозирования на будущее и позволяет получить достоверные 
результаты при стабильном развитии. Метод оптимистического 
сценария дает верные результаты при таком развитии, когда 
темпы роста стремительно меняются, а метод пессимистическо-
го сценария прогнозирования – при развитии, когда темп спада 
ускоренно меняется: 
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Таблица 3. Коэффициенты по α уровням, полученные в резуль-
тате решения уравнения нечеткой линейной регрессии  

α-уровни Коэффиценты  
0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 

  
a0c 14,7031 13,5618 12,4387 11,3330 12,9319 8,7346 

A0 
a0w 30,6594 29,7480 28,8438 27,9463 26,5266 26,1023 

a1c 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 
A1 

a1w 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0001 0,0000 

a2c 26,2500 26,6258 26,9880 27,3373 25,6839 28,3984 
A2 

a2w 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 

a3c 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 
A3 

a3w 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0205 

a4c 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 
A4 

a4w 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 
 
Средний сценарий – выводя корни из суммы квадратов 

темпов роста среди показателей в таблице 1, приплюсовывают 
их к показателям последнего 2009 года и получают показатели 
для прогнозирования на последующие годы.  

Оптимистический сценарий – найдя наибольшую разницу 
темпа роста среди показателей в таблице 1, приплюсовывают ее 
к показателям последнего 2009 года и получают показатели для 
прогнозирования на последующие годы. 

Пессимистический сценарий – найдя наименьшую разницу 
с темпом роста среди показателей в таблице 1, приплюсовывают 
ее к показателям последнего 2009 года и получают показатели 
для прогнозирования на последующие годы. 
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Таблица 4. Среднеквадратичные значения, рассчитанные по 
показателям  
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Затем находится прогнозное значение функции с помощью 

выявленных входных значений на 2010–2012 гг. в таблице 4. 
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Для этого, вставив входные значения в формулах (7) и (8) по 
каждому α-уровню, производятся расчеты. Расчеты осуществ-
ляются в отдельности для каждого – среднего, оптимистическо-
го и пессимистического сценариев.  

Центр и расширения, полученные по α-уровням, являются 
центром, левым и правым отрезком основания равнобедренного 
треугольника [18, 21]. В результате мы получаем центральное, 
левое и правое значения уровня бедности, доходов населения, 
коэффициента безработицы, уровня инфляции, прожиточного 
минимума по исследуемым 2010–2012 гг., которые указаны в 
таблице 5. 

Указанный в таблице 5 прогноз по трем сценариям отража-
ет в себе центральное, левое и правое значения прогноза. При 
необходимости полученные нечеткие результаты можно указать 
точными числами, что называется дефаззификацией и осущест-
вляется многочисленными методами. Одним из этих методов 
является формула, рассчитываемая как соотношение суммы 
произведения значений нечеткой функции, найденных в соот-
ветствующих α-уровнях, к сумме этих же α-уровней. 

(13) 1

1

УБ
УБ .

R

r r
r

R

r
r

α

α

=

=

=
∑

∑
 

Так, после вычислений получаются следующие результаты, 
преобразованные в действительные числа путем дефаззифика-
ции: 

–  по среднему сценарию прогнозное значение уровня бедно-
сти составит в 2010 г. – 9,0 %, в 2011 г. – 7,3 %, в 2012 г. – 6,0 %; 

–  по оптимистическому сценарию уровень бедности снизит-
ся с прогнозируемых на 2010 г. 7,8 % до 5,5 % в 2011 г. и до 3,9 
% в 2012 г.; 

–  по пессимистическому сценарию прогноз уровня бедности 
на 2010 г. составит 10,5 %, 2011г. – 10,1 %, 2012 г. – 9,6 %.  
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Таблица 5. Прогноз на 2010–2012 годы  
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6. Заключение 

Для прогнозирования уровня бедности целесообразнее ис-
пользовать нечеткое регрессионное моделирование, так как оно 
обеспечивает большую точность результатов.  
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ЭКОНОМИЧЕСКИЕ ПРОБЛЕМЫ УПРАВЛЕНИЯ 
РАЗВИТИЕМ АВИАТРАНСПОРТНОЙ СЕТИ 
В МАЛОНАСЕЛЕННЫХ РЕГИОНАХ РОССИИ 

Горшкова И. В.1 
(Московский физико-технический институт, Москва) 

Клочков В. В.2 
(Учреждение Российской академии наук 

Институт проблем управления РАН, Москва) 
 

Работа посвящена специфическим проблемам развития авиа-
транспортной сети в регионах с низкой плотностью населе-
ния. Исследовано влияние низкой плотности населения на 
длительность и стоимость поездки на воздушном транспорте. 
Предложен комплекс организационных, технологических реше-
ний и мер государственной поддержки, нацеленных на повыше-
ние доступности авиатранспорта для населения малонаселен-
ных регионов. 

 
Ключевые слова: аэродромная сеть, плотность населения, 
подвозящий транспорт, доступность воздушного транспорта, 
субсидирование авиаперевозок. 

1. Введение 

Как известно, большая часть территории России характери-
зуется низкой плотностью населения. За Уралом, в Сибирском и 
Дальневосточном федеральных округах, занимающих 66% 
территории страны, проживает лишь 18% населения [8]. При 
этом не только в указанных регионах, но даже в Европейской 
части России развитие сети автомобильных и железных дорог 
                                                 
1 Ирина Владимировна Горшкова, студент (map1000@progtech.ru). 
2 Владислав Валерьевич Клочков, доктор экономических наук (Москва, 
ул. Профсоюзная, д. 65, vlad_klochkov@mail.ru). 
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существенно слабее, чем в развитых странах мира. По данным 
Минтранса РФ, более 30% населенных пунктов, в которых 
проживает 8% населения России, не имеют круглогодичной 
связи с дорожной сетью страны [6]. Традиционно принято счи-
тать, что характерные для значительной части территории Рос-
сии большие расстояния и слаборазвитая наземная инфраструк-
тура способствуют развитию воздушного транспорта. Однако, 
как показывает практика и как будет обосновано в данной рабо-
те, эти экономико-географические особенности сказываются на 
доступности авиаперевозок как раз отрицательно, и чрезвычай-
но сильно. Успешное развитие авиатранспорта в условиях низ-
кой плотности населения и слаборазвитой наземной инфра-
структуры требует особых решений – экономических, 
технических, организационных. 

Описанная проблема актуальна не только для транспортной 
отрасли и органов власти, регулирующих региональное разви-
тие. Как показано в работе [4], российская авиапромышленность 
остро нуждается в новых рыночных нишах, позволяющих дос-
тичь массового выпуска наукоемкой продукции, не вступая в 
непродуктивную и рискованную конкуренцию с лидерами 
мирового гражданского авиастроения. В то же время инноваци-
онное развитие отрасли должно решать насущные социально-
экономические проблемы страны. То есть вполне возможно, что 
будет целесообразным создание специфической «авиации для 
России», точнее, для Сибири, Крайнего Севера и Дальнего 
Востока. 

В данной работе не ставится задачи разработать методы де-
тальной оптимизации транспортных систем конкретных регио-
нов, методы рационального формирования маршрутных сетей 
и т.п. Этим проблемам посвящены работы известных отечест-
венных и зарубежных ученых, см., например, [1]. Здесь предла-
гается система упрощенных экономико-математических моде-
лей, позволяющих делать приближенные оценки по порядку 
величины. Предполагается получить ответы на следующие 
вопросы: 

1.  Насколько сильно малая плотность населения влияет на 
стоимость и длительность поездок на воздушном транспорте? 
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Какую роль играют та или иная схема расселения, организация 
местных перевозок, и т.п.? 

2.  Какие типы воздушных судов наиболее эффективны в ма-
лонаселенных регионах России и мира? Какие требования сле-
дует предъявлять к перспективной «авиатехнике для России»? 

3.  Целесообразна ли государственная поддержка развития 
авиатранспорта в малонаселенных регионах? В какой форме ее 
предпочтительнее оказывать и какой объем расходов потребует-
ся для достижения поставленных целей? 

4.  Какова эффективность внедрения новых видов транспорт-
ных средств в местном сообщении? Каков потенциальный спрос 
на эти транспортные средства? 

2. Упрощенные модели влияния плотности 
аэродромной сети на стоимость и 
эффективность авиаперевозок 

Как уже отмечалось ранее, значительная часть территории 
России и некоторых других стран характеризуется низкой плот-
ностью населения. В этих условиях может быть нецелесообраз-
ным развитие наземного транспорта, требующего дорогостоя-
щей наземной инфраструктуры. В таких регионах воздушный 
транспорт нередко становится безальтернативным. Однако и 
развитие традиционного воздушного транспорта в малонаселен-
ных регионах может быть затруднено, поскольку для эксплуата-
ции магистральных воздушных судов (далее ВС) требуется 
сооружение дорогостоящих аэропортов высокого класса [2]. 
Какова оптимальная густота аэродромной сети, как она зависит 
от географических и социально-экономических факторов? Для 
ответа на эти вопросы построим следующие упрощенные эко-
номико-математические модели, см. [3]: 

1)  модель среднего времени поездки до аэропорта отправле-
ния и из аэропорта прибытия до пункта назначения на так назы-
ваемом подвозящем транспорте [1] и среднего времени ожида-
ния рейса; 
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2)  модель затрат на услуги подвозящего транспорта и на аэ-
родромную инфраструктуру в расчете на один полет ВС или на 
одного пассажира. 

При малой плотности населения эти величины могут со-
ставлять существенную долю общей стоимости и длительности 
поездки, которые, в свою очередь, являются основными факто-
рами, определяющими спрос на авиаперевозки, их социально-
экономическую эффективность. 

Модели строятся, исходя из следующих предпосылок. 
Предположим, что на рассматриваемой территории население 
размещено равномерно. Обозначим плотность населения 
ρ человек на квадратный километр. Пусть аэродромы также 
размещены равномерно в узлах прямоугольной сети со стороной 
ячейки, равной r километров, см. рис. 1. 

 
Рис. 1. Упрощенная модель структуры авиатранспортной сети 

и системы расселения 

Предположим, что коэффициент подвижности населения 
известен и составляет в среднем γ полетов на одного человека в 
год. Пусть m – пассажировместимость ВС (для простоты выкла-
док предположим, что кресла заполняются на 100%). Тогда с 
каждого аэродрома совершается 

(1) 
2r
m
ργλ =  

рейсов ВС в год, и среднее время ожидания рейса Tож равно 

ρ 
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(2) ож мр 2
1 365 24 365 24
2 2 2

mT T
rλ ργ

⋅ ⋅
= = = , 

где m – вместимость одного ВС; Tмр – межрейсовый интервал. 
При этом характерное время поездок пассажира от места 

жительства до аэропорта на подвозящем транспорте будет 
определяться следующей формулой: 

(3) п
п

rT
v

= , 

где пv  – средняя скорость подвозящего транспорта. 
Общая длительность поездки T определяется суммой харак-

терных времен, а именно, временем поездок пассажира от места 
жительства до аэропорта и обратно на подвозящем транспорте 
Tп, средним временем ожидания рейса Tож, продолжительностью 
начально-конечных операций в аэропорту TНК, постоянной со-
ставляющей продолжительности полета Tпост и продолжительно-
стью крейсерского полета Tкр. Таким образом 
(4) п ож НК пост крТ T T T T T= + + + + , 

(5) кр
кр

LT
v

= , 

где L – средняя дальность полета; vкр – крейсерская скорость 
полета, TНК и Tпост – постоянные величины. 

Далее построим модель затрат на услуги подвозящего 
транспорта и на аэродромную инфраструктуру. Суммарные 
затраты на содержание аэродромной сети в расчете на одного 
пассажира определяются следующим образом: 

(6) ( )аэроп в-п
1 1RC TC FC C

m m m
π π λ

λ λ λΣ
+ +

= = ⋅ = + ⋅ =  

 

аэроп

в-п2
1 1

С

FC C
mr

π π
ργ

+ +
= ⋅ + + ⋅


, 

где R – годовая выручка аэропорта; π – норма прибыли; TC – 
годовые издержки аэропорта; FC – постоянная составляющая 
издержек, Cв-п – затраты на взлет и посадку одного ВС. По-
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скольку тарифы на услуги аэропортов обычно регулируются 
государством, здесь принята модель ценообразования «затраты 
плюс». 

В свою очередь затраты пассажира на услуги подвозящего 
транспорта равны 
(7) пC r k= ⋅ , 
где k – средний тариф на подвозящем транспорте, ден. ед. за 
километр. 

Общая стоимость поездки включает в себя затраты на услу-
ги подвозящего транспорта Cп, затраты на техническое обслу-
живание и ремонт (ТОиР), амортизацию ВС и т.п., сборы за 
взлет и посадку, затраты на авиатопливо, прочие постоянные 
затраты на рейс Cпост и затраты на содержание аэропортов в 
расчете на одного пассажира. Таким образом, прямые денежные 
затраты пассажира равны 

(8) ( )п пост TOиP топ в-п аэроп
1 (1 )P C C C C С С
m

π= + + + + + ⋅ + , 

(9) ( )TOиP TOиP кр постC c T T= + , 

(10) ( )топ топ кр постC c g T g= ⋅ + , 

где TOиPc  – затраты на ТОиР, амортизацию и т.п., ден. eд. за 
лётный час; топc  – цена авиатоплива, ден. ед. за тонну; g – сред-
ний расход топлива в крейсерском полете, тонн за лётный час; 
gпост – постоянные, т.е. слабо зависящие от дальности поездки, 
затраты топлива на рейс (на взлет, набор высоты, снижение и 
посадку), в тоннах на рейс. 

Задача принятия решения о поездке всегда является много-
критериальной. Помимо прямых денежных затрат, потенциаль-
ный пассажир учитывает еще целый ряд факторов – прежде 
всего, время в пути. В экономике транспорта нередко прибегают 
к свертке времени и стоимости поездки в один обобщающий 
показатель с помощью так называемой стоимости времени 
пассажира [5], отражающей упущенную выгоду последнего от 
пребывания в пути. Если стоимость времени пассажира обозна-
чена z, упущенная выгода за время поездки составит z∙T денеж-
ных единиц. В то же время сумма прямых денежных затрат 
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составит P денежных единиц. Таким образом, суммарные затра-
ты и потери пассажира, связанные с данной поездкой, выража-
ются следующей формулой:  
(11) ( )п аэроп ож пС Р z Т P C C z T T TΣ = + ⋅ = + + + + + =   

 2 2
п

1 365 24
2

m rC r k FC z
vr r

π
ργ ργ

 + ⋅
= + ⋅ + ⋅ + + 

 
 , 

(12) в-п
1C P z T C

m
π+

= + ⋅ + ⋅   , 

где составляющая C  не зависит от переменной r, т.е. от плотно-
сти аэродромной сети. 

Разумеется, в сфере моделирования стоимости и эффектив-
ности перевозок известны более корректные подходы, чем 
используемая здесь концепция стоимости времени пассажира – 
см., например, [5]. Однако простейшие модели, предлагаемые 
здесь, по нашему мнению, достаточно адекватно отражают 
качественную суть проблемы. 

Минимизируя суммарные затраты и потери пассажира по 
переменной r, получаем, что оптимальное расстояние между 
аэродромами r* зависит от плотности населения и его подвиж-
ности следующим образом: 
(13) r* ~ (ργ )–1/3. 

Следовательно, после оптимизации плотности аэродромной 
сети сами суммарные затраты и потери пассажира зависят от 
этих параметров следующим образом: 
(14) C* ~ (ργ )–1/3. 

При помощи построенных моделей были проведены расче-
ты длительности поездки и денежных затрат пассажира при 
полете на среднемагистральном самолете Ту-204 с учетом изме-
нения показателя плотности населения и коэффициента авиаци-
онной подвижности в широком диапазоне значений. Исходные 
данные представлены в таблице 1, а результаты приведены на 
рис. 2, 3 в графическом виде. На графиках приведены именно те 
составляющие длительности и стоимости авиаперевозок, кото-
рые непосредственно зависят от параметров авиатранспортной 
сети. 
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Таблица 1. Исходные данные для расчета длительности и 
стоимости поездки 
Тип летательного аппарата Ту-204 
Пассажировместимость 180 
Максимальная дальность полета, км 6500 
Крейсерская скорость полета, км/ч 830 
Средний расход топлива в крейсерском полете, т/л.ч. 2,7 
Постоянные затраты топлива на рейс, т 3 
Постоянная составляющая продолжительности полета, 
ч. 0,8 
Продолжительность начально-конечных операций, ч. 2 
Затраты на ТОиР, амортизацию и т.п., руб./л.ч. 27000 
Постоянные затраты на рейс, руб. 15000 
Сборы за взлет и посадку, руб. 3000 
Постоянные затраты на 1 аэропорт, млн. руб./г 1000 
Средняя дальность полета, км 3000 
Цена авиатоплива, руб./т 30000 
Средний тариф на подвозящем транспорте, руб./км 10 
Средняя скорость подвозящего транспорта, км/ч 50 
Стоимость часа времени пассажира, руб./ч 300 
Плотность населения, чел./кв. км. 10 
Подвижность населения, полетов/г 0,25 

 
Приближенные численные оценки показывают, что очень 

низкая плотность населения существенно увеличивает общую 
стоимость и длительность поездки. Согласно полученным зави-
симостям, составляющие затрат и потерь пассажира, связанные 
с авиатранспортной инфраструктурой, в Восточной Сибири и на 
Дальнем Востоке будут примерно в 20 раз выше, чем в цен-
тральном регионе России, а оптимальное расстояние между 
аэродромами – в 20 раз больше. При том что приросты денеж-
ных и временных затрат сильно меняются при изменении про-
изведения подвижности и плотности населения, см. рис. 1, 2, 
они слабо зависят от изменения других – весьма неопределен-
ных – параметров модели (таких как стоимость времени пасса-
жира и др.). Это повышает достоверность качественных выво-
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дов и численных оценок, сделанных в условиях неопределенно-
сти ряда исходных данных, приведенных в таблице 1. 
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Рис. 2. Зависимость прироста длительности поездки от коэф-

фициента подвижности и плотности населения 
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Рис. 3. Зависимость прироста суммарных денежных затрат 
пассажира от коэффициента подвижности и плотности 

населения 

В предлагаемых моделях предполагалось равномерное рас-
пределение населения по территории региона. На практике 
такой принцип расселения приближенно соответствует разве 
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что хуторскому хозяйству, характерному для некоторых регио-
нов мира – например, для Прибалтики, Скандинавии, ряда 
штатов США и Канады. Причем для этих регионов, в отличие от 
рассматриваемых в данной работе, как раз характерны хорошее 
развитие дорожной сети и сравнительно высокий уровень дохо-
дов населения. В большинстве малонаселенных регионов рос-
сийского Севера и Дальнего Востока, а также в аналогичных 
регионах за рубежом, в силу объективных причин (необходи-
мость устойчивого и экономичного жизнеобеспечения в экстре-
мальных климатических условиях, занятость на крупных пред-
приятиях добывающих отраслей, и т.п.) наблюдается иной 
принцип расселения. Население проживает компактно в посел-
ках, насчитывающих несколько сотен или тысяч жителей. Ос-
таются ли в силе качественные выводы, получаемые из выше-
приведенных моделей, с учетом реальной картины расселения? 
Точечное, а не дисперсное расположение населения практиче-
ски не оказывает влияния на результаты моделирования, если 
оптимальное расстояние между магистральными аэропортами, 
определяемое с помощью этих моделей, существенно превыша-
ет среднее расстояние между поселками. В реальности во мно-
гих регионах с низкими значениями средней плотности населе-
ния населенные пункты тяготеют к региональным центрам, 
рекам, побережьям и т.п., образуя сравнительно компактные 
кластеры, в которых расположены в том числе и магистральные 
аэропорты. При этом большая часть территории региона остает-
ся практически безлюдной. Поэтому полученные оценки можно 
считать пессимистическими. 

3. Совместная оптимизация аэродромной сети и 
параметров воздушных судов для 
малонаселенных регионов 

Для того чтобы снизить длительность и стоимость поездки 
и повысить доступность авиаперевозок, в условиях низкой 
плотности населения могут быть целесообразными следующие 
организационно-технические решения: 

• использование на регулярных местных воздушных линиях 
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летательных аппаратов (ЛА) различных типов, в том числе 
малой пассажировместимости, возможно – относительно тихо-
ходных (например, с турбовинтовыми двигателями), но обла-
дающих улучшенными взлетно-посадочными характеристика-
ми (ВПХ) и потому менее требовательными к качеству 
аэродромной инфраструктуры; 

• развитие персонального авиатранспорта на основе ЛА с 
улучшенными ВПХ или безаэродромного базирования. 
При этом, наряду с полученными выше зависимостями, не-

обходимо учитывать следующие факторы: 
• улучшение ВПХ может быть сопряжено с ухудшением ха-

рактеристик ЛА в крейсерском полете: часового расхода топли-
ва, крейсерской скорости и др.; 

• по топливной экономичности (в расчете на одного пасса-
жира) ВС малой пассажировместимости, и, тем более, персо-
нальные ЛА могут существенно уступать магистральным само-
летам средней пассажировместимости. 

Обоснованный выбор можно сделать, поставив задачу со-
вместной оптимизации параметров ЛА (ВПХ, пассажировме-
стимости, дальности, крейсерской скорости) и аэродромной сети 
в малонаселенных местностях. 

Помимо сравнения различных типов магистральных и ре-
гиональных ВС, с помощью предлагаемого методического 
аппарата можно прогнозировать эффективность внедрения 
альтернативных видов подвозящего транспорта (и вообще, 
транспорта местного сообщения). Так как оптимальные рас-
стояния между магистральными аэропортами в малонаселенных 
регионах довольно велики и требуются значительные затраты 
денежных средств и времени на их преодоление, характеристи-
ки подвозящего транспорта оказывают решающее влияние на 
эффективность транспортной системы региона в целом. 

Во многих рассматриваемых регионах, несмотря на слож-
ность и дороговизну строительства наземной дорожной инфра-
структуры, существуют обширные возможности организации 
движения по акваториям различных водоемов – рек, озер, при-
брежным участкам морей и т.п. В этих условиях значителен 
потенциал развития водного транспорта, в том числе и в мест-
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ном сообщении. Существенно повысить скорость местных 
перевозок при обеспечении сравнительно низких затрат можно, 
как ожидается, при внедрении таких видов летательных аппара-
тов1, как экранопланы и экранолеты (последние способны также 
совершать полет на большей высоте, без влияния экрана, что 
обеспечивает возможность их круглогодичного применения, а 
также использования вне акваторий водоемов). В их разработке 
и производстве отечественная промышленность имела сущест-
венные конкурентные преимущества. Фактически, нашей стране 
принадлежит приоритет в создании большинства классов этих 
аппаратов, в том числе наиболее крупных реально летавших 
экранопланов в мире – КМ («корабль-макет»). Проект КМ был 
разработан нижегородским СКБ по СПК под руководством 
Р.А. Алексеева и имел взлетную массу свыше  550 т, что срав-
нимо с взлетной массой наиболее тяжелого самолета в мире – 
Ан-225 «Мрія», созданного существенно позже. Причем показа-
тели массы и грузоподъемности, достигнутые в проекте КМ, не 
являются максимально достижимыми для данного вида изделий 
даже при нынешнем уровне развития технологий. На ряде на-
правлений экранопланы могут использоваться и в качестве 
магистрального вида транспорта, однако здесь рассматривается 
лишь их применение на местных маршрутах, причем, лишь в 
качестве подвозящего транспорта. С технико-экономической 
точки зрения, внедрение экранопланов позволит, как ожидается, 
снизить себестоимость перевозок по сравнению с традицион-
ными самолетами для местных воздушных линий (МВЛ) в не-
сколько раз. При этом, в отличие от автомобильного транспорта, 
экранопланам практически не требуется дорогостоящая назем-
ная инфраструктура, и, соответственно, уровень постоянных 
затрат будет невелик. 
                                                 
1 Строго говоря, до сих пор нет единого мнения по вопросу отнесения 
экранопланов к летательным аппаратам или к судам. Эта неопреде-
ленность создает, в том числе, и практические трудности – в сфере 
регистрации таких транспортных средств, их сертификации, лицен-
зирования эксплуатации и т.п. Однако в данной работе экранопланы и 
экранолеты однозначно рассматриваются как перспективная ниша 
рынка продукции гражданского авиастроения. 
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Предлагаемый в данной работе инструментарий можно ис-
пользовать для прогнозирования эффективности использования 
экранопланов и потенциального спроса на них. В качестве 
критерия экономической эффективности внедрения экранопла-
нов вместо традиционных видов подвозящего транспорта пред-
лагается принять разность суммарных затрат пассажира на 
поездку при использовании традиционных видов подвозящего 
транспорта и при использовании экранопланов. Важно подчерк-
нуть, что эти суммарные затраты рассматриваются после опти-
мизации расстояния между магистральными аэропортами, а 
возможность повышения скорости перевозок на подвозящем 
транспорте при сравнительно небольших затратах изменит 
(см. формулу (11)) оптимальное значение в сторону увеличения, 
при сохранении приемлемой длительности поездки на подвозя-
щем транспорте. При этом увеличивается площадь территории, 
обслуживаемой одним магистральным аэропортом, и, как след-
ствие, сокращаются постоянные затраты на содержание аэро-
портовой сети, приходящиеся на одного жителя, сокращаются 
средние интервалы между рейсами магистральных ВС. Был 
рассмотрен следующий пример, основанный на приведенных в 
таблице данных для расчета длительности поездки и денежных 
затрат пассажира при полете на среднемагистральном самолете 
Ту-204. Только, в отличие от упомянутого примера, в качестве 
подвозящего транспорта рассматриваются экранопланы модели 
«Иволга» ЭК-12, обеспечивающие среднюю скорость 180 км/ч и 
стоимость пассажиро-километра на уровне 2 руб. (рассчитано на 
основе данных производителя [7]). Такие показатели много-
кратно лучше показателей дорожного транспорта, соответствен-
но и результаты при прочих равных условиях в несколько раз 
лучше. Численные оценки показывают, что при использовании в 
качестве подвозящего транспорта экраноплана с такими харак-
теристиками прирост длительности поездки, обусловленный 
малой плотностью аэродромной сети, сокращается приблизи-
тельно в 2 раза, а прирост денежных затрат – в 3 раза. 
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4. Анализ целесообразности и потребного объема 
государственной поддержки развития 
авиатранспортной сети в малонаселенных 
регионах 

Полученные в п. 2 оценки дополнительных затрат времени 
и средств, связанных с малой плотностью населения, относятся 
к свободному, нерегулируемому рынку авиаперевозок. На таком 
рынке услуги воздушного транспорта неизбежно оказываются 
для жителей регионов с малой плотностью и подвижностью 
населения дорогими и малоэффективными по причине большой 
суммарной длительности и стоимости поездки. Это подтвержда-
ется фактически имеющей место деградацией авиатранспортных 
систем в малонаселенных регионах России, разрушением систе-
мы местных воздушных линий при переходе к рыночной эконо-
мике. 

Многие субъекты Российской Федерации практически пол-
ностью лишились как сети местных авиалиний, так и аэродро-
мов местных воздушных линий. С 1992 года резко сократилось 
количество аэродромов на территории России (с 1302 до 330). 
Без участия местных властей и бюджетов в процессе управления 
местными социальными авиаперевозками и аэродромной сетью 
местных воздушных линий не представляется возможным их 
развитие и даже поддержание в рабочем состоянии [6]. 

Таким образом, необходимо активное управление развити-
ем транспортной сети в таких регионах, государственное вме-
шательство – прежде всего, в форме субсидирования воздушно-
го транспорта. Разумеется, оказанию государственной помощи 
должна предшествовать оптимизация технико-экономических 
параметров авиатранспортной системы, исключение заведомо 
нерациональных решений. Прежде всего, как показано выше, в 
регионах с низкими значениями плотности и подвижности 
населения неэффективно использование ВС большой пассажи-
ровместимости. В дальнейших расчетах, в отличие от данных 
таблицы 1, предполагается использование ВС пассажировме-
стимостью 50 мест, причем не на МВЛ, а на региональных и 
среднемагистральных маршрутах. 
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С помощью предложенных моделей проведен сравнитель-
ный анализ двух форм государственной поддержки: 

• субсидирования строительства и содержания аэродромной 
сети; 

• непосредственного субсидирования полетов жителей в 
малонаселенных регионах. 

В первом случае субсидирования прямые затраты пассажи-
ра уменьшаются за счет сокращения постоянных затрат на 
содержание аэропорта: 
(14) ( )дот

аэроп аэроп 1 100С С q= ⋅ − ⋅ , 
где q – процент расходов на строительство и содержание аэро-
дромной сети, финансируемый за счет государственных дота-
ций. 

Во втором же случае, при субсидировании полета, повыша-
ется показатель подвижности населения: 

(15) дот

1 100 p
γγ =

− ⋅
, 

где p – процент расходов пассажира на полет, финансируемый 
за счет государственных дотаций. 

Теперь для каждого варианта субсидирования можно по-
строить зависимость приростов денежных и временных затрат 
пассажира от уровня дотаций. Субсидирование строительства и 
содержания аэродромов способствует повышению плотности 
аэродромной сети, но охват территории и населения одним 
аэропортом при этом сокращается, что при неизменной подвиж-
ности населения приводит к увеличению межрейсовых интерва-
лов и времени ожидания поездки, см. рис. 4. 
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Рис. 4. Зависимость длительности поездки от величины дота-

ций на содержание аэродромной сети 

Непосредственное субсидирование авиаперевозок свободно 
от этого недостатка, см. рис. 5. 
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Рис. 5. Зависимость длительности поездки от величины дота-

ций на полеты 

Также можно оценить потребные затраты бюджетных 
средств на доведение показателей качества транспортного об-
служивания (прежде всего, суммарного времени в пути) до 
уровня, сравнимого с показателями, достижимыми в густонасе-
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ленных регионах. Для этого необходимо рассчитать зависимость 
потребного уровня дотаций от плотности населения, см. рис. 6. 
Агрегирование полученных оценок по регионам России позво-
ляет приблизительно оценить объем государственных дотаций, 
необходимый для обеспечения социально приемлемых качества 
и доступности авиаперевозок в отдаленных и малонаселенных 
регионах страны. 
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Рис. 6. Структура длительности поездки и зависимость вели-
чины дотаций на полеты от показателя плотности населения 

при временном ограничении 

Следует подчеркнуть, что в предлагаемых упрощенных мо-
делях такие важнейшие параметры, как плотность и подвиж-
ность населения, считаются экзогенными, хотя в реальности они 
тесно связаны с обсуждаемыми здесь показателями эффектив-
ности и доступности транспортных услуг. По мере улучшения 
этих показателей, вероятнее всего, можно ожидать повышения 
подвижности населения даже при нынешнем уровне доходов и 
хозяйственной активности. В более долгосрочной перспективе 
можно ожидать следующих позитивных изменений: 
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1)  Обеспеченность современными транспортными услугами, 
как важная составляющая качества жизни, может способство-
вать притоку населения в малонаселенные ныне регионы (при 
условии их пригодности для проживания по другим критериям – 
климатическим, экологическим, экономическим и др.). Такое 
развитие событий весьма желательно с точки зрения устранения 
дисбалансов социально-экономического развития регионов 
России, обеспечения ее территориальной целостности и нацио-
нальной безопасности. 

2)  Улучшение транспортного обслуживания позитивно ска-
жется на экономической активности населения, уровне его 
доходов, а также приведет к дальнейшему повышению подвиж-
ности. 

Прогнозирование долгосрочных перспектив развития 
транспортных систем малонаселенных в настоящее время ре-
гионов с учетом указанных эффектов требует дальнейшего 
развития моделей и подходов, представленных в данной работе. 

5. Заключение 

На основании анализа предложенной системы экономико-
математических моделей можно сделать следующие выводы. 

1.  В регионах с низкой плотностью населения оптимальная 
плотность аэродромной сети также является низкой. В результа-
те возрастают до неприемлемо высокого уровня время и стои-
мость проезда на подвозящем транспорте до и от аэропорта, 
время ожидания рейса и затраты на содержание аэродромной 
инфраструктуры, приходящиеся на одного жителя. 

2.  Для малонаселенных регионов России целесообразно раз-
рабатывать специализированные воздушные суда малой вме-
стимости с улучшенными взлетно-посадочными характеристи-
ками. 

3.  Использование в малонаселенных регионах новых видов 
подвозящего транспорта, в том числе экранопланов, по предва-
рительным расчетам позволяет существенно повысить эффек-
тивность авиатранспортной системы в целом. 

4.  В регионах с крайне низкой плотностью населения необ-
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ходима государственная поддержка развития воздушного транс-
порта. Наиболее эффективно непосредственное субсидирование 
полетов, а не выделение дотаций на содержание аэродромной 
сети. 
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RUSSIAN REGIONS 
 
Irina Gorshkova, Moscow Institute of Physics and Technology, 
Moscow, student (map1000@progtech.ru). 
Vladislav Klochkov, Institute of Control Sciences of RAS, Moscow, 
Doctor of Science (Moscow, Profsoyuznaya st., 65, 
vlad_klochkov@mail.ru). 
 
Abstract: The paper is devoted to specific problems of air transpor-
tation network development in regions with low density of popula-
tion. The influence of low population density on the duration and the 
cost of air transportation is studied. A complex of organizational, 
technological decisions and government support decisions aimed at 
raise of air transportation affordability for under-populated re-
gions’ population is suggested. 
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ДИНАМИЧЕСКОЕ МАТЕМАТИЧЕСКОЕ 
МОДЕЛИРОВАНИЕ ДЕЯТЕЛЬНОСТИ 

ИННОВАЦИОННОГО ПРЕДПРИЯТИЯ В УСЛОВИЯХ 
ВЕНЧУРНОГО ФИНАНСИРОВАНИЯ 

Гришин А. В.1 
(Казанский Государственный технический университет 

им. А.Н. Туполева, Казань) 
 

Строится дискретная математическая модель финансовых и 
материальных потоков предприятия на стадии производства 
и реализации инновационной продукции, учитывающая различ-
ные варианты финансирования – как по схеме лизинга, так и по 
схеме банковского кредита. Предлагаемая модель позволяет 
достаточно подробно учитывать процессы функционирования 
инновационного предприятия, включая материальные, финан-
совые и информационные потоки (даты завоза сырья и мате-
риалов, даты кредитных и лизинговых платежей, выплаты 
налогов и т. д.), и, по сравнению с имеющимися аналогичными 
моделями, дает возможность оценки влияния большого набора 
факторов на финансовый результат предприятия при различ-
ных вариантах венчурного финансирования. 

 
Ключевые слова: динамическая модель, математическое 
моделирование, инновационное предприятие, лизинг, креди-
тование, банкротство, венчурное финансирование. 

Введение 

В последнее время в нашей стране, так же как и во всем ми-
ре, все большее внимание уделяется проблеме инновационного 
развития экономики. Государство начинает поворачиваться 
                                                 
1 Андрей Владимирович Гришин, аспирант (тел.(903) 313-83-20, 
grik40@mail.ru). 
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лицом к ученым, инженерам, разрабатывающим новые техноло-
гии, новые виды продукции, и к предпринимателям, пытаю-
щимся коммерциализировать эти идеи и организовывать выпуск 
новой продукции. В связи с этим все больше открывается так 
называемых инновационных предприятий, т. е. малых предпри-
ятий, начинающих производить какую-либо новую продукцию. 
Однако инновационные предприятия сталкиваются с проблемой 
первоначального финансирования ввиду высокой степени риска 
данного вида бизнеса. 

В данной работе рассматривается моделирование предпри-
ятия, открытого для производства инновационной продукции в 
соответствии с конкретным инновационным проектом [3, 4]. 
Производство на предприятии основано на инновациях, и ре-
зультатом деятельности предприятия является выпуск и реали-
зация нового вида товара.  

Развитие инновационного проекта обычно требует серьез-
ных первоначальных вложений. Для решения этой проблемы 
используются венчурные инвестиции, а также заемные средства, 
банковские кредиты и пр. Инвесторы идут на финансирование 
инновационного проекта, несмотря на высокие риски, предпола-
гая в дальнейшем получение достаточно высоких доходов. 
Однако банки для снижения рисков устанавливают высокие 
процентные ставки либо требуют дополнительные гарантии, 
такие как поручительство, залог и т.п.  

В данной работе в качестве альтернативного варианта фи-
нансирования инновационного проекта также рассматривается 
финансовая аренда или лизинг [1]. Лизинг, как аренда с правом 
выкупа, позволяет предприятию воспользоваться заемными 
средствами для приобретения объектов недвижимости, обору-
дования и автотранспорта. Лизинговая компания покупает для 
предприятия объект лизинга и передает его предприятию, за что 
получает лизинговые платежи. 

В связи с тем, что лизинг позволяет получить лишь опреде-
ленное оборудование, недвижимость и транспорт, предприни-
матель всё равно вынужден использовать кредит для пополне-
ния своих оборотных средств. Для оценки влияния внешних 
факторов и внутренних параметров на процесс выполнения и 
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общую эффективность инновационного проекта, а также для 
выбора наиболее эффективного варианта финансирования про-
екта, необходимо моделировать процессы функционирования 
инновационного предприятия во взаимодействии с лизинговыми 
и кредитными организациями. 

Сегодня на российском рынке существует около десятка 
как отечественных, так и зарубежных компьютерных программ 
для расчета и сравнительного анализа инвестиционных и инно-
вационных проектов: Project Expert, Аналитик, Альт-Инвест, 
COMFAR и др. Но все они обладают определенными недостат-
ками, не позволяющими произвести оценку влияния большого 
числа внешних факторов и внутренних параметров на финансо-
вый результат инновационного проекта при минимальной дли-
тельности интервалов планирования. Так, например, минималь-
ный шаг расчета в Project Expert, Аналитик и COMFAR 
составляет 1 месяц, в течение которого может произойти мно-
жество событий, влекущих различные риски; модель налоговой 
системы, заложенная в COMFAR, не соответствует российскому 
законодательству; в Project Expert и Альт-Инвест отсутствуют 
материальные потоки. 

Предлагаемая математическая модель может лечь в основу 
разработки новых систем, лишенных этих недостатков.  

1. Математическая модель динамики 
инновационного предприятия 

В работе [2] автором предложена структурная модель 
функционирования предприятия и его взаимодействия с лизин-
говой и кредитной организациями в нотации IDEF0 (см. рис. 1). 
Здесь блоки соответствуют выполняемым процессам, а стрелки, 
соответственно, входам, выходам, механизмам и управлению. 
Чтобы не загромождать рисунок, обозначения стрелок не при-
водятся. Описание наиболее значимых из них приведено ниже в 
математической модели.  
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Рис. 1. Модель предприятия в нотации IDEF0 
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В данной статье на основе этой структурной модели стро-
ится дискретная динамическая математическая модель функ-
ционирования инновационного предприятия. Кратко функцио-
нирование предприятия описывается следующим образом: 

–  в зависимости от величины спроса на продукцию и объема 
продукции на складе реализуется готовая продукция, от которой 
денежные средства поступают на расчетный счет предприятия; 

–  на склад готовая продукция поступает из производства, где 
в зависимости от мощности производства и программы выпуска 
продукции производится определенный объем продукции; 

–  для производства продукции требуются сырье и материа-
лы, которые поступают со склада в объемах, необходимых для 
производства заданного объема продукции; 

–  сырье и материалы на склад поставляются поставщиками, 
оплата которым производится с расчетного счета; 

–  в процессе производства и реализации продукции у пред-
приятия возникают различные дополнительные расходы (зара-
ботная плата, кредитные и лизинговые платежи, налоговые 
платежи, прочие расходы и т.п.), которые оплачиваются с рас-
четного счета предприятия. 

При построении математической модели приняты следую-
щие допущения: 

1.  Строится дискретная модель с постоянным периодом дис-
кретности по времени, в качестве которого могут быть приняты, 
например, сутки, неделя, месяц, квартал, год и т.д. 

2.  Задержки при переводе денежных средств между получа-
телем и отправителем отсутствуют, т.е. безналичный расчет 
происходит моментально. 

3.  Время, необходимое на получение кредита в банке или 
кредитном учреждении и на получение оборудования по схеме 
лизинга не учитывается. 

4.  В качестве метода организации запасов предприятия при-
нимается следующий: при достижении определенного миниму-
ма отдельным видом запаса происходит его закупка в опреде-
ленном объеме денежных средств. 
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5.  Спрос и цена инновационной продукции считаются задан-
ными функциями времени. 

6.  Учитываются три вида налогов: налог на прибыль, налог 
на имущество и единый социальный налог. При этом принима-
ются следующие методики расчета налогооблагаемых баз для 
этих видов налога: 

–  для налога на прибыль налогооблагаемой базой служат до-
ходы за вычетом расходов за налогооблагаемый период; 

–  для налога на имущество – среднее значение остаточной 
стоимости основных средств за последние два периода дискрет-
ности; 

–  для единого социального налога – фонд оплаты труда за 
налогооблагаемый период. 

В случае образования отрицательной налогооблагаемой ба-
зы к моменту оплаты налога принимается, что налоговые орга-
ны возмещают предприятию соответствующую рассчитанную 
величину налога. 

7.  Предполагается небольшой цикл производства, поэтому 
сумма налога на добавленную стоимость (НДС) и сумма налого-
вых вычетов по НДС рассчитываются в рамках одного налого-
вого периода, по этой причине все потоки в модели строятся без 
учета налога на добавленную стоимость. 

8.  Другие виды налогов не учитываются по причинам своей 
незначительности либо в связи с косвенным присутствием в 
других моделируемых потоках (например, налог на доходы 
физических лиц, уплачиваемый с заработной платы содержится 
в фонде оплаты труда). 

9.  Применяется линейный метод начисления амортизации. 
10. Налоговые льготы и санкции не учитываются в денежных 

потоках по причине своей незначительности. 
В целом математическая модель представляет собой рекур-

рентные соотношения, позволяющие по заданным начальному 
состоянию и управляющим и возмущающим воздействиям 
определять состояние предприятия в любой последующий 
момент времени. Для вычисления некоторых величин разрабо-
таны алгоритмы, выполняемые в ходе моделирования деятель-
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ности предприятия. Это алгоритмы функционирования процесса 
организации запасов Фz, вычисления потребности процесса 
производства в сырье Ф, вычисления единого социального 
налога Фесн, налога на имущество Фим и налога на прибыль Фнп. 
В данной статье для краткости изложения эти алгоритмы под-
робно не приводятся. Результатом выполнения этих алгоритмов 
на каждом шаге моделирования являются кортежи соответст-
вующих величин.  

Экономико-математическая модель функционирования 
предприятия имеет следующий вид: 
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В представленной модели используются следующие величины: 
i – номер шага дискретности; 
j – номер вида сырья; 
Pc

j – цена j-го вида сырья, руб.; 
αj – задержка поставки j-го вида сырья, кол-во шагов дискретно-
сти; 

zmin
j – минимальный уровень j-го вида сырья на конец периода, 
при достижении которого происходит закупка j-го вида сы-
рья, ед.; 

Pn
j – норма объема денежных средств, направляемых на закупку 
j-го вида сырья, руб.; 

xk
j – количество j-го вида сырья, требуемого для изготовления 
единицы готовой продукции, ед.; 

xp – мощность производства готовой продукции, ед.за шаг дис-
кретности; 

c – цикл производства, кол-во шагов дискретности; 
ν – программа выпуска, ед.; 
Dk

ам – нормы амортизации; 
Gmax – вместимость склада готовой продукции, ед.; 
Sc – цена реализации за ед. готовой продукции, руб.; 
β – задержка покупателей в оплате за готовую продукцию, кол-
во шагов дискретности; 

Dk
пт – норма постоянных затрат на единицу мощности, руб.; 

Dk
пер – норма переменных затрат на единицу готовой продукции, 
руб.; 

Nесн – величина налоговой ставки по ЕСН, %; 
Nим – величина налоговой ставки по налогу на имущество, %; 
Nнп – величина налоговой ставки по налогу на прибыль, %; 
Bесн – величина налогооблагаемой базы по ЕСН, руб.; 
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Внп – величина налогооблагаемой базы по налогу на прибыль, 
руб.; 

pесн – периодичность оплаты ЕСН, кол-во шагов дискретности; 
pим – периодичность оплаты налога на имущество, кол-во шагов 
дискретности; 

pнп – периодичность оплаты налога на прибыль, кол-во шагов 
дискретности; 

С – объем собственных основных средств, руб.; 
Pвых

j – объем j-го вида сырья, поставляемого поставщиком на 
склад сырья и материалов, ед.; 

xj – объем j-го вида сырья, направляемого со склада сырья и 
материалов в производство, ед.; 

xвых – объем произведенной готовой продукции, направляемый 
на склад готовой продукции, ед.; 

Sвх – объем продукции, поступающей на реализацию, ед.; 
Sвых – доход от реализации продукции, руб.; 
Zвх – фонд оплаты труда, руб.; 
Lвх – размер лизинговых платежей, руб.; 
Dпр – объем прочих затрат, руб.; 
Pj – объем денежных средств, направляемых на закупку j-го 
вида сырья, руб.; 

Hвх – размер налоговых платежей, руб.; 
Ктеловх – размер кредитных платежей в погашение тела кредита, 
руб.; 

Кпцвх – размер кредитных платежей в погашение процентов по 
кредиту, руб.; 

Квых – размер полученных кредитов от банка или иного кредит-
ного учреждения, руб.; 

G – остаток готовой продукции на конец периода, ед.; 
F – остаток денежных средств на конец периода, руб.; 
zj – остаток j-го вида сырья на конец периода, ед.; 
indj – индикатор заказа j-го сырья; 
Z – накапливаемая налогооблагаемая база ЕСН, руб.; 
D – объем накапливаемых доходов, руб.; 
R – объем накапливаемых расходов, руб.; 
Hпр – накапливаемый объем налога на имущество, руб.; 
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Hим – налог на имущество к оплате, руб.; 
r – число дней в единице периода; 
Ss – спрос на продукцию в единицу периода, ед. 

Приведенная совокупность уравнений, представляющая со-
бой дискретную математическую модель работы предприятия 
по производству и реализации инновационного продукта с 
возможностью привлечения заемных средств по схеме лизинга и 
банковского кредита, реализована на алгоритмическом языке 
VBA и проведен ряд расчетов, показывающих работоспособ-
ность предложенной модели. 

2. Пример моделирования инновационного 
предприятия 

Рассматривается пример, в котором предприятие планирует 
заняться производством и реализацией некоторого вида иннова-
ционной продукции. Период прогнозирования составляет 4 года 
с периодом дискретности 1 неделя. Для организации производ-
ства необходимо приобрести оборудование стоимостью 
2 000 000 рублей. Рассматриваются два возможных варианта 
приобретения этого оборудования: за счет банковского кредита 
сроком 3 года с равномерной оплатой тела кредита и по схеме 
лизинга на срок 3 года с убывающими платежами. 

Одним из важнейших факторов, определяющих успешность 
функционирования инновационного предприятия, является 
величина спроса, которая обладает большой степенью неопре-
деленности для инновационной продукции. Поэтому представ-
ляет интерес оценить допустимые значения спроса на готовую 
продукцию, при которых предприятие будет находиться в без-
убыточном состоянии и предприятие в состоянии полностью 
погасить лизинговые и кредитные платежи, а также период, по 
истечении которого предприятие при заданном спросе стано-
вится банкротом. Эта оценка проводится по состоянию расчет-
ного счета предприятия. Так, банкротство предприятия наступа-
ет, когда денежные средства на расчетном счете становятся 
отрицательными. 
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Результаты расчетов, отражающих состояние расчетного 
счета в зависимости от величины спроса на продукцию, приве-
дены в таблицах 1 и 2. Графики динамики денежных средств на 
расчетном счете предприятия при различных значениях спроса 
приведены на рис. 2 и 3. 

 
Таблица 1. Средства на расчетном счете при финансировании 
по схеме кредитования, тыс.руб.  
Спрос\период 

ед. мес. 0 6 12 18 24 30 36 42 48 

500 3000 2552 2581 2608 2675 2752 2854 3304 3782 
450 3000 2404 2264 2122 2022 2099 2060 2484 2810 
350 3000 2034 1787 1564 1240 1067 750 978 1152 
275 3000 1928 1534 1039 681 209 –85 –199 –143 
200 3000 1821 1155 599 109 –524 –963 –1181 –1439 

 
Таблица 2. Средства на расчетном счете при финансировании 
по схеме лизинга, тыс.руб.  
Спрос\период 

ед. мес. 0 6 12 18 24 30 36 42 48 

500 2400 2050 2190 2328 2503 2687 2894 3334 3799 
450 2400 1902 1872 1841 1849 2034 2100 2514 2827 
350 2400 1532 1396 1283 1067 1001 790 1007 1169 
275 2400 1426 1142 759 508 143 –45 –170 –126 
200 2400 1319 764 318 –62 –589 –923 –1152 –1422 
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Рис. 2. Использование кредитования 

 
Рис. 3. Использование лизинга 

Расчеты показывают, что значения спроса, при котором 
предприятие по истечении трех лет обанкротится, при финанси-
ровании по схеме кредита и лизинга, совпадают и равны при-
мерно 275 единицам в неделю, несмотря на различные первона-
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чальные условия этих схем финансирования – при кредите 
объем начальных средств равен 3 млн. руб., при лизинге – 2,4 
млн. руб., что связано с необходимостью оплаты аванса при 
финансировании по схеме лизинга. При этом значения спроса, 
при котором предприятие находится в безубыточном состоянии, 
для этих схем финансирования различается: при финансирова-
нии по схеме лизинга более низкое значение безубыточного 
спроса (около 450 ед. в неделю), нежели при финансировании по 
схеме кредитования (480–490 ед. в неделю). 

Из графиков видно, что при кредитовании средства на рас-
четном счете расходуются в большем объеме, чем при лизинге 
(графики носят более крутой характер), но при этом следует 
отметить тот факт, что при низком значении спроса, в частности 
200 ед. в неделю, предприятие быстрее обанкротится при фи-
нансировании именно по схеме лизинга (в течение 22–23 мес.), 
чем по схеме кредитования (в течение 24–25 мес.). 

Таким образом, риск банкротства предприятия в течение 
определенного периода времени связан с возможностью того, 
что спрос примет те или иные неблагоприятные для предпри-
ятия значения. Приведенные расчеты показывают, что предла-
гаемая в данной работе динамическая математическая модель 
позволяет исследовать последствия изменения спроса, а также 
других факторов, на деятельность инновационного предприятия 
при разных схемах финансирования. 

3. Выводы 

Предложенная в данной работе динамическая экономико-
математическая модель функционирования инновационного 
предприятия позволяет прогнозировать деятельность предпри-
ятия во взаимодействии с лизинговыми и кредитными организа-
циями, исследовать различные варианты финансирования, 
выбирать наиболее приемлемые параметры, в том числе объемы 
лизинга и кредитования, ставки лизинговых отчислений и кре-
дитов. Модель позволяет рассчитывать различные сценарии 
взаимодействия предприятия и лизинговой организации и банка, 
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в том числе и в условиях кризиса, что дает возможность ее 
использования для оценки влияния различных негативных 
факторов на работу предприятия. 
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DYNAMIC MATHEMATICAL MODELLING OF IN-
NOVATIVE ENTERPRISE IN CONDITIONS OF VEN-
TURE FINANCING 
 
Andrej Grishin, Kazan State Technical University names after 
A.N.Tupolev, Kazan, graduate student (grik40@mail.ru, 
(903)313-83-20). 
 
We construct a discrete mathematical model of financial and mate-
rial flows of the company at the stage of production and marketing of 
innovative products, taking into account various financing options 
that include leasing and bank credit. The proposed model allows to 
take into account the processes of functioning of innovative enter-
prises in sufficient detail, including material, financial, and informa-
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tion flows (the date of raw materials shipment, the date of credit and 
leasing payments, taxes, etc.), and, compared to similar existing 
models, allows estimating the impact of a wide range of factors on 
the financial results of the enterprise under different venture financ-
ing options. 
 
Keywords: dynamic model, mathematical modelling, innovative 
enterprise, leasing, crediting, bankruptcy, venture financing. 
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КОМПЛЕКСНОЕ УПРАВЛЕНИЕ ОБОРОТНЫМИ 
СРЕДСТВАМИ И ИСТОЧНИКАМИ ИХ 

ФИНАНСИРОВАНИЯ НА БАЗЕ ИЗМЕРЕНИЯ 
ИСПОЛЬЗУЕМОЙ СТРАТЕГИИ 

Ларионова И. А.1, Жагловская А. В. 2, Бойков А. А. 3, 
Рожков И. М. 4, Марков С. В. 5 
(ФГОУ ВПО НИТУ «МИСиС») 

Решается задача измерения и выбора рационального способа 
управления оборотными средствами предприятия и источни-
ками их финансирования. На базе сведений о результатах 
работы предприятий отрасли осуществляется выбор крите-
рия управления (интегральной оценки экономического положе-
ния), и на основе данных о величинах относительных объемов 
оборотных средств и краткосрочных источников финансиро-
вания разрабатываются «средства измерения» стратегии 
этого процесса. С учетом указанных разработок показаны 
оптимальные параметры системы управления, позволяющие 
максимизировать выбранный критерий. 
Ключевые слова: автоматизированные системы управления, 
оборотные средства, источники финансирования, интеграль-
ный показатель, финансовые коэффициенты, добавленная 
стоимость. 
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Данное исследование направлено на разработку автомати-

зированных систем управления экономикой предприятия. На 
примере комбинатов черной металлургии РФ рассматривается 
задача измерения и выбора рационального способа (стратегии) 
управления оборотными средствами (ОС) предприятия и источ-
никами их финансирования. Термин «стратегия» относится к 
управлению ОС в долгосрочном периоде.  

Предлагаемая методика сводится к следующему. В качестве 
показателя эффективности будем использовать линейную инте-
гральную оценку экономического положения предприятия, ори-
ентированную на показатели добавленной стоимости (ДС) [1]. В 
основу этой оценки положен линейный интегральный показа-
тель, предложенный Р.С. Сайфулиным и Г.Г. Кадыковым [4].  

В отличие от показателя Сайфулина и Кадыкова, оценка, 
применяемая в настоящей работе, адаптирована к условиям 
черной металлургии РФ и ориентирована на показатели до-
бавленной стоимости производимой предприятием продукции. 

Добавленная стоимость определяется как сумма четырех 
величин: 
 НлАмПДС З.П.ВВП +++= S , 
где П – операционная прибыль и все налоги, относимые на 
финансовый результат; SЗ.П. – суммарные затраты на оплату 
труда персонала за отчетный период, включая страховые взно-
сы; Ам – суммарные амортизационные отчисления; Нл – сумма 
налогов, включаемых в себестоимость.  

Для уменьшения влияния инфляции на качество разрабаты-
ваемых математических моделей применяются отношения 
добавленной стоимости к активам ДС/А; к себестоимости ДС/С 
и к выручке ДС/ Вр. 

В процессе конструирования интегральной оценки финан-
сово-экономического положения предприятия кроме трех ука-
занных выше показателей добавленной стоимости использова-
лись, в соответствии с работой [3], 33 финансовых 
коэффициента, объединенные в 5 групп: рентабельности, эф-
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фективности управления, деловой активности, финансовой 
устойчивости, ликвидности и платежеспособности. 

Для этих показателей по данным комбинатов черной метал-
лургии РФ (77 балансов предприятий) была рассчитана корре-
ляционная матрица. Из финансовых коэффициентов при конст-
руировании интегральной оценки финансово-экономического 
положения предприятия были использованы четыре коэффици-
ента, которые оказались наиболее коррелированными с показа-
телями добавленной стоимости и наименее коррелированными 
между собой. 
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где Пчист – чистая прибыль; В1, В2 – валюта баланса на начало и 
конец рассматриваемого периода; Т – продолжительность пе-
риода. 
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где ВРрнетто – чистая выручка; Z1 и Z2 – материальные запасы на 
начало и конец периода. 
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где КТ – долгосрочные заемные средства; Kt– краткосрочные 
заемные средства; Rp – кредиторская задолженность. 
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где Soc – объем оборотных средств. 
Для комбинатов черной металлургии интегральная оценка 

имеет следующий вид: 

 



 +++=

073,4477,0400,10217,04
1)( 7932 KKKKДС

J
LFARЧМR . 
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В качестве норм финансовых коэффициентов в формуле 
интегральной оценки были взяты средневзвешенные по выручке 
значения коэффициентов.  

Переход от одного способа управления к другому в на-
стоящее время в основном характеризуется качественно: мало 
оборотных средств или долгосрочных источников – модель, 
используемая при управлении, агрессивная; количество средств 
или долгосрочных источников находится на среднем уровне – 
модель умеренная, большой объем средств и долгосрочных 
источников характерен для консервативной модели [5, 6]. Одна-
ко имеются работы, в которых делается попытка количествен-
ного измерения способов управления ОС. Количественные 
характеристики комплексной модели (способа) управления 
объемами оборотных средств и источниками их финансирова-
ния приведены в работе [5].  

Под такими характеристиками понимаются конкретные 
значения показателей мер способа управления, с помощью 
которых получен ответ на вопрос, «мало» или «много» средств и 
краткосрочных источников их финансирования используется 
предприятием. В работе [5] в качестве таких средств измерения 
способов управления ОС используются следующие два показа-
теля: 

 
B
oc

1
S

=π , 

где Soc – величина оборотных средств; В – валюта баланса; 

 
1OCOC

С
2

1)()И(В
KS

RK
S

К ptТ =
+

=
+−

=π , 

где Ис – собственные средства и резервы предприятия; KT – 
долгосрочные заемные средства; Kt – краткосрочные заемные 
средства; Rp – кредиторская задолженность; K1– общий коэффи-
циент покрытия. 

Связь этих показателей с типом применяемой предприяти-
ем модели управления, а также объемами оборотных средств и 
источниками их финансирования, очевидна. Действительно, чем 
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меньше оборотных средств имеет предприятие (чем меньше 
показатель π1), тем ближе используемая модель управления 
объемом текущих активов к агрессивной. Чем больше предпри-
ятие обеспечено собственными и долгосрочными заемными 
средствами (чем меньше показатель π2), тем ближе применяемая 
модель управления источниками покрытия текущих активов к 
консервативной. 

Расчет коэффициентов π1 и π2 позволяет осуществить ста-
тистическую обработку данных о функционировании предпри-
ятий с целью введения упомянутой выше «сетки способов 
управления», каждой ячейке которой приписывается вполне 
определенный способ управления. Отметим, что сеткой спосо-
бов управления покрывается поле точек значений интегрального 
показателя предприятий в координатах величин показателей 
«средств измерения (мер) способов управления». 

Теперь для идентификации типа используемого способа 
управления достаточно установить ячейку, в которой оказались 
фактические значения коэффициентов π1 и π2. Таким образом, 
количественное измерение включает не только нахождение 
значений средств измерений способа управления ОС, но и ее 
типа. Указанная процедура осуществляется следующим образом 
[5]. Прямоугольник со сторонами min

1π , max
1π , min

2π , max
2π , 

полученный на основании обработки статистических данных по 
предприятиям черной металлургии РФ, разбивается на 9 ячеек. 
Каждую из его сторон делят на 3 примерно равных интервала. 
Для π1 интервал (0,20; 0,45] условно относят к агрессивной 
модели управления объемами активов (модели А1), интервал 
(0,45; 0,7] – к умеренной (модели У2), а больше 0,7 – к консер-
вативной (модели К2). Аналогично для показателя π2 условно 
принято, что интервал (0,1; 0,4] относится к консервативной 
модели управления источниками финансирования текущих 
активов (модели К2); интервал (0,4; 0,7] – к умеренной (модели 
У2); интервал (0,7; 1,0] – к агрессивной (модели А2). При π2 
больше 1,0 считается, что предприятие не обеспеченно собст-
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венными источниками и долгосрочными заемными средствами 
(модель Н2). В использованных обозначениях моделей индекс 1 
означает, что данная модель связана с фактическим значением 
π1, а индекс 2 – с величиной π2. 

Предложенная классификация моделей с помощью рас-
смотренной сетки способов управления является условной. В 
принципе деление диапазонов min

1π , max
1π , min

2π , max
2π  на от-

резки может быть и другим. Например, отрезки могут быть 
неравными. 

«Сетка способов» управления объемом оборотных средств 
и источниками их финансирования, рассчитанная по 86 балан-
сам предприятий за период 2003–2008 гг. для комбинатов чер-
ной металлургии РФ, приведена в таблице 1.  

Таблица 1. «Сетка способов управления » ОС для комбинатов 
черной металлургии РФ 

π1 
45,02,0 1 ≤< π  

(A1) 

7,045,0 1 ≤< π   

(У1) 
17,0 π<   

(К1) 

 
 

π2 

Коли-
чество 
точек 

 

Сред-
ний 

рейтинг 

Количе-
ство 
точек 

 

Сред-
ний 

рейтинг 

Количе-
ство 
точек 

 

Сред-
ний 

рейтинг 

20,1 π<   

(H2) 
14 0,37 6 0,24   

0,17,0 2 ≤< π
 (A2) 

6 0,75 4 0,63   

7,04,0 2 ≤< π
 (У2) 

9 0,85 12 0,92 1 0,50 

4,01,0 2 ≤< π
 (K2) 

13 1,10 21 1,28   

 
Как видно, наиболее эффективной является стратегия 

(У1, К2). Может быть также рекомендована к использованию 
стратегия (У1, У2). В период финансового кризиса достаточно 
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эффективная стратегия (А1, К2) обеспечивается только при 
выполнении двух условий: 1) высокой дисциплины соблюдения 
графика поставок сырья и «точно в срок» и 2) при наращивании 
собственного капитала и/или повышения доступности долго-
срочных заемных средств. 

Иллюстрацией результатов измерения используемых спо-
собов управления ОС служат так называемые «фоновые диа-
граммы» [4]. 

Основную идею рассмотренной методики можно распро-
странить также на управление дебиторской и кредиторской 
задолженностью, а также запасами предприятия. В принципе, ее 
можно рассматривать как разновидность уже изложенного 
способа управления ОС и источниками их финансирования. По 
аналогии с коэффициентами π1 и π2 введены два показателя, 
один из которых характеризует наличие средств, а второй – 
относительный объем используемых краткосрочных источников 
финансирования. 

Первый из этих показателей (µ1) предлагается рассчитывать 
по формуле: 

 постав

покуп

1

1

р

a

R

R
αµ = , 

где в
aRпоста  – кредиторская задолженность поставщикам и под-

рядчикам; покуп
aR  – дебиторская задолженность покупателей и 

заказчиков; α – коэффициент, отражающий соотношение произ-
веденной стоимости и потребленной: 

 
АмС

АмС)НлАмП(
АмС

Вр

ЗП

ЗПЗП

ЗП −−
−−++++

=
−−

=
S

SS
S

α , 

 1
АмС

ДС

ЗП

+
−−

=
S

α , 

где Вр – произведенная стоимость (выручка); П – прибыль; С – 
себестоимость; ЗПS  – заработная плата, в том числе и страхо-
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вые взносы; Нл – налоги, включаемые в себестоимость; ДС – 
добавленная стоимость. 

Коэффициент α введен в формулу по той причине, что кро-
ме кредиторской задолженности поставщикам и подрядчикам 
существует использование части прибыли, а также задолженно-
сти перед персоналом организации, перед внебюджетными 
фондами, задолженности по налогам и сборам, а также прочими 
кредиторами. 

Показатель µ1 является показателем наличия средств. Он 
отражает долю средств поставщиков, которую направили поку-
пателю. Если эта доля мала, то модель – агрессивная. 

Второй показатель µ2 представляет собой долю запасов, по-
лученных с отсрочкой платежа: 

 
Z

Rр
постав

2 =µ , 

где постав
рR  – кредиторская задолженность поставщикам и под-

рядчикам; Z  – запасы и НДС по приобретенным ценностям. 
Коэффициент µ 2 является показателем, характеризующим 

источники финансирования. В случае, когда предприятие малую 
долю запасов финансирует за счет кредиторской задолженности 
поставщикам, используемая модель – консервативная. При 
финансировании большей доли запасов за счет поставщиков 
модель – агрессивная. 

Далее построим «сетку» способов управления дебиторской 
и кредиторской задолженностью, а также запасами. Показатель 
µ1 наличия средств у предприятия в принципе может изменяться 
от нуля до бесконечности. Однако обработка статистических 
данных для комбинатов черной металлургии РФ показала, что 
значений коэффициента µ1, больших двух, практически не 
бывает. Поэтому, разделив отрезок длиной две единицы на три 
примерно равные части, получаем следующие интервалы: 
(0; 0,67], (0,67; 1,33] и (1,33; 2]. При достаточно больших значе-
ниях µ1 можно говорить о том, что предприятие кредитует 
потребителей, рассчитываясь с поставщиками практически 
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вовремя. Такая модель является «консервативной». Консерва-
тивной по показателю µ1 будем считать модель, для которой µ1 
больше 1,33 (модель К1). При µ1, близком к 1, можно говорить, 
что предприятие кредитует своих покупателей ровно настолько 
же, насколько его кредитует поставщик. Поэтому модель, при 
которой µ1 равен 1 лежит в середине интервала, т.е. при которой 
µ1 больше 0,67 и не больше 1,33, будем считать умеренной 
(модель У1). Случай же µ1 менее 0,67 отнесем к агрессивной 
модели (модель А1). 

Коэффициент µ 2, характеризующий наличие у предприятия 
источников финансирования запасов, для предприятий черной 
металлургии РФ находится в диапазоне от 0 до 1,33. Верхняя 
граница интервала определяется тем, что для рассматриваемых 
предприятий доля материальных затрат в себестоимости про-
дукции составляет 70–80% , таким образом, число 1,33 получено 
путем деления 1 на 0,75.  

Разделив диапазон (0; 1,33] на три примерно равных части, 
получим следующие три интервала: (0; 0,44], (0,44; 0,89] и 
(0,89; 1,33]. Будем считать, что предприятие не обеспечено 
собственными источниками финансирования запасов (модель 
Н1) при µ 2 > 1,33. Если показатель µ 2 близок к нулю, то это 
говорит о том, что предприятие достаточно быстро рассчитыва-
ется со своими поставщиками. Поэтому случай, когда µ 2 < 0,44, 
будем считать «консервативной» моделью (модель К2). Если же 
показатель µ 2 близок к 1,33, то предприятие не торопится с 
оплатой счетов, тем самым, используя и запасы, и денежные 
средства, предназначенные для их оплаты. Поэтому интервал с 
достаточно высокими значениями µ 2 (более 0,89), будем рас-
сматривать как использование «агрессивной» модели (модель 
А2). Промежуточную ситуацию, когда µ 2 находится в интервале 
от 0,44 до 0,89, будем считать результатом применения «уме-
ренной» стратегии (модель У2). Выделение указанных интерва-
лов позволяет разбить рассматриваемую область на соответст-



 
 

Управление в социально-экономических системах 
 

 159 

вующие ячейки и тем самым закончить построение «сетки 
способов управления». 

«Сетка способов управления» относительной структурой 
оборотных средств и источников их финансирования, рассчи-
танная по 86 точкам для комбинатов черной металлургии РФ, 
приведена в таблице 2. 

Таблица 2. «Сетка способов управления» способов управления 
дебиторской и кредиторской задолженностью, а также запа-
сами для комбинатов черной металлургии РФ 

1µ  

167,0 µ≤   

(A1) 
33,167,0 1 ≤< µ  

(У1) 
133,1 µ<  

 (К1) 

 
 

2µ  

Коли-
чество 
точек 

Сред-
ний 

рейтинг 

Коли-
чество 
точек 

Сред-
ний 

рейтинг 

Количе-
ство 
точек 

Сред-
ний 

рейтинг 
233,1 µ<  

(H2) 
29 0,47 4 0,89   

33,189,0 2 ≤< µ

 (A2) 
12 0,93 3 0,67 1 0,50 

89,044,0 2 ≤< µ

 (У2) 
5 0,97 16 1,20 6 1,15 

244,0 µ≤  

(K2) 
  4 1,09 6 1,30 

 
Предлагаемая методика измерения «методом сеток» и вы-

бора рационального комплексного способа управления ОС 
сводится к следующему. 

Результатами измерения с помощью указанной методики 
являются координаты двух векторов (π1, π2, Rπ

ДС ) и (µ1, µ 2, 

RДС
µ ). 
Расчет значений π1, π2 и µ1, µ 2 осуществляется по приведен-

ным ранее формулам. Далее представляется возможным, поль-
зуясь «сетками методов», определить две из следующих клеток: 
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(А1, Н2), (У1, Н2), (К1, Н2), (А1, А2), (У1, А2), (К1, А2), (А1, У2), 
(У1, У2), (К1, У2), (А1, К2), (У1, К2), (К1, К2), в которых лежат 
точки с координатами (π1, π2) и (µ1, µ2): 

)}К2,К1(),К2,У1(),К2,A1(),У2,К1(),У2,У1(),У2,A1(),А2,К1(

),А2,У1(),А2,A1(),Н2,К1(),Н2,У1(),Н2,A1{()( 21 ∈ππ SS ;
 

)}К2,К1(),К2,У1(),К2,A1(),У2,К1(),У2,У1(),У2,A1(),А2,К1(

),А2,У1(),А2,A1(),Н2,К1(),Н2,У1(),Н2,A1{()( 21 ∈µµ SS ;
 

Тем самым удается идентифицировать названия используе-
мых предприятием разновидностей способов управления ОС. 

Координаты Rπ
ДС и RДС

µ являются интегральными рейтинго-
выми оценками экономического положения предприятия при 
использовании рассматриваемых способов управления ОС, то 
есть положения предприятия для найденных клеток )( 21 ππ SS ;  и 

)( 21 µµ SS ; . В принципе эти оценки могут и различаться. Оценки 
определяются либо путем статистической обработки фактиче-
ских данных о работе предприятия, либо с помощью регресси-
онных зависимостей. Например, для одного из крупных метал-
лургических предприятий рассчитанная по данным 41 баланса 
указанная регрессионная зависимость имеет следующий вид: 
 π,ππ,πRπ

2
1211

ДС 3688136,7 ⋅−⋅⋅−⋅= , 
 t1 = 7,27; t2 = –10,32; t3 = –4,45; Rмнож = 0,972. 
Аналогичное соотношение, в принципе, можно записать и для 

), 21
ДС μμf(R =µ . 
Понятно, что рассмотренную процедуру следует повторить 

для всех клеток «сеток способов» управления ОС. Тогда выбор 
рационального комплексного способа управления ОС будет 
сводиться к переходу к клеткам с более высокими значениями 
Rπ
ДС и RДС

µ , если, конечно, такой переход окажется необходи-
мым и возможным по условиям обеспеченности предприятия 
финансовыми ресурсами. 
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Для внедрения предложенной системы необходимо ее объ-
единение с существующей на металлургических предприятиях 
системой управления качеством, решение рассмотренных опти-
мизационных задач, а также мониторинг с использованием 
статистических контрольных карт следующих показателей: 

–  статей баланса и отчета о прибылях и убытках; 
–  фактических и оптимальных значений коэффициентов π1, 

π2, µ1, µ2, объемов оборотных средств, запасов, дебиторской и 
кредиторской задолженности; 

–  фактических и оптимальных значений рейтинговых оценок 
экономического состояния предприятия. 

Периодически должна осуществляться корректировка целе-
вых функций в задачах оптимизации. 

Заключение 

Показано, что измерение методом сеток и выбор рацио-
нального комплексного способа управления оборотными сред-
ствами сводится к следующему: 

1. Расчет по фактическим данным работы предприятия пока-
зателей мер, используемых при измерении способа (стратегии) 
управления ОС. 

2. Определение с помощью найденных значений этих мер 
соответствующей клетки «сетки способа (стратегии) управле-
ния» и его идентификация. 

3. Расчет прогнозируемого значения интегральной оценки 
по регрессионной зависимости от показателей мер и сопостав-
ление найденной для этой оценки клетки «сетки управления» с 
клетками, в которых достигаются наиболее высокие значения 
этих оценок. 

4.  Выдача рекомендаций по изменению обеспеченности 
предприятия ОС и источниками их финансирования. 

Рекомендовано объединение предложенной системы с су-
ществующими на металлургических предприятиях системами 
управления качеством. 
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Abstract: The problem of measurement and choice of a rational 
enterprise strategy for current assets and their financing man-
agement is considered. The key performance indicator – the 
integral estimate of the economic status – is built on the basis of 
financial reports data of the enterprises from the same industry. 
Strategy assessment method is suggested for current assets 
management. The method relies on relative amounts of current 
assets and short-term liabilities. The developed technique is used 
to show the optimal parameters of the management system that 
maximize performance. 
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КОМПЛЕКСНОЕ ОЦЕНИВАНИЕ ПРИ ВЫБОРЕ 
ОПТИМАЛЬНОГО ПЛАНА ПРОИЗВОДСТВА НА 
ТАКТИЧЕСКОМ УРОВНЕ С УЧЕТОМ НЕЧЕТКИХ 

КРИТЕРИЕВ И ОГРАНИЧЕНИЙ 1 

Вожаков А. В.2, Гитман М. Б.3, Федосеев С. А.4 
(Пермский государственный технический университет, Пермь) 
 
Рассматривается модель оценки результатов работы авто-
матизированной системы планирования производства при не-
четких ограничениях и критериях. Находятся и сравниваются 
оптимальные решения, полученные с использованием различных 
значений комплексного критерия. 
 
Ключевые слова: календарное планирование производства, 
нечеткие множества, математическое моделирование, опти-
мизация. 

1. Введение 

На крупных предприятиях с дискретным производством и 
сложной высокотехнологичной продукцией возникает серьезная 
проблема при календарном планировании – эффективно распре-
делить множество технологических операций по имеющимся 
производственным мощностям (тактический уровень планиро-
вания [3]). На предприятиях, как правило, используются не оп-
тимальные, а лишь допустимые производственные планы, по-

                                           
1 Работа выполнена при поддержке РФФИ (проект № 10-08-00539). 
2 Артем Викторович Вожаков, кандидат технических наук 
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профессор (mgitman@netzero.net). 
4 Сергей Анатольевич Федосеев, кандидат физико-математических 
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рождающие множество очевидных недостатков, что приводит к 
снижению прибыли предприятия. Задача повышения качества 
производственного планирования усложняется еще и тем, что 
часто невозможно четко сформулировать критерии оптимально-
сти плана и соответствующие производственные ограничения на 
имеющиеся ресурсы предприятия.  

С точки зрения оптимизации все решения, получаемые в 
результате выработки планов, можно разделить на: 

- оптимальные по всем критериям; 
- оптимальные по одному/нескольким критериям; 
- приемлемые по всем ограничениям.  

2. Постановка задачи 

Решением задачи многокритериальной оптимизации часто 
является Парето-множество решений, при этом выбор наилуч-
шего решения представляет собой сложную задачу, основанную 
на комплексной оценке решений. Часто для описания соотно-
шений между частными критериями оптимальности требуется 
введение дополнительных параметров. 

Рассмотрим многокритериальную задачу оптимизации пла-
нирования производства на тактическом уровне [4]. Для описа-
ния календарного плана производства вводится матрица P. Ее 
элементы pld определяют количество операций l-го вида, запла-
нированных на день с номером d, l ∈ 1, ..., W, d ∈ 1, ..., T, где T – 
количество дней в плановом периоде; W – количество видов 
операций. Введем матрицу баланса номенклатурных единиц B. 
Ее элементы bid определяют количество номенклатурных еди-
ниц с номерами i ∈ 1, ..., C (C –количество номенклатурных по-
зиций в справочнике), находящихся на цеховых складах на ко-
нец дня с номером d (d ∈ 1, ..., T); значение индекса d = 0 ис-
пользуется в матрице баланса для определения остатков но-
менклатурных единиц на начало планируемого периода. Оче-
видно, что значения матрицы напрямую зависят от плана произ-
водства P и от начального значения остатков на складе r. Мат-
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рица B зависит от главного календарного плана производства 
(ГКПП) [2]. В дни, когда запланирован выпуск продукции, про-
исходит отгрузка готовой продукции со склада, уменьшая тем 
самым остаток. Элементы матрицы B можно определить сле-
дующим образом: 

(1) 
1 1, ,

1

1 ,1

,  1, ,  0,

,  1, ,  1, ,

,  ,  1, ;

i i j

j
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где ri – остаток i-ой номенклатурной единицы на начало перио-
да; g – главный календарный план производства (ГКПП); aij – 
состав изготавливаемых изделий; wi– количество операций в i-
ом технологическом этапе; N – количество изготавливаемых 

номенклатурных позиций в справочнике; 
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=
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Очевидно, что при составлении плана производства должны 
учитываться следующие ограничения: 

1. Суммарное количество операций одного вида в плане-
графике должно быть равно общему количеству операций дан-
ного вида, которые необходимо выполнить в плановом периоде 
согласно ГКПП:  
(2) 

1

T
ld ld

p o
=

=∑  для всех Wl ,1∈ , 
где Ol – количество операций, которые необходимо выполнить. 

2. В каждый из планируемых дней максимальная загрузка 
рабочих центров не должна превышать максимально возмож-
ную загрузку:  
(3) *

1

W
ld l lk k kl

p t t qβ
=

≤∑ , 

где 
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=
=

; ,0
, ,1

ke
ke

l
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lkβ  Wl ,1∈ , Ek ,1∈ , Td ,1∈ ; *

kt  – максималь-

ная загрузка оборудования, данная величина может быть нечет-
кой, т. е. может быть задана в виде нечеткого числа [4]; qk – ко-
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личество рабочих центров k-го типа; tl – трудоемкость операции 
l-го вида; el – номер типа рабочего центра для совершения опе-
рации l-го вида; E – количество типов рабочих центров, имею-
щихся на производстве. 

3. В любой момент времени остаток номенклатурных единиц 
не может быть отрицательным. Математически данное ограни-
чение может быть записано как 
(4) bid ≥ 0 для всех Ci ,1∈ , Td ,0∈ . 

Введем четыре частных критерия оптимальности пла-
на - графика производства: 

1. Критерий комфортности производства – план – график 
производства должен быть скомпонован таким образом, чтобы 
операции одного вида запускались в производство как можно 
большими партиями (в этом случае не потребуется переналадка 
оборудования при переходе от выполнения одной операции к 
другой): 
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2. Производство должно быть равномерным (уровень загруз-
ки рабочих центров должен изменяться постепенно, без резких 
перепадов):  

(6) min
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3. Риск срыва плана производства должен быть минимален. 
Максимальное опережение производства τ является нормативом 
предприятия и измеряется в днях. Будем говорить, что продук-
ция выпущена с опережением, если  продукция произведена 
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раньше, чем это стало крайне необходимо. Относительная за-
грузка оборудования (суммарная трудоемкость, отнесенная к 
максимальной загрузке данного типа оборудования), попадаю-
щая в τ /2 области перед отгрузкой готовой продукции, должна 
быть минимальной (интервал τ /2 выбран из практических сооб-
ражений): 

(7) min1
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4. Срок изготовления продукции должен быть минималь-
ным. При этом продукт считается изготовленным только в том 
случае, если все операции завершены, т. е. дата совершения по-
следней операции и будет определять срок изготовления про-
дукции: 
(8) min)(max
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На основе предложенных частных критериев введен обоб-
щенный критерий оптимальности с использованием расширен-
ного специального нечеткого множества над частными крите-
риями оптимальности 

}/;/ ;/ ;/{ 44332211 JJJJJ r µµµµ= , 

где ]1;0[∈iµ , 4,1∈i , – экспертная оценка значимости i-го кри-
терия.  
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Для сравнения двух элементов Jr1 и Jr2 множества Jr будем 
использовать четкую функцию от нечеткого аргумента (специ-
альный индекс ранжирования [1]): 
(9) i

rr CJJH sign ),( 21 = ,  

где 
i

r
i

r
i

r
i

r
i

i u
JJC

2111 µµ −⋅
= ; 
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i

r
i

r
i

r
i uJJ )(max 2111 µµ −⋅ ; 

1r
iµ  – функция принадлежности (значимость), 1r

iJ ; 
2r

iµ  – функция принадлежности (значимость) 2r
iJ ;  

),(max 21 r
i

r
ii JJu = , 4,1∈i . 

При этом если значение i единственно и  
если sign Ci = «+», то Jr1 > Jr2;  
если sign Ci = «–», то Jr1 < Jr2. 
Если значение i не единственно, то определим k – количест-

во равных по модулю экстремумов (k ≤ n) и вычислим 

∑
=

=
k

i
iC

1

sign λ . 

Если λ = 0, , то Jr1 = Jr2;  
если λ < 0, то Jr1 < Jr2;  
если λ > 0, то Jr1 > Jr2. 
Математическая постановка задачи составления оптималь-

ного плана - графика производства может быть представлена в 
следующем виде: 

Найти значение матрицы плана производства pld, Wl ,1∈ , 

Td ,1∈ , приводящее к минимуму выражение 
(10) min→rJ , где }/;/ ;/ ;/{ 44332211 JJJJJ r µµµµ= , 
где J1, J2, J3, J4 – частные критерии оптимальности плана произ-
водства при ограничениях (1)–(4); µ1, µ2, µ3, µ4 – оценки значи-
мости частных критериев. 
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Введем показатели оптимальности полученного решения. 
Данные показатели будут использоваться для отображения ре-
зультатов и исследования множества решений задачи, получен-
ных при различных значениях экспертных оценок важности 
критериев. Показатели оптимальности строятся на основании 
частных критериев оптимальности с соблюдением следующих 
принципов: 

-  показатели должны быть возрастающими, т. е. при улуч-
шении значения критерия показатель возрастает; 

-  показатели должны быть отнормированы к единице, при 
этом за 0 берется самое худшее значение критерия, а за 1, соот-
ветственно, самое лучшее; 

-  значения показателей должны в точности соответствовать 
значениям соответствующего частного критерия оптимально-
сти. Для любых двух значений частного критерия оптимально-
сти (А и B) соответствующие им показатели оптимальности 
(PA и PB) должны находиться в отношении: если А лучше B, то 
PA > PB, если A = B, то PA = PB; 

-  минимальные и максимальные значения показателей 
должны быть достижимыми в рамках конкретной задачи. 

Будем использовать следующие показатели оптимальности 
плана производства, которые соответствуют всем требованиям. 

Показатель комфортности: 
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Показатель равномерности: 
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(12) 
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Показатель равномерности за весь период: 
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Показатель риска срыва производства: 
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Показатель минимальности срока производства: 
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3. Решение задачи, оценка результатов 

Для решения поставленной задачи была разработана мето-
дика, состоящая из последовательности эвристических алгорит-
мов. Данная методика позволяет находить близкие к оптималь-
ным планы производства при заданных значениях важности ча-
стных критериев. Также была разработана автоматизированная 
система, реализующая данную методику. Подробное описание 
методики, автоматизированной системы и результатов ее ис-
пользования выходит за рамки данной статьи. Далее речь пойдет 
о сравнении решений, полученных при различных значениях 
оценки важности частных критериев. Очевидно, что от выбора 
значений важности частных критериев зависит и эффективность 
полученного решения. Поэтому требуется исследовать поле зна-
чений функции принадлежности и сравнить полученные резуль-
таты для того, чтобы выбрать те значения функции принадлеж-
ности, которые наиболее соответствуют целям производства. 

В качестве тестового примера для исследования был взят 
производственный план предприятия ООО «Завод СДМ», 
г. Пермь. Расчет проводился на три месяца. В реальности план 
производства, как правило, не бывает выполнен полностью в 
плановом периоде, так как к началу периода уже есть опреде-
ленный задел деталей и агрегатов, и по завершению месяца ос-
тается также незавершенное производство. Поэтому показатель-
ным является второй месяц, так как к началу второго месяца 
уже есть определенный задел деталей и к концу месяца также 
необходимо будет подготовить определенный набор деталей, 
чтобы производство не стартовало с нуля. В данной постановке 
не будет учитываться частный критерий минимизации срока 
производства, тому есть две причины: 

1. Использование критерия минимальности срока производ-
ства неизбежно привело бы к перемещению нагрузки на более 
ранние даты. Таким образом, при оценке плана производства на 
второй месяц мы бы неизбежно оценивали планы производства, 
состоящие из разных наборов технологических операций. В 
этом случае сравнение планов производства было бы некор-
ректным. 
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2. Использование трех критериев вместо четырех позволит 
на порядок снизить машинное время, требуемое для проведения 
исследования. В противном случае проведение столь длитель-
ных исследований стало бы невозможным. 

ГКПП рассматриваемого примера представлен в таблице 1. 

Таблица 1. Пример производства крупных партий 
Дата выпуска (день от начала 

планового периода) Число изделий  

22 50 
44 50 
66 50 

 
Первоначально был найден допустимый план производства, 

без оптимизации. Данный план производства лег в основу серии 
расчетов оптимальных планов производства при различных зна-
чениях функции принадлежности. Первоначально были найде-
ны два плана производства, оптимизированные при различных 
значениях важности критериев: 

1. Максимально комфортный план производства. В данном 
случае использовался только критерий комфортности производ-
ства, и задача, по сути, стала однокритериальной. Экспертные 
оценки важности критериев следующее: µ1 = 1, µ2 = 0, µ3 = 0. 
Результат обозначим как «комфортный план производства». 

2. Достаточно комфортное и максимально равномерное про-
изводство. Экспертные оценки важности критериев следующее: 
µ1 = 0,7, µ2 = 1, µ3 = 0,3. Результат обозначим как «экспертный 
план производства». 

Полученные результаты будут использоваться для сравне-
ния. 

В вышеприведенном примере использовались значения 
функции принадлежности, установленные с помощью эксперт-
ной оценки, т. е. те значения, которые наиболее соответствуют 
представлению экспертов о приоритетах построения производ-
ственного процесса. Дополнительно рассмотрим другие значе-
ния функции принадлежности, которые могут быть использова-
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ны при решении данной задачи. Для исследования были выбра-
ны значения функции принадлежности от 0,1 до 1 с шагом в 0,1  

В результате проведенных вычислений было получено 
множество решений (размер множества совпадает с количест-
вом проведенных вычислений). Из данного множества были ис-
ключены решения, заведомо не оптимальные. Заведомо неопти-
мальными решениями были признаны значения Jr1, для которых 
существует решение Jr2 такое, что для всех i выполняются усло-
вия: 21*2*1 ; r

i
r
i

r
i

r
i JJ µµ ≤≤ . Таким образом, получили набор ре-

шений (множество выбираемых решений), представленный в 
таблице 2. 

Далее необходимо выбрать наилучшее решение из выби-
раемого множества. Очевидно, что рассматривать значения ча-
стных критериев без привязки к значениям важности частных 
критериев не имеет смысла, так как повышение важности одно-
го из частных критериев автоматически означает, что требуется 
улучшить этот критерий, т. е. значения частных критериев 
должны соответствовать их важности. Для выбора наилучшего 
значения были использованы три различных способа: 

-  линейная свертка значений частных критериев без учета 
важности критериев; 

-  линейная свертка значений частных критериев с учетом 
важности критериев в качестве множителей; 

-  поиск наилучшего значения с использованием индекса 
ранжирования (9). 

Дополнительно стоит указать физический смысл индекса 
ранжирования (9): наилучшим значением множества J будет 
признано то значение Jr, у которого больше количество пиковых 
значений частных критериев, с учетом их значимости. В табли-
це 2 представлены оценки по всем трем способам выбора наи-
лучшего. Для удобства таблица отсортирована по значению ли-
нейной свертки частных критериев без учета их важности. Зна-
чения в столбце «Ранг» указывают оценку решения с помощью 
индекса ранжирования (9), где 1 – наилучшее значение, 2 – наи-
лучшее из оставшихся решений и т.д.  
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Из таблицы видно, что оценки, полученные с помощью ин-
декса ранжирования, сильно отличаются от оценок, полученных 
с помощью линейных сверток. Далее каждое решение было рас-
смотрено группой экспертов, которые проводили оценки каче-
ства решений с точки зрения сбалансированности и отражения 
поставленных целей. Эксперты указали, что значения, получен-
ные с помощью индекса ранжирования (9), являются более аде-
кватными. Таким образом, данный индекс следует рассматри-
вать как альтернативу линейной свертке, однако для каждой за-
дачи вопрос применения той или иной оценки является откры-
тым. Итак, наилучшим признано решение №10 из таблицы 2 – 
это решение соответствует оценкам важности частных критери-
ев для данной задачи: µ1 = 1, µ2 = 0,6, µ3 = 0,8.  

Таблица 2. Множество выбираемых решений задачи 

№ µ1 µ2 µ3 
*
1J  

*
2J  

*
3J  ∑

=

3

1

*

i
iJ  ∑

=

3

1

*

i
ii Jµ  Ранг 

1 0,4 1 0,3 0,40 0,97 0,36 1,74 1,24  
2 0,7 1 0,3 0,74 0,84 0,37 1,9 1,48  
3 1 0,8 0,4 0,82 0,75 0,4 1,97 1,58  
4 0,4 0,7 1 0,42 0,59 0,96 1,98 1,55  
5 0,5 0,4 1 0,53 0,47 1 2,01 1,45  
6 0,5 1 0,7 0,49 0,89 0,62 2,01 1,58  
7 0,5 1 0,8 0,39 0,85 0,79 2,04 1,68 3 
8 1 0,3 1 0,87 0,27 0,97 2,11 1,92 5 
9 1 0,4 0,5 0,93 0,43 0,76 2,13 1,49  

10 1 0,6 0,8 0,83 0,5 0,8 2,14 1,77 1 
11 0,9 0,6 0,8 0,81 0,51 0,83 2,16 1,70 2 
12 1 0,4 0,9 0,89 0,31 0,95 2,16 1,87 4 
13 0,9 0,3 1 0,83 0,36 0,98 2,18 1,84  

 
Отметим, что решение с экспертной оценкой функции при-

надлежности (предыдущий пример) не попало в число наилуч-
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ших (таблица 2). Однако при постоянной эксплуатации системы 
оценки, полученные из практического опыта для конкретного 
производства, вероятно, будут давать вполне удовлетворитель-
ный результат.  

Рассмотрим решение задачи при наилучших значениях 
функций принадлежности: µ1 = 1, µ2 = 0,6, µ3 = 0,8.  

На рис. 1 представлен график изменения показателя равно-
мерности плана производства ρd для четырех планов производ-
ства: допустимый план до оптимизации (допустимый); план по-
сле оптимизации по критерию комфортности (комфортный); 
план после оптимизации по комплексному критерию с эксперт-
ными оценками (экспертный) и план после оптимизации по 
комплексному критерию с наилучшими оценками важности 
критериев (далее оптимальный). Точки на графике указывают 
значение показателя ρd между днями d и d + 1.  

 
Рис. 1. Равномерность загрузки оборудования 

На рис. 2 представлены значения показателя минимально-
сти риска срыва производства *

4J  для допустимого, комфортно-
го, экспертного и оптимального производственных планов.  
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Рис. 2. Риск срыва производства 

 
На рис. 3 представлены значения показателя комфортности 

*
1J  для допустимого, комфортного и комплексного производст-

венных планов.  
 

 
Рис. 3. Комфортность производства 



 
 
Управление большими системами. Выпуск 30 

 178 

4. Заключение 

Из приведенных выше графиков видно, что после оптими-
зации допустимого плана производства по комплексному крите-
рию произошли следующие характерные изменения: 

1. Значение показателя комфортности улучшено по сравне-
нию с допустимым планом и меньше оптимального значения 
(комфортный план) менее чем на 10%. 

2. Показатель равномерности загрузки оборудования значи-
тельно улучшен по отношению к допустимому и комфортному 
плану производства, однако на 40% меньше, чем в экспертном 
плане производства. 

3. Значение показателя риска срыва производства в два с по-
ловиной раза лучше, чем в допустимом плане, и менее чем на 
20% меньше оптимального значения;  

4. Производственный график стал более равномерным за 
счет ограничения на досрочный выпуск деталей.  

5. В последние дни планового периода нагрузка снижается, 
чтобы дать возможность оперативно решить возможные про-
блемы. 

Литература 

1. БОРИСОВ А.Н., АЛЕКСЕЕВ А.В., МЕРКУРЬЕВА Г.В. Об-
работка нечеткой информации в системах принятия реше-
ний – М.: Радио и связь, 1989. – 304 с. 

2. ГАВРИЛОВ Д.А. Управление производством на базе стан-
дарта MRP II. – СПб.: Питер, 2002. 

3. СТОЛБОВ В.Ю., ФЕДОСЕЕВ С.А. Модель интеллектуаль-
ной системы управления предприятием // Проблемы управ-
ления.– 2006.– №5. – С. 36–39. 

4. ФЕДОСЕЕВ С.А., ВОЖАКОВ А.В., ГИТМАН М.Б. Модель 
календарного планирования производства с нечеткими це-
лями и ограничениями // Системы управления и информаци-
онные технологии. – 2009. – №3. – С. 21–24. 

 



 
 

Управление техническими системами  
и технологическими процессами 

 
 

179 

COMPLEX EVALUATION FOR OPTIMAL TACTICAL 
PRODUCTION SCHEDULE SELECTION UNDER FUZZY 
CRITERIA AND CONSTRAINTS 

 
Artem Vozhakov, Perm State Technical University, Cand. Sc., (voz-
hakov@ya.ru). 
Mikhail Gitman,  Perm State Technical University, Doctor of Sci-
ence, professor (gmb@matmod.pstu.ac.ru). 
Sergey Fedoseev, Perm State Technical University, Cand. Sc., assis-
tant professor (fsa@gelicon.biz). 

 
Abstract: The model is considered for evaluation of performance of 
an automated production scheduling and planning system under 
fuzzy criteria and constraints. Optimal schedules obtained using 
different models of integrated estimation are calculated and com-
pared. 

 
Keywords: production scheduling, fuzzy sets, mathematical 
modelling, optimization. 
 

Статья представлена к публикации  
членом редакционной коллегии Д. А. Новиковым 

 



Управление большими системами. Выпуск 30

УДК 681.324
ББК 32.973.202-018.2

ОПТИМАЛЬНЫЙ АЛГОРИТМ МИГРАЦИИ ДАННЫХ
В МАСШТАБИРУЕМЫХ ОБЛАЧНЫХ

ХРАНИЛИЩАХ1

Петров Д. Л.2

(Санкт-Петербургский Государственный Электротехнический
Университет «ЛЭТИ», Санкт-Петербург)

Исследуется многокритериальная задача оптимизации плана ми-
грации данных в распределенном облачном хранилище. Разрабо-
тан алгоритм миграции данных в масштабируемых облачных
хранилищах. Доказано, что алгоритм является полиномиальным
и дает оптимальный результат по первому критерию.

Ключевые слова: облачные вычисления, распределенные храни-
лища данных, миграция данных.

Введение

Традиционно оптимизация вычислительных ресурсов в рас-
пределенных системах осуществляется при помощи процеду-
ры балансировки нагрузки [18]. Балансировка заключается в
назначении возникающих заданий определенным устройствам-
обработчикам, объединенным в кластер. Это подразумевает, что
любое задание может быть обработано любым из устройств в
кластере. К сожалению, это условие не выполняется в распреде-
ленных хранилищах данных. Каждое из устройств не способно
хранить все данные, которые могут быть востребованы. Поэтому
каждый элемент данных (блок данных, файл) хранится лишь на

1 Научный руководитель – руководитель Центра Новых Информаци-
онных Технологий СПбГЭТУ, к.т.н., доцент Татаринов Ю. С.

2 Петров Дмитрий Леонидович, начальник лаборатории
(DLPetrov@mail.eltech.ru)
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ограниченном наборе устройств хранения. Процедура баланси-
ровки нагрузки в распределенных хранилищах является относи-
тельно простой и заключается лишь в выборе устройства из этого
ограниченного набора.

Основная же задача распределенных хранилищ данных – ре-
гулярная переконфигурация, которая должна осуществляться вся-
кий раз после изменения потребностей к данным [8, 9, 10, 14, 16].
Переконфигурация заключается в оптимизации распределения
данных по устройствам хранения, входящим в состав хранилища.
Этот процесс требует перемещения больших объемов данных и
занимает много времени.

Одновременное перемещение больших объемов данных при-
водит к резкому падению производительности. Поэтому обыч-
но принимают, что любое из устройств хранения одновремен-
но может участвовать не более чем в одной операции передачи
данных. Также принимают, что перемещаемые элементы данных
имеют фиксированный размер и время передачи между любыми
устройствами хранения. Задача составления оптимального плана
перемещения данных в хранилище называется задачей миграции
данных [10]. Полученный в результате ее решения план мигра-
ции данных позволяет выполнить процедуру миграции предельно
быстро, т. е. оптимизация плана миграции приводит к оптимиза-
ции времени миграции. Доказано, что задача миграции данных
NP-сложная [10], т. е. невозможно получить оптимальное реше-
ние за полиномиальное время. Существуют аппроксимационные
алгоритмы ее решения [9, 10, 15].

Облачные вычисления сильно меняют взгляды на техно-
логии [5, 17] и, в частности, на технологии хранилищ дан-
ных [16, 19]. Хранилища имеют фиксированное количество
устройств хранения, соединенных сетью. Облачными хранилища-
ми будем называть хранилища, основанные на «облачной» инфра-
структуре, т. е. инфраструктуре, предоставляемой по требованию
IaaS (Infrastructure as a Service). IaaS-инфраструктура позволяет,
не ограничиваясь фиксированным количеством устройств хра-
нения, временно арендовать дополнительные устройства в слу-
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чае необходимости. И наоборот, высвобождать устройства, когда
необходимость в них отпала. Изменение состава устройств хра-
нения называется масштабированием. Именно возможность мас-
штабироваться отличает облачные хранилища от традиционных
[19]. Устройства, добавляемые к хранилищу или высвобождаемые
из хранилища, будем называть масштабируемыми устройствами.
Добавление или удаление устройств должно происходить во вре-
мя переконфигурации хранилища.

Задача миграции данных в общем виде является NP-
сложной [10]. Задача миграции данных в масштабируемом об-
лачном хранилище является частным случаем задачи миграции,
она была сформулирована автором этой статьи в [16] как зада-
ча многокритериальной оптимизации времени миграции. Первый
критерий задачи – оптимизация времени миграции на масштаби-
руемых устройствах хранения, т. е. оптимизация времени масшта-
бирования. Второй критерий – оптимизация времени миграции
на остальных устройствах. Эффективное решение поставленной
задачи позволит предельно быстро масштабировать хранилища
данных, снижая стоимость на аренду устройств хранения.

В этой статье представлен алгоритм решения задачи мигра-
ции данных в масштабируемых облачных хранилищах, а также
доказана полиномиальность алгоритма и его оптимальность по
первому критерию – скорости масштабирования.

1. Существующие алгоритмы

1.1. ЗАДАЧА РАСПРЕДЕЛЕНИЯ ДАННЫХ
Перед переконфигурацией хранилища необходимо вычис-

лить оптимальное расположение данных в хранилище. Выходны-
ми данными этой задачи является отображение, в котором каждо-
му элементу данных сопоставляются устройства хранения, на ко-
торых он должен быть после переконфигурации. Задача является
NP-сложной, но были разработаны полиномиальные аппроксима-
ционные алгоритмы ее решения [8, 14]. Вычислив новое распо-
ложение данных и имея старое расположение, можно построить
направленный мультиграф без циклов G, демонстрирующий пе-
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ремещение элементов данных из старой конфигурации в новую.
Этот граф называют графом требований [10]:

G = (V,E, P )
E ⊆ V × V

P : E → IN

∀v, w ∈ V, P (v, w) = 0 если (v, w) 6∈ E

(1)

V – устройства хранения; E – операция перемещения; P – весовая
функция мультиграфа.

1.2. ЗАДАЧА МИГРАЦИИ ДАННЫХ
План миграции можно разбить на шаги, поскольку все эле-

менты данных имеют фиксированный размер и одинаковое время
передачи. В данной работе мы не учитываем емкость устройств
хранения. Задача миграции данных заключается в составлении
плана перемещения данных между устройствами хранения со-
гласно графу требований (1) за минимальное число шагов. Оче-
видно, что задача в таком виде элементарно сводится к задаче рас-
краски дуг мультиграфа. Минимальное число цветов раскраски
дуг мультиграфа называют хроматическим индексом мультигра-
фа и обозначают χ′. Следует заметить, что направление передачи
данных в хранилище не имеет значения с точки зрения задачи
миграции [10]. Устройство считается занятым независимо от то-
го, принимает оно данные или передает. Замена направленного
мультиграфа на ненаправленный позволит сократить минималь-
ное количество цветов раскраски:

G = (V,E, P )
E ⊆ V × V

P : E → IN

∀v, w ∈ V ⇒ P (v, w) = P (w, v)

(2)

1.3. АЛГОРИТМЫ РАСКРАСКИ РЕБЕР МУЛЬТИГРАФОВ
Задача раскраски дуг мультиграфа в общем виде является

NP-сложной [12] и, следовательно, алгоритмы ее точного реше-
ния требуют полного перебора всех вариантов и имеют экспонен-

183



Управление большими системами. Выпуск 30

циальную вычислительную сложность, т. е. не являются полино-
миальными.

Алгоритм 1 (Раскраска ребер мультиграфа). В учебнике [2]
описан неполиномиальный алгоритм раскраски ребер мультигра-
фа, основанный на полном переборе всех вариантов раскраски
ребер.

Низкая эффективность неполиномиальных алгоритмов не
позволяет использовать их на практике. Для задачи раскраски
ребер мультиграфа существует множество аппроксимационных
полиномиальных алгоритмов [7, 11].

Алгоритм 2 (Полиномиальная раскраска ребер). В ста-
тье [11] описан полиномиальный аппроксимационный алгоритм
раскраски ребер мультиграфа с вычислительной сложностью
O(|A|(|V | + δ)), где A – множество ребер мультиграфа; V –
множество вершин; δ – некоторая константа.

Алгоритм основан на принципе «разделяй и властвуй». Об-
щее решение для всего графа выстраивается из объединения част-
ных решений для множества раскрашенных подграфов. В нача-
ле работы алгоритма максимальный размер подграфов ограничен
небольшим числом. Ребра выбираются последовательно в про-
извольном порядке и формируют новые подграфы или входят в
состав уже известных. При определенных условиях новое реб-
ро может объединить два подграфа в один. В процессе работы
алгоритма максимальный размер подграфов постепенно увеличи-
вается. После прохода по всем ребрам раскрашенные подграфы
объединяются в единый граф с общей раскраской.

В работе существующие алгоритмы не описываются подроб-
но, а лишь приводятся ссылки на них.

Раскраска дуг двудольного мультиграфа является частным
случаем задачи раскраски дуг, но эта задача не принадлежит
классу NP-сложных задач. Вероятно, первое решение этой за-
дачи было предложено в работе [13]. Но существуют алгоритмы
с меньшей трудоемкостью:

Алгоритм 3 (Раскраска ребер двудольного мультиграфа).
В статье [4] можно найти описание оптимального алгоритма
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раскраски ребер с вычислительной сложностью O(|A| log D),
где A – множество ребер; D – максимальная степень вершин
мультиграфа.

Алгоритм 3, аналогично алгоритму 2, основан на принципе
«разделяй и властвуй». Но в случае простого, двудольного графа
можно определить правила добавления ребер к тем или иным
подграфам и правила объединения подграфов, которые позволяют
формировать заведомо оптимальную раскраску на каждом шаге
алгоритма.

Для оценки эффективности алгоритма потребуется следую-
щая теорема, позволяющая приближенно оценить значение хро-
матического индекса произвольного мультиграфа:

Теорема 1 (Теорема Визинга). ∆(G) 6 χ′(G) 6 ∆(G) + 1,
где G – произвольный граф; ∆(G) – максимальная степень вер-
шины.

Доказательство. См. [1]

2. Миграция данных в масштабируемых облачных
хранилищах

2.1. МОДЕЛЬ МАСШТАБИРУЕМОГО ОБЛАЧНОГО
ХРАНИЛИЩА
Опишем модель масштабируемого облачного хранилища на

основе хранилища без ограничений объема устройств хране-
ния (2). Чтобы учесть особенности масштабируемого облачно-
го хранилища, явно выделим подмножество масштабирующих
устройств хранения, которое необходимо вывести из строя (или
добавить) в результате переконфигурации.

Определение 1. Масштабирующим (scaling) подмноже-
ством S будем называть подмножество вершин, которые необ-
ходимо вывести из строя или добавить к хранилищу в результате
переконфигурации. Среди операций передачи данных не может
быть операций передачи с одного масштабирующего устрой-
ства на другое, т. е.

∀v, w ∈ S ⊆ V ⇒ P (v, w) = 0(3)
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Определение 2. Масштабируемым облачным хранилищем
G будем называть хранилище с явно выделенным масштабирую-
щим подмножеством S.

G = (V,E, P, S)
∀v, w ∈ S ⊆ V ⇒ P (v, w) = 0

(4)

2.2. РАЗБИЕНИЕ МАСШТАБИРУЕМОГО ОБЛАЧНОГО
ХРАНИЛИЩА
Во время масштабирования необходимо выполнить проце-

дуру миграции на всех масштабирующих устройствах S. После
этого их можно высвободить и выполнить миграцию данных на
оставшихся устройствах хранения.

Разделим процедуру миграции на две части: масштабирова-
ние и остаточную миграцию. Для решения подобных задач ча-
сто используют методы разделения графов на подграфы [3, 6].
Разделим граф масштабируемого облачного хранилища G на два
подграфа: масштабирующий подграф GS и остаточный GR.

Определение 3. Масштабирующим подграфом GS будем
называть подграф масштабируемого облачного хранилища G,
образованный множеством вершин S и множеством вершин
Sadj , смежными с S, а также всеми дугами, соединяющими вер-
шины S с Sadj .

GS = (VS , ES , P )
VS ⊆ V

ES ⊆ E

v ∈Sadj ⊆ V ⇔ ∃w ∈ S, P (v, w) > 0
VS = S ∪ Sadj

(v,w) ∈ ES ⇔ v ∈ S, w ∈ Sadj , P (v, w) > 0

(5)

В последней формуле определения (5) выражение v ∈ S, w ∈
Sadj , P (v, w) > 0 эквивалентно выражению v ∈ Sadj , w ∈
S, P (v, w) > 0, поскольку граф G ненаправленный, в соответ-
ствии с (2). В левой части рис. 1 показан граф G, подмножество
S (черные вершины) и Sadj (заштрихованные вершины).
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Определение 4. Остаточным (residual) подграфом GR бу-
дем называть подграф масштабируемого облачного хранилища
G, образованный всеми дугами графа G без масштабирующего
подмножества S, и все дуги, соединяющие эти вершины.

GR = (VR, ER, P )
VR ⊆ V

ER ⊆ E

VR = V \ S

(v,w) ∈ ER ⇔ v, w ∈ VR, P (v, w) > 0

(6)

Очевидно, что множество вершин Sadj принадлежит как GS , так
и GR, в соответствии с их определениями (5) и (6). Дуги, соеди-
няющие вершины Sadj , лежат только в GR. В правой части рис. 1
изображен граф, разделенный на два подграфа GS и GR.

Рис. 1. Разбиение графа масштабируемого облачного
хранилища G на два подграфа: GS и GR

2.3. ЗАДАЧА МИГРАЦИИ ДАННЫХ В МАСШТАБИРУЕМОМ
ОБЛАЧНОМ ХРАНИЛИЩЕ
Используя введенные термины, можно сформулировать зада-

чу миграции данных в масштабируемом облачном хранилище.
Определение 5. Задача миграции данных в масштабируе-

мом облачном хранилище G – это многокритериальная задача
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оптимизации времени миграции. Основным критерием задачи яв-
ляется время миграции в подграфе GS , а второй критерий –
время миграции в подграфе GR.

3. Алгоритмы миграции данных в масштабируемом
облачном хранилище

Опишем алгоритм миграции данных в масштабируемом об-
лачном хранилище, дающий оптимальный результат по перво-
му критерию – оптимальности времени масштабирования. Для
этого докажем, что масштабирующий подграф GS является дву-
дольным мультиграфом, для которого существуют оптимальные
полиномиальные алгоритмы раскраски дуг.

Лемма 1. Масштабирующий подграф GS является двудоль-
ным.

Доказательство. Масштабирующий подграф состоит из
множества вершин S и вершин Sadj , смежных с S, исходя из
определения (5). Докажем, что множества вершин S и Sadj раз-
бивают граф GS на две доли, т. е. в графе нет дуг, идущих из S в
S или же из Sadj в Sadj .

Вершины из множества Sadj не имеют общих дуг, посколь-
ку это противоречит определению масштабирующего подмноже-
ства (3), входящего в состав масштабируемого облачного храни-
лища (4). Также из (5) следует, что любая его дуга соединяет
вершины из S только с вершинами из Sadj . Следовательно, вер-
шины из Sadj также не могут иметь общих дуг. Таким образом,
множества вершин S и Sadj составляют две доли двудольного
мультиграфа GS .

Алгоритм 4 (Миграция данных). Для решения задачи будем
использовать метод уступок. Выделив два критерия оптимизации,
будем оптимизировать алгоритм по первому критерию, для чего
потребуется поступиться эффективностью по второму критерию.
Первый частный критерий – время масштабирования, т. е. мигра-
ция данных на масштабирующем подграфе GS . Второй критерий
– время миграции на остальных устройствах, т. е. миграция дан-
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ных на подграфе GR. Опишем алгоритм в виде последовательно-
сти шагов, описанных выше.

1. Выделить подграф GS из графа G на основе известного
подмножества S.

2. Выделить подграф GR из G на основе подграфа GS .
3. Использовать алгоритм 3 для расчета плана миграции дву-

дольного мультиграфа GS .
4. Использовать переборный алгоритм 1 для расчета плана

миграции мультиграфа GR.
5. Получить общий плана миграции масштабируемого облач-

ного хранилища G путем последовательного объединения планов
миграции мультиграфа GS с планом миграции GR.

Алгоритм 5 (Полиномиальная миграции данных). Шаги
аналогичны алгоритму 4. Но на шаге 4 используется полиноми-
альный алгоритм 2 вместо переборного алгоритма 1.

Теорема 2 (Оптимальность алгоритмов 4 и 5).
Предложенные алгоритмы 4 и 5 оптимальны по первому
критерию задачи миграции данных в масштабируемом облачном
хранилище, сформулированной в определении 5.

Доказательство. Рассмотрим сначала алгоритм 4. В соот-
ветствии с доказанной леммой 1, подграф GS является двудоль-
ным мультиграфом, и для нахождения оптимальной раскраски
дуг GS в алгоритме используется полиномиальный алгоритм 3,
который дает оптимальное время миграции подграфа GS . Исхо-
дя из постановки задачи, сформулированной в определении 5,
оптимальность алгоритма по первому критерию обеспечивается
благодаря оптимальности времени миграции подграфа GS (шаг 3
алгоритма). То есть алгоритм 4 является оптимальным по первому
критерию.

Полиномиальный алгоритм 5 отличается от 4 только шагом
4, а оптимальность, как показано выше, обеспечивается на шаге
3. Следовательно, алгоритм 5 также является оптимальным по
первому критерию.

Теорема 3 (Полиномиальность алгоритма 5).
Предложенный алгоритм 5 имеет полиномиальную вычис-
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лительную сложность.
Доказательство. Очевидно, что шаги 1 и 2 алгоритма 5 яв-

ляются полиномиальными, поскольку вычисление вершин Sadj ,
смежных с S, – задача тривиальная, а выделение подграфов GS и
GR, состоящих из заданных вершин, имеет линейную сложность
от количества вершин O(|V |). Шаги 3 и 4 также являются поли-
номиальными, их вычислительная сложность равна O(|A| log ∆)
и O(|A|(|V |+δ)), в соответствии с алгоритмом 2 и алгоритмом 3,
где A – множество ребер; V – множество вершин; ∆ – макси-
мальная степень вершин; δ – некоторая константа.

Результат выполнения шагов 3 и 4 — два плана миграции, со-
стоящие из последовательности операций перемещения данных
(дуг подграфов), а шаг 5 состоит из простой операции последова-
тельного объединения двух планов миграции. Очевидно, что шаг
5 имеет линейное время выполнения O(|A|), зависящее от числа
ребер графа G .

Поскольку алгоритм 5 является последовательным объедине-
нием шагов 1–5, его вычислительная сложность равна сложности
наиболее затратного шага: max{O(|V |), O(|A| log ∆), O(|A|(|V |+
δ)), O(|A|)} = max{O(|A| log ∆), O(|A|(|V |+ δ))}. Из этого сле-
дует, что алгоритм имеет полиномиальную сложность.

4. Экспериментальная оценка эффективности
алгоритма

4.1. ЗАДАЧА ОЦЕНКИ ЭФФЕКТИВНОСТИ
Используя традиционные алгоритмы миграции данных, мас-

штабирование облачного хранилища можно произвести только
после полного выполнения процедуры миграции данных. Это свя-
занно с тем, что масштабирующиеся устройства хранения могут
быть задействованы в процедуре миграции данных до самых по-
следних шагов. Разработанный алгоритм выделяет в графе храни-
лища G масштабирующий подграф GS , содержащий все масшта-
бирующиеся устройства. Это позволяет скорее выполнить проце-
дуру миграции на этих устройствах и высвободить их с целью
экономии затрат на аренду устройств. Обратной стороной алго-
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ритма является необходимость выполнения остаточной миграции
в подграфе GR после выполнения миграции в GS и последова-
тельное объединение шагов миграции, которое увеличивает об-
щее время миграции.

С практической точки зрения интересны ответы на следую-
щие вопросы:

• на сколько уменьшается время (количество шагов) масшта-
бирования?

• на сколько увеличивается время полной процедуры мигра-
ции?

Такие оценки удобно производить в процентах относительно об-
щего времени миграции G с использованием традиционных ал-
горитмов.

Количество шагов в плане миграции равно количеству цветов
раскраски дуг соответствующего мультиграфа хранилища, т. е.
его хроматическому индексу χ′. Значения хроматических индек-
сов χ′(G), χ′(GS) и χ′(GR) соответствуют количеству шагов в
плане миграции для соответствующих графов хранилищ. В ка-
честве приближенной оценки χ′, в соответствии с теоремой 1,
можно использовать максимальную степень вершин мультиграфа
∆ плюс 1. Будем обозначать эту оценку как ∆′. Использование
приближенных оценок ∆′ вместо χ′ позволяет быстро и достаточ-
но точно произвести оценку, не прибегая к трудоемкой процедуре
вычисления раскраски ребер мультиграфа.

Эффективность переборного алгоритма 4 можно оценить
формально, поскольку он дает оптимальный результат. Эффек-
тивность алгоритма 5 оценивать не будем, поскольку он является
приближением алгоритма 4 и отличается от алгоритма 4 лишь
планом миграции в подграфе GR, что не существенно с точки
зрения первого критерия оптимизации (определение 5).

4.2. МЕТОДИКА ОЦЕНКИ
Исходя из задачи оценки эффективности алгоритмов мигра-

ции данных в облачном хранилище будем использовать следую-
щие параметры оценки:
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• Pstep = χ′(G) − χ′(GS) ≈ ∆′(G) − ∆′(GS) – время (кол-
во шагов) масштабирования, которое было сэкономлено в
результате применения алгоритма;

• Prel =
Pstep

χ′(G)
≈ ∆′(G)−∆′(GS)

∆′(G)
– относительный выиг-

рыш от масштабирования, соответствующий сэкономлен-
ному времени по сравнению с традиционным алгоритмом;

• Lstep = χ′(GS)+χ′(GR) ≈ ∆′(GS)+∆′(GR) – общее время
миграции данных с новым алгоритмом;

• Lrel =
Lstep

χ′(G)
−1 ≈ ∆′(GS) + ∆′(GR)

∆′(G)
−1 – относительный

проигрыш времени от разделения графа, соответствующий
дополнительно затраченному времени на миграцию от об-
щего времени миграции данных.

Можно вычислить абсолютный выигрыш от масштабирова-
ния в машино-часах (точнее в машино-шагах), которые будут
сэкономлены в результате применения алгоритма: P = Pstep ∗ |S|.

Проигрыш времени процедуры миграции (абсолютный про-
игрыш L) не приводит к потере ресурсов, но он приводит к увели-
чению времени работы хранилища в режиме переконфигурации
и, соответственно, к увеличению времени между последователь-
ными процедурами миграции. Для некоторых видов хранилищ
это может быть важной характеристикой.

4.3. ЭКСПЕРИМЕНТ
Для проведения эксперимента было выбрано несколько слу-

чайных графов, в которых число масштабирующихся устройств
хранения |S| невелико по сравнению с общим числом устройств
хранения |V |, и количество дуг между устройствами подграфа
GS также невелико по сравнению с дугами между обычными
устройствами из GR. Эти условия типичны для прикладных за-
дач, в которых масштабирующиеся устройства нельзя отключать
(или подключать) от хранилища в большом количестве, а также
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при отключении (включении) устройств хранения не все данные
должны передаваться из (на) этого хранилища сразу.

Проведено 4 эксперимента с графами различного размера.
Граф хранилища из эксперимент №1 изображен на рис. 1.

Таблица 1. Результаты экспериментов
№ |V | |S| ∆′(G) ∆′(GS) ∆′(GR) Prel P Lrel

1 12 3 5 3 3 40% 6 20%
2 20 5 13 6 13 54% 35 46%
3 28 12 17 8 16 53% 108 41%
4 37 16 22 11 22 50% 176 50%

В результате эксперимента было выяснено, что для храни-
лищ с относительно небольшим количеством масштабирующихся
устройств хранения предложенный алгоритм способен обеспечи-
вать экономию времени масштабирования на 40–60% по срав-
нению с существующими алгоритмами. При этом общее время
миграции данных может увеличиться на 20–50%.

4.4. ВОЗМОЖНЫЕ УЛУЧШЕНИЯ АЛГОРИТМА
Увеличение общего времени миграции на 20–50% для некото-

рых видов хранилищ может являться существенной проблемой,
несмотря на оптимальное время масштабирования. Предложен-
ный алгоритм можно улучшить. Основной способ улучшения ал-
горитма – замена последовательного объединения планов мигра-
ции в подгафах GS и GR на «параллельное объединение» с целью
сокращения общего количества цветов раскраски. Проще говоря,
во время миграции данных в подграфе GS можно параллельно
выполнять миграцию в подграфе GR таким образом, чтобы она
не влияла на миграцию в GS , сохраняя тем самым оптимальность
алгоритма по первому критерию.

Допустимы как минимум два подхода сокращения общего
количества цветов раскраски:

• раздельная раскраска GS и GR (как это делается в алгорит-
мах 4 и 5), но при составлении общего плана миграции G
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для каждого цвета в раскраске GS производить поиск тако-
го цвета в GR, чтобы эти цвета можно было объединить в
один цвет в общей раскраске G

• расширить двудольный граф GS вершинами и ребрами из
GR так, чтобы количество цветов раскраски расширенно-
го GS не увеличилось, а количество цветов раскраски GR

уменьшилось

Указанные улучшения требуют дополнительной проработки и по-
дробно не рассматриваются в данной работе.

5. Выводы

В статье описана многокритериальная оптимизационная за-
дача миграции данных в масштабируемых облачных хранилищах
и предложены алгоритмы ее решения. Задача разделяет общую
задачу миграции на две подзадачи: масштабирования и остаточ-
ной миграции. Основной критерий оптимизации – минимизация
времени (шагов) масштабирования. Показано, что задача является
NP-сложной.

Предложено два алгоритма решения задачи: переборный ал-
горитм и аппроксимационный алгоритм полиномиальной вычис-
лительной сложности max{O(|A| log ∆), O(|A|(|V |+δ))}, где A –
множество ребер; V – множество вершин; ∆ – максимальная сте-
пень вершин; δ – некоторая константа. Доказано, что алгоритмы
дают оптимальный результат по первому критерию — минимиза-
ции времени масштабирования.

Экспериментально показано, что для хранилищ с относи-
тельно небольшим количеством масштабирующихся устройств
хранения предложенный алгоритм способен обеспечивать эко-
номию времени масштабирования на 40–60% по сравнению с
существующими алгоритмами. При этом общее время миграции
данных может увеличиться на 20–50%.

Оптимальная скорость масштабирования позволит облач-
ным хранилищам предельно быстро арендовать и высвобождать
устройства хранения данных и, тем самым, минимизировать срок
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и стоимость аренды устройств, предоставляемых как инфраструк-
тура по требованию IaaS.
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OPTIMAL ALGORITHM FOR DATA MIGRATION IN
SCALABLE STORAGE CLOUDS
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«LETI», Saint Petersburg, Head of Laboratory
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Abstract: The problem of multi-criteria optimization of data migration
schedule in distributed cloud storage is investigated. The algorithm for
data migration in scalable cloud storage is developed. We prove that
the algorithm has polynomial computational complexity and results
in the optimal value of the first criterion.

Keywords: computing clouds, distributed storage system, data
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