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УЧЕТ НЕОПРЕДЕЛЕННОСТЕЙ В РАМКАХ 
МНОГОКРИТЕРИАЛЬНОГО АНАЛИЗА РЕШЕНИЙ  

С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ КОНЦЕПЦИИ 
ПРИЕМЛЕМОСТИ 

Яцало Б. И.1, Грицюк С. В.2, 
Мирзеабасов О. А.3, Василевская М. В.4 

(Национальный исследовательский ядерный университет 
ИАТЭ МИФИ, Обнинск) 

 
Представлен подход к учету неопределенностей критериев и 
весовых коэффициентов в рамках многокритериального анали-
за решений с использованием теории нечетких множеств и 
вероятностных методов. Предлагаемые методы (FMAA – 
Fuzzy Multicriteria Acceptability Analysis, ProMAA – Probabilistic 
Multicriteria Acceptability Analysis) базируются на вычислении 
индексов приемлемости рангов альтернатив. Обсуждается 
общий подход к реализации указанных методов и его конкрети-
зация на примере многокритериальной аддитивной модели. 
Реализация методов FMAA и ProMAA основана на использова-
нии численных методов для оценки функций от нечет-
ких/случайных величин без применения методов Монте-Карло. 
Описана система поддержки принятия решений DECERNS 
WebSDSS, реализующая методы FMAA и ProMAA, а также ряд 
других методов многокритериального анализа решений. 

                                           
1 Борис Иванович Яцало, доктор технических наук  
(yatsalo@iate.obninsk.ru). 
2 Сергей Витальевич Грицюк, аспирант (s.gritsyuk@gmail.com). 
3 Олег Ахмедбекович Мирзеабасов, кандидат технических наук, до-
цент (oam@iate.obninsk.ru). 
4 Мария Викторовна Василевская, магистр информатики, 
(mvvasilevskaya@gmail.com). 
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Ключевые слова: Многокритериальный анализ решений; 
анализ неопределенностей; многокритериальный анализ 
приемлемости; системы поддержки принятия решений; 
DECERNS WebSDSS. 

1. Введение 

Многокритериальный анализ решений (МКАР; Multi-
Criteria Decision Analysis, MCDA) на практике, как правило, 
сталкивается с неопределенностями объективных и субъектив-
ных значений критериев и предпочтений. Для анализа различ-
ного рода неопределенностей внешнего и внутреннего проис-
хождения [1, 4, 5, 12, 30], включая неполноту, неточность и 
нечеткость данных, а также их случайный/вероятностный ха-
рактер, используются соответствующие модели/методы МКАР. 
Наиболее часто для учета указанных выше неопределенностей в 
рамках анализа решений и многокритериального анализа в 
частности используется (однопараметрический) анализ чувстви-
тельности (прежде всего влияние изменения весовых коэффи-
циентов на результаты ранжирования альтернатив), вероятност-
ные методы, а также, в ряде случаев, нечеткие множества.  

Выделим следующие методы МКАР, учитывающие неоп-
ределенности используемых в рамках метода величин. 

В рамках классического метода MAUT (Multi-Attribute Util-
ity Theory) случайные значения критериев, нормированные с 
использованием частных функций полезности, агрегируются в 
интегральное значение полезности альтернативы с помощью 
вычисления ожидаемой полезности; при этом используются 
точные (т.е. не распределенные) значения весовых коэффициен-
тов (так называемые коэффициенты шкалирования, scaling 
factors) [10, 16, 33]. В ряде задач используется также стохасти-
ческий метод UTA (UTilites Additives) с целью извлечения ин-
формации из заданного (эталонного) ранжирования альтернатив 
для построения функций полезности в рамках аддитивной моде-
ли [12, 14]. 

Предложен ряд вариантов стохастических моделей обоб-
щенного метода аналитической иерархии (AHP, Analytic Hierar-
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chy Process) [29] для учета неопределенностей рассматриваемых 
критериев и методов их сравнения [13, 21, 26]. 

Ряд обобщений классических моделей из класса ORT (тео-
рия отношения превосходства, Outranking Relation Theory, или 
outranking methods) [27,12] также базируется на применении 
вероятностных методов и нечетких множеств. В работе [9] 
дискретные распределения вероятностей используются для 
описания оценок альтернатив по критериям; для каждой пары 
альтернатив оценивается распределение степени предпочтения 
по каждому критерию с последующим вычислением распреде-
ления степени превосходства (с использованием медиан распре-
делений) для полного или частичного упорядоче-
ния/ранжирования альтернатив. В работе [23] анализ 
неопределенностей в рамках методов ORT базируется на оцен-
ках предпочтения пар альтернатив по каждому критерию с 
использованием методов стохастического доминирования 
[12, 23]. В работе [25] представлен вероятностный метод Flow-
SortPro для учета неопределенностей, представляющий собой 
расширение базового метода многокритериальной сортировки 
альтернатив FlowSort [24]; в рамках FlowSortPro основные 
используемые величины (исходные профили, весовые коэффи-
циенты, а также значения альтернатив для рассматриваемых 
критериев) могут описываться соответствующими распределе-
ниями вероятностей с последующим вычислением распределе-
ния потока (net flow) для каждой альтернативы и ее назначения 
в одну из предопределенных категорий альтернатив. 

В рамках семейства методов SMAA (Stochastic Multicriteria 
Acceptability Analysis) реализуется стохастический подход к 
многокритериальному анализу приемлемости альтернатив на 
основе вычисляемых индексов приемлемости ранга альтернати-
вы с применением методов Монте-Карло [17–19, 31]; в методах 
SMAA пользователь может задать как распределения значений 
критериев для рассматриваемых альтернатив, так и распределе-
ния весовых коэффициентов. 

Многокритериальные методы анализа решений с использо-
ванием нечетких величин (нечетких множеств), как расширения 
соответствующих классических (четких) моделей, представлены 
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нечеткими версиями многокритериальных методов AHP, MAVT, 
PROMETHEE, FlowSort и ряда других [7, 8, 11, 15].  

Детальный обзор методов МКАР, в том числе с учетом раз-
личного рода неопределенностей, можно найти, например, в 
[5, 12], см. также [15, 35, 36]. 

В данной работе рассматриваются два новых подхода к 
многокритериальному анализу приемлемости (multicriteria 
acceptability analysis, MAA): метод FMAA (Fuzzy MAA), в кото-
ром значения критериев и весовые коэффициенты описываются 
нечеткими величинами, а оценки приемлемости альтернатив 
реализованы с использованием методов нечеткой логики, а 
также метод ProMAA (Probabilistic MAA), в котором реализован 
вероятностный алгоритм оценки приемлемости на базе анали-
тической модели сравнения альтернатив без использования 
методов Монте-Карло. 

2. Учет неопределенностей в рамках 
многокритериального анализа приемлемости 

Попарное сравнение альтернатив часто применяется в ме-
тодах многокритериального анализа решений, в том числе в 
методах AHP, ORT, см, например, [12, 29], а также в ряде мето-
дов голосования, например, в методе Кондорсе [28]. В предла-
гаемом подходе к анализу приемлемости попарное сравнение 
используется для оценки индексов приемлемости рангов аль-
тернатив. 

2.1. БАЗОВЫЙ АЛГОРИТМ ОЦЕНКИ ПРИЕМЛЕМОСТИ 
В рамках базового алгоритма, положенного в основу мето-

дов FMAA и ProMAA, конструируются «события ранга» для 
всех рассматриваемых альтернатив с использованием логиче-
ских операций «И/AND» (знак ∧ в формулах ниже), а также 
«ИЛИ/OR» (∨) на основе попарного сравнения альтернатив. 
Учет и анализ неопределенностей в рамках предлагаемых мето-
дов основан на оценке меры «события ранга».  

Рассматривается дискретная многокритериальная задача, в 
которой выделено множество альтернатив A = {ai, i = 1, …, n} и 
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множество критериев С = {Cj, j = 1, …, m}. Обозначим через 
ηi = η(ai) оценку альтернативы ai, i = 1, …, n, в некоторой вы-
бранной шкале, например, в интегральной шкале 
полезности/utility (детализация выбора интегрального критерия 
обсуждается в разделе 2.2); при этом чем выше значение (по-
лезность) ηi в ряду значений η1, η2, …, ηn, тем лучше альтерна-
тива ai (относительно заданного множества альтернатив) и тем 
выше ее ранг. Под рангом альтернативы будем понимать ее 
место в упорядоченном по предпочтению списке альтернатив 
(ранг 1 присваивается лучшей альтернативе, ранг n – худшей). 

Принимая во внимание различные источники неопределен-
ностей и подходы к их описанию и использованию, ниже будем 
рассматривать ηi, i = 1, …, n, как нечеткие числа (при описании 
алгоритма FMAA) или случайные величины (алгоритм ProMAA). 

Рассмотрим событие ранга Sik: 
 Sik = {Альтернатива i имеет ранг k; i, k = 1, …, n}. 

События Sik могут быть сформированы следующим образом 
с использованием логических выражений: 

(1) 1 { ( )}
n

i i j
j i

S η η
≠

= ≥∧ , 

(2) 2 ,
{ (( ) ( ))}

n n

i i l i jl i j i j l
S η η η η

≠ ≠ ≠
= ∨ < ∧ ≥ , 

(3) 
1

1 2 1( ... ) 1 , ,
, 1,.., 1 1,.., 1

{ (( ( ) ( ))}
k

s
k s

s

n

ik i l i jl l l s j i j l
l i s k s k

S η η η η
−

−< < < = ≠ ≠
≠ = − = −

= ∨ ∧ < ∧ ≥ , 

(4) { ( )}
n

in i j
j i

S η η
≠

= <∧ . 

Выражение (1) представляет собой утверждение того, что 
альтернатива ai превосходит все другие альтернативы, т.е. имеет 
ранг 1; в выражении (2) утверждается, что может найтись толь-
ко одна альтернатива, полезность которой превосходит полез-
ность альтернативы ai, и т.д.; в (4), соответственно, утверждает-
ся, что полезность альтернативы ai ниже полезностей всех 
других альтернатив. 

В случае применения модели приемлемости альтернатив 
без учета неопределенностей (без учета распределений, напри-
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мер, при использовании интегральной ценности в классической 
модели MAVT [5]), только одно из выражений Sik, k = 1, …, n, 
является истинным (принимает значение 1).  

Основной задачей учета/анализа неопределенностей с ис-
пользованием нечетких или случайных величин (значений 
ηi = η(ai), i = 1, …, n) в рамках концепции приемлемости на базе 
модели (1)–(4) является оценка меры (степени уверенности или 
вероятности) высказываний/событий Sik. 

2.2. ВЫБОР ИНТЕГРАЛЬНОГО КРИТЕРИЯ  
ДЛЯ РЕАЛИЗАЦИИ MAA 

Пусть в рамках дискретной многокритериальной задачи 
выделено множество альтернатив A = {ai, i = 1, …, n} и множе-
ство критериев С = {Cj, j = 1, …, m}. В общем случае многокри-
териальная задача выбора/ранжирования альтернатив может 
быть представлена следующим образом (с некоторыми уточне-
ниями для отдельных многокритериальных моделей; методы 
Парето-оптимизации [1, 2] в данной работе не рассматривают-
ся): 
(5) η(a) = f(C(a), w) → max 
(6) g(C(a), w) ∈ G; a ∈ A. 

Здесь C(a) = (C1(a), …, Cm(a)) – вектор оценок альтернати-
вы a ∈ A по критериям Cj, j = 1, …, m; w = (w1, …, wm) – вектор 
используемых (при решении конкретной многокритериальной 
задачи) весовых коэффициентов; g(⋅, ⋅) – векторная функция, 
содержащая все используемые в рамках модели, а также кон-
кретной многокритериальной задачи, требования и ограничения 
(например, ∑wi = 1, wj ∈ [ , ]min max

j jw w , ограничения на критерии, 

например [ , ]min max
j j jC C C∈ , используемые при скрининге (т.е. 

отбраковке/отсеивании) альтернатив); η(a) в (5) представляет 
собой интегральную оценку альтернативы a (в соответствую-
щей шкале) с использованием функции/модели агрегирования 
f(⋅) (например, аддитивная MAVT/MAUT-функция оценки инте-
гральной ценности/полезности [1, 4, 5, 12, 16, 33] или оценка 
чистого потока в методе PROMETHEE [6, 12] и др.). 
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В рамках классических детерминистских методов дискрет-
ного многокритериального анализа (методы MADM [5, 12, 22]), 
например, в рамках методов MAVT, ELECTRE, PROMETHEE, 
TOPSIS, значения критериев Cj(a) и весов wj, j = 1, …, m, явля-
ются действительными нераспределенными (т.е. четкими, не-
случайными) числами. Анализ неопределенностей в таких 
моделях проводится с использованием методов анализа чувст-
вительности; как правило, используются средства анализа чув-
ствительности к изменению весов. 

В большинстве практических задач значение альтернативы 
a по критерию j, Cj(a), j = 1, …, m, определяется неоднозначно, 
что вызвано различного рода неопределенностями. 

В рамках многокритериального метода MAUT [12, 16, 33], 
например, значения критериев могут описываться случайными 
величинами Xj = Cj(a), j = 1, …, m; величина Xj характеризуется 
соответствующей плотностью распределения вероятностей ϕj(x) 
(функцией распределения Fj(x)). Интегральная полезность 
альтернатив, например, в рамках аддитивной модели MAUT 
(корректное применение которой сопряжено с необходимостью 
проверки ряда условий независимости критериев) [16, 33], 
может быть представлена следующей конкретизацией модели 
(5), (6):  

(7) 
1

( )=  ( ),
m

j j j
j

U w U X
=

∑a  

(8) 
1

0 , 1, .. . , ; 1,
m

j j
j

w j m w
=

> = =∑  

где Uj(x) – частная функция полезности для критерия (атрибута) 
j, j = 1, …, m; как правило, 0 ≤ Uj(x) ≤ 1 (см. обсуждения о сход-
стве и возможном различии функций ценности и полезности и 
рекомендации об использовании функций ценности при практи-
ческом применении аддитивных методов MAVT/MAUT, 
[5, 12, 33]); весовые коэффициенты wj представляют собой 
коэффициенты масштабирования (scaling factors) 
[5, 10, 16, 33], являющиеся точными/нераспределенными поло-
жительными числами. В то же время, вместо оценки распреде-
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ления интегральной полезности U(a) в рамках метода MAUT 
вычисляются значения ожидаемой полезности (expected utility) 

(9) 
1

( ( ))=  ( ( )),
m

j j j
j

E U w E U X
=

∑a  

где E(X) – математическое ожидание случайной величины X. 
Ранжирование альтернатив в рамках метода MAUT базируется 
на ранжировании значений ожидаемой полезности альтерна-
тив: альтернатива a1 превосходит альтернативу a2 (a1 > a2) тогда 
и только тогда, когда  
(10) E(U(a1)) > E(U(a2)), 

Поскольку, согласно (7), (9), невысокие показатели полез-
ности альтернативы по одним критериям могут быть компенси-
рованы более высокими значениями по другим критериям, 
метод MAUT принадлежит к множеству так называемых ком-
пенсаторных методов многокритериального анализа [5, 16]. 

Несмотря на повсеместное использование категории ожи-
даемой полезности, отношение к ней как к универсальному 
методологическому принципу для обоснования предпочтения, 
выбора или ранжирования альтернатив не является однознач-
ным [33]. В связи с этим предлагаются и другие методы много-
критериального анализа, не ограничивающиеся оценками ожи-
даемой полезности. 

Для реализации базового алгоритма МАА (многокритери-
ального анализа приемлемости) в данной работе используется 
аддитивная модель (7), в которой значения критериев Xj = Cj(a), 
j = 1, …, m, могут описываться нечеткими или случайными 
величинами. В то же время, весовые коэффициенты wj также 
могут рассматриваться неопределенными и описываться нечет-
кими числами (в FMAA) или случайными величинами (в Pro-
MAA). Методы задания весовых коэффициентов в этих случаях 
описываются в разделе 2.5. 

Для анализа альтернатив в рамках моделей вида (7), (8) 
предлагаются и другие подходы, не основанные на применении 
категории ожидаемой полезности. Один из таких методов, 
SMAA (Stochastic Multicriteria Acceptability Analysis), предложен 
в работах [17–19, 31] и реализован как для модели (7),(8), так и 
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для ряда других дискретных моделей МКАР. Методы семейства 
SMAA представляют собой реализацию концепции приемлемо-
сти (MAA) на базе экстенсивного использования методов Монте-
Карло для (приближенного) вычисления статистики рангов 
альтернатив, учитывая стохастическую (вероятностную) при-
роду значения критериев и весовых коэффициентов (с сохране-
нием для случайных значений весов соотношения нормировки 
(8)). 

Ниже предложен методологически другой подход к оценке 
приемлемости альтернатив, базирующийся на реализации ана-
литической модели приемлемости (1)–(4), позволяющей после-
довательно реализовать концепцию приемлемости (без приме-
нения методов Монте-Карло) как для вероятностной природы 
неопределенностей объективных значений критериев и субъек-
тивных предпочтений (в том числе вероятностных значений 
весовых коэффициентов), так и для случаев альтернативного 
подхода к анализу неопределенностей с использованием теории 
нечетких множеств. 

2.3. МНОГОКРИТЕРИАЛЬНЫЙ АНАЛИЗ ПРИЕМЛЕМОСТИ С 
ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ НЕЧЕТКИХ ДАННЫХ И 
ПРЕДПОЧТЕНИЙ: FMAA 

В целом ряде сценариев значения объективных и субъек-
тивных показателей многокритериальных задач не могут быть 
адекватно представлены ни средними значениями (когда выбор 
среднего ведет к существенной потере информации о возмож-
ных значениях критериев и/или росту несогласия среди экспер-
тов по выбору значений), ни распределением вероятностей 
соответствующих случайных величин (ввиду отсутствия стати-
стических данных и/или несогласия в задании субъективных 
распределений вероятностей). В этих случаях использование 
нечетких множеств (fuzzy sets) может способствовать решению 
проблемы формирования значений критериев для множества 
альтернатив A = {ai, i = 1, …, n}, а также значений весовых 
коэффициентов wj, j = 1, ..., m [4, 7, 8, 11, 15, 22]. 

Нечеткие числа Z, используемые в рамках данного метода, 
представляют собой нормализованные, выпуклые и ограничен-
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ные нечеткие множества, заданные на универсальном множест-
ве действительных чисел R  с непрерывной функцией принад-
лежности [20], т.е. 
(11) 1 2 1 2{( , ( )) : ( ) 0, ; ( ) 0, ( , )}Z Z ZZ x x x c x c x x c cµ µ µ= > < < = ∉ , 
где µz(x) – непрерывная функция принадлежности элемен-
та/четкого числа x множеству Z, сi ∈ R ; для синглтона (одно-
элементного множества) z имеем соответственно c1 = c2 = c, 
µz(c) = 1. 

Ниже обсуждается подход к реализации многокритериаль-
ного анализа приемлемости на базе использования нечетких 
величин (FMAA, сокращенно от Fuzzy MAA). В излагаемом 
подходе значения критериев aij = Xj(ai), значения частных функ-
ций ценности Vj(aij), а также весовые коэффициенты wj и инте-
гральная ценность V(ai) альтернатив ai, i = 1, …, n, j = 1, …, m, 
описываются нечеткими числами в соответствии с моделью (7). 
В качестве функции Vj(x) используется обычная/четкая функция 
ценности Vj(⋅), заданная на множестве изменения критерия Cj 
(для всего множества рассматриваемых альтернатив) в соответ-
ствии с принципом расширения [20].  

Предлагаемый метод FMAA (точнее, FMAA-V, учитывая ис-
пользование аддитивной функции ценности вида (7), расширен-
ной до функции от нечетких аргументов) является адаптацией 
анализа приемлемости (1)–(4) по отношению к множеству 
ценностей {V(ai), i = 1, …, n}, выражаемых нечеткими числами. 

Как и в разделе 2.1, будем использовать обозначение ηi для 
нечеткого числа V(ai), положим также ηij = ηi – ηj, i = 1, …, n, 
j = 1, …, m. Функция принадлежности нечеткого числа ηij опре-
деляется формулой 
(12) 

, :
( ) ( ( ) ( ))

ij i j
x y

z x y

z x yη η ηµ µ µ
= −

= ∧∨ , 

где x ∧ y = min(x, y), x ∨ y = max(x, y). 
В настоящее время существует несколько десятков подхо-

дов к сравнению нечетких чисел, основанных как на методах 
дефаззификации, так и на реализации более сложных процедур 
сравнения [15, 32]. Для описания степени различия значений 



 
Системный анализ 

 15 

ценностей ηi и ηj,альтернатив ai и aj, представленных нечеткими 
числами, реализован следующий интегральный метод сравне-
ния. 

Степень/меру принадлежности нечеткого числа z (11) мно-
жеству неотрицательных (нечетких) чисел 0≥RF  можно опреде-
лить следующим образом, используя функцию принадлежности 
µz(x): 

(13) 
2

0

10

( ) ( ) / ( )
c

z z
x c

z x dx x dxµ µ µ
≥

≥

= ∫ ∫RF  

(в (13) предполагается, как и указано в (11), с1 < с2; для синглто-
на z мера принадлежности к 0≥RF  равна 1 для z ≥ 0 и 0 для z < 0). 

Определим меру того, что значение ценности ηi альтерна-
тивы ai превосходит ценность ηj альтернативы aj (j ≠ i) форму-
лой 
(14) 

0
( ) ( ( 0))

i jij ij ijη ηµ µ η µ µ η
≥ ≥= = = ≥

RF . 

Из (13), (14) следует, что µij + µji = 1 и  
µ(ηij < 0) = 1 – µ(ηij ≥ 0) (в данной работе не обсуждаются во-
просы транзитивности сравнения альтернатив по предпочтению 
на основе введенной меры 

i jη ηµ ≥ ). 

В рамках FMAA мера событий Sik, см. (1)–(4), определяет 
так называемый индекс приемлемости ранга µ(i, k) или степень 
уверенности в том, что альтернатива i имеет ранг k. Индексы 
приемлемости ранга µ(i, k) могут быть определены с использо-
ванием методов нечеткой логики (например, с использованием 
одного из наиболее часто используемых вариантов Лукашевича) 
[20]:  

(15) 1( ,1) ( ) ( ( 0)) min{ ( 0)} min{ },
n

i ij ij ijj i j ij i
i Sµ µ µ η µ η µ

≠ ≠≠

= = ≥ = ≥ =∧  

(16) 2 , ,
( ,2) ( ) ( (( 0) ( 0))) max{ min { , }}

n n

i il ij li ijl i j i j l j i j ll i
i Sµ µ µ η η µ µ

≠ ≠ ≠ ≠ ≠≠
= = ∨ < ∧ ≥ = , 
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(17) 

1

1 2 1

1 2 1

( ... ) 1 , ,
, 1,.., 1 1,.., 1

1,.., 1 , ,( ... )
1,.., 1, 1,.., 1

( , ) ( ) ( (( ( 0)) ( 0)))

max {min{ min , min }}

k

s
k s

s

s
sk

s

n

ik il ijl l l s j i j l
l i s k s k

l i ijs k j i j ll l l
s kl i s k

i k Sµ µ µ η η

µ µ

−

−

−

< < < = ≠ ≠
≠ = − = −

= − ≠ ≠< < <
= −≠ = −

= = ∨ ∧ < ∧ ≥ =

=
 

(18) ( , ) ( ) min{(1 )} min{ }in ij jij i j i
i n Sµ µ µ µ

≠ ≠
= = − = . 

Располагая данными о мерах (матрице) µ(i, k) = µ(Sik) собы-
тий Sik, эксперты/ЛПР могут выбирать наиболее приемлемую 
альтернативу. Для интеграции имеющихся показателей прием-
лемости альтернативы, если эксперты видят в этом необходи-
мость, может быть также использован метод взвешенного сум-
мирования (19) для определения индекса Ri интегральной 
приемлемости альтернативы ai (предложенного для стохастиче-
ского метода SMAA [17]): 

(19) 
1

( , )
n

ac
i k

k
R w i kµ

=

= ∑ , 

где ac
kw – веса относительной важности рангов, задаваемые 

экспертами/ЛПР. В то же время, рекомендации по использова-
нию индекса Ri приемлемости альтернативы являются доста-
точно ограниченными. Возможны также и другие (комплекс-
ные) подходы по интеграции индексов приемлемости ранга 
{µ(i, k)} и степени предпочтения альтернатив {µij}. 

Метод задания весовых коэффициентов wi для моделей 
FMAA вида (7) обсуждается в разделе 2.5. 

2.4. ВЕРОЯТНОСТНЫЙ ПОДХОД К МНОГОКРИ-
ТЕРИАЛЬНОМУ АНАЛИЗУ ПРИЕМЛЕМОСТИ: PROMAA 

Вероятностный подход к анализу неопределенностей в рам-
ках МКАР основан на трактовке используемых в (5), (7) вели-
чин Xj = Cj(a) (значения критериев), а также, для некоторых 
методов, wj (значения весовых коэффициентов) как случайных с 
известными/заданными законами распределения. Дальнейшие 
процедуры состоят в определении законов распределения инте-
гральных величин ηi = η(ai), i = 1, …, n (для модели (7), напри-
мер, в предположении независимости используемых случайных 
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величин, это эффективно достигается с использованием числен-
ных методов). 

Пусть интегральная оценка альтернативы ηi = η(ai), полу-
ченная на основе (5)/(7), характеризуется соответствующей 
плотностью распределения вероятностей ϕi(x) (функцией рас-
пределения Fi(x)). В предположении независимости (в рамках 
модели сравнения интегральных полезностей альтернатив) 
рассматриваемых случайных величин ηi, i = 1, …, n, вероятно-
сти событий ранга Sik (1)–(4) могут быть оценены следующим 
образом. 

Нетрудно показать, что 
(20) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,ij i j j i j i j ip P F x x dx F x dF x F dFη η ϕ= ≥ = = =∫ ∫ ∫  

а также  
(21) 1 2 1 3 3 2 1(( ) ( ))P F F dFη η η η≥ ∧ ≥ = ∫ ; 

подчеркнем при этом, что события (η1 ≥ η2) и (η1 ≥ η3) в общем 
случае являются зависимыми, при этом (21) является коррект-
ной формулой в случае независимых ηi. 

Исходя из выражений (20), (21), для вероятностей событий 
рангов Pik = P(Sik), i, k = 1, …, n, называемых индексами прием-
лемости рангов, имеем следующие оценки: 

(22) 1 1=P{ }= ( ) ( )
n n

i i j i j i
j i j i

P S F x dF x F dF
≠ ≠

=∏ ∏∫ ∫ , 

(23) 2 2
,

=P{ }= (1 )
nn

i i l j i
l i j i j l

P S F F d F
≠ ≠ ≠

−∑ ∏∫ , 

(24) 
1 2 1

1

( ... ) 1 ,
, 1,.., 1 1,.., 1

=P{ }= ( (1 ) ,
s

k s
s

k n

ik ik l j i
l l l s j i j l
l i s k s k

P S F F dF
−

−

< < < = ≠ ≠
≠ = − = −

−∑ ∏ ∏∫  

(25) =P{ }= (1 )
n

in in j i
j i

P S F dF
≠

−∏∫ . 

Можно доказать также, что для матрицы {Pik} i, k = 1, …, n, 
выполняются условия 

(26) 
1 1

1
n n

ik ik
k i

P P
= =

= =∑ ∑ . 
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В ряде случаев, если эксперты находят это возможным 
(обоснованным или согласованным), может также использо-
ваться интегральный индекс Ri приемлемости альтернативы 
[17]: 

(27) 
1

n
ac

i k ik
k

R w P
=

= ∑  , 

где ac
kw – задаваемые экспертами/ЛПР веса относительной 

важности рангов. 
Таким образом, выбор лучшей альтернативы, ранжирова-

ние или скрининг альтернатив в рамках ProMAA (аналогично 
FMAA) базируется на комплексном анализе матрицы {Pik} и/или 
оценке интегральных показателей приемлемости Ri (27). При 
этом, например, в рамках ProMAA-U/V (метода ProMAA, осно-
ванного на использовании интегральной функции полезно-
сти/ценности (7)), эксперты могут также учитывать значения 
ожидаемых полезностей (9). 

Метод задания весовых коэффициентов wi для ProMAA-V, 
обсуждается в разделе 2.5. 

Подчеркнем, что перед выводом формул (20) и (21), на ос-
нове которых получены оценки (22)–(25), сделано предположе-
ние о независимости случайных величин ηi, i = 1, …, n; в случае 
зависимости необходимо использование совместных распреде-
лений или других подходов к корректной оценке индексов 
приемлемости зависимых величин. 

При использовании ProMAA, когда для определения инте-
гральной полезности альтернативы ai, ηi = U(ai), применяется 
аддитивная модель (7), а весовые коэффициенты wi (см. раз-
дел 2.5) при этом также могут рассматриваться распределенны-
ми/случайными величинами с заданными законами распределе-
ния, случайные величины ηi, i = 1, …, n, не являются 
независимыми. Действительно, в предположении независимости 
всех используемых исходных случайных величин (значений 
критериев Xij = Cj(ai) и, соответственно, случайных величин 
Uji = Uj(Xij), а также весовых коэффициентов wj, i = 1, …, n, 
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j = 1, …, m) получаем следующую оценку ковариации для ηi 
и ηk: 

(28) 
1

( , ) ( ) ( )
m

i k ji jk j
j

Cov E U E U Dwη η
=

= ∑ , 

где Uji = Uj(Cj(ai)); отметим также, что в рамках FMAA и Pro-
MAA 0 ≤ Uj(x) ≤ 1 и (после нормализации распределений весов, 
см. 2.5) 0 ≤ wj < 1. 

Таким образом, учитывая приведенное выше замечание, 
оценки индексов приемлемости рангов на основе (22)–(25) 
являются в общем случае приближенными (точными для случая 
нераспределенных/постоянных значений весовых коэффициен-
тов в (7)). Дополнительные исследования показывают, что при 
решении практических задач различие между оценками  
(22)–(25) и оценками вероятности «событий рангов» на основе 
методов Монте-Карло при реализации (7) не превышает 2–3%. 

В то же время, оценка вероятностей событий (1)–(4) на ос-
нове (22)–(25) может иметь свое обоснование. Получая распре-
деления полезностей альтернатив ηi = U(ai) с использованием 
модели (7) (в том числе с распределенными коэффициентами), 
эксперты сравнивают случайные величины ηi, i = 1, …, n, на 
основе (1)–(4) исходя только из оцененных законов распределе-
ния ηi без учета их возможной зависимости. 

2.5. ЗАДАНИЕ ВЕСОВ В FMAA И PROMAA 
В моделях MAVT/MAUT, так же как и в рамках других клас-

сических методов МКАР, весовые коэффициенты wi рассматри-
ваются как постоянные (нераспределенные) положительные 
величины. В этих случаях для анализа неопределенностей при-
меняется, как правило, однопараметрический анализ чувстви-
тельности к изменению заданного весового коэффициента (с 
пропорциональным изменением оставшихся весов для сохране-
ния соотношения нормализации весов (8)). В то же время, рас-
ширенный анализ неопределенностей, когда веса не рассматри-
ваются постоянными/средними, а распределены в рамках 
некоторых интервалов, является актуальным и востребованным 
при решении большинства практических задач МКАР. 
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Весовые коэффициенты (коэффициенты относительной 
важности критериев) в рамках методов МКАР могут быть оце-
нены различными методами, включая свинг (swing) [5, 10, 33] – 
метод для определения коэффициентов масштабирования в 
моделях MAVT (с возможностью их практического применения 
в модели MAUT [5,12]), методы голосования для определения 
весов в методах ELECTRE/PROMETHEE и др. [3, 5, 22, 27, 33]. 
При этом весовые коэффициенты в большинстве случаев харак-
теризуются своими неопределенностями, являющимися следст-
вием групповых или индивидуальных субъективных оценок и 
предпочтений, а также выбранного метода. 

При задании числовых значений оценок и предпочтений 
экспертам в большинстве случаев легче указать диапазон изме-
нения относительной важности весового коэффициента в срав-
нении с заданием его точного значения. Например, при реализа-
ции метода взвешивания свинг/swing [5] утверждение 
«относительная важность/ценность изменения от худшего зна-
чения до лучшего для второго по важности критерия составляет 
30–60% от соответствующего изменения (от худшего до лучше-
го значения) для наиболее важного критерия» является более 
вероятным, чем утверждение, что указанная величина равна в 
точности 45%. Указанные неопределенности весовых коэффи-
циентом могут быть также естественным следствием группово-
го анализа (как распределение оценок, данных различными 
членами группы). 

Рекомендуемым методом задания весовых коэффициентов 
в FMAA/ProMAA (основанных на аддитивной модели с исполь-
зованием частных функций ценностей) является метод свинг, 
являющийся обоснованным методом задания ве-
сов/коэффициентов масштабирования для методов MAVT (кото-
рый также может быть использован в рамках MAUT вместо 
применения концептуально более сложных методов лотерей 
[5]): 

–  наиболее значимому критерию присваивается вес w1 = 1, 
принимая во внимание значимость свинга/амплитуды (измене-
ния в рамках границ), т.е. увеличение интегральной ценности 
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при изменении значения критерия от худшего к лучшему (обо-
значим этот критерий как C1); 

–  интервал изменения 2 2[ , ]min maxw w , 2 20 1min maxw w≤ ≤ ≤  на-
значается весовому коэффициенту w2 (второму по важности 
критерию C2) на основе оценки изменения относительной цен-
ности от худшего значения к лучшему для критерия C2 в срав-
нении с соответствующей ценностью изменения для наиболее 
важного критерия; 

–  предыдущий шаг повторяется для третьего по важности 
критерия и т.д.; 

–  распределения вероятностей (для ProMAA) как результат 
задания субъективных вероятностей (или как результат стати-
стического анализа весов, заданных членами группы экспертов) 
или (для FMAA) функции принадлежности задаются экспертами 
для всех весовых коэффициентов wj в интервалах изменения 
[ , ]min max

j jw w , j = 2, …, m. 
В рамках классических методов MAVT/MAUT заданные ве-

са нормируются согласно (8). Такой подход является обосно-
ванным, включая возможность интерпретации важности весов в 
процентах, представление интегральной функции ценности и 
др. [3, 5, 33]. В ряде случаев эксперты могут посчитать более 
естественным задание базового критерия, чей вес определяется 
равным 1, а веса относительной важности остальных критериев 
определяются в долях от заданного веса [5, 22]. Очевидно так-
же, что пропорциональное изменение всех весов wj, j = 1, …, m, 
(wj → dwj, где d – действительное положительное число) не 
изменяет порядка ранжирования альтернатив в методах 
MAVT/MAUT, а также FMAA/ProMAA. 

В текущей реализации методов FMAA и ProMAA в рамках 
DECERNS SDSS (см. раздел 3.) оригинальные весовые коэффи-
циенты, полученные согласно указанному выше свинг-методу, 
нормализуются на сумму их средних значений; таким образом, 
сумма средних значений весовых коэффициентов после норма-
лизации равна 1. Такой подход позволяет сравнивать веса в 
FMAA и ProMAA с весами, используемыми в других методах 
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при реализации различных подходов к решению исследуемой 
многокритериальной задачи. 

3. Реализация FMAA и ProMAA 

В рамках веб-системы поддержки принятия решений 
DECERNS WebSDSS [34] реализован ряд методов многокритери-
ального анализа, включая MAVT, TOPSIS, AHP, PROMETHEE, 
MAUT, F-MAVT, FlowSort, а также методы ProMAA и FMAA. 

Реализация ProMAA основана на эффективном использова-
нии оригинальной библиотеки компьютерных модулей Rand-
Function (без применения методов Монте-Карло) для оценки 
плотности/функции распределения случайной величины 
ξ = f(ξ1, …, ξm) для широкого класса функций f(⋅) (включая 
арифметические и алгебраические функции, а также exp(⋅), ln(⋅)) 
и всех основных типов распределений (независимых) случай-
ных величин ξi. (равномерное, нормальное, логнормальное, 
дельта-распределение и гистограммы). 

Randfunction представляет собой библиотеку Java-модулей, 
разработанных в рамках DECERNS и ФЦП проекта [33, 36]. На 
базе библиотеки Randfunction создано также веб-приложение 
RandCalculator для реализации пользователями функций от 
независимых случайных величин. 

Для реализации FMAA (и F-MAVT) разработана библиотека 
FuzzyLib, на базе которой реализуются функции от нечетких 
переменных, ξ = f(ξ1, …, ξm) для того же класса функций f(⋅), 
указанных выше для случайных величин, и основных типов 
(входных) нечетких чисел ξi. (синглтоны, треугольные, трапеце-
видные и кусочно-линейные нечеткие числа). На базе библиоте-
ки FuzzyLib создано также веб-приложение FuzzyCalculator для 
реализации пользователями функций от нечетких переменных. 

Интерфейс ProMAA/FMAA и реализованные на базе биб-
лиотеки программных модулей Randfunction/FuzzyLib функции 
позволяют: 

–  задать плотности распределения/функции принадлежности 
исходных критериев Xj(ai), j = 1, …, m, исследуемой многокри-
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териальной задачи для рассматриваемого множества альтерна-
тив A = {ai, i = 1, …, n}; 

–  задать плотности распределения/функции принадлежности 
весовых коэффициентов wj, j = 1, …, m, (см. раздел 2.5 выше); 

–  вычислить распределения/функции принадлежности вели-
чин интегральной ценности/полезности ηi = U(ai), i = 1, …, n, 
согласно используемой модели; 

–  вычислить индексы приемлемости рангов Pik /µ(i, k) (веро-
ятность/нечеткая мера того, что альтернатива ai, i = 1, …, n, 
будет иметь ранг k: k = 1 – «лучшая», k = n – «худшая» альтер-
нативы);  
кроме того, 

–  проводить графический и табличный анализ полученных 
оценок для последующего принятия соответствующих решений; 

–  проводить анализ чувствительности получаемых результа-
тов к изменению формы используемых частных функций цен-
ности/полезности; 

–  редактировать значения критериев и весов (диапазоны из-
менения весов и их распределения) в рамках дополнительного 
анализа неопределенностей. 

Для эффективного вычисления выражений вида (17) и (24) 
реализованы оригинальные алгоритмы с использованием мето-
дов двоичного кодирования входящих в формулу компонентов. 

Вычисление выходных результатов в рамках распределен-
ной веб-системы DECERNS WebSDSS выполняются на стороне 
сервера. При использовании ProMAA, например, время расчета 
задачи с 5-ю критериями и 5-ю альтернативами (все критерии и 
веса, за исключением максимального, рассматриваются распре-
деленными) составляет менее 0,4 секунды (для 10 критериев и 
10 альтернатив – менее 1,8 секунды); указанные оценки зависят 
от характеристик компьютера и включают только время работы 
процессора (в указанном случае использовался сервер с часто-
той 3 ГГц). 
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4. Заключение 

Предложенные методы FMAA и ProMAA, основанные на 
оценке индексов приемлемости рангов, представляют собой 
один из подходов к учету неопределенностей объективных 
значений и субъективных предпочтений в рамках многокрите-
риального анализа решений. Являясь фактически расширением 
методов MAVT/MAUT, описанные варианты многокритериаль-
ного анализа приемлемости FMAA и ProMAA не используют 
концепцию ожидаемой полезности. Указанные методы могут 
быть эффективным средством анализа решений в случаях суще-
ственной неопределенности значений критериев и/или весовых 
коэффициентов; при этом неопределенности могут быть пред-
ставлены как с использованием вероятностных методов (Pro-
MAA), так и с использованием нечетких величин (FMAA). 

Метод FMAA представляет собой оригинальный подход к 
анализу приемлемости альтернатив, основанный на применении 
базового алгоритма (1)–(4) и определения меры приемлемости 
рангов с использованием аппарата нечеткой логики. 

Использование нечетких значений объективных показате-
лей и субъективных предпочтений (значения критериев и/или 
весовых коэффициентов) и их интеграция в рамках методов 
многокритериального анализа (FMAA, F-MAVT и др.) в целом 
ряде случаев может быть более обоснованным, чем моделиро-
вание процесса многокритериального анализа с использованием 
случайных величин/вероятностных методов. Что касается непо-
средственно использования методологии нечетких чисел и 
нечеткой логики в рамках многокритериального анализа прием-
лемости для решения конкретных практических задач, то здесь 
необходимо проведение дополнительных исследований. 

ProMAA также представляет собой оригинальную реализа-
цию многокритериального анализа приемлемости с использова-
нием методов теории вероятностей, и является альтернативным 
по отношению к SMAA-2 подходом к оценке индексов приемле-
мости рангов [17]. Методы SMAA базируются на использовании 
процедур Монте-Карло; в ProMAA вычисляются распределения 
функций от (независимых) случайных величин на основе реали-
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зации соответствующих теоретико-вероятностных методов. 
Процедуры задания весовых коэффициентов в SMAA-2 и Pro-
MAA-V (ProMAA, основанном на аддитивной модели 
MAVT/MAUT (7) и частных функций ценности) являются раз-
личными: в ProMAA веса задаются в соответствии с методом 
задания весовых коэффициентов swing (раздел 2.5); в SMAA-2 
веса выбираются из заданных (m – 1) интервалов возможного 
изменения весов в соответствии с законами распределения, где 
m – число критериев; последний вес определяется из соотноше-
ния нормировки весов (8), если при этом выборка из (m – 1) 
весов является допустимой (т.е. допускает вычисление послед-
него неотрицательного весового коэффициента, лежащего в 
соответствующем интервале). Указанные различия в алгоритмах 
задания весов являются одной из причин различия оценок ин-
дексов приемлемости в SMAA и ProMAA (проведенные исследо-
вания показывают, что это различие составляет менее 3%). 

При использовании ProMAA/FMAA в рамках многокритери-
альной системы поддержки принятия решений DECERNS 
WebSDSS [34] пользователи/эксперты могут также сравнивать 
результаты проведенного анализа (ранжирование альтернатив, 
результаты анализа неопределенностей, рекомендации для 
принятия решений или проведения дальнейших исследований), 
полученные с использованием других методов. В DECERNS 
WebSDSS, кроме ProMAA и FMAA, реализованы также много-
критериальные методы анализа решений MAVT, MAUT, AHP, 
TOPSIS, PEOMETHEE, Fuzzy-MAVT, FlowSort. При этом в рам-
ках DECERNS WebSDSS используется одна и та же базовая 
структура таблицы для задания входных значений (performance 
table), автоматически расширяемая до необходимой степени при 
выборе метода с более сложной структурой входных данных. 
Это позволяет (при наличии возможности, необходимости и/или 
при желании пользователей/экспертов) эффективно переходить 
от одного метода МКАР к другому и сравнивать полученные 
результаты в процессе поддержки принятия решений. Безуслов-
но, параметризация субъективных предпочтений, в том числе 
задание весовых коэффициентов при использовании каждого из 
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выбираемых методов, является задачей экспертов, участвующих 
в решении многокритериальной задачи. 

Возможности реализованных в рамках DECERNS WebSDSS 
методов ProMAA и FMAA прорабатываются авторами в рамках 
решения конкретных многокритериальных задач. 
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Abstract: The new approach to uncertainty treatment within multic-
riteria decision analysis taking into account uncertainties of crite-
ria values and subjective judgments has been presented. The meth-
ods suggested (FMAA, Fuzzy Multicriteria Acceptability Analysis, 
and ProMAA, Probabilistic MAA) are based on assessing rank 
acceptability indices. The general approach to FMAA/ProMAA 
implementation along with its specification for multicriteria addi-
tive utility models is discussed. Realization of FMAA/ProMAA/is 
based on the numerical approximation of functions of random/fuzzy 
variables and the numerical assessment of integrals without Monte 
Carlo simulations. The decision support system DECERNS 
WebSDSS which implements FMAA and ProMAA as well as several 
other multicriteria decision analysis methods has been briefly 
described. 
 
Keywords: multi-criteria decision analysis; uncertainty analysis; 
multicriteria acceptability analysis; decision support systems; 
DECERNS WebSDSS. 
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ПРОГНОЗИРОВАНИЕ СОСТОЯНИЯ  
ДИНАМИЧЕСКИХ СИСТЕМ  
НА ОСНОВЕ АНАЛИЗА ИХ 

СПЕКТРАЛЬНЫХ ХАРАКТЕРИСТИК 

Андриенко А. Я.1, Тропова Е. И.2 
(Учреждение Российской академии наук 

Институт проблем управления им. В. А. Трапезникова 
РАН, Москва) 

 
Предложен метод построения оценок спектральной плотности 
стационарного процесса по его реализации ограниченной дли-
тельности. Повышение точности этих оценок достигается 
варьированием ширины спектрального окна в функции от дли-
тельности наблюдения и локальных свойств спектральной 
плотности. 
 
Ключевые слова: случайный процесс, оценка спектральной 
плотности, преобразование Фурье, спектральное окно. 
 
1. Введение 

Решение многих задач, возникающих в различных областях 
техники, приводит к необходимости оценивания состояния 
случайного процесса и прогнозирования этого состояния в 
будущие моменты времени. Можно выделить два типа таких 
задач. 

К первому типу относятся задачи, в которых требуется по 
наблюдаемой реализации случайного процесса количественно 
оценить его статистические характеристики. Примером задачи 
этого типа является оценивание ресурса механических конст-
рукций, подверженных воздействию случайной нагрузки.  
                                                           
1 Анатолий Яковлевич Андриенко, заведующий лабораторией, доктор 
технических наук, профессор (vladguc@ipu.rssi.ru). 
2 Елена Ивановна Тропова, научный сотрудник (тел. (495) 334-88-71). 
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В задачах второго типа по наблюдаемой реализации требу-
ется оценить случайное значение, которое примет реализация в 
будущие моменты времени. Примерами задач этого типа служат 
прогноз спроса на рыночную продукцию либо оперативный 
(или долговременный) прогноз регулярности полетов, исполь-
зуемый при планировании эксплуатации аэродрома, и т.д. 

Для решения таких задач широко используется спектраль-
ный метод. Среди различных подходов к оцениванию спектра 
значительное место занимают методы, основанные на вычисле-
нии периодограммы с последующим её сглаживанием при 
помощи спектрального окна [1]. В этих методах используется 
минимальная априорная информация о случайном процессе 
(обычно предполагается стационарность процесса и гладкость 
его спектральной плотности). Предложено большое количество 
различных спектральных окон, для большинства из них получе-
ны асимптотические оценки статистической точности действия 
и найдены условия асимптотической оптимальности [2]. Однако 
во многих практических случаях наблюдению доступен фраг-
мент реализации случайного процесса, длительность которого 
существенно ограничена. В этих условиях асимптотически 
оптимальные спектральные окна могут приводить к большим 
погрешностям оценивания спектральной плотности (СП). В 
статье основное внимание уделено формированию оптимальных 
оценок СП случайного процесса по его реализации конечной 
длительности. 

2. Постановка задачи 

В основе большинства известных методов оценивания 
спектра лежит периодограмма 

2

0

)2exp()(2)( ∫ −=
T

T dtftitx
T

fJ π , 

где f – частота (в герцах); x(t) – реализация стационарного слу-
чайного процесса {X(t)}. 
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Всякая оценка спектральной плотности S(f), являющаяся 
линейной комбинацией значений периодограммы, в общем виде 
может быть представлена сверткой [2] 

(1) ∫
∞

−=
0

)()()(ˆ dλλJλfWfS TT , 

где W(f − λ) – спектральное окно. В известных методах это окно 
подбирается так, чтобы оно имело резко выраженный максимум 
в нуле и давало асимптотически несмещенную и состоятельную 
оценку спектральной плотности S(f). Отметим, что форма спек-
трального окна в (1) одинакова для всей совокупности частот, на 
которых строятся точечные оценки спектральной плотности, и 
зависят только от разности f − λ .  

Вместо линейной оценки (1) предлагается использовать не-
линейную оценку 

(2) ∫
∞

−=
0

)(),()(ˆ dλλJfλfWfS TT , 

в которой форма спектрального окна зависит от локальных 
свойств периодограммы в окрестности частоты f, на которой 
строится оценка. Известно [1], что требования уменьшения 
смещения оценки спектральной плотности и обеспечения наи-
более быстрой сходимости дисперсии этой оценки к нулю при 
неограниченном увеличении длительности наблюдения T ока-
зываются противоречивыми. Если СП стационарного процесса 
является гладкой функцией частоты, то смещение оценки (1) 
пропорционально второй производной спектральной плотности, 
а дисперсия этой оценки пропорциональна квадрату спектраль-
ной плотности. Отсюда следует, что относительный вклад сме-
щения и дисперсии в суммарную статистическую точность 
оценки (1) зависит от соотношения между значением спектраль-
ной плотности и величиной её второй производной, т.е. от ло-
кальных свойств спектральной плотности. Задача заключается в 
том, чтобы для каждой частоты f, на которой строится точечная 
оценка спектральной плотности, выбрать такую форму спек-
трального окна W(f − λ, f), которая обеспечила бы минимум 
среднеквадратического уклонения оценки (2) от истинного 
значения СП. 
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В следующем разделе вводится скользящее преобразование 
Фурье, рассматриваются его основные свойства и показывается, 
каким образом можно построить семейство оценок вида (2) в 
функции от эффективной ширины спектрального окна. В разде-
ле 4 кратко представлен способ выбора оптимальной ширины 
спектрального окна для формирования оптимальной оценки 
спектральной плотности процесса по его финитной реализации. 

3. Некоторые свойства  
скользящего преобразования Фурье 

Пусть x(t) – действительная функция, заданная на всей чи-
словой оси и суммируемая с квадратом на любом конечном 
интервале τ. Определим скользящий интервал {Jtτ : t ≤ s ≤ t + τ}, 
ширина τ которого постоянна, а начальная точка скользит вдоль 
числовой оси. Представим разложение x(t) на интервале Jtτ в ряд 
Фурье: 

(3) ∑
∞

−∞=

≤≤+≈+
k

kτ sstkωitcstx ,0)),(exp()()( τ  

коэффициенты которого в отличие от обычного ряда Фурье 
зависят от времени: 

 ,...2,1,0,)exp()(1)(
0

±±=−+= ∫ kdsskistxtcr

τ

τ ω
τ

. 

Ряд (3) сходится на интервале τ к x(t) в каждой точке её не-
прерывности, однако в концевых точках поточечная сходимость 
нарушается из-за эффекта Гиббса [2]. Поэтому вместо (3) будем 
рассматривать ряд 

(4) ,)exp()()( ∑
∞

−∞=

−≈
k

kτ tkωitctx ε  

где ε − фиксированное малое положительное число. Этот ряд 
сходится к x(t) в каждой точке её непрерывности; более того, 
если дополнительно потребовать выполнения одного из усло-
вий, обеспечивающих равномерную сходимость (например, 
условия Дини), то в (4) может быть поставлен знак равенства. 
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Проведем такие же рассуждения применительно к случай-
ному процессу {X(t)}. Будем полагать, что процесс стационар-
ный, эргодический, непрерывен в среднеквадратическом и 
обладает конечными моментами до четвертого порядка включи-
тельно. Тогда интеграл 

 ∫ ±=−+=
τ

τ ω
τ

η
0

...),1,0()exp()(1)( kdsskistXtk , 

является случайной функцией t. Поэтому записанный по анало-
гии с (4) ряд 

(5) τεεη <<−≈ ∑
∞

−∞=

0,)exp()()(
k

kτ tkωittX , 

сходится к {X(t)}. Остановимся кратко на конечных его свойствах. 
Рассматривая ряд (4) при различных значениях ширины ба-

зового интервала τ, получим семейство скользящих рядов Фурье 
{Фτ X}, где Фτ – линейный оператор скользящего преобразова-
ния Фурье. В силу сделанных предположений о случайном 
процессе X(t) выражение 
(6) [ ]2)(2)( ωητω ττ MS =  
(где M(⋅) – оператор матожидания) имеет смысл для каждого τ. 
Величина Sτ (ω) при τ → ∞ сходится к спектральной плотности 
процесса S(ω). 

В силу линейности оператора Фτ и эргодичности {X(t)} слу-
чайные функции {ηkτ(t)} стационарны и эргодичны, поэтому 
оператор матожидания (6) может быть заменен усреднением по 
времени: 

(7) ∫
−

∞→ −
=

τ

ττ ωη
τ

τ
ω

T

T
dtt

T
S

0

2),(2lim)( . 

Если наблюдению доступен фрагмент реализации полной 
длительности T, то параметрическое семейство оценок (6) для 
различных τ может быть получено из (7) в виде 

(8) Tdtt
T

S
T

T ≤<
−

= ∫
−

τωη
τ

τ
ω

τ

ττ 0,),(2)(ˆ
0

2 . 

Обозначим дисперсию оценки (8) через )(2 ωστT  и смещение 
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– через bτT(ω). Среднеквадратическое уклонение оценки (8) 
относительно истинного значения S(ω) есть 

(9) [ ] )()()()(ˆ 222
ωωσωω τττ TTT bSSM +=− . 

Первый член в этом выражении с уменьшением τ падает в 
силу возрастания интервала временного сглаживания T − τ, 
второй возрастает. Задача состоит в том, чтобы при фиксиро-
ванной полной длительности T отыскать оптимальной значение 
τ, доставляющее минимум (9). 

4. Оптимальное оценивание спектральной  
плотности процесса по его финитной реализации 

Пусть {X(t), 0 ≤ t ≤ T} – финитный фрагмент реализации 
случайного процесса X, удовлетворяющего приведенным в 
разделе 3 предположениям. Выбор ширины базового интервала 
τ определяется тремя факторами: требуемым разрешением 
оценок СП по частоте, удобством применения процедуры быст-
рого преобразования Фурье и корреляционными свойствами 
процесса. 

Будем полагать, что этот интервал укладывается целое чис-
ло (N) раз на полном интервале T, т.е. T = Nτ. Исходным являет-
ся семейство оценок вида   

(10) 

.1...,,2,1...;,2,1,;)()(

,)()sin()(ˆ
2

−===−=

+



= ∫

∞

∞−

NkkfJJ

dfJfS

kTT

kTk

ντλλ

λλ
πλντ

πλντ
ντντ  

Дальнейший анализ выражения (10) проведем при двух 
предположениях: 1) полная длительность T финитного фрагмен-
та реализации процесса достаточно велика, так что для периодо-
граммы могут быть использованы асимптотические оценки; 
2) спектральная плотность S(λ) процесса является гладкой (два-
жды дифференцируемой) функцией частоты. 

Известно [2], что JT(λ) есть несмещенная оценка ST(λ), по-
этому при больших T периодограмма может быть приближенно 
представлена в виде 
(11) )()()( λξλλ TTT SJ += , 
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где ξT(λ) – случайная функция с независимыми значениями, 
нулевым матожиданием и дисперсией )()]([ 22 λλξσ TT S≈ , λ ≠ 0. 

С учетом (10), (11) уклонение оценки спектральной плотно-
сти от истинного значения представим в виде 

(12) 

.sin1

)(sin1)()(ˆ

2

2

λ
πντ

λ
ξ

λ
λ

π

λ
πντ

λ
λ

λ
πντ

df

dfSfSfSfS

kT

kTkTkTk

∫

∫
∞

∞−

∞

∞−







 +






+

+







−






 +






=−

 

Первый интеграл в этом выражении описывает смещение 
оценки, второй – её вариабельность. При больших T можно 
воспользоваться известным асимптотическим выражением для 
дисперсии [2] 

(13) [ ] )()()( 222
kkTk fS

N
fJ

N
f ν

σ
ν

σντ ≈≈ , 

откуда следует, что при выборе малых значений ν/N дисперсия 
оценки (10) может быть значительно уменьшена, но при этом 
возрастает смещение оценки вследствие увеличения эффектив-
ной ширины спектрального окна и влияния на оценку значений 
спектра на более отдаленных частотах.  

Используя предположение 2), представим приближенно 
спектральную плотность в виде квадратичного трехчлена 

(14) 

.

,)(
)(2

1)(1)( 2
2

πλπ

λ
πντ

λ
πντπντ

λ

≤≤−

′′+′+≈





 + kTkTkTkT fSfSfSfS

 

Погрешность этого приближения на интервале −π ≤ λ ≤ π 
может быть сделана сколь угодно малой посредством выбора 
достаточно больших значений ν. Подставив (14) в первый инте-
грал правой части (12) и учтя, что подынтегральная функция 
является четной, получим для смещения оценки приближенную 
формулу 

(15) 22
2

2)()( TfSNfb kk π
νντ ′′






≈ . 
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Для формирования оптимальной точечной оценки спек-
тральной плотности при фиксированной полной длительности 
наблюдения T, необходимо выбрать такое ν*, при котором сред-
неквадратическое уклонение оценки (относительно истинного 
значения спектра) минимально. Обозначив ρ = ν/N, из (12) с 
учетом (13) и (15) получим  

 [ ] [ ]222
4

22
2)(1)()()(ˆ TfSfSfSfSM kT

k
kkkTk π

ρ
ρντ ′′+≈− . 

Это выражение достигает минимума при  

 [ ]5 2
44

*
* )()(1

kTkT
k

k fSfS
TN

′′==
π

ν
ρ . 

Таким образом, оптимальная ширина спектрального окна 
(т.е. оптимальное значение τν *

k ) зависит от локальных свойств 
спектральной плотности в окрестности частоты fk и от полной 
длительности наблюдения T. Если на частоте fk  спектральная 
плотность имеет резкий пик (или провал), то ее вторая произ-
водная в этой точке отрицательна (соответственно положитель-
на) и велика по абсолютной величине. В этом случае оценка (10) 
согласно (15) будет иметь большое смещение и ширину спек-
трального окна следует увеличивать. Если же в окрестности 
частоты fk спектральная плотность постоянна либо изменяется 
по закону, близкому к линейному, то смещение у оценки (10) 
практически отсутствует и величина τν *

k  должна быть выбрана 
возможно более малой с тем, чтобы обеспечить максимальное 
сглаживание случайной составляющей оценки. 

Отметим также, что при T → 0 оптимальное значение *
kρ  

стремится к нулю при любой форме спектральной плотности, 
при этом оценка (10) является состоятельной и асимптотически 
несмещенной, что согласуется с известными результатами.  

5. Заключение 

Представленный метод оценивания спектральной плотно-
сти стационарного ограниченной длительности позволяет повы-
сить статистическую точность оценок посредством использова-
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ния на каждой частоте спектральных окон переменной ширины, 
автоматически учитывающих особенности корреляционных 
связей анализируемого процесса. Необходимое быстродействие 
оценивания обеспечивается применением быстрого преобразо-
вания Фурье на всех этапах вычислений. 
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ИССЛЕДОВАНИЕ УСЛОВИЙ ПРИЧИННОСТИ 
И УСТОЙЧИВОСТИ СИСТЕМЫ УПРАВЛЕНИЯ 

ЛИНЕЙНЫМ ОБЪЕКТОМ ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ 
(ОСОБЫЕ СЛУЧАИ). ЧАСТЬ II 

Солнечный Э. М.1, Черёмушкина Л. А.2  
(Учреждение Российской академии наук 

Институт проблем управления РАН, Москва) 
 

Для одного из особых видов граничных условий на одномерно 
распределённый объект теплопроводности конечной длины по-
лучены оценки норм операторов, входящих в достаточное ус-
ловие детерминированности, причинности и устойчивости 
системы управления объектом с помощью нелинейной обрат-
ной связи. 

 
Ключевые слова: система управления, причинность, устой-
чивость, распределенные динамические системы, линейный 
объект теплопроводности, теория функций комплексного 
переменного. 

1. Введение 

Настоящая работа опирается на изложенную в [4] методику 
исследования условий детерминированности, причинности и ус-
тойчивости системы, состоящей из линейного распределённого 
объекта и, вообще говоря, нелинейной обратной связи. Работа 
содержит исследование ограниченности операторов, входящих 
в полученное в [4] достаточное условие причинности и устойчи-
вости системы управления одномерно распределённым объек-
                                                 
1 Энгель Михайлович Солнечный, доктор физико-математических на-
ук (Москва, ул. Профсоюзная, д. 65, тел. (495) 334-92-29). 
2 Людмила Александровна Черёмушкина (Москва, ул. Профсоюзная, 
д. 65, тел. (495) 334-92-29). 
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том теплопроводности конечной длины l > 1, и определение 
оценок норм этих операторов.  

Объект, рассматриваемый в данной работе, описывается 
уравнениями  

(1.1) 








∂
∆∂

−=∆

∂
∆∂
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с граничными условиями вида  
(1.2) uyCyC lxlx =+ == || 00 ,  

где 
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∆
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=

2

1

u
u

u ; u − отклонение входного воздействия 

на объект от его установившегося значения; ∆T, ∆q − отклоне-
ние соответственно температуры T и потока тепла q (в направ-
лении возрастания x) от их установившихся значений; t − время; 
x – координата вдоль длины объекта (x ∈ L = [0, l]); c − тепло-
емкость теплопередающей среды на единицу длины; λ − коэф-
фициент теплопроводности среды; C0 = (c0rs) и Cl = (clrs), где 
r, s = 1, 2, − заданные числовые квадратные матрицы 2-го по-
рядка.  

При этом в рассматриваемом в данной работе особом слу-
чае матрицы С0 и Сl полагаются такими, что определяемые че-
рез элементы этих матриц коэффициенты a0 = det C0 + det Cl и 
a1 = det ((c0r1)(clr2)) = c011cl21 – cl11c021 не равны нулю. Здесь 
p = 1, 2, т.е. (с0p1), (clp1) − первые столбцы матриц С0 и Сl соот-
ветственно. Два же других коэффициента a2 = det ((c0p1)(clp2)) и 
a12 = det ((c0p1)(clp2)) – det ((c0p2)(clp1)), p = 1, 2, равняются нулю: 
a2 = 0, a12 = 0 (см. [4]).  

Один из простейших видов матриц C0, Cl, удовлетворяю-
щих этим условиям, представлен в следующем примере: 

(1.3) 






=∆+∆
=∆

==

=

;
,

20

10

uTqb
uT

lxx

x  

где b ≠ 0.  
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В настоящей работе, являющейся продолжением работы 
[5], проводится:  

1.  Исследование расположения полюсов передаточной 
функции Y объекта от u к y, т.е. нулей её знаменателя D, имею-
щего для рассматриваемой задачи вид  

(1.4) P
k
aS

k
aaD l

11
0 =−= ,  

где θλck = ; θ  – константа, имеющая размерность времени; 

)ˆˆsh)(( ζζθαlSl = ; λα c= ; plp αζ =)(ˆ  – однозначная 

ветвь функции plp αζ =)(  комплексного переменного p с об-

ластью значений CCC ⊂≥== + }0:{ˆ ττζ i . Здесь C  – ком-
плексная плоскость, }0:{ >+==+ στσζ iC ; σ, τ – веществен-
ные числа; plplpP ααγ /)sh()( −= ; ζζγζ ˆˆsh)ˆ(ˆ −=P ; 

10 aka=γ .  
Параметр γ будем далее считать отрицательным (что озна-

чает отрицательность произведения а0а1). Такой выбор γ гаран-
тирует отсутствие у функции D(p), вещественных положитель-
ных нулей (наличие таких нулей у функции D(p) означало бы 
неустойчивость изучаемого объекта).  

2.  Определение пространства U входных воздействий, для 
которого гарантирована устойчивость объекта, под которой 
здесь понимается ограниченность оператора u → y. Как следует 
из выражения для передаточной функции Y объекта (см. [4], 
формула (2.2)), устойчивость объекта гарантирована при огра-
ниченности сужений на U операторов  

DJR
ξ

 ( SHJ ,= ; L∈ξ ),  

имеющих передаточные функции   

(1.5) 
D
J

R DJ
ξ

ξ
=  ( SHJ ,= ),   

где 





= pl

l
pH α

ξ
ξ ch)( ; 






= pl

lpl
lpS α

ξ
θα

α
ξ sh)( .   
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Пространство U ищется в классе пространств Q(–i,j) (i, j = 1, 2, ...) 
функций-оригиналов φ [1], равномерно ограниченных при t > 0, 
имеющих i ограниченных первообразных φ(–r), 0 ≤ r ≤ i, и j огра-
ниченных (обобщенных) производных φ(–s), 0 ≤ s ≤ j. Для крат-
кости Q(0,j) обозначаем Qj, а Q(0,0) обозначаем Q. Норма в про-
странстве Q(–i,j):  

(1.6) 
( )

( ) ( ) 





=

>

−−

>÷=÷=−

ss

t

rr

tjsirji
θϕθϕϕ

000,0
supvrai,supvraimax

,Q . 

Функции DJR
ξ

 входят как в выражение для передаточной 

функции объекта Y, так и в достаточное условие детерминиро-
ванности, причинности и устойчивости замкнутой системы 
«объект–обратная связь» (см. [4], формула (2.2)), имеющее вид:  
(1.7) 1<XL .   
В (1.7) обозначено (см. [4], формула (2.4)):  
 

UU ,2,1 12 FFX LmLmL += ,  

 UU ,
110

,220
|||||)||(| S

l
Hl N

k
ccNccm αα

ααα
+

++= ,  

 
UBL

U DJ
ξ

J RN
ζ

∈
= sup, , J = H, S;  

UB  – пространство линейных ограниченных операторов 
U → Q ; 

U,αFL  – константа, входящая в условии липшицевости 

обратной связи:  
(1.8) ( ) ( ) XU U 2121 ΔΔ,Δ,Δ

,
TTLfTFfTF F −≤−

ααα , 2,1=α ,  

где Fα(∆T, f) – реализуемый обратной связью оператор (вообще 
говоря, нелинейный) X → U; f – внешнее воздействие, дейст-
вующее на обратную связь; X – пространство ограниченных 
функций ∆T: L → Q с нормой  
 ( )

Q
L

X
ξ

ξ
TT ∆=∆

∈
sup .  

3.  Вычисление оценок для норм сужений операторов  
(1.9) PJR

ξ
, SHJ ,= , 

имеющих передаточные функции  
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(1.10) DJPJ R
k
a

P
J

R
ξξ

ξ 1== ,  

на пространство U и рассматриваемых как операторы U → Q. 
Как видно из выражений для LX, mα и NJ,U, эти оценки необхо-
димы для определения (по достаточности) класса FB обратных 
связей, для каждой из которых гарантированы детерминирован-
ность, причинность и устойчивость замкнутой системы.  

2. Исследование полюсов функций PJR
ξ

 (J = H, S) 

Введём в рассмотрение функцию h(τ) = sin τ/τ веще-
ственного переменного τ. Так как функция h – чётная, до-
статочно считать τ положительным.  

В интервалах In = (π(2n – 1), 2πn), n ≥ 1, функция h прини-
мает отрицательные значения и имеет минимумы в точках nτ , 
являющихся решениями уравнения τ = tg τ ; точка nτ  располага-
ется в интервале Jn = (π(2n – 1), π(2n – 0,5)). Минимальное зна-
чение функции h в интервале In:  

(2.1) ( )
21

1cossinmin
n

nnn hh
n τ

ττ
τ

τ

+
−====

J
. 

Обозначим через Nγ наибольшее из чисел n, для которых 

nh≥γ  (если 1h<γ , считаем Nγ = 0), через *h  обозначим вели-
чину )(

γγ
τ NN hh = , а через *τ  − величину 

γ
τ N . 

Т е о р е м а 1.  При любом )0,( 1h∈γ  в области Ĉ  функция 
)ˆ(ˆ ζP  имеет 2Nγ простых чисто мнимых нулей вида nknk iτζ =0ˆ , 

k = 1, 2, где τnk – решения уравнения  

(2.2) γ
τ

τ
=

sin ,  

находящиеся в интервале In = (π(2n –1), 2πn), а при *h=γ , где 

2)(1

1
∗

∗

+
−==

τ
γNhh ,   

γ
ττ N=∗ ,  
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функция P̂  имеет нуль 2-го порядка ζ* = iτ*. Этим нулям при 
)0,( 1h∈γ  соответствуют простые вещественные отрица-

тельные нули  

(2.3) 
2







−=

l
p nk

nk α
τ  

функций P и D, а при γ = h* – нуль 2-го порядка 

(2.4) 
2









−=

∗
∗

l
p

α
τ .  

Кроме того, функция P̂  при любом γ < 0 имеет в Ĉ  счёт-
ное число пар простых комплексных нулей вида 000

nnn iτσζ ±= , у 
которых 00 >nσ , nn M∈0τ , )),12(( nn n τπ −=M , 1+≥ γNn . Этим 

парам нулей функции )ˆ(ˆ ζP  соответствуют пары сопряжён-
ных комплексных нулей    

(2.5) 
20

0








=

l
p n

n α
ζ  

функции P(p). При 5697,4~
1 −=> γγ  все нули функции P̂  удовле-

творяют условию |Im||Re| 00
nknk ζζ < , поэтому все нули функции 

P(p) располагаются в полуплоскости C– = {p: Re p < 0}. Если 
же 1

~γγ < , то P(p) приобретает такие нули вида 000
nnn iτσζ ±= , 

у которых 00
nn τσ ≥ , что означает неустойчивость объекта 

управления.  
Доказательство теоремы см. в приложении П1.  
Исходя из требования устойчивости объекта и опираясь на 

теорему 1, в дальнейшем будем полагать 1
~γγ > . Как показыва-

ют вычисления, минимумы функции h(τ) в первых трех интер-
валах I1, I2, I3 достигаются в точках  
 49341,41 =τ ,   90412,102 =τ ,  22076,173 =τ  
и, соответственно, равны 
 21723,01 −=h , 09133,02 −=h , 05797,03 −=h .  
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Поэтому при | γ | > 0,21723 функция P̂  не имеет чисто мнимых 
нулей (Nγ = 0), а функция P, соответственно, не имеет вещест-
венных нулей. При 0,01933 < | γ | ≤ 0,21723 имеем Nγ = 1. При 
меньших значениях | γ | величину Nγ можно оценить следующим 
образом. 
Т е о р е м а 2.  При | γ | ≤ 0,0194 величина Nγ находится в диапа-
зоне  

(2.6) 







+−∈

2
1

||2
1,

4
3

||2
1

γπγπγN .  

Если при этом ]|,
γγ

ργ NNh /1(|||
11 +

=∈Γ , где 

)5,02( −= γπρ
γ

NN , то 

(2.7) 







+=

4
1

||2
1int

γπγN ,  

где int (x) − целая часть числа x.  
Если же ]*

2 ,/1(|| hNγ
ργ =∈Γ , где |

γNhh |* = , то  

(2.8) 







+=

2
1

||2
1int

γπγN .  

Доказательство теоремы см. в приложении П2.  

3. Разложение операторов на составляющие по 
полюсам их передаточных функций PJR

ξ
 (J = H, S) 

Введём в рассмотрение функции  

(3.1) 
J P

J

R
F ξ=

Θ
,  SHJ ,= ,  

где Θ(p) = θp, θ – см. раздел 1, и систему {Gn, n ≥ 1} окружно-
стей  
(3.2) })/(||:{ 22 lpp nn αρ=∈= CG ,  где )212( −= γπρ

γ
NN . 

Л е м м а.  Значения функций  FJ (J = H, S) на окружностях Gn 
стремятся к нулю при n → ∞. 
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Доказательство леммы дано в приложении П3. Лемма по-
зволяет применить к функциям FJ

 
 теорему Коши [1, п. 71].  

Т е о р е м а 3.  Функция FJ
 
 представима в виде суммы ряда, со-

ставленного из главных частей её разложений в ряд Лорана в 
окрестностях полюсов 0

np  (n ≥ 1):  
(3.3) cJJNJJJJ WWWWWF ++++= *

rr0
~

γ
,    

где 
p

CpW J
J

0
0 )( = ;  ∑

−

=
=

1

1
rr

~γN

n
nJJ WW ;  

 ∑
= −

=
2

1
r )(~

k nk

Jnk
nJ pp

CpW , n = 1, …, Nγ; 

 








=
−

+
−

∈
=

+

;
)(

),,(0
)( *

2*

*
2

*

*
1

*

*
1

hпри
pp

C
pp

C
hhпри

pW
JJ

N

J γ

γ
γ

 

 







−

+
−

= ∑
∞

+=
0

0

0

0

1
)(

n

Jn

n

Jn

Nn
J pp

C
pp

CpW
γ

c ;  

 C∈p , nkp , 0
np , *p , *h  − см. формулировку теоремы 1;  

 
)1(

1
0 −

=
γθHC ;  

1
1

230 −
=

γ
ξ

θ
α

l
lCS ; 

 
221

))cos((2

nknk

nk
Hnk

s

lC
τγγ

τξ
θ −+

= ;  
)1(

))sin((2
2223
nknknk

nk
Snk

s

llC
τγγτ

τξ
θ

α

−+
= ; 

 
11 =ns  при ],1[ γNn ∈ ;  12 −=ns  при ]1,1[ −∈ γNn ;  

 
)1||(2 γγ

ργ NN signs −= ;     

 







−+= ))sin((

3
))cos(()(14 *

*

*
2*

*
*

1 τξ
ξ

τ
τξ

τ
θτ

l
l

lCH ; 

 







−

+
= ))cos(())sin((

3
4)(1

)(
4 *

*

*

23

2*

2*
*

1 τξ
ξ

τ
τξ

θ
τ

τ
α l

l
llCS ;  

 2**
2

*
2 )(1))cos((

)(
8

ττξ
θα

+= l
l

CH ;  
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 2*
*

*

23
*

2 )(1))sin((8
τ

τ
τξ

θα
+=

l
l

CS ;  

 0

0
0

ch
))ch((2

n

n
Hn

lC
ζγ
ζξ

θ −
= ,  

)ch(
))sh((2
00

0

23
0

nn

n
Sn

llC
ζγζ

ζξ
θ

α
−

= .  

Доказательство теоремы дано в приложении П4. 
Из (3.3) следуют разложения для функций PJR

ξ
 (J = H, S ):  

(3.4) )~Θ( *
rr0 cJJNJJJPJ WWWWCR ++++=

γξ
θ .    

Функции θ0JC , nJW r
~  (n = 1, …, Nγ), rJW , *

JW  и cJW  явля-
ются соответственно передаточными функциями операторов  
 θ0JC , nJW r

~  (n = 1, …, Nγ), rJW , *
JW  и cJW ;  

эти операторы входят в пространство B ограниченных операто-
ров Q → Q (см. раздел 1). Норма оператора с передаточной 
функцией СJ0θ в пространстве B равна, естественно, СJ0θ. Опе-
ратор с передаточной функцией Θ, который пропорционален 
оператору обобщённого дифференцирования, входит в про-
странство B1 операторов Q1 → Q (Q1 – см. раздел 1), и его нор-
ма в пространстве B1 равна 1.  

Ниже будут рассмотрены вопросы вычисления или оценки 
норм остальных операторов с передаточными функциями, вхо-
дящими в правую часть (3.14). 

4. Вычисление норм операторов nJW r
~  (n ≤ Nγ, J = H, S) 

и оценка норм операторов rJW   

Т е о р е м а 4.  Нормы операторов nJW r
~  (n = 1, …, Nγ) в про-

странстве B вычисляются следующим образом: 

(4.1) ))cos(()(2|||| 2

2

1

2

r nk
nkk

Hk

k
nH l

b
clW τξ
τθ

α
∑

=
=B ,    

(4.2) ))sin(()(2|||| 3

2

1
23

3

r nk
nkk

Sk

k
nS l

b
clW τξ
τθ

α
∑

=
=B ,    
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где 




>−
≤

= − ;112
,11

J
r

J

J
Jk QприQ

Qпри
c

k
  2,1=k ;  2

1
2
2

2

nn

nk
kr ττ

τ
−

= ;  

SHJ ,= ; 
))cos((
))cos((

1

2

2

1

n

n
H l

l
b
bQ

τξ
τξ

−= ; 
))sin((
))sin((

1

2

2

1

2

1

n

n

n

n
S l

l
b
bQ

τξ
τξ

τ
τ

−= ;  

22 γττγ −+= nknknkk sb ; nks  – см. формулировку теоремы 3; 
значения 1nτ , 2nτ  ( )),12((1 nnn n τπτ −=∈M , )2,(2 nnnn πττ =∈L ) 
вычисляются путем численного решения уравнения (2.2) в ин-
тервалах nM  и nL .  

Доказательство теоремы дано в приложении П5. 

Т е о р е м а 5.  При | γ | < 0,04 нормы операторов rJW  (J = H, S) 
в пространстве B могут быть оценены сверху с помощью сле-
дующих соотношений: 
(5.1) )(|||| 21r JJJJ MMkW +<B ,    

где 2

2)(2
π
α

θ
lkH = ; 

γ
µ

π
α

θ NS
lk 3

3

23
)(2

= ; 

 ( )lNN /)1(2,1min ξπµ γγ
−= ;  

 










−
−=

54
1

9
7

||
1

2
γγ N

M H ;  










−
−= 22 )54(

1
27
11

||
1

γγ N
M S ; 

 211 JJJJ mmrM ++= ;  






−≤
+
+

−=
= ;2

)12(
)2/32(

,10

γβ

γ

π Nnпри
n
n

Nnпри
r

J
J

J

J

J
J

 

 








 −+−
=

|8|
4121

int
πγ

πγπγ
Hn ;  









 −+−
=

|12|
6432

int
πγ

πγπγ
Sn ;  

 2=Hβ ,  3=Sβ ;  

 ( ) +
−+

+
+

+
=

πγ
πγ

γπ 142
32ln

223
2

1
J

J
J n

Bm  

 ( )
( )∑

=









−
−

−
+−+

J

i
i

J

iJ
J

J

ni
A

nA β

2

1

12
11

12
112ln

2
; 
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 02 =Jm  при 2−≥ γNnJ , а в случае 3−≤ γNnJ    

 +
−+−

−
=

)54(2()32(
)54(

2
γ

β
γ

γ

πγ

π

NN
N

m
JJ  

 ( )
+

+

−
+

−+
+++

+
74
54

ln
2)54(2

74)74(2ln
2

1

J

JJJJ

n
NA

N
nnB γ

γπγ
πγ  

 ∑
=

−

−

−

−












−
−

+−
+

J

i
i

i

i
J

i
iJ

Nni
Aβ

γ2
1

2

1

2

)54(
2

)74(
2

12
1 ;  

 








 +++
=

||8
||41||21

int
γπ

γπγπ
Hn ; 

 








 +++
=

||12
||64||32

int
γπ

γπγπ
Sn ;  

 
2











=

γ

π
a

BH ;  2

3

γ
π

γ










=

a
BS ;  21

γ

π
a

AH = ;  
γ

π
a

AA SH 232 == ;  

 3

2

1
||

γ

γπ
a

AS = ;  22
||

γ

γπ
a

AS = ;  γ
π

γ 2
1+=a ; 2=Hβ ;  3=Sβ .  

Доказательство теоремы см. в приложении П6. 

5. Вычисление норм операторов *
JW  (J = H, S)  

Т е о р е м а 6.  Нормы операторов с передаточной функцией 
*
JW  (J = H, S) в пространстве B вычисляются следующим обра-

зом: 
(5.1) JJJJ baaW 21

* |||| +=B ,    

где 





 ++= ))sin(())cos((

3
7)(1

)(
)(4 **2*
3*

2

1 τξ
ξ

τξτ
τ
α l

l
llaH ,  

 ))cos(()(1
)(
)(16 *2*

4*

2

2 τξτ
τ
α llaH +−= , 
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 ))((tg
3
1 ** τξτ

ξ l
l

eH += , 




<−
≥

=
;0)2||exp(
,00

HH

H
H eприe

eпри
b  

 







−+= ))cos(())sin((

3
10)(1

)(
)(4 *

*

*
2*

4*

3

1 τξ
ξ

τ
τξ

τ
θτ

α l
l

llaS ,  

 ))sin(()(1
)(

)(16 *2*
5*

3

2 τξτ
θτ

α llaS +−= ,  

 










=

>−
=

0;
6
1

0,))ctg((
23

2 *
*

ξ

ξτξ
τξ

при

приl
leS  

 




<−
≥

=
.0)exp(
,00

SS

S
S eприe

eпри
b  

Доказательство теоремы дано в приложении П7.  

6. Оценка норм операторов cJW  (J = H, S)  

Т е о р е м а 7.  Нормы операторов с передаточной функцией 
WJc (J = H, S) в пространстве B оцениваются сверху следующим 
образом:  

1)  при 3358,011|| 2
1 ≈−=< πγ g   

(6.1) +
−

≤
+

+

+ )ch(

)(1)(4|||| 0
1

0
1

1

2

γ

γ

γ
ζγ

ζ

ϑθ
α ξ

N

N

N
J

JlW Bc     

 









+

+
+ J

J
J I

N
al

1
1

2 ~
)2(Ф

||)(4

γγ

µ
γ

θ
α ,  

где 000
nnn iτσζ +=  − нуль функции P̂  (см. (1.4)), лежащий в поло-

се },0:ˆ{ ni JC ∈>∈+ τστσ : 
 ))}5,02(),1(2(,0:{0 −−=∈>∈+∈ nnCi nn ππτστσζ J ;  

 2020 )()( nnn στϑ −= ; ))ch(()( ζξξ lpH = ; ))sh(()( ζξ
ζθ

α
ξ llpS = ; 
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 π=Ha ; θα laS = ; 32 += γγ Nn ;  
 γµ nH =1 ; 11 =Sµ ; )(Ф)(Ф)(Ф 21 nnn γγγ = ;  

 2222
1 )5,12(1||7,2)12()(Ф −+−−= nnn πγπγ ;  

 1)12()(Ф 222
2 −−+= γπγγ nn ;    

 ;
)(~
)(227

)(~2
)(1~

222

2

1 









++

Λ+
= γ

α
ϕ

παγπ
γ

γγ

γ

γ

γ

γγ

γ

y
N

b
a

y
n

I H  

 32 += γγ Nn ; 22 )5,22(1)( ++−= γγγ ππϕ NnN ;  

 |)|7,2)(4(||7,2 γϕγ γγ −= Nb ; 
γπ γ

γ
γ 7,22

arctg
+

=
n

b
a ;  

 211
γ

πγγ +=y ; 
)(

)(~
ln)(

γγ

γγ
γ π

α

yn
n

n
−

=Λ ;  

 222 17,2/)1()(||7,2)(~ γγγϕγπα γγγ +−++= Ny ; 

 222 )5,22(1||7,2)()(~ ++−= γγγγ πγπα Nnn ; 
2)  при |))~|,[|| 11 γγ g∈   

(6.2) 
( )

∑∑
=+= −























++≤

γγ

γ ζγ

ζ
ϑ

γ
θ
α ξ

p

n n

n

n
J

k

pn
JnJJ

J
ImalW

1
0

0

2
1

2

2

c ch

ˆ1~)(4
B

.    

Здесь ( )n
m Jn

Jn
γ

µ
Φ

= 2
2 ; 122 −= nHnµ ; 12 =Snµ ;  

γγ

γ

γπ yl
l

I H −+
= ln

1

1~
222 , 














+
+

−+
=

222
1

1ln
1

1~

γπγ

γ
π

γγγ

γ

lyl
l

I S .  

При этом пределы суммирования ky и py в формуле (6.2) зависят 
от величины следующим образом: представим множество зна-
чений | γ | как объединение полуинтервалов  

),[|)~|,[ 1
5

111 +== iii ggg γ   
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с границами g2 = 0,38, g3 = 1,49, g4 = 2,65,  g5 = 3,8, |~| 16 γ=g . То-
гда если )~,[),[|| 111 γγ ggg ii ⊂∈ +  при некотором i, то kγ = i, а 

 







∈
∈
∈

=
).,2
),,1
),,0

64

42

21

[||
[||
[||

ggпри
ggпри
ggпри

p
γ
γ
γ

γ

 
Доказательство теоремы см. в приложении П8.  

7. Заключение  

Выполненное в разделах 4–6 исследование показывает ог-
раниченность сужений операторов  

 rJW , 
γNJW r

~ , ∗
JW , cJW   

на пространство Q как операторов Q → Q и даёт оценки сверху 
их норм. С учётом представления (3.14), для функций PJR

ξ
 это 

означает ограниченность сужений соответствующих им опера-
торов на пространство Q1 (см. раздел 3) как операторов Q1 → Q, 
т.е. устойчивость исследуемого объекта по отношению к паре 
пространств (Q1, Q) (см. [2], п. 2.2). Следовательно, роль про-
странства U управлений (см. раздел 1) может играть простран-
ство Q1.  

Полученные в разделах 4–6 оценки дают возможность оп-
ределения класса FB обратных связей uα = Fα(∆T, f), для каждой 
из которых гарантированы детерминированность, причинность 
и устойчивость замкнутой системы управления (см. раздел 1). 
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ПРИЛОЖЕНИЕ 

П1. Доказательство теоремы 1  

а)  Вещественных нулей функция )ˆ(ˆ ζP  не имеет в силу вы-
бора параметра γ (γ < 0). Рассмотрим вопрос о её чисто мнимых 
нулях. Так как минимумы nh  функции h(τ) = sin τ/τ (см. поясне-
ния к теореме 1) стремятся к нулю при n → ∞, а  

(П1.1) )(sin)(ˆ τγ
τ

τ
γτ hiP −=−= , 

то при любом γ < 0 функция P̂  имеет лишь конечное число чис-
то мнимых нулей и вообще не имеет их при  

 
2

1

11
1

1cos
τ

τγ
+

−==< h . 

Так как γ < 0, при n ≤ Nγ функция P̂  имеет чисто мнимые 
нули в полосе },0:{ nn i IG ∈>+= τστσ , где In = (π(2n − 1), 2πn).  

Если nh>γ , то P̂  имеет пару простых мнимых нулей nkiτ : 
)),12((1 nnn n τπτ −=∈M , )2,(2 nnnn πττ L∈ , nkτ  − решения урав-

нения h(τ) = γ, k = 1, 2.  
Если же γ = h* (см. теорему 1), где  

(П1.2) 
τ

τ
τ

τ

γ

sinminsin
N

h
I

== ∗

∗
∗ ,  

функция P̂  имеет нуль ζ* = iτ*, а τ* удовлетворяет уравнениям  

(П1.3) 






=
+

−

=

.
1

1
,tg

2
γ

τ

ττ
. 

Этот нуль 2-го порядка, ибо  

(П1.4) 0
)(

sincos)( 2 =
−

=′
∗

∗∗∗
∗

τ
τττ

τ iiP ,  

(П1.5) 0
)(1

1cos)(
2

≠
+

=−=′′
∗

∗∗

τ
ττiP .  
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б)  Рассмотрим теперь вопрос о комплексных нулях функции 
P̂ . Пусть 000

nnn iτσζ +=  – такой нуль функции )ˆ(ˆ ζP , что 00 >nσ , 
)2),1(2[0 nnn ππτ −∈ . В области С+ при σ > 0 уравнение  

(П1.6) 0ˆ)ˆsh()ˆ(ˆ =−= ζζγζP , где τσζ i+=ˆ ,  
эквивалентно уравнению  
 0)()sh( =+−+ τσγτσ ii  
или системам уравнений  

(П1.7) 




=
=

;0))ˆ(ˆˆIm(
,0))ˆ(ˆˆRe(

ζζ
ζζ

P
P   ⇔   





=−
=−

;0sinch
,0cossh

τγτσ
σγτσ
ii

 

которые при приводимы к виду  

(П1.8) 








=−

=−

.0thtg

,0cossh

σ
σ

τ
τ

γ
σ

τσ

 

Введем функции двух переменных Z(σ, τ) и G(σ, τ): 

(П1.9) γ
σ

τσ
τσ −=

cossh),(Z , 
σ
σ

τ
τ

τσ
thtg),( −=G . 

Из выражений для функций Z и G видно, что эти функции чётны 
по τ. Поэтому далее будем искать нули лишь в первом открытом 
квадранте {σ > 0, τ > 0} комплексной плоскости +C .  

Если 0)(ˆ 00 =+ nn iP τσ , 0
nσ  и 0

nτ  должны удовлетворять урав-
нениям системы (П1.8), т.е.  
(П1.10) 0),( 00 =nnZ τσ ,  
(П1.11) 0),( 00 =nnG τσ .    
Отсюда с учетом неравенств γ < 0 , 00 >nσ , 00 >nτ  следует, что 

0cos 0 <nτ , 0sin 0 <nτ , т.е. ))5,02(),12((0 −−=∈ nnnn ππτ J .  
Так как th σ/σ < 1, из (П1.11) следует, что  

 00 tg nn ττ > , т.е. 0sincos 000 <− nnn τττ  и 0)( 0 <′ nh τ .  



 
Управление большими системами. Выпуск 32 

 56 

Поэтому 0
nτ  лежит в )),12(( nn n τπ −=M  − интервале убывания 

функции h: nn ττ <0 . Так как nn J∈τ , то |||cos||cos| 0
nnn h=> ττ . 

Учтя, что sh σ > σ, из (П1.10) получаем: |cos||| 0
nτγ > . Поэтому  

(П1.12) |||cos||cos||| 0
nnn h=>> ττγ .   

Следовательно, при n ≤ Nγ (т.е. если nh≥γ ) функция P̂  не име-
ет нулей в полосе )}2),1(2[,0:{ nni ππτστσ −∈>+ .   
в)  Итак, если 000

nnn iτσζ +=  − нуль функции P̂  и 00 >nσ , то 
n > Nγ, |||| γ<nh , и )},0:){(0

nn i M∈>+∈ τστσζ .  
Докажем теперь, что при любом n > Nγ , т.е. при |||| γ<nh , в 

области Gn функция P̂  имеет один и только один нуль.  
В области ++ ×⊂∈>= RRJΠ )},0:),{( nn τστσ  уравнение 

(П1.10) неявно задает функцию τ = u(σ). Действительно, част-
ные производные функции Z(σ, τ) всюду в Пn отличны от 0, при 
этом  

 0sinsh
>−=

∂
∂

σ
τσ

τ
Z ,  0cosshch

2 <
−

=
∂
∂

τ
σ

σσσ
σ
Z .  

Поэтому из теоремы о неявной функции следует, что заданная 
уравнением (П1.10) функция τ = u(σ) монотонно возрастает, 
стремясь при σ → ∞ к τ = π(2n – 0,5), так как cos (u(σ)) → 0. При 
σ → 0 согласно (П1.10) cos (u(σ)) → γ, и так как по условию 

|cos||||| nnh τγ => , то  
(П1.13) nu τσ

σ
<

→
)(lim

0
. 

Далее, частные производные функции G(σ, τ) (см. П1.11) в 
области Пn строго положительны:  

(П1.14) 0
ch

chsh
22 >

+−
=

∂
∂

σσ
σσσ

σ
G , 0

cos
cossin
22 >

−
=

∂
∂

ττ
τττ

τ
G ,  

поэтому уравнение G(σ, τ) = 0 в области Пn тоже неявно задает 
функцию τ = v(σ), которая монотонно убывает с ростом σ; при 
этом при σ → 0 значения v(σ) стремятся к nτ , так как nn ττ tg= , 
а при σ → +∞ −  к τ = π(2n − 1). Из неравенств  
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 )(lim)(lim
00

στσ
σσ

vu n →→
=< , 

 )(lim)5,02()12()(lim σππσ
σσ

unnv
∞→∞→

=−<−=   

следует, что возрастающая функция τ = u(σ) и убывающая 
функция τ = v(σ) пересекаются в некоторой точке nnn Π∈),( 00 τσ . 
Эта точка пересечения единственная в силу строгой монотонно-
сти этих функций. Отсюда и из выводов пункта в) этого раздела 
следует, что при |||| γ<nh  функция P̂  имеет один и только 
один нуль вида 000

nnn iτσζ +=  в области Gn.  
г)  Для устойчивости объекта необходимо, чтобы все нули 

функции D располагались в C– = {p ∈ C : Re p < 0}. Нули функ-
ции D, соответствующие чисто мнимым нулям функции P̂ , 
удовлетворяют этому требованию; для комплексных нулей, на-
личие которых установлено в п. в), это условие означает необ-
ходимость выполнения неравенства:  
(П1.15) |Im|Re 00

nn ζζ <  
При любом σ число σ + iv(σ) (см. п. в) является нулём 

функции P̂ , если значение γ равно 

(П1.16) 
σ

σσ
γ

))(cos(sh v
= .  

Из этого равенства следует, что | γ(σ) | монотонно растет при 
σ → ∞, так как значения убывающей функции τ = v(σ) лежат в 
интервале nJ , где |cos τ| монотонно растет при убывании τ, а, 
следовательно, |cos (v(σ))|, как и отношение sh σ/σ, монотонно 
растет с ростом σ.  

Поскольку при фиксированном n отношение v(σ)/σ моно-
тонно убывает при σ → ∞, стремясь к нулю, при некотором зна-
чении σ, которое обозначим как nσ~ , выполняется равенство 
 nnv σσ ~)~( = .  
Это значение можно найти из (П1.8) как решение уравнения  
(П1.17) nn σσ ~tg~th =   
в интервале Jn. Число nn iσσ ~~ +  будет нулем функции P̂ , если  
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(П1.18) 
n

nn
n σ

σσ
γγ ~

~cos~sh~ == .  

В силу монотонной зависимости γ от σ лежащий в области Gn 
нуль функции P̂   
 )( 0000

nnnnn ii σνστσ +=+   
удовлетворяет требованию (П1.15) лишь при  
(П1.19) |~||| nγγ < ,  
так как тогда )( 00

nnn σνσ < , а )( 00
nnn σνσ ≥  при |~||| nγγ ≥ .  

Из (П1.17) и (П1.16) следует, что nγ~  монотонно возрастает 
с ростом n. Поэтому, если при n = 1 неравенство (П1.19) выпол-
няется, то оно справедливо для любого n.  

Следовательно, выполнение условия (П1.15) для всех нулей 
функции P̂  (что необходимо для устойчивости объекта) имеет 
место лишь для значений γ, строго больших величины 1

~γ . Из 
(П1.17) и (П1.18) находим численные значения 1

~σ  и 1
~γ : 

(П1.20) 9266,3~
1 =σ ,  5687,4~

1 −=γ .  
Теорема 1 доказана.  

П2. Доказательство теоремы 2  

Введём обозначение ρn = π(2n − 0,5). Так как  
(П2.1) nnh ρρ 1)( −= ,  
то nnh ρ1|| > .  

С другой стороны (см. (2.1)),  
(П2.2) )12(111|| 2 −<+= nh nn πτ ,  
поэтому 

)12(
1||

)5,02(
1

)12(
1||1

1
1 −

<<
−

<
+

<< +
+ γγγ πππρ γγ

γ
N

h
NN

h NN
N

.  

Отсюда, если ],(|| 1 γγ
γ NN hh +∈ , то  

 
)12(

1||||||
)5,12(

1
1 −

<≤<<
+ +

γγ π
γ

π γγ N
hh

N NN ;  
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следовательно,  

(П2.3) 







+−∈ 5,0

2
1,75,0

2
1

πγπγγN , 

что допускает два возможных значения для Nγ.   
Если же  

(П2.4) |]|,/1(1 γγ
ργ NN h=∈Γ ,  

то 
)12(

1||
)5,02(

1
−

<<
− γγ π

γ
π NN

, т.е. 25,0
||2

15,0 −<<− γγ γπ
NN .  

Поэтому  

 







++∈ 5,0

||2
1,25,0

||2
1

γπγπγN ,  

откуда следует, что  

 







+∈ 5,0

2
1int
πγγN . 

Если  
(П2.5) ]/1|,(| 12 γγ

ργ NNh +=∈Γ ,  

то  

 
)5,12(

1||
)5,02(

1
+

<≤
− γγ π

γ
π NN

,  

поэтому  

 







+−∈ 25,0

||2
1,75,0

||2
1

γπγπγN ,  

откуда следует, что  

 







+∈ 25,0

2
1int
πγγN .  

Теорема 2 доказана.  

П3. Доказательство леммы  

Рассмотрим функции  

(П3.1) 
)( pP

H
p

R
F PH

H
ξ

θ
ξ == ,   

)( pP
S

p

R
F PS

S
ξ

θ
ξ == .  
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Оценим модули функций || PJR
ξ

 (J = H, S, см. (1.10))  

(П3.2) 
|sh|||

|ch|||
|sh|||

|)ch(|||
)(

))ch((
||

ζζγ
σζ

ζζγ
ζζαξ

ξ +
≤

+
≤=

pP
pll

R PH ,  

(П3.3) 
|sh|||

|ch||
)(

))sh((
||

ζζγθ
σα

θ
αξ

ξ +
≤=

l
pPp

pll
R PS  

где C∈+== τσαζ ipl .  
Из (П3.2)–(П3.3) следует, что лемма справедлива, если 

функция  

(П3.4) 
σ
ζ

σ
ζγ

ζ
ch
sh

ch
||)( +=f  

при n → ∞ равномерно ограничена на полуокружностях  
 ]}2,2(arg,5,02||:{ ππζππζζ −∈+==∈= nrnn CΓ ,  
так как отсюда следует, что при n → ∞ модули FH и FS равно-
мерно стремятся к нулю на системе окружностей {Gn}.  

Обозначим через М, М1 и М2 модули следующих функций: 

(П3.5) 
σ
ζ

σ
γζ

ζ
ch
sh

ch
||)( +=M ,  

(П3.6) 
σ
γ

σ
γζ

ζ
ch

||
ch

||)(1
nrM == ,  

σ
ζ

ζ
ch
sh)(2 =M .  

Заметим, что справедливы неравенства  
(П3.7) )(th 2 ζσ M≤ ,  || 12 MMM −≥ .  

Нужно показать, что существует такое целое N, что для лю-
бого n > N выполняется неравенство M ≥ m, где m − некоторое 
число, большее нуля. В силу четности М по σ и τ, достаточно 
рассмотреть только дугу окружности, лежащую в I-й четверти 
комплексной плоскости (т.е. если 0 ≤ σ ≤ rn ).   

Сначала оценим величину M(ζ) в такой точке ζn = σn + iτn 
дуги Гn, в которой τn = rn − 0,5π. Точка ζn делит рассматривае-
мую четверть окружности на две дуги Гn1 и Гn2: 
 }Im,:{1 nnn τζζζ ≤∈= ΓΓ ,  }Im,:{2 nnn τζζζ >∈= ΓΓ . 
Действительная часть числа ζn равна  
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(П3.8) 22222 25,0)5,0( πππτσ −=−−=−= nnnnnn rrrr ,  
следовательно, если n → ∞ , то σn → ∞ .  

Выберем числа m1 и m2 так, что 0 < m1 < m2 < 1 .  
Из неравенств 

(П3.9) nnM σστσσ thch)sin(sh)( 22
2 ≥+= ,  1thlim =

∞→ nn
σ ,  

(П3.10) 0
25,0ch

||)5,0(lim)(lim
21 =














−

−
=

∞→∞→ ππ

γπ
ζ

n

n
nnn r

rM   

следует существование таких целых N1 и N2, что M1(ζn) < m1 при 
всех n > N1, а M2(ζn) ≥ th σn > m2 при всех n > N2 . Если же 
n > max (N1, N2), то  
(П3.11) 0)()()( 1212 >=−>−≥ mmmMMM nnn ζζζ   
(например, выберем m1 = 0,25 и m2 = 0,5, тогда m = 0,25).  

Далее, в точках ζ = σ + iτ дуги Гn2, лежащих ниже точки ζn 
(т.е. σ > σn ), модуль M2(ζ) ≥ th σ > th σn > m2, а M1(ζ) с ростом σ 
убывает. Поэтому из (П3.11) следует, что для всех точек ζ дуги 
Гn2 при любом n > max (N1, N2) выполняется неравенство  
(П3.12) mMMMMM nn >−>−≥ )()()()()( 1212 ζζζζζ .  

Оценим величину М(ζ) в точках дуги Гn1. Согласно (П3.5)  

(П3.13) 
σ

τσγττσγσ
ζ 2

22

ch
)sinch||()cossh||()( +++

=M .  

Заметим, что в точках дуги Гn1 величины sin τ и cos τ положи-
тельны. Поэтому на Гn1 функция M(ζ) ограничена снизу поло-
жительной функцией, зависящей только от σ:  

(П3.14)  σ
σ

γ
ζ 2

2

22

th
ch

||)( +> n
n

rM . 

Стоящая под корнем в (П3.14) функция  

(П3.15) σ
σ

γ
σ 2

2

22

th
ch

||)( += nrg  

с ростом σ убывает на дуге Гn1 при каждом n, превосходящем 
некоторое целое N3, так как ее производная  
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 0
ch

th)||1(2)( 2

22

<
−

=′
σ

σγ
σ nrg  

на Гn1 отрицательна, если n ≥ N3 > 1/| γ |. При σ = 0 (в точке irn) 
эта функция равна (γrn)2, а в точке ζn = σn + iτn она равна  

 2
2

22
2

22

thth
ch

||)( mrg nn
n

n
n >>+= σσ

σ
γ

ζ   (см. (П3.11)).  

Поэтому при n ≥ N3 во всех точках ζ дуги Гn1 : 
(П3.16) mmggM n >>≥> 2)()()( ζζζ .  

Положим n > N = max (N1, N2, N3).   
Согласно (П3.16), (П3.12), при n > N для всех точек Гn 

справедливо неравенство M(ζ) > m >0, т.е. функция f(ζ) равно-
мерно ограничена на {Гn}, откуда следует справедливость лем-
мы.  

П4. Доказательство теоремы 3  

а)  Так как  

 
)(ˆ

)(ˆ)(

plPp
plJ

p
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F PJ
J αθ

α
θ

ξξ == ,  

из выражения для WJ0 (см. пояснения к (3.3)) следует, что  

(П4.1) 
θ

ξ
)0(

res
00

PJ
JJ

R
FC ==  

(см. [1, п. 23]). Отсюда следуют приводимые в пояснениях к 
(3.3) выражения для CJ0 (J = H, S).  
б)  Из выражения для nJW r

~  (см. там же) следует, что  

(П4.2) =
′
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′

−==
)(
)(ˆ2

)(ˆ
)(ˆ2

res
nknk
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s

iJiJ

τγγ

τ
θτγ

τ
θ

ξξ
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−
= ,  2,1=k ,  SHJ ,= . 

Здесь величина коэффициента snk определяется так: 
 11 =ns  при ],1[ γNn ∈ , так как 0coscos 1 << nn ττ ;   
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 12 −=ns  при ]1,1[ −∈ γNn , так как в точке 2nτ  функция 
|h(τ)| убывает, но 

(П4.3) |)(|11|)(||)(|
1

12 n
nn

nn hhh ρ
ρτ

ττ =<<<
+

+ ,  

где )5,02( −= nn πρ , следовательно, nn ρτ >2  и 0cos 1 >nτ ;  
)1|sign(|2 γγ

ργ NNs −=  (считая sign (0) = 0), так как 0cos 2 <
γ

τ N  

при ),(2 γγγ
ρττ NNN ∈ , и 0cos 2 >

γ
τ N  при )2,(2 nNN πρτ

γγ
∈ .  

Отсюда следуют приводимые в пояснениях к (3.3) выраже-
ния для коэффициентов CJnk .   

в)  Так как при γ = h* функция FJ имеет в точке 2

2*
*

)(
)(

l
p

α
τ−

=  

полюс второго порядка, то в этом случае  

(П4.4) 2*

*
2

*

*
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pp
CpW JJ
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−
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Так как 0)( * =pP , 0)( * =′ pP  и  
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то  
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*
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2 * pPp
plJ

ppFC J
pp

J ′′
=−=

→ θ

αξ .  

Отсюда с учетом равенств (П1.4) и (П1.5) получаем:  

(П4.7) )(1
)(
*)(ˆ8 2
2

*
2 τ

αθ
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l
iJ

CJ   ( ξξξ SHJ ˆ,ˆˆ = ).  

Так как  
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τξ lliS = ,  

находим, что  

(П4.9) 2**
2

*
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(П4.10) 2*
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Далее,  
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Из тэйлоровских разложений функций P и P′ в точке p* следует: 
(П4.12)  2 +−′′=− 3*** ))(()()( pppPpPpp  
 )()(3/))(( *4*4** ppopppppP −−+−′′′+ ,  
(П4.13)  +−′′′+−′′=′− 2/))(())(()()( 4**3**2* pppPpppPpPpp  
 )()( *4* ppopp −−+ . 
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и, следовательно,  
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Используя соотношения  
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а также (см. (П4.8) и (1.5)) 
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г)  Из выражения для cJW  (см. (3.3)) следует, что  
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Здесь учитываются соотношения:  
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chsh)(ˆ
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ζζζ
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Используя (П4.8), получаем приводимые в пояснениях к (3.3) 
выражения для коэффициентов 0

JnC .  

П6. Доказательство теоремы 5  

Норму функции )~( r nJWw  в пространстве )(1 +RL  при n от 1 

до Nγ − 1 включительно можно оценить сверху следующим об-
разом: 
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Используя выражения для СJnk (см пояснения к (3.3)) и учитывая 
соотношения  
(П6.2) )5,02()12( 1 −=<<<−= nnL nnn πρττπ ,  
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(П6.4) ),1min()(|sin| xxx =≤ µ ,  
получаем оценки:  
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Так как nnh ρ1> , из (П6.5) и (П6.6) следуют оценки сверху для 

B||
~|| r nSW  (J = H, S):  
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(П6.7) )( 21 JJJJr QQkW +≤ ,  

где 
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В качестве диапазона значений параметра | γ | принимаем 
промежуток (0, 0,04]; при этом, согласно (2.6), Nγ ≥ 4.   

Так как значения функций ФJ2 убывают с ростом n, сумма 
QJ2 при Nγ ≥ 2 может быть оценена сверху следующим образом 
(см. [4], c. 61, формула (2.28)): 
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Таким образом, 
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Общий же член каждой из сумм QJ1 − более сложная функ-
ция n, имеющая участок убывания и участок возрастания. Для 
оценки этих сумм введём в рассмотрение функцию  

(П6.11) 
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скалярного переменного x (1 ≤ x ≤ Nγ − 1), функцию ФJ = 1/FJ  и, 
наконец, функцию   
(П6.12) |)|1()5,0()(ˆ γπβ −−= yyyF J

J  
скалярного переменного y = 2x − 0,5  (1,5 ≤ y ≤ 2Nγ − 2,5).   

Согласно (2.6) за максимальный диапазон изменения y 
можно принять промежуток Y = [1,5; 1/π| γ |).  

Из выражения для производной функции )(ˆ yFJ :  
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видно, что эта функция принимает в промежутке Y положи-
тельные значения и имеет максимум в точке  

(П6.14) 
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J
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πβ
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= , 

поэтому функция ФJ = 1/FJ имеет в этой точке минимум.  
Введем еще в рассмотрение функции от | γ |.  

(П6.15) 2/)5,0(|)(| += JJ yf γ ,  
(П6.16) 2)5,1||1(|)(|1 += γπγNf , при этом |)(|int1 1 γγ NfN =− .  
Заметим, что число nJ = int fJ(| γ |) не превышает Nγ – 1. Действи-
тельно, функции  
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убывают с ростом | γ | и при | γ | = 0,04 принимают значение 
7646,0)04,0( =Hδ ,  2068,0)04,0( =Sδ . Поэтому 

int fN1(| γ |) ≥ int fJ(| γ |). 
Так как функция JΦ̂  убывает при y ∈ (3/2, yJ) и возрастает 

при y ∈ (yJ, 1/πy – 2), то для оценки сверху суммы QJ1 разобьём 
её на слагаемые: 
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(П6.18) 12111 JJJJ QqQQ ++= ,  
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Суммы QJ11, QJ12 оцениваются сверху согласно [4] (c. 61, (2.28)):  
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Используя разложение функции )(ˆ/1)(Φ̂ yFy JJ =  (см. (П6.12))  
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на элементарные рациональные дроби:  
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из (П6.19), (П6.20) получаем выражения для оценок сумм QJ11, 
QJ12:   
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где )5,22(||1 −−= γγ γπ Nd . 
Добавляя сюда выражение для qJ :  
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получаем оценки для B|||| r nSW , приведенные в формулировке 

теоремы 5 (раздел 4).  

Замечание.  Величина dγ, входящая в знаменатели некото-
рых выражений из правой части (П6.24), при фиксированном | γ | 
ограничена снизу. Действительно, в силу (П2.3) имеем:  
(П6.26) ||5,11)5,22(|| γπγπ γ −<−N ,  
(П6.27) ||5,1 γπγ ≥d ,  
что означает ограниченность сверху (при фиксированном | γ |) 
оценки (П6.24).  

Этим завершается доказательство теоремы 5 (см. раздел 4).  

П7. Доказательство теоремы 6  

Норма оператора *
JW  в пространстве B  при γ◦=◦h* вычисля-

ется следующим образом:  
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(см. пояснения к (3.3). Эта норма  в зависимости от знака произ-
ведения *
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Используя приведённые в пояснениях к (3.3) выражения 
для ∗

1JC  и ∗
2JC  (J = H, S), получаем выражения для нормы опе-

ратора и коэффициентов aJ1, aJ2 и bJ, приведенные в формули-
ровке теоремы 6. 

П8. Доказательство теоремы 7  

Применяя процедуру исследования, изложенную в [4, раз-
дел 1, п. 5], составим ряд R0(WJc) из оригиналов членов разложе-
ния функции WJc (см. пояснения к (3.3)). Оригинал n-го члена 
этого разложения имеет вид  

(П8.1) ==














−
+

−
− ))exp((Re2L 00

0

0

0

0
1 tpC

pp

C
pp

C
nJn

n

Jn

n

Jn  

 )argcos()exp(2 00
JnnnJn CttC +−= ωµ ,  

где L−1 − оператор, обратный оператору Лапласа;  
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 2)( l
n

n α
ϑ

µ = ;  2020 )()( nnn στϑ −= ;  2

00

)(
2

l
nn

n α
τσ

ω = ;  

 απ+= 0

0
0

Re
Imarctgarg

Jn

Jn
Jn C

CC ; 




<
≥

=
.0Re1
,0Re0

0

0

Jn

Jn

C
C

при
при

α  

Норма этого оригинала в пространстве L1(R+) оценивается 
сверху, согласно (П4.16), величиной  

(П8.2) 0

020

ch
)(ˆ)(4||2

n

n

nn

Jn
nJ

JlCM
ζγ

ζ
ϑ
α

θµ −
== .  

а)  Оценим по модулю сверху величину  

(П8.3) 0

0

0

0

ch
))/ch((

ch
)(ˆ

n

n

n

n
nH

lH
r

ζγ
ζξ

ζγ

ζξ

−
=

−
= . 

В силу неравенств  
 000 ch))/ch(())/ch(( nnn ll σσξζξ ≤< ,   00 sh|ch| nn σζ >   

при выполнении условия  
(П8.4) γσ >0sh n  
имеем оценку для rHn: 

(П8.5) 
)/ch|(|th

1
00
nn

nHr σγσ −
≤ .  

б)  При n → ∞ величина 0
nσ  возрастет неограниченно. Дейст-

вительно, при фиксированном σ◦>◦0 из (П1.6) и (П1.7) следует 
соотношение  

(П8.6) 
2))/)(th((1

1sh

σσονσ
σ

γ
n+

−= .  

Так как модуль правой части (П8.5) оценивается сверху ве-
личиной )(/ch ονσ n  и )12()( −≥ nn πσν , отсюда следует оцен-
ка: 
(П8.7) |)|)12(Arch(0 γπσ −> nn ;   
т.е. ∞→0

nσ  при n◦→◦∞.   
То же можно сказать о величине  
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(П8.8) 
)ch(

))/sh((
ch

)(ˆ
00

0

0

0

nn

n

n

n
nS

llS
r

ζγζ
ζξ

θ
α

ζγ

ζξ

−
=

−
=  

(она даже стремится к нулю при n◦→◦∞).    
в)  Теперь оценим снизу величину nϑ , для чего нужно оце-

нить снизу величину 0
nτ  и сверху – величину 0

nσ . Нуль 0
nζ  

функции P̂  лежит в области { }nn MCQ ∈>∈= τσζ ,0:~  (см. 
формулировку теоремы 1), т.е. )12(0 −> nn πτ . Для оценки сверху 
величины 0

nσ  используем соотношение (П1.6), из которого сле-
дует:  

(П8.9) =<=
)0(cos)(cos

sh
00

0

ν
γ

σν
γ

σ
σ

nn

n  

 22 1||)(1|| nn ργτγ +<+= ,  
где )5,02( −= nn πρ .   

Величина же 00 /sh nn σσ  может быть оценена снизу величи-
ной 20 )( nk σ  для некоторых k > 0. Обозначим максимальное из 
таких чисел k как km; km может быть определено из решения сис-
темы уравнений 

(П8.10) 




=
=

;3ch
,sh
2
00

3
00

σσ
σσ

m

m

k
k                    

где σ0 – точка касания графиков функций sh σ и kmσ3. Из (П8.10) 
следует, что σ0 определяется как решение уравнения  

(П8.11) 
3

th 0
0

σ
σ = .  

Численное решение этого уравнения даёт значение σ0 ≈ 2,985, 
откуда получаем значение km = sh σ/σ3 ≈ 0,371.    

Таким образом, из (П8.9) следует оценка  

(П8.12) 22
0

0
20 1||)(1||sh1)( nn

n

n

m
n cc

k
ργτγ

σ
σ

σ +<+<≤ ,  

где c = 1/km ≈ 2,7.  
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Полученные оценки показывают, что норма в L1(R+) каждо-
го из членов ряда R0(WJc) является величиной O(1/n2); поэтому 
ряд в этом пространстве сходится, а это означает [4, см. раз-
дел 1, п. 5], что сумма ряда R0(WJc) является импульсной пере-
ходной функцией оператора cJW и, следовательно, этот опера-
тор входит в пространство B.  
г)  Переходя к оценке нормы оператора cJW , отметим, что 

выполнение условия (П8.4) при всех n◦≥◦1 гарантировано лишь 
для значений | γ |, больших величины  
 3358,01/1 2

1 ≈−= πg .  
Действительно, из (П8.7) следует, что величина  
(П8.13) 202sh γσδ −= nnH  
оценивается снизу величиной 
 1)1(1)1)12(( 22222 −−≥−−− γπγπ n  
и что, следовательно, выполнение условия (П8.4) при любых 
n ≥ 1 гарантировано лишь при | γ | > g1. Так как 2173,01 −=h  (см. 

раздел 2), этому диапазону значений | γ | соответствует Nγ = 0.  
Для меньших значений | γ |, учитывая (П8.7) и соотношение  

(П8.14) =
+

>
+

=−>
++

+ 2
1

2
1

1
1

1

1

1||
γγ

γ
ρτ

γ
NN

Nh  

 
22 )5,12(1

1

++
=

γπ N
, 

получаем для Hnδ  оценку снизу:  

(П8.15) 22

22

)5,12(1
2]25,164)1(4[

++

−−−−−
>

γ

γγ

π

π
δ

N
NNnn

Hn ,  

из которой следует, что положительность Hnδ  гарантирована 
лишь для n ≥ Nγ + 2, в то время как ряд R0(WJc), определяющий 
функцию WJc (см. пояснения к (3.3)), начинается с n = Nγ + 1. 
Поэтому первый член этого ряда необходимо вычислять и оце-
нивать по норме пространства L1(R+) отдельно.  
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д)  Рассмотрим сначала случай | γ | < g1. Величина nϑ  в зна-
менателе оценки MJn нормы оригинала n-го члена разложения 
функции WJc (см. (П8.2)) оценивается снизу (см. (П8.12)) со-
гласно п. в) положительной при | γ | < g1 функцией φγ(n):  
(П8.16) ||)()()( rim γϕϕϕ γ nnn −= , 

где 22
im )12()( −= nn πϕ , 222

r )5,12(11)( −+=+= nccn n πρϕ  
Величины rJn (J = H, S), также входящие в выражение (П8.2) для 
MJn, оцениваются сверху, при выполнении условия (П8.4) и с 
учётом (П8.7), следующим образом:     

(П8.17) 
)(
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||sh
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где ( ) ||1)12( 22 γγπψ γ −−−= nn ; 

(П8.18) 
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llr
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γστ
σ
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<
−
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Таким образом, для получения оценок норм операторов 
cJW  (J◦=◦H,◦S) необходимо оценить суммы рядов  

(П8.19) ∑
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+=

−
=

2
1 )()(

12

γ γγ ψϕNn
H nn

nR ,  

(П8.20) ∑
∞
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=

2
1 )()(

1

γ γγ ψϕNn
S nn

R .   

Так как общие члены рядов R1J (J◦=◦H,◦S) убывают с рос-
том n, их суммы могут быть оценены сверху суммами соответ-
ственно m1J + I1J , где  

(П8.21) 
)2()2(1 ++

=
γγγγ

γ

ψϕ NN
n

m H , 

(П8.22) ∫ ∫
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(П8.23) 
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γγγγ ψϕ NN

m S , 
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(П8.24) ∫ ∫
∞

+

∞

==
2

1 )()(
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1

γ γ γγγγ βαψϕN n
S yy
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I , 

(П8.25) 222 )5,0(1||)()( −+−= ycyy πγπαγ ,  

(П8.26) ||1)()( 22 γγπβγ −−= yy ,  
(П8.27) 32 += γγ Nn . 

Ввиду сложности интегрирования иррациональных функ-
ций ϕγ и ψγ минорируем их соответственно полиномом  
(П8.28) γγγ γππα dnycyy −−−= )(||)()(~ 2 ,   

где 22 )5,22(1|| ++= γγ πγ Ncd ,   

и линейной функцией  
(П8.29) 21||)(~

γγπβγ +−= yy . 
Разложим рациональные функции  
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(П8.31) 
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1)(1 yy
yF S

γγ βα
=  

на элементарные рациональные дроби:  
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Используя разложения (П8.33), получаем выражения для 
значений интегралов  
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мажорирующих соответствующие интегралы JI1  (J◦=◦H,◦S): 
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Таким образом, при |γ| < g1 норма оператора cJW  (J = H, S) 

оценивается сверху величиной 
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где π=Ha ; θα /laS = , 0
1+γ

ζ N  должны вычисляться путём чис-

ленного решения системы уравнений (П1.6), (П1.7).  
е)  Теперь рассмотрим случай | γ | ≥ g1 (при этом Nγ = 0, т.е., 

ряд R0(WJc) начинается с n = 1). Из вида функции ϕγ следует, что 
условие её положительности при всех n ≥ 1 выполняется лишь 
для значений | γ |, меньших q1 = 0,76; для значений | γ |, меньших 
q2 = 2,98, функция φγ положительна при всех n ≥ 2; и, наконец, 
положительность этой функции для всех 1

~|| γγ <  ( 5697,4|~| =γ , 
см. формулировку теоремы 1) гарантируется лишь при n ≥ 3. 
Поэтому разобьём диапазон |)~|,[ 11 γg  на промежутки 

),[ 1+= kkk ggG , k = 1, …, 5, где kg , k = 2, …, 5, вычисляются из 
условия: 2/)(||)(r kk imϕγϕ ≤  для 1|| +≤γ kg  (тогда соотноше-

ние 2/)(||)(r nn imϕγϕ ≤  будет выполнено для всех n ≥ k), 
|~|6 γ=g . Подсчёт даёт значения g2 = q1/2 = 0,38, g3 = q2/2 = 1,49, 

g4 = 2,65, g5 = 3,8. В соответствии со значениями gk и qi, i = 1, 2, 
для | γ | из диапазона kG  мы можем оценить лишь суммы рядов  
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γ γγ ψϕknn
H nn
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12
2 ,  

(П8.38) ∑
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S nn

R
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1
2 , 

где n1 = 1, n2 = n3 = 2, n4 = n5 = 3, kγ определяется тем из проме-
жутков Gk, в который попадает модуль заданного значения па-
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раметра γ (приведённые значения nk определяются из условия 
положительности значений φn при 

γknn ≥ ). 

Первые члены ряда R0(WJc), определяющего функцию WJc 
(см. (3.2)) ( ]1,1[ −∈

γknn , т.е. первый член для )65,2,38,0[|| ∈γ  и 

два первых члена для |)~|,65,2[|| γγ ∈ ) приходится вычислять и 
оценивать отдельно.  

Суммы рядов JR2  (J = H, S) оцениваются сверху суммами  
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где  
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(П8.44) 12 −= γγ kl ,  
φγ − см. (П8.17), ψγ  − cм. пояснения к (П8.18); αγ, βγ − см. соот-
ветственно (П8.27)  

Так как для y ≥ lγ выполняется соотношение  
(П8.45) ( ) 2/)( 2yy παγ ≥ , 
интегралы JI2  (J = H, S) мажорируются интегралами  
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где γβ
~  – см. (П8.30). 
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Разложим рациональные функции  
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на элементарные рациональные дроби:  
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Используя разложения (П8.50) и (П8.51), получаем выра-
жения для значений интегралов JI 2

~  (J = H, S):   
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Таким образом, при 1g≥γ  норма оператора cJW  (J = H, S) 

оценивается сверху величиной  
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где π=Ha ; θα /laS = ; 0
nζ  для ]1,1[ −∈

γknn  должны вычис-

ляться путём численного решения системы уравнений (П1.6) и 
(П1.7). 
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Abstract: For a special sort of boundary conditions of stable one-
dimensional finite-length object of heat conductivity estimates are 
derived of norms of the operators translating boundary influences 
into the object temperature. These estimates are used for finding a 
sufficient condition of causality and stability for the system consist-
ing of the object and the nonlinear feedback.  
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МОДЕЛИРОВАНИЕ ПОВЕДЕНИЯ 
ЭКОНОМИЧЕСКИХ АГЕНТОВ В СИСТЕМЕ 

«ПРОИЗВОДИТЕЛЬ–ПОСРЕДНИК–
КОНКУРЕНТНЫЙ РЫНОК» 

Алгазин Г. И.1, Алгазина Ю. Г.2 
(Алтайский государственный университет, г. Барнаул) 

 
Рассматривается проблема управления системой «производи-
тель–посредник–рынок» с учетом ограниченности рациональ-
ного поведения экономических агентов и несимметричной их 
информированности. Решаются задачи нахождения и анали-
тического исследования возможных равновесных состояний 
этой системы в условиях предположений Курно и Штакель-
берга. Получены новые результаты о взаимосвязи между 
прибылью фирмы-производителя и ростом посреднической 
сети на конкурентном рынке. Такие исследования могут пред-
ставлять интерес при организации взаимодействия агентов и 
оптимизации посреднической сети. 

 
Ключевые слова: производитель, торговые посредники, 
взаимодействие, модельные исследования, конкурентное 
равновесие, Курно, Штакельберг, стратегии гамма-один. 

1. Введение 

Формирование посреднической сети не всегда проходит 
обоюдовыгодно для производителей и посредников. Нередко 
этот процесс сопровождается конфликтами между ними и меж-

                                           
1 Геннадий Иванович Алгазин, зав. кафедрой, доктор физико-
математических наук, профессор (algazin@socio.asu.ru). 
2 Юлия Геннадьевна Алгазина, кандидат экономических наук, доцент 
(algazina@inbox.ru). 
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ду самими посредниками одной сети. Производитель заинтере-
сован в максимальном объеме продаж и минимальном риске и 
поэтому в случае благоприятной конъюнктуры стремится к 
наращиванию числа посредников, работающих на данном рын-
ке. Посредник, напротив, заинтересован в монопольном обслу-
живании территории. Поэтому очень важно выдержать опти-
мальный уровень развития системы в целом, при котором 
обеспечивается баланс интересов участников рынка. 

Чтобы проанализировать проблему формирования посред-
нической сети более глубоко, необходимы математические 
исследования. 

Объектом исследования в данной статье является конку-
рентный рынок однородного товара, в котором ограниченное 
число агентов-посредников занимается продвижением товара до 
потребителей без кооперации друг с другом.  

В отечественной и зарубежной литературе, посвященной 
вопросам баланса интересов в модели такого рода, ведущее 
место занимает модель Курно. При этом различные авторы 
придавали большее значение разным аспектам применения 
модели Курно. Ряд авторов рассматривают модель, в которой 
все фирмы идентичны [6, 7, 17, 18, 22]. Другая группа авторов 
исследует равновесие на рынке, где не обязательна идентич-
ность всех фирм-агентов, используя те ли иные предположения 
о свойствах обратной функции спроса, функций затрат и функ-
ций прибыли [13, 20, 21, 23, 26]. В ряде исследований внимание 
акцентировано на методах поиска решений [3, 14, 15, 19, 20, 21, 
22]. Отечественные ученые рассматривают вместо стандартной 
гипотезы Курно гипотезы более общего вида [4] и модели оли-
гополии с рынками производственных факторов [2]. В моногра-
фии [1] проведены модельные исследования франчайзинговых 
систем на рынке олигополии, в которых франчайзи-конкуренты 
не различаются как фирмы-производители, торговые точки или 
предприятия сферы услуг. 

В значительном ряде публикаций в дополнение к модели 
Курно вводится модель фирмы, действующей по особым прави-
лам [1, 3, 4, 7, 15, 24]. В отличие от фирм Курно, эта фирма, 
обладая возможностью первого хода, доминирует на конку-
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рентном рынке, максимизируя собственную прибыль при явном 
учете реакции остальных фирм на изменение ее поведения. 
Остальные же фирмы, как и раньше, максимизируют собствен-
ную прибыль на основе принципа Курно–Нэша о неизменности 
поведения других фирм. Эту фирму-лидер называют еще фир-
мой Штакельберга, так как он первым ввел такую модель пове-
дения [25]. 

В классическом подходе принципы поведения Курно и 
Штакельберга рассматриваются в применении к фирмам-
производителям. В настоящей статье эти принципы реализова-
ны в применении к фирмам-посредникам. Авторским расшире-
нием (но не пионерским, см., например, работы [1, 16]) тради-
ционного модельного представления олигополистического 
рынка является введение в модель нового агента, который мо-
жет существенно влиять на рынок, имея возможность регулиро-
вания через цену предложения товара (ниже в модели, исполь-
зуя для этого параметр k), активность и количество посредников 
на рынке. Этим «новым» агентом выступает фирма – произво-
дитель товара. Таким образом, вместо традиционной системы 
«производитель–рынок» рассматривается система «производи-
тель–посредник–рынок». 

Производитель, выступая в роли продавца, заинтересован в 
продаже товара по максимальной цене. Посредник, действуя в 
роли покупателя и продавца, заинтересован в приобретении 
товара у производителя по минимальной цене и реализации его 
на рынке по максимальной цене. Конфликтность интересов 
экономических агентов, конкурентность рынка и ограниченная 
этими факторами рациональность поведения агентов, а также 
несимметричная их информированность определяют выбор 
механизмов взаимодействия экономических агентов. При отсут-
ствии каких-либо соглашений между производителем и посред-
ником о выборе ими решений одной из реально возможных для 
описания поведения производителя в такого рода системах 
может служить модель скрытого управления, являющегося 
разновидностью рефлексивного управления [6, 9-12]. Очевидно, 
что в этой модели управляющий субъект (активный агент) – 
производитель, а управляемый субъект (пассивный агент) – 
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посредник. Критерием эффективности скрытого управления 
является выигрыш, получаемый активным агентом [9, 10]. В 
этой связи авторами статьи проведены специальные исследова-
ния зависимостей между развитием посреднической сети и 
прибылью производителя. 

Поэтому проведенные исследования могут представлять 
интерес не только при расчете и изучении реакции каждой 
фирмы-посредника рынка на изменение активности ее конку-
рентов-посредников. Этот аспект работы, в основном, уклады-
вается в рамки классических экономико-математических моде-
лей олигополии. Так, близкие подходы можно найти в работах 
[1, 7, 16]. Новыми же аспектами исследования являются изуче-
ние механизмов повышения прибыли производителя под влия-
нием изменения тех или иных параметров (факторов) системы 
«производитель–посредник–рынок», связанного с развитием 
посреднической сети, а также анализ функционирования этой 
системы и оптимизация посреднической сети.  

2. Описание модели  

Ниже в работе рассматривается фрагмент рынка однород-
ного товара, состоящего из одного его производителя и h торго-
вых посредников. Посредник продает потребителю товар по 
цене p, покупая его у производителя по цене (1 – k)p. Таким 
образом, величина kp есть разница между ценой спроса и ценой 
предложения на этом рынке. Эта разница и формирует доход 
посредника.  

Базисной для исследования рынка будет являться модель, в 
которой интересы сторон представляются в виде целевых уста-
новок на максимизацию их прибыли. Эта модель включает: 

–  задачу фирмы-производителя: 

(1) 
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–  задачу посредника r: 
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(2) .,,1,max)(),,( hrqqpkkqpR
rqrrrrr =→−⋅⋅= ϕ  

Здесь qr – это действие посредника r, представляющее объ-
ем реализованного им товара потребителям; ∑ =

=
h

r rqQ
1

 – объем 
производимого товара, который затем полностью реализуется 
через посредников на рынке; Q  – предельно возможный объем 
активности производителя; φ(·) – функция затрат производите-
ля, а φr(·) – функции затрат посредников. Важно отметить, что в 
этой модели значение параметра k определяется фирмой-
производителем. 

В наших исследованиях будем полагать, что и функции за-
трат и цена продукции определяются следующими выражения-
ми: 
(3) ,)( dQcQ +⋅=ϕ  
(4) ,)( rrrrr dqcq +⋅=ϕ   ;,,1 hr =  
(5) .)( QbaQp ⋅−=  

Здесь цена продукции – линейная функция объема выпуска 
производителем (такие модели цен достаточно широко приме-
няются в экономико-математических исследованиях, например 
в исследованиях рынка Эвансом (в частности, см. работу [7]));  
a – спрос на продукцию [6, 9, 16]; b – снижение цены при уве-
личении на единицу общего выпуска фирмой-производителем; 
издержки фирм (φ и φr) являются также линейными функциями, 
а c и cr – предельные переменные издержки; d и dr – постоянные 
издержки фирм. Как будет показано ниже, слагаемые-константы 
d и dr не будут оказывать влияния на решение задач оптимиза-
ции производителя и посредников.  

Оптимальный объем активности посредника определяется 
из условия  
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и окончательно: 
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  для r = 1, …, h. 

3. Равновесие Курно 

В условиях конкуренции каждой фирме при определении 
своей рыночной стратегии необходимо принимать в расчет 
поведение конкурентов. Чтобы понять поведение конкурирую-
щих фирм, Курно предложил сделать простое предположение 
относительно реакции каждой фирмы на поведение конкурен-
тов, а именно: каждая фирма будет действовать так, как будто 
она не ожидает от своих конкурентов изменения объемов вы-
пуска, даже если она сама сделает это (А. Курно «Исследование 
о математических принципах теории богатств», Париж, 1838 г.).  

Далее, используя предположение Курно, будем считать, что 
каждая фирма-посредник устанавливает объем своих продаж 
так, как будто она ожидает, что другие посредники оставят свои 
объемы продаж неизменными. 
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Тогда, согласно определению дифференциалов, при 
r = 1, …, h имеем  

 ,1∑ =
−

− ∂
∂

= h
j j

j

r
r dq

q
QdQ  

и из требования dQ-r = 0 следует, что для r-й фирмы должны 
быть равны нулю не только dqj (j ≠ r), но и ∂Q-r ⁄∂qr, так как в 
противном случае при dqr ≠ 0 будет dQ-r ≠ 0. Итак, имеем 
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или  
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Суммируя по индексу r левые и правые части полученных 
равенств (11), имеем:  
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или  
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и в итоге  
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Обозначим элементы полученного равновесного состояния 
для конкурентного по Курно рынка верхним индексом «K». 
Тогда подстановка формулы (7) в формулу Q дает формулу (12); 
подстановка формулы (12) в (5) дает формулу (13); формулу 
(14) получаем подстановкой в (11) формул (7) и (12); формула 
(15) получается последовательной подстановкой в выражение 
для прибыли производителя в (1) формул (3), (12) и (13); анало-
гичным образом (16) имеем после подстановки в выражение для 
прибыли посредника в (2) формул (4), (13) и (14). 
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Здесь σr
K – стоимость товара, закупленного посредником у 

фирмы-производителя. Она рассчитывается по формуле  
(1 – k)pq, где p определяется по (13), а q – по (14). В теории 
активных систем величина σr

K × k/(1 – k) может интерпретиро-
ваться как стимулирование, т.е. вознаграждение, выплачиваемое 
производителем (заказчиком) посреднику (исполнителю) [8]. 

Для изучения различных возможностей проектирования 
систем отношений между участниками конкурентного рынка 
рассмотрим расчет параметра k, определяющего величину 
стоимости σr

K, на основе теоретико-игровых стратегий Γ1 (гам-
ма-один), известных также как стратегии Штакельберга. Этот 
вариант расчета дает наиболее выгодное для фирмы-
производителя значение этого параметра при условии, что 
посредники действуют оптимальным для себя образом. 
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Из условия ∂ΠK⁄∂k = 0, где ΠK  определяется по (15), после 
несложных преобразований приходим к следующему «непол-
ному» кубическому уравнению для определения :

1

KkΓ  

(18) .023 =−





 +++−+ ck

h
ccc

h
aak

h
a  

Здесь использовано обозначение 
h

c
c

h
r r∑ == 1  – среднее зна-

чение предельных переменных издержек фирм-посредников. 
Таким образом, параметр скидки цены спроса ,

1

KkΓ  вычис-
ленный по (18) на основе стратегий Γ1 для состояния равновесия 
Курно, зависит только от средних предельных переменных 
издержек посредников ( c ), предельных переменных издержек 
производителя (c), числа самих посредников (h) и параметра a – 
цены продукции при нулевом выпуске производителем. В связи 
с этим этот параметр может не изменяться достаточно продол-
жительный период и быть приемлемым для регулирования 
отношений между участниками франшизы при их согласии на 
стратегии Γ1. 

Тогда соответствующие элементы равновесного состояния 
для конкурентного по Курно рынка, когда его участники следу-
ют стратегиям Γ1, определяются по (12)–(17) при .

1

Kkk Γ=   

Если ,0=c  то и ,0
1

=Γ
Kk  т.е. производителю выгодно про-

давать посредникам товар по цене потребителей, а сами посред-
ники не будут иметь прибыли.  

Более подробные и специальные исследования механизмов 
типа Γ1 и Γ1 с фиксированными платежами [5] при взаимодейст-
вии активного агента (производитель, франчайзер) и пассивных 
агентов (посредников, франчайзи) на похожей модели можно 
найти в работах [1, 16]. 

Далее рассмотрим задачу оптимизации числа посредников. 
В математических выкладках будем исходить из того, что все 
посредники несут одинаковые предельные переменные издерж-
ки, т.е. cr = e, r = 1, …, h. 
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Согласно (1)–(2) общая (суммарная) прибыль рассматри-
ваемых участников рынка (производителя и посредников) опре-
деляется выражением 
(19) ∑ =−−=∆ h

r rr qQQQp 1 ),()()( ϕϕ  
или с учетом (3) и (4) имеем 
(20) ∑ = +−−−=∆ h

r rrr dqcdcQQQp 1 ).()(  
Для определения оптимального числа посредников на рын-

ке в состоянии равновесия Курно с точки зрения максимизации 
общей (суммарной) прибыли решаем уравнение ∂ΔK⁄∂h = 0, где 
ΔK определяется на основе (20), (12)–(14). 

После ряда преобразований приходим к следующему его 
решению 

(21) ( ).2 eck
ea

ecahK

−−−

−−
=∆  

Если предельные переменные издержки cr посредников 
равны нулю, то  

 
ca
cahK

+
−

=∆ , 

и в лучшем случае будет необходимость только в одном по-
среднике. 

Для определения оптимального числа посредников с точки 
зрения максимизации общего дохода от реализованной продук-
ции (HK = pKQK) решаем уравнение ∂HK⁄∂h = 0, где pK и QK 
определяются по (12) и (13). После ряда несложных преобразо-
ваний приходим к следующему его решению: 

(22) .
2

k
ea

ah K
H

−
=  

Здесь чем выше предельные переменные издержки посред-
ников, тем больше нужно посредников на рынке. Если предель-
ные переменные издержки посредников равны нулю, то опти-
мально иметь только одного посредника. 

Для определения оптимального числа посредников с точки 
зрения максимизации прибыли производителя ΠK решаем урав-
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нение ∂ΠK⁄∂h = 0, где ΠK определяется по (15). Это уравнение 
имеет следующее решение: 

(23) / (1 ) .
2 / / (1 )

K a c kh
a e k c kΠ

− −
=

− + −
 

Наблюдается та же закономерность: чем выше предельные 
переменные издержки посредников, тем больше нужно посред-
ников на рынке. 

Продолжая анализ рынка в состоянии равновесия Курно, 
отметим следующее. Из неравенства  

 0
)1(

1
2 >






 −

+
=

∂
∂

k
ea

bhh
Q K

 

следует, что с ростом числа посредников растет и выпуск товара 
производителем. Но вместе с тем 

 0
)1(

1
2 <






 −

+
−=

∂

∂

k
ea

bhh
q K

r
, 

т.е. падает количество проданных каждым посредником това-
ров. Таким образом, рост выпуска обеспечивается исключи-
тельно за счет новых посредников. 

Поясним, откуда следует эти неравенства. Первое, истин-
ность этих неравенств вытекает из формулы (12) для количества 
производимого товара и того, что это количество не может быть 
отрицательно. Второе, истинность вытекает также и из того, что 
прибыль посредников не может быть отрицательной. Действи-
тельно, по (2), (4) и (5) имеем 

 
.

)()(

rr
r

r

rrrrrrrr

dkbQq
k
c

akq

dqcqbQakqkpqR

−−






 −=

=−−−=−= ϕ
 

Первый член в последней формуле должен быть больше 
нуля, чтобы прибыль посредника не была отрицательной. 

Далее выпуск производителя падает с ростом средних и сум-
марных предельных переменных издержек посредников, так как  

 0
)1(

<
+

−=
∂

∂
bkh

h
e

QK

 и ( ) .0
)1(

1

1

<
+

−=
∂

∂

∑ =
bkhc

Q
h

r r

K
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Цена товара растет с ростом средних и суммарных пре-
дельных переменных издержек посредников –  

 ( ) 0
)1(

1,0
)1(

1

>
+

=
∂

∂
>

+
=

∂
∂

∑ =
khc

p
kh

h
e

p
h

r r

KK

, 

но падает с ростом числа посредников –  

 0
)1(

1
2 <






 −

+
−=

∂
∂

k
ea

hh
pK

. 

С ростом числа посредников падает стоимость закупленно-
го посредником товара у производителя –  

 0)1(2
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и прибыль посредника –  

 .,,1,0
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2 2
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k
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4. Равновесие Штакельберга 

Допустим, что первая фирма-посредник полагает, что все 
другие фирмы-посредники будут действовать по Курно. Тогда 
из dq-r = 0 и dQ-r = 0 при r = 2, …, h имеем ∂Q-r ⁄∂qr = 0, а также  

 ,
2

rr
r

Qfq −−
=  

где fr определяется по (7). 
Из последнего равенства следует 

 ,
2
1

2
1

2
1

2
1

2
1

2
1

11

1

1111 q
q

q
Q

q
q

q
Q

q
Q

q
q rrrr

∂
∂

⋅+
∂

∂
⋅−−=

∂
∂

⋅+
∂
∂

⋅−=
∂

∂
⋅−=

∂
∂ −−  

или  

 ,1
1

1

1 q
Q

q
qr

∂
∂

−−=
∂
∂ −  r = 2, …, h.  

Суммируя левые и правые части последних равенств по r 
при r = 2, …, h, получаем  
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 ,)1()1(
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1
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∂

∂
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∂
∂ −−  

(24) .1

1
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h
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q
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Тогда 

(25) ,
1

2

11
1

h
h
Qf

q
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−

−
= −   

или  

 ,
1

)( 11
1 +

+−⋅
=

h
qQfhq  

(26) .11 hQhfq −=  
Имеем также при r = 2, …, h 

(27) ,Qfq rr −=  
Суммируя левые и правые части равенств (27) по r 

(r = 2, …, h), а затем с (26), получаем  
 .)12()1( 11 QhffhQ h

r r −−+−= ∑ =  
Используя ранее введенные обозначения (см. (7)) для f1 и fr, 

получаем формальное выражение для Q. 
Обозначим соответствующее равновесное по Штакельбергу 

решение верхним индексом «S». Тогда: 

(28) ;
)1(

)12(
2
1 1 1










 −+
−−= ∑ =

k
chc

ah
hb

Q
h
r rS  

(29) ;
)1(

2
1 1 1










 −+
+= ∑ =

k
chc

a
h

p
h
r rS  

(30) ;
)1(

2
1 1 1

1 








 +−
+= ∑ =

k
chc

a
b

q
h
r rS  

(31) ;,,2,
)1(2

2
1 1 1 hr

k
chhcc

a
hb

q
h
r rrS

r =












 −+−
+= ∑ =  



 
Управление большими системами. Выпуск 32 

 96 

(32) 
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Аналогичным образом из условия ∂ΠS⁄∂k = 0 можно провес-
ти расчеты параметра k на основе игр Γ1. При этом выходит, что, 
наряду с первой фирмой-посредником, по Штакельбергу будет 
действовать также и производитель. Найденное значение этого 
параметра обозначим как Sk

1Γ . Тогда соответствующие показате-
ли равновесного состояния для конкурентного по Штакельбергу 
рынка, когда его участники следуют стратегиям Γ1, определяют-
ся по (28)–(36) при .

1

Skk Γ=   
Для определения оптимального числа посредников на рын-

ке в состоянии равновесия Штакельберга также могут прини-
маться во внимание различные критерии. С точки зрения мак-
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симизации общей (суммарной) прибыли оптимальное число 
посредников находится из решения уравнения  

 ;)(,0
1∑ =

+−−−=∆=
∂
∆∂ h

r r
S

r
SSSS

S

dqcdcQQp
h r

 

максимизации общего дохода от реализованной продукции – из 
уравнения  

 ,0=
∂

∂
h

H S

  SSS QpH = ; 

максимизации прибыли производителя – из уравнения 
∂ΠS⁄∂h = 0, где ΠS определяется по (32). 

Так, оптимальное число посредников с точки зрения мак-
симизации общего дохода от реализованной продукции HS 
определяется как 

(37) .
2eka
ekahS

H −
−

=  

По (37) при равенстве нулю предельных переменных из-
держек посредников оптимально иметь одного посредника. 

Оптимальное число посредников с точки зрения максими-
зации прибыли фирмы-производителя продукции ПS определя-
ется по формуле 

(38) / .
2 / / (1 )

S a e kh
a e k c kΠ

−
=

− + −
 

Из неравенства  
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∂
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k
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следует, что в состоянии равновесия Штакельберга с ростом 
числа посредников также растет выпуск товара производителем; 
количество проданных товаров не изменяется для первого 
посредника, но падает для других посредников –  
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Поэтому рост общего выпуска обеспечивается исключи-
тельно за счет новых посредников. С ростом же числа посред-
ников цена товара падает –  
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падают стоимость товара, закупленного каждым посредником у 
производителя –  
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и их прибыль –  
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С ростом предельных переменных издержек посредников 
падает выпуск производителя, так как  
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но растет цена товара –  
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5. Неравновесие Штакельберга 

Пусть остальные фирмы, так же, как и первая, будут дейст-
вовать по Штакельбергу, т.е. каждая фирма считает, что все 
другие действуют по Курно. Такая ситуация называется нерав-
новесием по Штакельбергу [7]. 

В этом случае по (24) как для первой фирмы, так и для всех 
остальных будут выполняться соотношения 
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и согласно (9) имеем, что  
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Далее следует: 
(40) .,,1),( hrQfhq rr =−=   
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Суммируя по r левые и правые части равенств (40), получаем 
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Обозначим элементы полученного неравновесного по Шта-
кельбергу состояния конкурентного рынка верхним индексом 
« S ». Тогда последовательно используя (7), (5), (40), а также 
формальные выражения доходов участников в задачах (1) и (2), 
получаем следующие соотношения: 
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Когда отношения производителя и посредников строятся на 
основе теоретико-игровых стратегий Γ1, значение параметра 
скидки цены k для точки неравновесия Штакельберга находится 
из условия ,0=∂Π∂ kS  где SΠ  определяется по (44). Соответ-
ствующие показатели функционирования рынка находятся из 
(41)–(46) при .

1

Skk Γ=  
Оптимальное число посредников на данном рынке может 

быть найдено из условий: 
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если критерием числа посредников является максимизация 
общей (суммарной) прибыли производителя и посредников;  

 ,0=
∂

∂
h

H S

 где SSS QpH = , 

если критерием числа посредников является максимизация 
общего дохода от реализованной продукции; 

 0=
∂
Π∂
h

S

, 

где SΠ определяется по (44)) – при максимизации прибыли 
производителя. 

Рассмотрим подробнее случай, когда число посредников 
определяется по критерию максимизации дохода. Уравнение  

 0=
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∂
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после ряда несложных преобразований дает искомое решение: 
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Рассмотрим также случай определения оптимального числа 
посредников по критерию максимизации дохода производителя: 
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Переходя к анализу рынка в состоянии неравновесия Шта-
кельберга, отметим, что с ростом числа посредников также рас-
тет выпуск товара производителем. Это следует из неравенства 
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однако для посредников количество проданных товаров падает 
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Поэтому рост выпуска товара обеспечивается исключи-
тельно за счет новых посредников. С ростом числа посредников 
также падают цена товара 
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и прибыль каждого посредника –  
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С ростом числа посредников может неоднозначно вести се-
бя стоимость товара, закупленного каждым посредником у 
производителя, так как  
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При h = 1 последнее выражение положительно, т.е. стои-
мость закупленного товара растет; при небольших значениях h 
знак выражения зависит от соотношения между параметрами 
a, e, k и при значительных значениях h очевидно, что опять 
последнее выражение положительно, что означает рост стоимо-
сти товара, закупаемого каждым посредником у производителя. 

В состоянии неравновесия Штакельберга с ростом предель-
ных переменных издержек посредников падает выпуск произ-
водителя, так как  
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но цена товара растет: 
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6. Общие выводы 

В заключение добавим ряд общих содержательных выво-
дов, относящихся к взаимосвязи между прибылью производите-
ля и ростом числа посредников в его сети.  

1.  Во всех трех случаях (равновесия Курно и Штакельберга, 
неравновесия Штакельберга) наблюдается ∩-образная форма 
зависимости между прибылью производителя и числом посред-
ников. Это дает основания для предположения об оптимальном 
ограниченном числе посредников для производителя в его 
посреднической сети на конкурентном рынке. Вычислительные 
эксперименты для подобных систем показали, что после опти-
мума идет достаточно медленное монотонное понижение при-
были производителя [1]. 

Видимо, такого рода зависимость объясняется тем, что в 
условиях ограниченности рационального поведения и несим-
метричной информированности агентов при малом числе по-
средников действие факторов, «положительно» влияющих на 
прибыль производителя, превалирует над «отрицательно» 
влияющими. А при значительном числе посредников наблюда-
ется обратная картина. 

В этом плане могут представлять интерес те параметры 
системы «производитель–посредник–рынок», изменения кото-
рых (в большую или меньшую сторону) с ростом числа посред-
ников всегда положительно связаны с прибылью производите-
ля. Поэтому далее остановимся на этом вопросе подробнее.  

2.  Во всех трех случаях повышение цены предложения (т.е. 
уменьшение параметра k) приводит к повышению прибыли 
производителя и положительно связано с увеличением числа 
посредников.  

Так для равновесия Курно повышение прибыли производи-
теля можно подтвердить подстановкой соотношения для опти-
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мального числа посредников (23) в соотношение для определе-
ния прибыли (15) при cr = e, r = 1, …, h. Тогда имеем, что при-
быль составит 

(49) .
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Тогда знак производной (49) по k доказывает данное утвер-
ждение о повышении прибыли, а именно 
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Кроме того, по (23) следует  

 
( )

,0
)1(2)1(

2
2 <





 +−−−

−
−=

∂
∂ Π

ck
keak

k
eac

k
hK

 

т.е. оптимальное число посредников убывает с увеличением k. 
Итак, показано, что в случае равновесия Курно повышение цены 
предложения приводит к повышению прибыли производителя и 
положительно связано с увеличением числа посредников (при-
мечание: уменьшение параметра k имеет свои границы, так как 
при малых его значениях функции для h могут иметь особенно-
сти). 

Аналогичным образом рассматриваются и другие случаи. 
3.  Следует отметить интересный факт, что во всех трех слу-

чаях прибыль производителя для оптимального числа посред-
ников составляет одну и ту же величину, определяемую форму-
лой (49). 

Поэтому для завершения доказательства вывода 2 пред-
ставляет смысл здесь привести только производные выражений 
(38) и (48) 
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4.  Во всех трех случаях повышение активности производи-
теля (т.е. объема производства товара Q) приводит к повыше-
нию прибыли производителя и положительно связано с ростом 
посреднической сети.  

С одной стороны, по (1), (3) и (5) имеем 
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Последнее неравенство следует из того, что прибыль про-
изводителя не может быть отрицательной: 
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Если первая составляющая последней формулы будет от-
рицательной или равной нулю, то и прибыль будет отрицатель-
ной. Таким образом, показано, что с ростом Q растет прибыль 
производителя. 

С другой стороны, выше было показано, что для всех трех 
случаев с ростом числа посредников растет выпуск Q и этот 
рост выпуска обеспечивается исключительно за счет новых 
посредников.  

5.  Во всех трех случаях снижение цены товара p приводит к 
повышению прибыли производителя и положительно связано с 
увеличением числа посредников. Этот вывод непосредственно 
следует из предыдущего, так как по (5) p = a – bQ. Впрочем, это 
утверждение можно также подтвердить и приведенными выше 

соотношениями для 
h

p
h

p SK
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∂
∂ , показывающими, что 

цена товара снижается с ростом числа посредников. 
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7. Заключение 

В статье описывается модель функционирования рынка од-
нородного товара, состоящего из одного производителя и ряда 
конкурирующих друг с другом торговых посредников. На осно-
ве этой модели получены аналитические оценки ряда основных 
характеристик рынка в условиях конкурентного равновесия 
Курно, конкурентного равновесия Штакельберга и неравновесия 
Штакельберга, включающих: объем производства товара; объем 
закупаемого у производителя и реализованного потребителям 
товара каждым посредником; рыночная цена продукции; при-
быль производителя и посредников и др. Предложены матема-
тические модели организации отношений между производите-
лем и посредниками на основе теоретико-игрового подхода с 
применением стратегий Γ1. Осуществлена постановка и приве-
дено решение задачи оптимизации числа посредников на регио-
нальном конкурентном рынке по различным критериям: макси-
мизация общей (суммарной) прибыли производителя и 
посредников; максимизация общего (суммарного) дохода; 
максимизация прибыли производителя. Проведен анализ рынка 
в состоянии равновесия Курно, равновесия Штакельберга и 
неравновесия Штакельберга. 

Получены новые результаты, относящиеся к взаимосвязи 
между прибылью производителя и ростом числа посредников в 
его сети. Показано, что во всех трех случаях: 1) наблюдается ∩-
образная форма зависимости между прибылью производителя и 
числом посредников; 2) повышение цены предложения (т.е. 
уменьшение параметра k) приводит к повышению прибыли 
производителя и положительно связано с увеличением числа 
посредников; 3) повышение активности производителя (т. е. 
объема производства товара Q) приводит к повышению прибы-
ли производителя и положительно связано с ростом посредни-
ческой сети; 4) снижение цены товара p приводит к повышению 
прибыли производителя и положительно связано с увеличением 
числа посредников. 
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Введение

В конце 1970-х годов в Сибирском отделении Академии наук
в связи с решением проблемы сохранения природного комплекса
озера Байкал и прилегающего региона были инициированы иссле-
дования с целью эволюционного развития классических моделей
экономической динамики (см., например, [12]) путем дополне-
ния их экологическими блоками в сопоставимых терминах при
сохранении их преимущественно теоретического характера. Они
оказались успешными и вылились в достаточно общую методо-
логию моделирования и системного анализа регионов [8, 11].

С тех пор эта методология развивалась вслед за становле-
нием парадигмы устойчивого развития [10]. Изначальная кон-
цепция модели региона как эколого-экономической переросла в
социо-эколого-экономическую и пополнилась новым блоком, от-
ражающим активные инновационные процессы как важнейший
фактор развития. Создававшиеся при этом версии модели при-
менялись для исследования различных аспектов и проблем ре-
гионального развития: стратегий устойчивого развития, медико-
эколого-экономических, формирования информационной базы с
приложением к конкретным регионам.

Последняя версия, представленная в [9], наиболее перспек-
тивна для различных приложений, но и наиболее сложна по срав-
нению с предшествующими. Она не могла быть реализована в
полном объеме на обычных компьютерах, даже самых современ-
ных. Для практических вычислений требовались различные упро-
щающие допущения и высокая степень агрегирования. Появление
доступных суперкомпьютеров открывает здесь новые возможно-
сти, которые демонстрируются ниже.

1. Описание математической модели

Концепция рассматриваемой модели трактует регион как от-
крытую систему, разделенную условно на три взаимодейству-
ющих подсистемы: экономическую, природную и социальную
[9]. Экономическая подсистема включает традиционные произ-
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водственный и непроизводственный секторы и нетрадиционные
виды деятельности, направленные на восстановление или улуч-
шение в определенном смысле состояния природной и социаль-
ной подсистем. Динамика природной и социальной подсистем
описывается однотипно. Инновации учитываются через видоиз-
менение созданной ранее региональной модели путем дополне-
ния ее специальным блоком, описывающим инновационные про-
цессы. Поскольку в реальности инновации связываются с опре-
деленным объектом, где производятся соответствующие иннова-
ционные процессы, то понятие «инновация» трактуется формаль-
но как любое целенаправленное изменение параметров модели,
описывающей этот объект, которые прежде рассматривались как
константы. Число параметров исходной модели рассматриваемо-
го класса, как правило, достаточно велико.

Модель описывается следующими соотношениями:
(1) c = (E −A(θ)) y −Bu−Azz −Bzuz −Add−Bdud,

(2)
ṙ = N (r − r)− C(θ)y −Du−Dzuz + Czz + imr − exr,

rmin 6 r 6 rmax,

(3) k̇ = u− [δ]k, k̇z = uz − [δz]kz, k̇d = ud − [δd]kd,

(4)
ymin 6 y 6 [β]k, 0 6 z 6 [βz]kz, 0 6 d 6 [βd]kd,

u 6 0, uz 6 0, ud 6 0,

(5) θ̇ = − ([d] +Hinv + [Hdif ]) (θ − θ),

(6) Π̇ =
(
(1− l)pTc− l (r − r)2

)
e−ρt, 0 6 l 6 1.

Здесь в качестве переменных состояния выступают векто-
ры k ∈ Rn1 , kz ∈ Rn2 , kd ∈ Rn3 – основные фонды в эконо-
мическом, природо-социо-восстановительном и инновационном
секторах (n3 = n1(n1 + n2)); r ∈ Rn1 – индексы состояния при-
родной среды и социума; θ ∈ Rn3 – инновационные индексы (аг-
регированное описание изменения за счет инноваций элементов
матрицы прямых затрат в экономическом секторе A(θ) и матри-
цы коэффициентов прямого воздействия отраслей экономики на
компоненты природной и социальной подсистем C(θ)); Π ∈ R –
благосостояние. Переменными управления служат векторы y, z,
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d – выпуски продукции по отраслям, активное природо-социо-
восстановление, активные инновации; u, uz , ud – инвестиции в
экономическом, природо-социо-восстановительном и инноваци-
онном секторах. Остальные величины, входящие в модель (1)–
(6): c – конечное потребление; Γ(k) = [β]k, Γz(kz) = [βz]kz ,
Γd(kd) = [βd]kd; δ, δz , δd – мощности и темпы амортизации в
экономическом, природо-социо-восстановительном и инноваци-
онном секторах; p – цены; r – заданная функция (опорная), напри-
мер получаемая из статистического прогноза; imr, exr – миграци-
онные потоки загрязнений и ресурсов; Az , Ad – прямые затраты
в природо-социо-восстановительном и инновационном секторах;
B, Bz , Bd – фондообразующие затраты в указанных секторах;
N – коэффициенты взаимовлияния компонентов природной и со-
циальной подсистем; D, Dz – коэффициенты воздействия на ком-
поненты природной и социальной подсистем при инвестициях в
отрасли экономики и в природо-социо-восстановительный сек-
тор; Hinv, [Hdif ] – матрицы, отражающие влияние инвестиций
и диффузии инноваций; rmin, rmax – минимально и максималь-
но допустимые индексы состояния природной среды и социума,
ymin – минимально допустимые выпуски продукции по отраслям.

Данная модель может трактоваться как непрерывная, так и
дискретная по времени. Точкой сверху в непрерывном вариан-
те обозначаются производные по времени (k̇ = dk

dt и т. д.), а в

дискретном – конечные разности (k̇ = k(t+h)−k(t)
h и т. д.), где h

– временной шаг, который удобно задавать равным единице вре-
мени (типично – году), h = 1 . Все величины в правых частях
уравнений и в конечных соотношениях берутся в момент t.

Одной из важных целей построения модели (1)–(6), как и в
классических задачах экономической динамики, является опти-
мальный выбор управляющих воздействий по критерию макси-
мума некоторого функционала полезности. Эта процедура слу-
жит по существу продолжением процесса моделирования, опре-
деляя поведение действующих сторон (агентов) исходя из едино-
го принципа. Здесь предлагается достаточно очевидный критерий
оптимальности: на заданном отрезке времени [tI , tF ] (период, го-
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ризонт планирования) максимизировать величину Π(tF ) (функ-
ционал благосостояния) при заданных ограничениях и заданном
состоянии в начале периода: Π(tI) = 0, k(tI) = kI , kz(tI) = kz

I ,
kd(tI) = kd

I , r(tI) = rI , θ(tI) = θI .
После представления наборов фазовых и управляющих пе-

ременных модели (1)–(6) в виде соответствующих векторов x =(
k, kz, kd, r, θ,Π

)
, u =

(
y, z, u, uz, ud, d

)
, замены ограничений

штрафными добавками в минимизируемый функционал задачу
оптимизации для модели (1)–(6) можно рассматривать как задачу
оптимального управления в стандартной форме

(7)

ẋ = f (t, x(t), u(t)) , t ∈ T = {tI , . . . , tF },
x ∈ Rn, u ∈ Rp,
n = n1 + 2n2 + 2n1(n1 + n2) + 1,
p = 2n1 + 2n2 + 2n1(n1 + n2),
x(tI) = xI , F (x(tF )) → min,

и применять к ее исследованию известные методы теории опти-
мального управления.

2. Программно-алгоритмический инструментарий

На основе рассматриваемая версии модели разработан
программно-алгоритмический комплекс DSEEmodel 1.0 для
суперЭВМ серии «СКИФ» Союзного государства «Россия-
Белоруссия». Все основные алгоритмы комплекса программ
DSEEmodel 1.0 реализованы в рамках Т-системы с открытой архи-
тектурой (OpenTS) на языке программирования Т++. Т-система –
система параллельного программирования, реализующая кон-
цепцию автоматического динамического распараллеливания про-
грамм. Это оригинальная российская разработка, которая ведется
в Институте программных систем РАН [1, 2]. Т-система автомати-
чески (без участия программиста) выполняет распараллеливание
фрагментов кода в программе, планировку вычислений, синхро-
низацию параллельных фрагментов кода, обмен данными между
фрагментами программы и распределение данных по различным
узлам кластера. Причем эти действия определяются и выполня-
ются в динамике, во время исполнения программы (а не пла-
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нируются заранее, в статике, во время компиляции). Т-система
предоставляет язык программирования T++ (очень простой па-
раллельный диалект С++), который предназначен для эффектив-
ной реализации динамического распараллеливания.

Комплекс DSEEmodel 1.0 предназначен для компьютерной
поддержки следующих типов расчетов:

1) сценарный анализ – программа поиска решения (прямого
расчета системы) при задании всех входных величин;

2) моделирование неопределенностей – программы случайных
изменений коэффициентов и входов моделей с целью иссле-
дования их на устойчивость и чувствительность;

3) грубая глобальная оптимизация – программа поиска маги-
стральных решений, характерных для данной модели, как
приближенных глобально оптимальных, которые можно вы-
бирать в качестве начальных приближений для последую-
щего итерационного уточнения;

4) последовательное улучшение и приближенно-оптимальный
синтез управления – программа, реализующая итерацион-
ное улучшение приближенных решений.

2.1. Сценарный расчет
Более общая цель создания модели региона – проведение ши-

рокой серии вычислительных экспериментов при широком уча-
стии экспертов и руководителей–практиков для выбора обосно-
ванной стратегии развития. Такие расчеты должны давать ответы
на вопросы типа «что будет, если...?», т. е. оценивать последствия
возможных решений, которые формулируются как некоторые сце-
нарии. Источниками разнообразных содержательных сценариев
могут выступать подходы к решению существующих проблем
(спад производства, устаревшие технологии, угроза уникальному
природному объекту и т. п.), неопределенность внешних факторов
и критериев, практически значимые аппроксимации и интерпре-
тации идеализированных оптимальных решений.
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Для проведения вычислительных экспериментов непосред-
ственно с математической моделью требуются формальные сце-
нарии. Под формальным сценарием понимается любая заданная
комбинация входов. Их источниками могут выступать: «перевод»
содержательных сценариев на язык модели (при этом одному и
тому же содержательному сценарию могут отвечать различные
интерпретации, т. е. различные формальные сценарии), анализ
чувствительности модели и оптимальных решений к парамет-
рам и неопределенностям, что позволяет выявить, с одной сто-
роны, группу наиболее значимых параметров, в отношении кото-
рых требования к эмпирическим данным должны быть особенно
жесткими, а с другой – возможные несущественные компоненты
и связи, игнорирование которых позволяет упростить модель или
ее информационное наполнение.

Систематизация возможных формальных сценариев с учетом
опыта работы с предшествующими версиями модели и их при-
ложений позволило сформулировать требования к создаваемому
компьютерному инструментарию.

Предполагается прямой расчета системы (1)–(6)) при задании
входных величин: n1, n2, tI , tF , h, k(tI), kz(tI), kd(tI), r(tI), θ(tI),
Π(tI), δ, δz , δd, r, imr, exr, p, θ, ρ, l, N , Hinv, Hdif , Cz , D, Dz ,
Az , Ad, B, Bz , Bd, и управлений y, z, d, u, uz , ud в моменты
времени tI , . . . , tF − h.

Алгоритм расчета последователен, но приобретает явный па-
раллелизм при наличии нескольких независимых наборов вход-
ных величин.

2.2. Моделирование неопределенностей
Предполагается исследовать чувствительность целевого

функционала F0 (Π(tF )) = −Π(tF ) при заданных управлениях
к малым изменениям коэффициентов матрицы прямого воздей-
ствия отраслей экономики на компоненты природной и социаль-
ной подсистем C(θ) и матрицы прямых затрат в экономическом
секторе A(θ).

Данный сценарий предполагает задание входных величин:
n1, n2, tI , tF , h, k(tI), kz(tI), kd(tI), r(tI), θ(tI), Π(tI), δ, δz , δd,
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r, imr, exr, p, θ, ρ, l, N , Hinv, Hdif , Cz , D, Dz , Az , Ad, B, Bz , Bd,
и управлений y, z, d, u, uz , ud в моменты времени tI , . . . , tF − h.
В дальнейшем производится расчет для каждого нового набора
входов с изменением одного коэффициента матрицы A(θ) (матри-
цы C(θ)) на 1% от исходного значения текущего коэффициента.
При этом очевидно, что вычисления могут вестись параллельно
для каждого текущего значения входов. По окончании сравнива-
ются изменения значения целевого функционала F0 на исходном
наборе входных данных и на текущих наборах входных данных.

2.3. Поиск магистрального решения
Рассматриваемая математическая модель региона (1)–(6) до-

пускает при некоторых идеализирующих допущениях приме-
нение специального высокоэффективного метода поиска маги-
стральных решений [9], который состоит в следующем.

Из рассматриваемой системы (1)–(6) исключаются диффе-
ренциальные уравнения относительно kz , kd и θ. Управления u,
z считаются неограниченными, ud = 0, d = 0, C(θ) = const =
C(θ(tI)), A(θ) = const = A(θ(tI)), Bz = 0, D = 0, Dz = 0.
Ищется решение задачи оптимального управления следующего
вида:

(8)

k̇ = u− [δ]k, t ∈ [tI , tF ],
ṙ = N (r − r)− Cy + Czz + imr − exr,

Π̇=
(
(1− l)pT((E −A) y−Bu−Azz)−l (r − r)2

)
e−ρt,

k(tI) = kI , k(tF ) = kF , r(tI) = rI , Π(tI) = 0,
−Π(tF ) → min .

Применяется специальный метод преобразования к произ-
водной системе (сингулярной релаксации) [4], который, вкратце
состоит в следующем. Записывается вспомогательная система

∂k

∂τ1
= E,

∂r

∂τ1
= 0,

∂Π
∂τ1

= −(1− l)e−ρtpTB,

∂k

∂τ2
= 0,

∂r

∂τ2
= Cz,

∂Π
∂τ2

= −(1− l)e−ρtpTAz,

где τ1 ∈ Rn1 , τ2 ∈ Rn2 , и находится ее интергал (скалярный)
(9) I(t) = Π(t) + p̃T(t)Bk(t) + p̃T(t)Az(Cz)−1r(t),
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где p̃(t) = (1 − l)e−ρtp. Заметим, что ˙̃p(t) = −ρp̃(t). Далее запи-
сывается полная производная (9) в силу системы (8)

İ(t) = Π̇(t)− ρp̃T(t)Bk(t) + p̃T(t)Bk̇(t)−
−ρp̃T(t)Az(Cz)−1r(t) + p̃T(t)Az(Cz)−1ṙ(t) =
= p̃T(t)

(
E −A−Az(Cz)−1C

)
y(t)−

−p̃T(t)B (ρE + [δ]) k(t)−
−leρt (r(t)− r)2 + p̃T(t)Az(Cz)−1 (N − ρE) r(t) + ξ(t),

где ξ(t) — функция только от t.
В результате максимизации полученного выражения при каж-

дом t ∈ [tI , tF ] по переменным y, k, r в области

rmin 6 r(t) 6 rmax, klow(t) 6 k(t) 6 kup(t),
ymin 6 y(t) 6 [β]k(t),

где klow(t) = kIe
−[δ]t, kup(t) = kF e

[δ](tF−t) — решения уравнения
k̇ = −[δ]k при уcловиях k(tI) = kI , k(tF ) = kF соответствен-
но, получается тройка функций ŷ(t), k̂(t), r̂(t), называемая ма-
гистралью. Ее комбинация с заданными граничным точками, как
правило, разрывна. Предлагается аппроксимировать магистраль-
ное решение в окрестности разрывов линейными функциями с
заданными коэффициентами наклона следующим образом.

1. Максимизация по k.
а) если

{
−pTB(ρE + [δ])

}
i
> 0, то

k̂i(t) =
{
λ(t; t0, t0 + s, ki(t0), kup i(t0 + s)), t ∈ [t0, t0 + s),
kup i(t), t ∈ [t0 + s, tF ],

где λ(t; τ0, τ1, x0, x1) — прямая, проходящая через точки (τ0, x0),
(τ1, x1) (выход на магистраль).

б) если
{
−pTB(ρE + [δ])

}
i
< 0, то

k̂i(t) =
{
klow i(t), t ∈ [t0, tF − s),
λ(t; tF , tF − s, ki(tF ), klow i(tF − s)), t ∈ [tF − s, tF ].

в) если
{
−pTB(ρE + [δ])

}
i
= 0, то

k̂i(t) = λ(t; t0, tF , ki(t0), ki(tF )), t ∈ [t0, tF ].
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2. Максимизация по y.
Если справедливо

{
pT

(
E −A−Az(Cz)−1C

)}
i

> 0, то

ŷi(t) =
{

[β]k̂(t)
}

i
; иначе ŷi(t) = 0.

3. Максимизация по r.
Расчет вспомогательных величин r∗ и r̃:

r∗ = r +
1− l

2l
(
pTAz(Cz)−1(N − ρE)

)T
,

r̃ =


r∗i, если l 6= 0, r∗i ∈ [rmin i, rmax i],
rmin i, если l 6= 0, r∗i < rmin i,

или l = 0,
{
pTAz(Cz)−1(N − ρE)

}
i
< 0,

rmax i, если l 6= 0, r∗i > rmax i,
или l = 0,

{
pTAz(Cz)−1(N − ρE)

}
i
> 0;

r̂i(t) =


ri(t0), если l = 0,

{
pTAz(Cz)−1(N − ρE)

}
i
= 0,{

λ(t; t0, t0 + s, ri(t0), r̃), t ∈ [t0, t0 + s),
r̃, t ∈ [t0 + s, tF ],

иначе.

Далее, из уравнений (8) k̇ = u − [δ]k находим û = ˙̂
k + [δ]k̂.

Из уравнений (8) ṙ = N (r − r)−Cy+Czz+ imr − exr находим

ẑ = (Cz)−1
(

˙̂r −N(r̂ − r) + Cŷ − imz + exz
)
. Используя огра-

ничения (4) 0 6 z 6 [βz]kz и условия kz(tI) = kz
I , kz(tF ) = kz

F

(если они заданы), полагаем k̂z
i = 1

βz
i
ẑi. Если это необходимо,

то аппроксимируем решение в окрестности разрывов линейными
функциями с заданными коэффициентами наклона:

k̂z
i (t) =


λ(t; t0, t0 + s, kz

i (t0),
1
βz

i
ẑi(t0 + s)), t ∈ [t0, t0 + s),

1
βz

i
ẑi(t), t ∈ [t0 + s, tF − s),

λ(t; tF , tF − s, kz
i (tF ), 1

βz
i
ẑi(tF − s)), t ∈ [tF − s, tF ].

Далее из уравнений (3) находим ûz = ˙̂
k

z

+ [δz]k̂z .
Найденную аппроксимацию магистрального управления со-

ставят функции ŷ(t), ẑ(t), û(t), ûz(t), ud(t) = 0, d(t) = 0, которые
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можно использовать в качестве начального приближения в ниже-
описанной итерационной процедуре улучшения управления.

Поиск магистрального решения предполагает задание вход-
ных величин: n1, n2, tI , tF , h, k(tI), kz(tI), kd(tI), r(tI), θ(tI),
Π(tI), δ, δz , δd, (r), imr, exr, p, (θ), ρ, l, N , Hinv, Hdif , Cz , D,
Dz , Az , Ad, B, Bz , Bd, rmin, rmax, β, βz , βd, ymin, и, возможно,
некоторых из величин k(tF ), kz(tF ), r(tF ). В случае, когда все
величины k(tF ) заданы, алгоритм поиска магистрального реше-
ния последователен. В случае, когда некоторые из величин k(tF )
не заданы, алгоритм поиска магистрального решения должен вы-
полняться на некотором количестве принудительно заданных ва-
риантов недостающих исходных величин, что порождает парал-
лельные вычисления.

2.4. Последовательное улучшение управления
Задача улучшения управления ставится следующим обра-

зом: имеется начальное решение задачи оптимального управле-
ния (7) — допустимый элемент mI =

(
xI(t), uI(t)

)
, требуется

найти допустимый элемент mII =
(
xII(t), uII(t)

)
, такой, что

F
(
xII(tF )

)
< F

(
xI(tF )

)
.

Метод улучшения первого порядка в случае, когда F = F0

(т. е. ограничения не учтены с помощью штрафных добавок в
минимизируемом функционале), выражается формулами

uII(t) = uI(t) + 1
hαf

T
u

(
t, xI(t), uI(t)

)
ψ(t+ h),

ψ(t) = fT
x

(
t, xI(t), uI(t)

)
ψ(t+ h), t = tf − h, . . . , tI ,

ψ(tF ) = (0, . . . , 0, 1− α)T,

где α ∈ (0, 1] – параметр метода. Для исследуемой модели (1)–
(6) сложность заключается в процедуре выбора весовых коэффи-
циентов при добавлении штрафных добавок в минимизируемый
функционал и в нахождении матриц частных производных fu и
fx в силу нелинейности исходной модели (1)–(6). Для преодо-
ления первой сложности в ПК ISCON была предложена доста-
точно универсальная процедура выбора весовых коэффициентов
при добавлении штрафных добавок на каждой итерации алгорит-
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ма улучшения [5, 6, 7]. Матрицы же частных производных были
вычислены аналитически.

Алгоритм улучшения управления предполагает задание вход-
ных величин: n1, n2, tI , tF , h, k(tI), kz(tI), kd(tI), r(tI), θ(tI),
Π(tI), δ, δz , δd, (r), imr, exr, p, (θ), ρ, l, N , Hinv, Hdif , Cz , D,
Dz , Az , Ad, B, Bz , Bd, rmin, rmax, β, βz , βd, ymin, и начальных
управлений y, z, d, u, uz , ud в моменты времени tI , . . . , tF − h.
В области изменения параметра метода улучшения α выбирает-
ся равномерно несколько значений, и параллельно для каждого
значения параметра проводятся итерации улучшения начального
управления.

Одним из важнейших условий эффективности итерационно-
го улучшения является удачный выбор начального приближения,
т. е. успешное выполнение расчетов типа 2.

3. Тестовые расчеты

Были проведены расчеты для двух условных регионов с ос-
новными исходными данными, соответствующими Переславско-
му региону [5] и Байкальскому региону [3]. Реальных данных в
настоящее время далеко не достаточно для формирования полных
наборов, необходимых для практических содержательных расче-
тов. Это самостоятельный сложный комплекс междисциплинар-
ных эмпирических исследований, связанных с моделированием
конкретных регионов и организованных также на основе концеп-
туальной модели. Представление об этом дают соответствующие
разделы монографий [3, 5]. Для проведения тестовых расчетов
реальные данные были дополнены значительным количеством
условных. В качестве параметров, подлежащих инновационным
изменениям, были выбраны коэффициенты матриц прямых про-
изводственных затрат A прямых воздействий отраслей экономики
на компоненты природы и социумаC. С учетом возможностей вы-
сокопроизводительных параллельных вычислений агрегирование
в инновационном блоке не производилось.

Для непрерывной модели региона типа «Переславский» со-
ответствующий набор данных представлен в таблице 1. Эконо-
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мика здесь представлена тремя агрегированными отраслями, со-
стояние природно-социального блока характеризуется четырьмя
индексами: r1 – приведенный запас природных ресурсов; r2 – ка-
чество природной среды; r3 – численность населения; r4 – индекс
социального развития. Вектор инновационных индексов состав-
ляют 9 коэффициентов матрицы A и 12 коэффициентов матрицы
C. Общая размерность вектора состояния составляет 54, вектора
управлений – 56.

На этих данных было проведено три типа расчетов (1, 3, 4).
Вначале находилось магистральное решение (расчет типа 3), за-
тем оно модифицировалось в начальное приближение для управ-
лений и рассчитывался соответствующий сценарий (расчет типа
1), далее запускался итерационный процесс улучшения (расчет
типа 4). Результаты расчетов представлены на рис. 1–5. Значе-
ния экономических переменных отнесены к начальным значени-
ям, а природно-социальных – к опорным (невозмущенным). Они
демонстрируют качественный характер оптимальной стратегии
устойчивого развития региона, несмотря на условность исход-
ных данных. А именно, природно-социальные индексы остаются
в заданных границах. При этом 1-я и 2-я отрасли оказываются
нерентабельными с учетом затрат на восстановление природной
и социальной среды, и их выпуски остаются на нижней границе,
определенной из условий занятости. Третья отрасль становится
рентабельной на 15-м году в результате инновационных процес-
сов, и ее выпуск переключается на максимальный. Хотя в целом
экономика остается нерентабельной, но тенденция накопления
регионального дохода сменяется с отрицательной на положитель-
ную.

Для условного региона типа «Байкальский» были проведе-
ны расчеты типа 2 по моделированию неопределенностей. А
именно, исследовались изменения целевого функционала в про-
центах при изменении коэффициентов матриц A и C также в
процентах (т. е в терминах логарифмических производных). Ба-
зовый набор данных был сформирован исходя из информации,
предоставленной специалистами Иркутского и Бурятского науч-
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Таблица 1.
k(0) 211 251 37,3
kz(0) 4 12 0,15 8,5
kd(0) 1 2 1 1 2 1 1 2 1 1 1 1 2 1 2 1 1 1 1 2 2
r(0) 5755 0,8 69,5 0,44
rmin 5000 0,3 60 0,4
rmax 6000 1,3 120 0,8
r̄ 6000 0,7 100 0,5
p 1 1 1
δ 0,06 0,06 0,07
δz 0,07 0,09 0,06 0,11
δd 0,06 . . . 0,06
ymin 42,2 43,925 9,325
β 0,4 0,35 0,5
βz 3,7 0,019 0,03 0,0026
βd 0,003 . . . 0,003

imr, exr, ρ, l, нулевые
D,Dz,Hdif , N

Cz (diag) 1 1 1 1
Hinv (diag) 0,01 . . . 0,01

A
0,08 0,001 1e− 05
0,5 0,4 0,35

0,001 0,006 0,06

B
0 0 0

0,45 0,65 0,4
0 0 0

Az
0,2 80 3 200
0,4 90 40 1000
0 0,6 20 3000

Bz
0 0 0 0

0,3 0,35 0,2 0,15
0 0 0 0

C

0 0,011 0
0,0018 0,002 0,0011
0,0001 0,0005 0,0003
0,0002 0,0001 0,0003122
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ных центров СО РАН. Экономика при этом описывалась наиболее
детально как совокупность 38 отраслей, а природно-социальный
блок — посредством 8-ми агрегированных индексов. Полные раз-
мерности динамической системы (7), соответствующей постро-
енной социо-эколого-экономической модели (1)–(6), составили
n = 3551, p = 3588, т. е. получившаяся конкретная модель описы-
вает динамику 3551 величины под действием 3588 управляющих
воздействий.

Таблица данных и детальные результаты расчетов здесь не
приводятся из-за громоздкости. В целом выявлена резкая диф-
ференциация чувствительностей, что позволит в дальнейшем ра-
дикально уменьшить размерность наиболее громоздкого иннова-
ционного блока и тем самым всей конкретной модели в более
сложных расчетах.

Проводились вычислительные эксперименты по исследо-
ванию эффективности параллельной версии программ анализа
чувствительности и улучшения управления на суперкомпьюте-
ре СКИФ МГУ «Чебышёв». Полученные данные представлены в
таблицах 2 и 3.

Таблица 2. Эффективность параллельной версии программы
анализа чувствительности
Число процессоров Время работы программы, Ускорение

(ядер) с (мин)
8 3466 (58) 6,232
19 1483 (25) 14,565
38 785 (13) 27,516
64 520 (9) 41,538

Аналогичные эксперименты проводились с параллельными
версиями программ оптимизации на суперкомпьютере СКИФ
«Первенец-М», расположенном в ИПС РАН. Полученные данные
представлены в таблице 4.
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Таблица 3. Эффективность параллельной программы улучшения
управления
Число процессоров Время работы программы, Ускорение

(ядер) с (мин)
1 703 (12) 1
2 394 (7) 1,78
4 230 (4) 3,06
9 202 (3) 3,48

Таблица 4. Эффективности параллельных программ
оптимизации
Число процессоров Время работы программы, Ускорение

(ядер) с (мин)
Поиск магистрального решения

1 603 (10) 1
4 173 (3) 3,49
8 105 (2) 5,74
16 89 (1) 6,78

Поиск магистрального решения
с последующим расчетом динамики

1 2275 (38) 1
4 622 (10) 3,66
8 351 (6) 6,48
16 288 (5) 7,90
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Рис. 1.

Рис. 2.
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Рис. 3.

Рис. 4.

4. Заключение

В целом на основании проведенных исследований можно за-
ключить, что применение суперкомпьютеров кластерного типа
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Рис. 5.

для реализации описанной концепции модели региона открывает
новые перспективы ее эффективного использования, немысли-
мые ранее при использовании обычных компьютеров с после-
довательным исполнением программ из-за большой размерности
практически значимых версий модели и сложной системы дан-
ных. В особенности это относится к инновационным процессам,
учет которых в модели без искусственного агрегирования приво-
дит к драматическому росту ее размерности и числа параметров,
требующих идентификации.

С другой стороны, задачи, связанные с моделью, как многова-
риантные, естественным образом приспособлены для параллель-
ных вычислений на кластерах и не требуют сложных процедур
распараллеливания. При определенной организации многовари-
антных вычислительных экспериментов и трактовке их результа-
тов они становятся инструментом не только трудоемких количе-
ственных оценок, но и качественного анализа, позволяя выделить
ведущие факторы, переменные и параметры, на которых требует-
ся сосредоточиться при последующих эмпирических исследова-
ниях.
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Следует отметить как недостаток невысокую эффективность
в данном случае градиентного метода улучшения управления. Это
связано с тем, что результирующие управления (например, y3(t))
меняются скачкообразно в то время как на начальном приближе-
нии они достаточно плавные. Скачки же реализуются медленно
в течение многих итераций. В перспективе планируется приме-
нить глобальный метод Кротова [12], который в настоящее время
реализуется в составе ПК ISCON.
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Abstract: A general procedure of the approximate optimal control
synthesis for socio-ecological-economic model of the region is
developed. A set of programs DSEEmodel 1.0, which implements
at the cluster computing devices parallel algorithms for scenario
calculations, optimization and improvement of an approximate
optimal control for socio-ecological-economic model to conduct multi-
variant calculations relating to the development of strategies for
sustainable development in the region is created. In general, this
is a new approach to the problem of situational control of the region
by using supercomputers to implement full-scale socio-ecological-
economic model.

Keywords: socio-ecologo-economic model, optimal control, parallel
algorithms, dynamic parallel programs, T-system.
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УПРАВЛЕНИЕ СОЦИАЛЬНО-ЭКОНОМИЧЕСКОЙ 

АСИММЕТРИЕЙ РЕГИОНОВ КАК ФАКТОР  
ЭКОНОМИЧЕСКОГО РОСТА1  

Жуланов Е.Е.2 
(ГОУ ВПО «Пермский государственный технический 

университет», Пермь) 
 

Предложен механизм управления социально-экономической 
асимметрией регионов РФ в целях создания условий для разви-
тия конкуренции и обеспечения на этой основе экономического 
роста страны. Данный механизм основан на применении эконо-
мико-математического аппарата линейного программирова-
ния, благодаря которому становится возможным оценивать 
наиболее рациональное распределение ресурсов в экономике. Для 
снижения асимметрии и повышения эффективности функцио-
нирования экономики предлагается дифференциация налоговых 
ставок, учитывающая диспропорции в социально-экономичес-
ком развитии регионов РФ и в их ресурсном оснащении.   

 
Ключевые слова: экономический рост, региональная эконо-
мика, моделирование, методика, отраслевой рынок. 

 
Как известно, в рыночной экономике основным движущим 

фактором развития является конкуренция. Именно ее актив-
ность воздействует на конъюнктуру товарных рынков, что, 
выражается в изменении рыночных цен и объемов продаж. Как 
следствие, скорость темпов роста расширенного воспроизводст-
                                                           
1 Статья подготовлена при финансовой поддержке РГНФ в рамках 
научно-исследовательского проекта РГНФ («Иерархическое взаимо-
действие властных и рыночных структур как основа экономического 
роста»), проект №10-02-82206А/у. 
2 Евгений Евгеньевич Жуланов, кандидат экономических наук, заве-
дующий кафедрой экономики и организации промышленного производ-
ства, доцент (zeepstu@yandex.ru). 
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ва в регионах тоже будет меняться. От этого непосредственно 
зависит национальный экономический рост, под которым пони-
мается увеличение количества благ производимых в националь-
ной экономике.  

В соответствии со сложившимися положениями экономи-
ческой теории об оптимальном использовании ресурсов, конку-
рентное равновесие на отраслевых рынках обеспечивает:  

1. Эффективность по Парето в распределении благ, т.е не-
возможность перераспределения благ таким образом, чтобы 
улучшилось благосостояние хотя бы одного потребителя без 
уменьшения благосостояния других.  

2. Эффективность по Парето в производстве, т.е. невозмож-
ность увеличения производства одного или нескольких товаров 
без сокращения производства других.  

3. Эффективность по Парето в структуре выпуска продук-
ции, т.е. формируется такая комбинация благ, при которой 
невозможно увеличить благосостояние хотя бы одного индиви-
да без уменьшения благосостояния других. 

Исходя из данных определений оптимального состояния 
экономики, для определения наибольшего экономического 
роста в Российской Федерации может быть использована опти-
мизационная задача линейного программирования.  

Каждому Парето-эффективному распределению благ и ре-
сурсов соответствует система цен, которая обеспечивает общее 
равновесие. При этом положение одних субъектов хозяйствова-
ния улучшается не за счет положения других, а только за счет 
повышения эффективности распределения благ и ресурсов. 
Обеспечивает желаемую максимизацию благосостояния обще-
ства и производственных возможностей конкурентный рыноч-
ный механизм. Чтобы достигнуть наилучшего благосостояния и 
результата в распределении благ, необходимо перераспределе-
ние доходов [3]. 

Руководствуясь вышеуказанными принципами Парето-
эффективности, для определения наилучшего способа использо-
вания производственных возможностей страны может быть 
применен экономико-математический аппарат линейного про-
граммирования.  
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Целевая функция при этом будет направлена на максимиза-
цию полезности потребителей, выраженную в денежных едини-
цах или в ценности благ, определяемой на основе их полезности 
через соотношение спроса и предложения на товарных рынках: 

(1) max,
1

→= ∑
=

G

g
guZ  

где G – количество доходных групп потребителей; g – доходная 
группа потребителей, объединяющая в себе лиц с приблизи-
тельно равным доходом; ug – полезность g-й группы потребите-
лей в денежном выражении. 

Зная уровень оплаты труда доходных групп и среднюю 
склонность к потреблению, можно на основе модели линейного 
программирования определить такую комбинацию выпуска 
разных товаров, при которой полезность населения была бы 
максимально удовлетворена при текущих рыночных условиях.  
Между тем, как общеизвестно, достижение Парето-
эффективности в экономике и максимальной полезности потре-
бителей возможно лишь при определении индивидуальных 
полезностей каждого потребителя. Однако в условиях фактиче-
ской рыночной деятельности хозяйствующих субъектов воз-
можность установления рыночных цен на индивидуальном 
уровне для каждого потребителя не представляется возможным, 
поскольку это запрещено антимонопольным законодательством. 
Исходя из этого, судить о полезности товаров для потребителя 
можно только на основе данных о его готовности оплачивать 
потребляемый товар и о структуре его потребительской корзи-
ны. О готовности свидетельствуют совершаемые им покупки. 
При определении состава потребительской корзины следует 
учитывать, что в ее состав входят виды товаров, для которых 
устанавливаются одни и те же цены во избежание ценовой 
дискриминации. Следовательно, в зависимости от размера 
получаемого дохода и средней склонности к потреблению мож-
но определить состав товаров, входящих в потребительскую 
корзину потребительских групп с приблизительно равными 
доходами. При этом чем больше будет количество потребитель-
ских групп, тем точнее будет определена полезность, получае-
мая обществом от потребления товаров. 
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В связи с этим, принимая во внимание то, что полезность 
можно интерпретировать в денежном эквиваленте, т.е. в размере 
потребительских расходов, состоящих из платежей за потреби-
тельские товары, целевая функция (1) будет выражена через 
объемы продаж данных товаров и их цены:  

(2) max,
1

→⋅⋅= ∑
=

m

j
jjj tpZ ε  

где pj – средняя цена j-го товара; εj – изменение цены на товар  
j-го рынка под влиянием конкурентного давления и внедрения 
инноваций; tj – количество конечного потребительского товара 
j-го вида; m – количество потребительских товаров. 

Для выделения однородных товаров, образующих товарный 
рынок, необходимо воспользоваться группировкой товарных 
групп в соответствии с кодом ОКВЭД (общероссийский клас-
сификатор видов экономической деятельности). 

Систему ограничений можно представить в виде: 

(3) 
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где wg – средний уровень заработной платы в доходной группе 
g; qg – количество человек в доходной группе g; с – средняя 
склонность к потреблению в отчетном периоде; pgj – цена j –го 
товара для g-й потребительской группы (сегмента рынка с опре-
деленным уровнем доходов). 

В системе ограничений (3) представлены знаки равенства, 
исходя из предпосылки о полном использовании потребителями 
части своих доходов предназначенной для потребительских 
расходов. 

Неравенства системы ограничений расположены в последо-
вательности возрастания стоимости товаров, производимых 
предприятиями отраслевых рынков по критерию удовлетворе-
ния более дорогостоящих потребностей потребителей вдоль 
иерархии потребления. Это означает, что левая часть каждого 
последующего неравенства содержит нормы расхода капитала 
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на производство только тех товаров, которые входят в потреби-
тельскую корзину данной доходной группы. 

Значения множителей εj по каждому рынку может быть оп-
ределено при помощи индекса цен Пааше [4, с. 536]. 

(4) ∑∑
==

⋅⋅=
R

r
jrjr

R

r
jrjrj qPqP

1

21

1

22ε ,  

где P1
jr и P2

jr – цена товара j-го отраслевого рынка в r-м регионе 
на начало и на конец предшествующего периода; q2

jr – объем 
продаж товара j-го отраслевого рынка в r-м регионе на конец 
предшествующего периода; R – количество регионов. 

Уменьшение значения показателей εj характеризует падение 
цен на отраслевых рынках в результате развития конкуренции, 
что в свою очередь свидетельствует о приближении региональ-
ных рыночных структур к конкурентным, а также о расширении 
географических границ рынков и о росте эффективности их 
функционирования.   

Таким образом, применение теоретического подхода к оп-
ределению Парето-эффективности в распределении благ позво-
ляет найти при помощи предлагаемой модели оптимальный 
план распределения расходов домохозяйств между потребитель-
скими товарами при сложившихся рыночных условиях. На 
следующем этапе, в соответствии с теоретическим подходом к 
определению Парето-эффективности в производстве и в струк-
туре выпуска, следует найти оптимальный план производства в 
национальной экономике при сложившихся рыночных услови-
ях. Для этого также может быть использована модель линейного 
программирования. При ее построении следует исходить из 
того, что производство промежуточных товаров или ресурсов 
непосредственно зависит от запросов фирм – производителей 
конечных товаров, реализующих их на потребительских рынках. 

Целевая функция при определении оптимального плана 
производства промежуточных товаров может быть направлена 
на минимизацию издержек производства i-х промежуточных 
товаров: 

(5) min.
1

→⋅= ∑
=

m

i
ii tACZ  
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где ACi – средние издержки производства i-го промежуточного 
товара; ti – количество промежуточного товара i-го вида. 

Система ограничений может быть представлена в следую-
щем виде: 

(6) 
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где kji – норма расхода капитала на покупку i-го промежуточно-
го товара или основных средств для производства единицы 
конечного потребительского товара j-го вида; li – норма расхода 
труда на производство единицы промежуточного товара i-го 
вида; αi – индекс роста производительности труда на i-м рынке; 
Kj – сумма капитальных вложений фирм-производителей j-го 
товара в приобретение i-х производственных ресурсов: проме-
жуточных товаров или основных средств. 

Множитель εi – характеризует изменение цены на промежу-
точный товар (ресурс) i-го рынка под влиянием конкурентного 
давления и внедрения инноваций. Его значение определяется по 
формуле

 (7) ,
1

21

1

22 ∑∑
==

⋅⋅=
R

r
irir

R

r
iriri qkqkε  

где k1
ir и k2

ir – средняя цена промежуточного товара i-го отрасле-
вого рынка в r-м регионе на начало и на конец предшествующе-
го периода; q2

ir – объем продаж промежуточного товара i-го 
отраслевого рынка в r-м регионе на конец предшествующего 
периода. 

Уменьшение значения показателей εi, так же как и εj, харак-
теризует падение цен на отраслевых рынках промежуточных 
товаров. 

Аналогичным образом может быть рассчитан индекс роста 
производительности труда αi. Однако для соблюдения адекват-
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ности модели распределения ресурсов в экономике формулу 
Пааше необходимо преобразовать следующим образом: 

(8) ∑∑
==

⋅⋅=
R

r
irir

R

r
iriri ltlt

1

22

1

21α ,  

где t1
ir и t2

ir – выработка i-го промежуточного товара на единицу 
трудового ресурса в r-м регионе на начало и конец предшест-
вующего периода соответственно; l2

ir – количество трудового 
ресурса в r-м регионе, используемого для производства i-го 
товара на конец предшествующего периода. 

Величина Kj определяется на основе полученного опти-
мального плана производства конечных потребительских това-
ров по формуле 
(9) *

jjjj tpK ⋅⋅= ε , 
где tj

* – количество товара j-го вида, полученного по оптималь-
ному плану производства конечных товаров. 

Данный комплекс моделей позволит определить состояние 
экономики наиболее близкое к Парето-эффективному в сло-
жившихся рыночных условиях. 

В системе ограничений (6), в отличие от традиционных мо-
делей экономического роста [7], представлены не степенные, а 
линейные нормы расхода капитала (материалов, оборудования), 
которые предполагают постоянную отдачу от использования 
ресурса. Связано это с тем, что в данной модели переоценивает-
ся изменение состояния рынков (объемы продаж и цены) под 
давлением конкуренции в конце каждого анализируемого пе-
риода, а следовательно, переоцениваются также и нормы по-
требления каждого ресурса. Переоценка осуществляется при 
помощи коэффициентов εi и εj, встроенных в вышеуказанные 
модели.  

Чтобы определить коэффициенты εj, необходимо выделить 
отраслевые рынки по трем видам рыночных границ: продукто-
вым, географическим и временным. В условиях совершенной 
конкуренции ресурсное обеспечение, товары и индивидуальный 
спрос для каждого продавца одинаковы. Поэтому рыночные 
границы будут одинаковыми, а следовательно, процессы вне-
дрения инноваций будут происходить с одинаковой интенсив-
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ностью. Однако, принимая во внимание фактическую диффе-
ренциацию ресурсной базы, климатических условий, численно-
сти населения и покупательной способности в регионах, единое 
рыночное пространство «распадается» на ряд рыночных зон со 
схожими условиями хозяйственной деятельности. В результате 
вместо рыночной структуры, по мере возможности приближен-
ной к состоянию совершенной конкуренции, в регионах обра-
зуются рыночные структуры в виде олигополии, монополисти-
ческой конкуренции и монополии. Эффективность 
функционирования отраслевых рынков и экономики в целом 
при данных структурах ниже, чем в условиях совершенной 
конкуренции, поскольку предложение товара меньше, а цены 
значительно выше, чем при совершенной конкуренции, т.е. 
образуются «чистые потери» потребителей и производителей от 
монопольной власти [2, с. 74]. Поэтому для увеличения темпов 
экономического роста за счет сокращения размера данных 
потерь необходимо поддержание таких условий, при которых 
структуры рынков приближались бы к совершенным.  

Поскольку основной движущей силой изменения структуры 
рынка является конкурентная среда, то появляется необходи-
мость в ее развитии за счет управления социально-
экономической асимметрией регионов. Это обеспечит сопоста-
вимые экономические условия хозяйственной деятельности, 
покупательной способности населения и рыночной конъюнкту-
ры в регионах. Как следствие произойдет разрушение регио-
нальных рыночных барьеров, благодаря которым и образуются 
«чистые потери».  

В целях управления социально-экономической асимметри-
ей может быть предложен макроэкономический механизм, 
обеспечивающий выравнивание условий конкуренции на регио-
нальных товарных рынках и устранение межрегиональных 
социально-экономических диспропорций за счет инноваций и 
инвестиций, стимулируемых конкуренцией. 

Для разработки инструментария может быть предложен 
следующий подход. Как известно, в соответствии с макроэко-
номической моделью круговых потоков выделяется несколько 
укрупненных рынков: рынок ресурсов, рынок продуктов, рынок 
труда, финансовый рынок. В целях проведения макроэкономи-
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ческой политики, направленной на обеспечение экономического 
роста по отношению к каждому рынку государственные испол-
нительные власти РФ применяют соответствующие налоговые 
регуляторы, представленные в таблице 1. 

Таблица 1. Налоговые регуляторы рыночной деятельности  
Рынок Налог 
Ресурсов 
Продуктов 
Финансовый 

1. Налог на прибыль 
2. Налог на имущество организаций 
3. Налог на добавленную стоимость 

Ресурсов  Налог на добычу полезных ископаемых 
Труда  1. Налог на доходы физических лиц 

2. Налог на имущество физических лиц 
 
Основываясь на действующих налоговых регуляторах, 

представленных в таблице 1, можно предложить следующий 
механизм дифференцирования налоговых ставок в разрезе 
регионов России в целях управления асимметрией в социально-
экономическом их развитии. 

В связи с тем, что налоги, связанные с добычей полезных 
ископаемых, и платежи за загрязнение окружающей среды 
должны обеспечивать компенсацию ресурсных и экологических 
потерь, ставки этих налогов и платежей не должны изменяться 
для целей управления социально-экономической асимметрией. 

Поскольку развитие хозяйственной деятельности в регио-
нах зависит прежде всего от инвестиционных потоков, направ-
ляемых в экономику, то целесообразно создать условия для 
притока капитала в депрессивные регионы. Для этого можно 
использовать дифференциацию налогов на прибыль и имущест-
во организаций.  

Дифференцированную ставку налога на прибыль организа-
ций региона (Ni.rНПр), занятых определенным видом деятельно-
сти следует определять по формуле 

(10) б.НПр
б.

.
НПр.. Пр

Пр NN
i

ri
ri ⋅= ,  

где Прi.r – прибыль, полученная предприятиями r-го региона по 
i-му виду деятельности; Прi.б – наибольшая прибыль, получен-
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ная организациями в одном из регионов РФ по i-му виду дея-
тельности; Nб.НПр – базовая ставка налога на прибыль вводимая 
в РФ. 

В соответствии с методикой выделения агрегированных ви-
дов деятельности Федеральной службы государственной стати-
стики, к i-му виду деятельности может относиться: сельское 
хозяйство, охота и лесное хозяйство; рыболовство, рыбоводст-
во; добыча полезных ископаемых; обрабатывающие производ-
ства; производство и распределение электроэнергии, газа, воды; 
строительство; оптовая и розничная торговля, ремонт авто-
транспортных средств, мотоциклов, бытовых изделий и предме-
тов личного пользования; транспорт и связь; финансовая дея-
тельность; операции с недвижимым имуществом, аренда и 
предоставление услуг. 

Данная формула дифференциации ставки налога на при-
быль имеет две важные особенности. С одной стороны, у пред-
принимателей появляется стимул осуществлять капитальные 
вложения в экономику менее развитых регионов РФ, так как при 
этом они уплачивают меньшую сумму налога. С другой сторо-
ны, предлагаемая формула учитывает отраслевую дифферен-
циацию прибыльности хозяйственной деятельности, что позво-
ляет более точно учесть влияние межрегиональной асимметрии 
развития одного и того же вида деятельности.   

Дифференцированную ставку налога на имущество органи-
заций региона следует определять по формуле: 

(11) б.НИ
б.

.
НИ.. Си

Си NN
i

ri
ri ⋅= ,  

где Сиi.r – стоимость активов основных средств, используемых в 
i-м виде деятельности в r-м регионе; Сиi.б – наибольшая стои-
мость активов основных средств в одном из регионов РФ, кото-
рые используются в i-м виде деятельности; Nб.НИ – базовая 
ставка налога на имущество вводимая в РФ. 

В целях оценки влияния дифференциации ставок налогов на 
прибыль и на имущество организаций может быть применен 
экономико-математический аппарат «транспортной задачи» 
[6, с. 75]. По каждому из вышеперечисленных видов экономиче-
ской деятельности должна быть сделана постановка транспорт-
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ной задачи и построена исходная таблица с опорным планом, в 
которой отражаются межрегиональное распределение денежных 
потоков для целей инвестирования. Для постановки задачи 
следует задать целевую функцию (3) и систему ограничений (4). 
Целевая функция направлена на максимум прибыли организа-
ций от инвестирования: 

(12) max,ИПП
1 1

→⋅∆= ∑ ∑
= =

K

k

R

r
rкrкZ      

где ΔПrk – дополнительная прибыль, получаемая организациями 
r-го региона от инвестирования в i-й вид хозяйственной дея-
тельности k-го региона; ИПrk – сумма инвестируемых денежных 
средств, перечисляемых из r-го в k-й регион; R – количество 
регионов РФ с избыточным объемом финансовых ресурсов, 
предназначенных для целей инвестирования; K – количество 
регионов РФ, нуждающихся в приросте инвестиций. 

Система ограничений при этом будет иметь вид 

(13) 















≥

=≤

=≤

∑

∑

=

=

;0ИП

,...,,1,ФРИП

,...,,1,ФРИП

//

1

/

1

rk

k

K

k
rk

r

R

r
rk

Kk

Rr

  

где ФРr
/ – сумма денежных средств коммерческих банков ре-

гионов, предназначенных для кредитования инвестиционных 
проектов; ФРk

// – сумма инвестиций, требуемых региональной 
экономикой по i-му виду деятельности.  

Величина ΔПrk определяется как сумма льготы по налогу на 
имущество организаций и прибыли, получаемой от инвестиро-
вания в i-й вид деятельности r-го региона, с учетом изменения 
рентабельности деятельности и льготы по налогу на прибыль. 
Ее величина определяется по формуле 

(14) 
/

НПр..НПр..

/
.НПр...НПр..

ФP)(

ФР))1()1((П

rkiri

rririkikirk

NN

NN

⋅−+

⋅⋅−−⋅−=∆ ρρ
,       
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где ρi.r и ρi.к – рентабельность использования капитала организа-
ций по i-му виду деятельности в r-м и k-м регионе соответственно.  

Исходные данные для построения модели оценки межре-
гионального перераспределения инвестиционных потоков по i-
му виду хозяйственной деятельности на основе «транспортной 
задачи» заносятся в таблицу 2. 

Решение данной задачи позволит спрогнозировать возмож-
ное перераспределение инвестиционных потоков между регио-
нами, исходя из рационального поведения хозяйствующих су-
бъектов, направленного на максимизацию получаемой прибыли. 

Если дифференциации ставок налогов на имущество юри-
дических лиц и прибыль при помощи формул (10) и (11) будет 
недостаточно для обеспечения нужных стране инвестиционных 
потоков, то возможно установление ставок данных налогов 
методом подбора на основе анализа проводимого по модели 
оценки межрегионального перераспределения инвестиционных 
потоков. 

Таблица 2. Модель оценки межрегионального перераспределения 
инвестиционных потоков по i-му виду хозяйственной  
деятельности 
Регионы с недостатком 

инвестиций 
 

Регионы с  
избыточными  
инвестиционными  
ресурсами 

Субъект 
РФ №1 

Субъект 
РФ №2 … Субъект 

РФ №R 

Объем 
инвести-
ционных 
ресурсов 
регионов 

(млн. 
руб.) 

Субъект РФ №1 ΔП11 
ИП11 

ΔП12
  
ИП12 

 
… 

ΔП1R
  

ИП1R 
ФР1

/
 

Субъект РФ №2 ΔП21 
ИП21 

ΔП22 
ИП22 

 
… 

ΔП 2R 
ИП 2R 

ФР2
/
 

… … … … … … 
Субъект РФ №K ΔПR1 

ИПR1 
ΔПR2 

ИПR2 
 

… 
ΔПRR

  
ИПRR 

ФРR
/
 

Потребность в финансо-
вых ресурсах региона 

(млн. руб.) 

ФР1
//

 ФР2
//

 … ФРK
//
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Непосредственное влияние на объемы рыночного спроса, 

предложения и тип рыночной структуры может оказать налог на 
добавленную стоимость (НДС). В целях обеспечения выравни-
вания условий рыночной деятельности фирм и усиления конку-
ренции ставку НДС необходимо дифференцировать так, чтобы 
для региональных территорий выполнялось правило единства 
географических границ. В соответствии с ним территории обра-
зуют единый рынок только в том случае, если располагающиеся 
на них потребители признают для себя равную доступность 
товара. То есть разница в ценах не должна составлять более 10% 
[1, с. 27]. Данная величина определена на основе опроса потре-
бителей и утверждена Приказом антимонопольной службы «Об 
утверждении порядка проведения анализа состояния конкурен-
ции на товарном рынке» [5]. Исходя из этого министерству 
социально-экономического развития РФ нужно выделить в 
разрезе товарных рыночных границ те регионы, которые спо-
собны поставлять товар потребителям в другие регионы РФ. 
Затем следует определить какой должна быть цена на товар 
региона – «межрегионального экспортера», чтобы его террито-
рию и территорию региона – «межрегионального импортера» 
можно было отнести к одному товарному рынку.  

Поскольку цены в рыночной экономике не могут быть из-
менены государством в принудительном порядке и в основном 
обусловлены фактическим уровнем себестоимости продукции, 
на основе которой, как правило, и формируется цена, то единст-
венным способом выровнять доступность товаров для потреби-
телей представляется изменение ставки налога на добавленную 
стоимость (НДС). От ее размера непосредственно зависит поку-
пательная способность населения. Поэтому на следующем этапе 
необходимо определить дифференцированную ставку НДС на 
товар региона – «межрегионального экспортера» для всех ре-
гионов – «межрегиональных импортеров» при помощи форумы 
расчета размера льготы по налогу на добавленную стоимость: 
(15) )1,1(НДС рег.экспрег.импрег.экспрег.эксп ⋅−−⋅= jjjj PPPС , 
где Рj

рег.эксп. – цена j-го товара в регионе – «межрегиональном 
экспортере»; Рj

рег.имп. – цена j-го товара в регионе – «межрегио-
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нальном импортере»; 1,1 – коэффициент, характеризующий 
предельную ценовую границу, свыше которой территория будет 
делиться на рынки с разными географическими границами;  
С – ставка налога на добавленную стоимость в виде коэф. 

Следует заметить, что коэффициент 1,1 введен для целей 
налогообложения, чтобы минимизировать потери бюджета в 
связи с дифференциацией налоговой ставки. 

Поскольку дифференциация ставки НДС направлена на вы-
равнивание условий деятельности отраслевых региональных 
рынков, то это позволит расширить их географические границы, 
в пределах которых окажется большее число участников, и как 
следствие усилятся конкурентные процессы. В результате этого 
произойдет изменение: объема спроса, концентрации продавцов 
и типа рыночной структуры.   

На основании сведений регионов РФ о производимых в них 
товарах министерство социально-экономического развития 
может собрать необходимые данные обо всех или наиболее 
значимых для экономики разновидностях товаров, производи-
мых в каждом регионе и представляющих собою промежуточ-
ный ресурс для других отраслевых рынков.  

Если же цена товара определяется для региона – «межре-
гионального импортера», в котором нет производства данного 
товара, то для определения цены поставки следует воспользо-
ваться механизмом предлагаемой двойственной задачи линей-
ного программирования. В целях ее построения следует исполь-
зовать прямые задачи оптимального распределения 
потребительских (2, 3) и промежуточных товаров (5, 6). Для 
рынка потребительских товаров постановка двойственной зада-
чи будет иметь следующий несимметричный вид. Целевая 
функция задана на минимум потребительских расходов: 

(16) min,
1

→⋅⋅⋅= ∑
=

g

G

g
gg yqсwZ   

где yg – двойственная оценка, характеризующая значимость 
потребительских расходов g-й группы для установления рыноч-
ной цены на j-й конечный товар.  

Система ограничений примет следующий вид: 
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(17) 
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где djg – параметр, характеризующий норму потребительских 
расходов на j-й товар.  

Данная задача является несимметричной, так как в ней ис-
пользуются знаки неравенства ≥. Это необходимо для определе-
ния фактической стоимости производства j-го потребительского 
товара в Российской Федерации. Расчет левой части неравенств 
в системе ограничений (17) позволит установить истинную 
ценность каждого вида j-го конечного товара, а также показать, 
насколько безубыточно его производство в национальной эко-
номике с учетом установленной на него рыночной цены.   

Аналогичным образом будет сделана постановка двойст-
венной задачи для рынков промежуточных товаров или произ-
водственных ресурсов. Целевая функция будет задана на макси-
мизацию размера используемого капитала (Ki) и труда (L): 

(18) max,1
1

→⋅+⋅= +
=
∑ mi

m

i
i yLyKZ  

а система ограничений примет вид 

(19) 
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где dij – параметр, характеризующий норму расхода капиталь-
ных вложений или труда на производство i-ого промежуточного 
товара. 

В результате решения двойственных задач можно получить 
максимальную цену товаров – ресурсов, использованных в 
фактическом периоде в Российской Федерации. Иными слова-
ми, данная оценка будет представлять собою усредненную 
стоимость производственных ресурсов в стране при условии 
равномерного распределения данных ресурсов по ее террито-
рии. На основе этой информации будет построена модель меж-
регионального перераспределения ресурсной базы в националь-
ной экономике. 
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На основе этой информации будет построена модель меж-
регионального перераспределения конечных и промежуточных 
товаров между региональными рынками. При создании данной 
модели следует выдвинуть несколько предпосылок относитель-
но регионов – «межрегиональных экспортеров». К их числу 
могут быть отнесены те регионы, которые удовлетворяют сле-
дующим требованиям: 

1. В регионе должен наблюдаться избыток ресурсов (в том 
числе трудовых) по сравнению с потребностью регионального 
производства. Данное требование связано с тем, что в регионе-
экспортере не должна тормозиться или приостанавливаться 
производственная деятельность вследствие образования искус-
ственного дефицита ресурсов. Данный дефицит может насту-
пить из-за продажи ресурсов в соседние регионы с более низким 
НДС и повышенным спросом, вызванным этим. 

2. Цена на ресурс должна быть ниже цен других регионов. В 
противном случае нет смысла дифференцировать налоговую 
ставку, так как транспортные издержки на доставку ресурса в 
другие регионы могут сделать неконкурентоспособным этот 
ресурс по цене. 

Для прогнозирования перераспределения товарных потоков 
между регионами может быть использована «транспортная 
задача» линейного программирования [6, с. 75]. Она должна 
быть построена для каждого товарного рынка. В целях ее поста-
новки необходимо задать целевую функцию (20) и систему 
ограничений (21).  

(20) min,
1 1

ндс →⋅= ∑ ∑
= =

K

k

R

r
rкrk QRРZ   

где Prk
ндс – цена t-го промежуточного или конечного товара, 

вывозимого из r-го в k-й регион с учетом дифференцированной 
ставки НДС; QRrk – объем товара, вывозимого из r-го в k-й 
регион; R – количество регионов РФ – «межрегиональных экс-
портеров»; K – количество регионов РФ – «межрегиональных 
импортеров».  

Целевая функция направлена на минимизацию уровня ко-
нечной цены на t-й товар, поскольку фирмы-продавцы заинтере-
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сованы в увеличении своих продаж при отрицательном наклоне 
кривой спроса. 

Система ограничений при этом будет иметь вид 

(21) 
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Исходные данные для построения модели оценки межре-
гионального перераспределения t-х товаров на основе «транс-
портной задачи» заносятся в таблицу 3. 

Таблица 3. Модель оценки межрегионального перераспределения 
t-го товара  

Регионы–
«межрегиональные 

импортеры» 
 
 
Регионы– 
«межрегиональные  
экспортеры» 

Субъект  
РФ №1 

Субъект  
РФ №2 … Субъект  

РФ №R 

Объем 
межрегио-
нального 
экспорта 

Субъект РФ №1 Р11
ндс 

QR11 
Р12

ндс 
QR12 

 
… 

Р1R
ндс 
QR1R 

QR1
эксп

 

Субъект РФ №2 Р21
ндс 

QR21 
Р22

ндс 
QR22 

 
… 

Р2R
ндс 
QR2R 

QR2
эксп

 

… … … … … … 
Субъект РФ №R РR1

ндс 
QRR1 

РR2
ндс 
QRR2 

 
… 

РRR
ндс 
QRRR 

QRR
эксп

 

Объем межрегиональ-
ного импорта 

QR1
имп

 QR2
имп

 … QRR
имп

  

 
В результате определения оптимального плана предлагае-

мой «транспортной задачи» министерство экономического 
развития РФ сможет определить возможное перераспределение 
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товаро-материальных потоков между регионами РФ, исходя из 
рационального поведения хозяйствующих субъектов. Это по-
зволит оценить, как изменятся географические границы регио-
нальных рынков и на сколько снизится уровень рыночной вла-
сти их участников и чистых потерь в экономике при помощи 
имеющегося у Федеральной антимонопольной службы инстру-
ментария для определения типов рынков по степени концентра-
ции. 

Между тем, усиления притока инвестиций в экономически 
слабые регионы и повышения уровня конкуренции на регио-
нальных рынках недостаточно. Необходимо обеспечить мо-
бильность трудоспособного населения. От нее также зависит 
прирост интеллектуального капитала, необходимого для разви-
тия высокотехнологичных производств в регионах России. Для 
этого предлагается дифференцировать ставку налога на доходы 
физических лиц по регионам. Ее величина для r-го региона 
(Nr.НДФЛ) рассчитывается по формуле: 

(22) б.НДФЛ
б.жкх.ср.д.б

.жкх.ср.д.
НДФЛ. )З(

)З(
N

CI
CI

N
бmin

rrminr
r ⋅

+−

+−
= ,  

где Iср.д.r – среднедушевой денежный доход населения в r-м 
регионе; Iср.д.б – наиболее высокий среднедушевой денежный 
региональный доход в России; Сmin.r – величина прожиточного 
минимума в r-ом регионе; Сmin.б – величина прожиточного ми-
нимума в регионе с наиболее высоким среднедушевым денеж-
ным доходом; Зжкх.r – средний размер расходов домохозяйств на 
оплату жилищно-коммунальных услуг в r-м регионе;  
Зжкх.б – средний размер расходов домохозяйств на оплату жи-
лищно-коммунальных услуг в регионе с наибольшей площадью 
жилья на одного жителя; Nб.НДФЛ – базовая ставка налога на 
доходы физических лиц, устанавливаемая в России. 

В формуле (22) дифференциация налога осуществляется по 
размеру располагаемого дохода, используемого для сбережений 
и покупки товаров долгосрочного пользования в регионах РФ. 
Данный подход обусловлен тем, что при принятии решения о 
миграции население прежде всего будет ориентироваться на 
прирост своего располагаемого дохода за вычетом необходимых 
затрат на поддержание своей жизнедеятельности. Кроме того, 
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дифференциация налога позволит усилить потребительский 
спрос в депрессивных регионах. 

Аналогичным образом может быть дифференцирована 
ставка налога на имущество физических лиц в r-м регионе 
(Nr.НИФЛ): 

(23) б.НИФЛ
ж.б

.ж
НИФЛ. Ц

Ц NN r
r ⋅= ,  

где Цж.r – средняя цена одного м2 общей площади жилья на 
первичном рынке в r-м регионе; Цж.б – средняя цена одного м2 
общей площади жилья на первичном рынке в регионе с наибо-
лее высокой ценой; Nб.НИФЛ – базовая ставка налога на имущест-
во физических лиц, устанавливаемая в России. 

Для оценки государством миграционных потоков населения 
под влиянием дифференциации ставок налога на доходы и 
имущество физических лиц предлагается использовать такую же 
методику «транспортной задачи». Данная задача должна стро-
иться по каждой доходной группе населения. В исходной табли-
це задачи количество пунктов поставщиков равно количеству 
пунктов потребителей по количеству регионов РФ. Они пред-
ставляют собой соответственно регионы с избытком трудоспо-
собного населения и регионы с недостатком трудоспособного 
населения.  

Целевая функция транспортной задачи будет направлена на 
максимизацию величины превышения суммы налоговой льготы 
над затратами, связанными с жизнеобеспечением. Она имеет 
вид 

(24) max,
1 1

→⋅∆= ∑ ∑
= =

K

k

R

r
rkrk TIZ   

где ∆Irk – разница между суммой налоговой льготы и затратами 
по жизнеобеспечению при переезде на постоянное место жи-
тельства одного человека из r-го в k-й регион; Тrk – количество 
человек, мигрирующих из r-го в k-й регион; R – количество 
регионов РФ с населением, расположенным к переезду;  
K – количество регионов РФ желающих принять мигрантов из 
других регионов РФ. 

Система ограничений при этом будет иметь вид: 
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(25) 
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где Tr
/ – число жителей r-го региона, потенциально готовых 

переехать в k-й регион на постоянное место жительства;  
Tk

// – число трудоспособных мигрантов, требующихся в k-м 
регионе РФ. 

Показатель Tr
/ включает в себя численность безработного 

населения и населения, не обеспеченного собственным жильем 
по современным нормам. Показатель Tk

// определяется наличием 
свободных рабочих мест в регионе при условии наличия сво-
бодной жилой площади. Если в регионе нет жилья для размеще-
ния трудоустраиваемого населения из других регионов, то 
потребность принимающего региона в мигрирующих кадрах 
определяется по формуле 

(26) 
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где Sf.k – предложение жилья на рынке в k-м регионе в м2;  
Нs – жилая площадь на одного человека по международным 
нормам. 

Данная предпосылка основана на том, что при невозможно-
сти обеспечения доступным жильем мигрирующего населения 
процесс миграции будет невозможен.  

Показатель ∆Irk характеризует экономическую выгоду от 
миграции, получаемую населением. Он определяется по форму-
ле 

(27) 
,ТЗ)()ЗЗ(
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где ТЗrk – транспортные затраты на переезд гражданина из r-го 
региона в k-й; Нж.r – норма жилья на одного человека в м2 в r-м 
регионе.   

Если ∆Irk > 0, то у трудоспособного населения есть стимул к 
переезду, и наоборот. Чем оно больше, тем более k-й регион 
привлекателен для переезда. 

Исходные данные для построения модели оценки межре-
гионального перераспределения трудоспособного населения g-х 
групп на основе «транспортной задачи» заносятсяв таблицу 4.  

Таблица 4. Модель межрегионального перераспределения тру-
доспособного населения g-й доходной группы 
Регионы с недостатком 

трудоспособного 
населения 

Регионы с  
избыточным  
трудоспособным  
населением 

Субъект 
РФ №1 

Субъект 
РФ №2 … Субъект 

РФ №R 

Потенци-
альный   
миграци-
онный 
резерв 
региона 
(чел.) 

Субъект РФ №1 В11 
Т11 

В12
  
Т12 

 
… 

В1R
  
Т1R 

Т1
/
 

Субъект РФ №2 В21 
Т21 

В22 
Т22 

 
… 

В2R 
Т2R 

Т2
/
 

… … … … … … 
Субъект РФ №K ВR1 

ТR1 
ВR2 

ТR2 
 

… 
ВRR

  
ТRR 

ТR
/
 

Дополнительная потреб-
ность в кадрах региона 

(чел.) 

Т1
//

 Т2
//

 … ТK
//

  

 
Решение данной задачи позволит спрогнозировать возмож-

ные миграционные потоки трудоспособного населения между 
регионами, исходя из его рационального поведения нацеленного 
на максимизацию собственного располагаемого дохода.   

Если дифференциации ставок налогов на имущество и до-
ходы физических лиц при помощи формул (23) и (22) будет 
недостаточно для обеспечения нужных стране миграционных 
потоков, то возможно установление ставок данных налогов 
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методом подбора на основе анализа проводимого по модели 
межрегионального перераспределения трудоспособного населе-
ния.  

Подводя итог вышеизложенному, можно сделать следую-
щие выводы. На основе разработанного механизма оценки 
производственных возможностей страны в сложившихся усло-
виях рыночной конъюнктуры органы государственной власти 
могут определить наилучший вариант использования производ-
ственных ресурсов страны и потребления товаров. Для этого 
используются предлагаемые модели линейного программирова-
ния, позволяющие определить наилучшую комбинацию произ-
водства: 

1) конечных потребительских товаров с точки зрения макси-
мизации количества благ полезных для населения; 

2) промежуточных товаров с точки зрения минимизации за-
трат на их производство.   

Благодаря встроенным в модели индексам, характеризую-
щим изменение уровня цен на товарных рынках регионов РФ, 
органы власти могут оценить степень влияния конкурентной 
среды отраслевых региональных рынков на эффективность их 
функционирования и как следствие на экономический рост в РФ 
за счет сокращения «чистых потерь» от рыночной (монополь-
ной) власти. Развитие конкуренции обеспечивается за счет 
выравнивания социально-экономической асимметрии развития 
регионов, путем применения предлагаемого механизма диффе-
ренциации вышеуказанных налоговых ставок и методики оцен-
ки перераспределения инвестиций, товаров и миграционных 
потоков населения между регионами РФ на основе применения 
методики «транспортной задачи». Это обеспечивает устранение 
монопольных зон хозяйствования фирм или снижение их ры-
ночной власти. Кроме того, выравнивание условий предложения 
товаров в регионах неминуемо приведет к росту конкурентного 
давления, что будет стимулировать выработку предпринима-
тельской инициативы, направленной на применение ресурсос-
берегающих технологий и снижение за счет этого рыночных 
цен. Это также будет содействовать экономическому росту 
страны, так как количество благ потребляемых в обществе на 
душу населения увеличится.   



 
Управление в социально-экономических системах 

153 
 

Литература 

1. АВДАШЕВА С.Б., АРОНИН В.А., АХПОЛОВ И.К. Конку-
ренция и антимонопольное регулирование: учеб. пособие 
для вузов / Под ред. А.Г. Цыганова – М.: Логос, 1999. – 
367 с. 

2. АВДАШЕВА С.Б., РОЗАНОВА Н.М. Теория организации 
отраслевых рынков: учебник – М.: ИЧП  «Издательство 
“Магистр”», 1998. – 320 с.  

3. ГАЛЬПЕРИН В.М., ИГНАТЬЕВ С.М., МОРГУНОВ В.И. 
Микроэкономика: учебник для вузов. Том 2. / Под ред. 
В.М. Гальперина. – СПб: Экономическая школа, 2003. – 
349 с. 

4. ЕЛИСЕЕВА И.И., ЮЗБАШЕВ М.М. Общая теория стати-
стики: учебник для вузов / Под ред. И.И. Елисеевой. – 5-е 
изд., перераб. и доп. – М.: Финансы и статистика. 2008. – 
655 с. 

5. Приказ федеральной антимонопольной службы «Об ут-
верждении порядка проведения анализа состояния конку-
ренции на товарном рынке» №220 от 28.04.2010. 

6. ФЕДОСЕЕВ В.В., ГАРМАШ А.Н., ДАЙИТБЕГОВ Д.М. 
и др. Экономико-математические методы и прикладные 
модели: учеб. пособие для вузов / Под ред. В.В. Федосеева. 
– М.: ЮНИТИ, 2005. – 302 с. 

7. ШАРАЕВ Ю.В. Теория экономического роста. – М.: Изд. 
дом ГУ ВШЭ, 2006. –  254 с. 

 
 

MANAGEMENT OF SOCIAL AND ECONOMIC  
ASYMMETRY OF REGIONS AS A FACTOR  
OF ECONOMIC GROWTH 
 
Evgeniy Zhulanov, The Perm state technical university, Perm, 
Cand.econ.sci., head of the department of economy and organization 
of industrial production (zeepstu@yandex.ru). 
 
Abstract: We propose the mechanism of leveraging social and eco-
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for development of competition and growth of the economy of the 
country. Optimal resource distribution in economy is calculated from 
the linear programming problem. Decrease of asymmetry and in-
crease of economy performance is achieved by the differentiation of 
tax rates. This differentiation must reduce disproportions in social 
and economic development and resources’ provision of Russian 
Federation regions. 
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ИНФОРМАЦИОННО-МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ 
ДЛЯ ОБОСНОВАНИЯ УРОВНЕЙ ПОГРАНИЧНОЙ 

БЕЗОПАСНОСТИ  

Шумов В. В.1  
(Отделение погранологии  

Международной академии информатизации, Москва) 
 

Рассматривается информационно-математическая модель, 
позволяющая вычислять критерий эффективности охраны 
границы – математическое ожидание предотвращенного 
ущерба. Эта модель также может быть использована для 
прогнозирования интенсивности нарушений границы. 

 
Ключевые слова: эффективность охраны границы, погра-
ничные средства, информационно-математическая модель, 
информационное управление. 

Введение 

Пограничные службы (войска) должны обеспечивать эф-
фективное выполнение заключенных между сопредельными 
государствами двусторонних договоров о режиме границы и 
выполнять контактную, барьерную и фильтрующую функции. 
Минимальные плотности сил и средств охраны границы долж-
ны быть таковы, чтобы выполнялись требования договоров о 
режиме границы и не был утрачен контроль за пересечениями 
границы (вероятность обнаружения или задержания нарушите-
лей не ниже 0,1-0,3).  

Для многих государств в настоящее время актуальной явля-
ется проблема борьбы с постоянно возрастающей международ-

                                           
1 Владислав Вячеславович Шумов, кандидат технических наук, доцент 
(vshum59@yandex.ru). 
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ной преступностью (терроризм, контрабанда, нелегальная ми-
грация и т.д.). Учитывая большую протяженность сухопутных, 
речных и морских границ, для эффективного отражения угроз в 
пограничном пространстве могут потребоваться значительные 
финансовые и людские ресурсы. В этой связи представляется 
актуальной проблема обоснования необходимых уровней (кри-
териев) обеспечения безопасности государств в пограничном 
пространстве. 

В настоящей статье количественно оцениваются некоторые 
факторы, влияющие на интенсивность потока нарушений гра-
ницы. На основании полученной модели даются рекомендации, 
направленные на повышение эффективности действий погра-
ничных служб (войск). 

Следует отметить, что проблемы обеспечения пограничной 
безопасности государств (и связанные с ними проблемы) изу-
чаются специалистами по исследованию операций, теории игр, 
эконометрике [9–11, 13]. В нашей стране подобные задачи 
также являются предметом изучения в исследовании операций, 
погранологии и погранометрике. 

1. Классификация и характеристика субъектов 
воздействия пограничной службы 

К субъектам воздействия (далее СВ) пограничной службы 
можно отнести выгодоприобретателей, организаторов незакон-
ных каналов через границу, собственно нарушителей границы и 
пособников (первое основание для классификации – организа-
ционная роль). 

Второе основание для классификации СВ – степень знания 
ими системы охраны границы. По данному основанию можно 
выделить следующие классы СВ: 

• СВ с публичным знанием: изучение законодательства (За-
кон об охране границы, Уголовный кодекс и т.д.), комментариев 
государственных органов власти и публикаций СМИ о состоя-
нии, способах и результатах охраны границы и т.п.; 

• СВ, лично изучающие систему охраны границы; 
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• СВ, находящие и использующие для изучения системы ох-
раны границы пособников (проводников); 

• СВ, получающие знания и инструкции от организаторов 
и/или выгодоприобретателей. 

Третье основание для классификации СВ – вид правонару-
шения. По данному основанию выделим следующие классы СВ: 

• СВ, нарушающие правила режима границы; 
• СВ, нарушающие правила пограничного режима; 
• СВ, нарушающие правила режима в пунктах пропуска и т.д. 
Четвертое основание для классификации СВ – вид юриди-

ческой ответственности за совершенное правонарушение. По 
видам юридической ответственности выделим следующие 
классы СВ: 

• СВ, деяния которых влекут дисциплинарную ответственность; 
• СВ, деяния которых влекут административную ответствен-

ность; 
• СВ, деяния которых влекут уголовную ответственность и т.д. 
Пятое основание для классификации – степень государст-

венной (общественной) опасности. По данному основанию 
обычно выделяются следующие классы СВ: 

• террористы, диверсанты и т.д.; 
• СВ, занимающиеся контрабандой оружия; 
• СВ, занимающиеся контрабандой наркотических средств; 
• СВ, занимающиеся экономической контрабандой; 
• незаконные мигранты; 
• СВ, ведущие незаконную деятельность вблизи границы и т.д. 
Шестое основание для классификации – мотивация дейст-

вий. По данному основанию СВ различаются: 
• СВ, действующие не из материальной выгоды (под влияни-

ем внушения со стороны других лиц и организаций, из мораль-
ных соображений и т.д.); 

• СВ, действующие исходя из материальной выгоды. 
Седьмое основание для классификации – направление дей-

ствий. По данному основанию выделим: 
• СВ, пересекающие границу с нашей стороны; 
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• СВ, пересекающие границу со стороны сопредельного го-
сударства в наш тыл; 

• СВ, действующие вблизи границы на небольшую глубину 
(сельскохозяйственные работы и т.д.). 

С учетом перечисленных классификаций разделим субъек-
ты воздействия на n групп, по ходу текста определяя необходи-
мые атрибуты i-й группы, i = 1, …, n. Множество групп СВ 
обозначим N, выделив в нем подмножество NE (множество 
групп СВ, действующих исходя из материальной выгоды). Оче-
видно, что чем большее число групп мы введем в рассмотрение, 
тем точнее будут полученные результаты. С другой стороны, 
число групп ограничено сверху доступными для анализа стати-
стическими данными (часть отсутствующих данных можно 
получить в результате экспертных опросов). Предположим, что 
субъекты воздействия не переходят из одной группы в другую. 

Рассматриваются и другие основания для классификации 
СВ: степень их опасности при задержании, способы преодоле-
ния контролируемого рубежа, способы взаимодействия с сила-
ми и средствами охраны границы и т.д., учитываемые в матема-
тических моделях оценки эффективности охраны границы. 

Способы воздействия со стороны пограничной службы мо-
гут быть классифицированы по следующим основаниям. 

Первое основание классификации – способы действий в 
случае задержания СВ и расходы на эти действия. По данному 
основанию выделим: 

• СВ, задержанные вблизи границы (минимальные расходы 
на выдворение); 

• СВ, задержанные другими органами правопорядка вне по-
граничного пространства (могут потребоваться значительные 
расходы и издержки на выдворение и/или нейтрализацию по-
следствий их действий). 

Второе основание классификации – способы воздействия со 
стороны пограничной службы. По данному основанию выделим: 

• СВ, на которых оказывается непосредственное (физиче-
ское, юридическое и т.д.) воздействие; 
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• СВ, на которых оказывается информационное воздействие 
(информационное управление); 

• СВ, на которых оказывается рефлексивное воздействие 
(рефлексивное управление). 

Субъекты воздействия в каждой i-й группе могут выбирать 
свою стратегию исходя только из личной оценки ситуации (они 
не подвержены внешним информационным воздействиям) или 
ее оценки своим организатором. Таких СВ отнесем к 1-му типу. 
СВ 2-го типа будем считать субъектов, выбирающих свою 
стратегию под воздействием внешней информации о состоянии 
эффективности охраны границы. Для каждой i-й группы обо-
значим 0 ≤ αi ≤ 1 – долю субъектов 1-го типа. 

2. Описание информационно-математической 
модели 

Существующие математические модели для оценки эффек-
тивности охраны границы пограничными заставами [7] имеют 
сложные аналитические и алгоритмические зависимости, по-
скольку учитывают данные электронных карт о рельефе мест-
ности, реальные конфигурации рубежей и множество различных 
факторов. При решении многих задач верхнего уровня (обосно-
вание штатов и комплектов технических средств и др.) подроб-
ными моделями пользоваться нецелесообразно, желательно 
иметь простую аналитическую модель вида 
(1) 001 yk

zi
iep −−= , 

где pzi – вероятность задержания нарушителя границы i-й груп-
пы; y0 – совокупная стоимость владения средствами охраны 
границы и расходы на содержание персонала (y0 > 0);  
k0i – параметр для СВ i-й группы, k0i > 0. 

Оценку параметра k0i можно получить в результате отсеи-
вающих экспериментов и факторного планирования [4]. 

Американский экономист М. Сесновиц [12] в 1972 г. пред-
ложил формулу для расчета ожидаемого дохода RSi преступника 
i-й группы: 
(2) RSi = (1 – pi) Si + pi (Si – Di) = Si – pi Di, 
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где pi = psi pzi – вероятность задержания и наказания преступни-
ка i-й группы; psi – вероятность наказания преступника i-й груп-
пы в случае его задержания; Si – доход преступника i-й группы 
(за год или иной срок, рассчитывается по стране и месту его 
постоянного проживания); Di – денежная величина потерь в 
случае наказания. 

Г. Беккер [8] предложил использовать ожидаемую полез-
ность от совершения правонарушения i-й группы: 
(3) Ri = (1 – pi) φ(Si) + pi φ(Si – Di) = φ(Si – pi Di), 
где φ(.) – функция полезности преступника.  

Л. Вейн, Лю и А. Мотскин в статье «Анализ национальной 
безопасности США – мексиканская граница» [13] показали, что 
доли потенциальных нелегальных мигрантов, решивших пере-
сечь границу Мексика–США (l = 1) или отказаться от попытки 
нарушения (l = 2), вычисляются по формуле: 

(4) 
)exp()exp(

)exp(

21 RR
RP l

l θθ
θ

+
= ,   l = 1, 2, 

где Rl – ожидаемая полезность от выбора l = 1 или l = 2;  
θ – параметр масштабирования. 

Ожидаемые полезности Rl, l = 1, 2, зависят от уровня зар-
платы иностранцев в США, расходов на переезд и обследование 
участков границы, затрат в случае задержания. 

Примем гипотезу о линейности функции полезности пре-
ступника (субъекта воздействия) и учтем расходы на обследова-
ние границы. Тогда выражение (2) можно переписать в виде: 
(5) Ri = (1 – pi) Si + pi (Si – Di) –  Gi,  
где Gi – затраты СВ i-й группы на обследование границы и 
выбор места попытки ее нарушения.  

Сформулируем гипотезу о решающем правиле. Будем пола-
гать, что доля qi СВ (действующих исходя из материального 
интереса), отказывающихся от преступной деятельности, равна: 

(6) 
)ˆexp()exp(

)ˆexp(

iiii

ii
i RR

Rq
θθ

θ
+

= ,  θi > 0,  ENi ∈ , 

где iR̂  – ожидаемая полезность законной деятельности СВ i-й 
группы (полезность деятельности в случае принятия решения о 
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не нарушении границы); θi – параметр масштабирования для СВ 
i-й группы. 

Например, если ожидаемый доход от легальной деятельно-
сти iR̂  = 60, от преступной – Ri = 100, параметр θi = 0,01, то СВ 
с вероятностью 0,4 выберет легальную деятельность и с вероят-
ностью 0,6 – преступную (попытается нарушить границу). 

Если к СВ некоторой группы нельзя применить материаль-
ные показатели деятельности, то гипотеза о решающем правиле 
для таких СВ может иметь вид 

(7) 
)ˆexp()exp(

)exp(

iiiii

iii
i pp

pq
θβθ

βθ
+

= ,  θi > 0,  ENNi \∈ , 

где ip̂  – пороговая вероятность задержания и наказания для СВ 
i-й группы, превышение которой приводит к отказу от наруше-
ния границы; βi > 0 – параметр, характеризующий субъективную 
степень тяжести наказания СВ i-й группы в случае задержания. 

Оценка параметра ip̂  применительно к условиям ведения 
боевых действий рассмотрена в литературе [1, 2, 6].  

Например, если вероятность задержания и наказания 
pi = 0,2, пороговая вероятность ip̂  = 0,4, параметры βi = 5, θi = 1, 
то по формуле (7) СВ с вероятностью 0,65 выберет легальную 
деятельность и с вероятностью 0,35 – преступную. 

Интенсивность потенциальных правонарушений A можно 
считать величиной постоянной (в течение некоторого периода 
времени – нескольких лет или десятилетий): 

∑
=

=
n

i
iAA

1

 

где Ai – потенциальная интенсивность нарушений i-й группы.  
Получить оценку интенсивности правонарушений (в целом 

и по группам) можно статистическим путем (см. приложение 
№1). 
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Информационное управление субъектами 2-го типа может 
быть направленным на формирование у них представлений, 
что1: 

• вероятность наказания СВ (вскрытия его замыслов) i-й 
группы в случае его задержания равна psi1 > psi (т.е. выше реаль-
ной вероятности) – управление 1-го вида; 

• вероятность задержания нарушителей i-й группы равна 
pzi2 > pzi (выше реальной вероятности задержания) – управление 
2-го вида; 

• пороговая вероятность 3ˆ ip  < ip̂ , ENNi \∈  – управление 3-
го вида. 

Информационное управление k-го вида, k = 1, 2, 3, можно 
разделить на две составляющие: 

• управление, направленное на все субъекты воздействия 
(безадресное), соответствующую составляющую суммы расхо-
дов безадресного управления k-го вида обозначим Δyk; 

• адресное управление k-го вида, направленное на СВ i-й 
группы, соответствующую составляющую суммы расходов 
адресного управления k-го вида субъектом воздействия i-й 
группы обозначим Δyki. 

Следовательно, на СВ i-й группы направлены две состав-
ляющих управления k-го вида, причем расходы на информаци-
онное управление k-го вида, k = 1, 2, 3, равны: 

(8) ∑
=

∆+∆=
n

i
kikk yyy

1

,  k = 1,2, ∑
∈

∆+∆=
NNi

i
E

yyy
\

333 . 

Полагая, что расходы на информационное управление воз-
растают с увеличением разницы между представляемой эффек-
тивностью охраны границы и реальной, примем следующую 
гипотезу зависимости затраченных средств от представляемой 
эффективности (рис. 1, гиперболическая зависимость): 

                                           
1 Виды наказаний по административному или уголовному праву явля-
ются публичным знанием, поэтому информационное воздействие на 
денежную величину потерь в случае наказания здесь не рассматрива-
ется. 
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(9) 
11

1

1

1
11 −

+
−

=∆+∆
si

i

si

i
i p

K
p

Kyy ,  

где Δy1i + Δy1 – расходы на информационное управление 1-го 
вида, направленные на СВ i-й группы; K1i > 0 – переводной 
коэффициент (стоимость условной единицы управления); 
psi < psi1 < 1. 

 
Рис. 1. Зависимость расходов на информационное управление 

от значения информационной вероятности 

Тогда эффективность управления 1-го вида равна: 

(10) 

1

1
1

11

1
1

−
−∆+∆

−=

si

i
i

i
si

p
Kyy

Kp . 

Для эффективности управления 2-го вида получим анало-
гичное выражение: 

(11) 

1

1
2

22

2
2

−
−∆+∆

−=

zi

i
i

i
zi

p
Kyy

Kp , 

где Δy2i + Δy2 – расходы на информационное управление 2-го 
вида, направленные на СВ i-й группы; K2i > 0 – переводной 
коэффициент (стоимость условной единицы управления); 
pzi < pzi2 < 1. 

Для эффективности управления 3-го вида получим сле-
дующее выражение (нам желательно минимизировать 3ˆ ip ): 

0 
psi1 1 psi 

Δy1i + Δy1 
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(12) 

i

i
i

i
i

p
Kyy

Kp

ˆ

1ˆ
3

33

3
3

+∆+∆
−= , ENNi \∈ , 

где Δy3i + Δy3 – расходы на информационное управление 3-го 
вида, направленные на СВ i-й группы; K3i > 0 – переводной 
коэффициент (стоимость условной единицы управления); 
0 < 3ˆ ip  < ip̂ . 

Неизвестные коэффициенты Kki, k = 1, 2, 3, в выражениях 
(10–12) могут быть определены опытным путем в ходе пробных 
информационных воздействий. 

Предположим, что ущерб государству и обществу от дейст-
вий правонарушителей пропорционален их доходу. Тогда ущерб 
от СВ i-й группы: 
(13) iigii xSku = ,  
где kgi > 0 – коэффициент ущерба от одной единицы дохода СВ 
i-й группы; xi – интенсивность нарушений СВ i-й группы. 

Для СВ, побудительные причины действий которых имеют 
нематериальный характер, примем Si = 1, а коэффициент kgi 
определим как потенциальный ущерб от одного нарушения СВ 
i-й группы. 

Предотвращенный ущерб Ui от действий СВ i-й группы вы-
числяется по формуле: 
(14) ))1(()( )2()1(

iiiiiigiiiigiiiigii qqASkqASkxASkU αα −+==−= , 

где )1(
iq , )2(

iq  – доля СВ соответственно 1-го и 2-го типа i-й 
группы, отказывающихся от преступной деятельности. 

СВ 1-го типа не подвержены информационному управле-
нию, следовательно, доля отказов от незаконной деятельности 
вычисляется по формулам (5–7): 

(15) 
)ˆexp()exp(

)ˆexp(
)1(

)1(

iiii

ii
i RR

Rq
θθ

θ
+

= ,   

 iiiii GDpSR −−=)1( ,  ENi ∈ ; 
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(16) 
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Для СВ 2-го типа соответствующая доля равна: 

(17) 
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Для оценки эффективности охраны границы и информаци-
онного управления субъектами воздействия можно использо-
вать критерий максимизации предотвращенного ущерба (за 
вычетом расходов): 

(19) 3210
1

yyyyUW
n

i
i −−−−= ∑

=

. 

3. Анализ модели на примере 

В приложении №2 представлены условные исходные дан-
ные примера для двух групп нарушителей – контрабандистов и 
нелегальных мигрантов.  

На рис. 2 показана зависимость эффективности охраны гра-
ницы (сплошная линия) и вероятности задержания (пунктирная 
линия) нарушителей в зависимости от расходов на охрану гра-
ницы в условиях отсутствия информационного управления (при 
y1 = y2 = 0). 

Из рисунка видно, что при вероятности задержания нару-
шителей границы выше 0,55 эффективность охраны (предот-
вращенный ущерб за вычетом расходов на охрану границы) 
начинает уменьшаться. 

На рис. 3 показан график зависимости интенсивности на-
рушений границы (КБ – контрабандисты, НМ – нелегальные 
мигранты) от вероятности задержания нарушителей. 
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Резкий спад потока контрабандистов происходит на интер-
вале вероятности задержания от 0,3 до 0,5. 
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Рис. 2. Эффективность охраны границы и вероятность  

задержания нарушителей  
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Рис. 3. Зависимость потока нарушений границы  
от вероятности задержания нарушителей  
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Поток нелегальных мигрантов с увеличением вероятности 
задержания снижается незначительно, что обусловлено неэф-
фективной системой мер по их наказанию. 

В условиях информационного управления СВ (y1 = y2 = 300) 
график зависимости интенсивности нарушений границы от 
вероятности задержания примет вид, показанный на рис. 4. 

То есть в условиях примера информационное управление 
привело к тому, что потенциальные контрабандисты практиче-
ски полностью отказались от незаконной деятельности. 

4. Перспективные исследования 

В настоящей статье не рассмотрено рефлексивное управле-
ние [3, 5] субъектами воздействия, имеющее важное теоретиче-
ское и практическое значение для пограничной службы.  
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Рис. 4. Зависимость потока нарушений границы  

от вероятности задержания нарушителей в условиях  
информационного управления 

Актуальной задачей является разработка оптимизационной 
модели распределения имеющихся ресурсов по задачам управ-
ления субъектами воздействия (непосредственное и информа-
ционное управления). 
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Рассмотренная модель может найти применение для оценки 
эффективности действий пограничной службы (береговой 
охраны) в исключительной экономической зоне, где число 
групп субъектов воздействия невелико и незаконная деятель-
ность имеет преимущественно экономический характер.  

Заключение 

Применение модели в практике органов пограничной служ-
бы (центр и регионы) будет способствовать определению тре-
буемых уровней обеспечения пограничной безопасности, про-
гнозированию потока нарушений режима границы (исклю-
чительной экономической зоны и континентального шельфа). 

В интересах практического использования полученной ма-
тематической модели представляется необходимым провести 
ряд подготовительных мероприятий: 

• разработать простые аналитические модели вида (1) для 
расчета эффективности действий подразделений пограничной 
службы в пунктах пропуска, в исключительной экономической 
зоне, на континентальном шельфе и при охране морских границ;  

• по предложенной классификации сформировать список 
групп субъектов воздействия и разработать методику оценки 
соответствующих параметров; 

• провести эксперимент по информационному воздействию с 
целью получения оценок параметров информационного воздей-
ствия; 

• разработать и внедрить в практику органов управления 
программное обеспечение для решения задачи обоснования 
уровней пограничной безопасности, прогнозирования потока 
нарушителей и оптимизации расходов. 

Приложение № 1. Упрощенная оценка 
интенсивности потенциальных правонарушений 

В условиях существующих расходов на охрану границы 
вычисляем оценку вероятности задержания pzi0 нарушителей 
границы i-й группы с использованием имеющихся математиче-
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ских моделей [7]. Тогда оценка интенсивности реального потока 
правонарушений i-й группы будет равна 

0 0/iR i ziA z p≈ , 
где zi0 – количество задержанных нарушителей i-й группы за 
некоторый период времени (например, за год).  

По формулам (6–7) вычисляем оценку доли qi0. Искомая 
интенсивность потенциальных правонарушений будет равна 

0 0/i iR iA A q≈ . 

Приложение № 2. Исходные данные для примера 

Рассмотрим две группы нарушителей – контрабандисты 
(i = 1) и нелегальные мигранты (i = 2) – при следующих исход-
ных данных: 

 
Значение параметра Параметр 
i = 1 i = 2 

Параметр, характеризующий задержа-
ние нарушителей k0i 

0,0005 0,0005 

Стоимости условных единиц управле-
ния K1i и K2i (управление 3-го вида 
отсутствует) 

1000 1000 

Вероятность наказания преступника в 
случае его задержания psi 

0,25 0,25 

Доход СВ Si 100 20 
Потери в случае наказания Di 1000 50 
Затраты на обследование границы Gi 0 0 
Параметр θi 0,1 0,1 

Полезность законной деятельности iR̂  10 10 

Доля СВ, не подверженных информа-
ционному управлению αi 

0,6 0,6 

Интенсивность потенциальных нару-
шителей Ai 

500 600 

Коэффициент ущерба от одной едини-
цы дохода kgi 

1 0,5 

Характер расходов на информационное 
управление 

безадресный безадресный 
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СЕТЕВЫЕ МОДЕЛИ УПРАВЛЕНИЯ  
В ЖИВОТНОВОДЧЕСКОЙ ОТРАСЛИ АПК 

Киселев В. Г.1 
(Учреждение Российской академии наук Вычислительный 

центр им. А. А. Дородницына РАН, Москва) 
 

Исследуется сетевая модель, описывающая динамику стада 
домашних животных. Показывается, что такие модели целе-
сообразно использовать в оперативном управлении при сло-
жившихся различных ситуациях с кормами.  

 
Ключевые слова: сетевая модель, оперативное управление, 
оптимизация, животноводство. 

1. Введение 

Как и в любом производстве, функционирующем под воз-
действием случайных факторов, в аграрно-промышленном 
комплексе (АПК) возникает потребность в оперативном управ-
лении. Наиболее сложной в смысле проведения оперативного 
управления является животноводческая отрасль АПК. Дело в 
том, что в силу специфики этой отрасли оперативные решения, 
принятые в текущий момент, влияют на состояние системы в 
течение нескольких лет. Основным случайным воздействием, 
влияющим на состояние системы, является наличие кормовой 
базы. Если кормовая база стационарна, то, исходя из поставлен-
ных целей по производству животноводческой продукции, 
можно определить оптимальную структуру и численность стада 
животных и соответствующие нормы их кормления. Однако это 
нереальный случай, и если в результате сложившихся погодных 

                                           
1 Валерий Георгиевич Киселев, кандидат физико-математических 
наук, доцент (vgkiselev@yandex.ru). 
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условий кормов произведено меньше или больше, чем заплани-
ровано, то приходится решать задачу оперативного управления. 
Существуют следующие возможности. Во-первых, не меняя 
численности и структуры стада, сохранив его на последующие 
годы, уменьшить интенсивность кормления, однако это приве-
дет к уменьшению производства продукции в текущем году. 
Возможно также решение с уменьшением численности стада 
или отдельных его групп с одновременным перераспределением 
имеющихся кормов. В частности, совершенно не очевидна 
справедливость требования сохранения численности стада в 
текущий, крайне неурожайный год. Ясно, что для принятия 
оперативного решения необходимо решать некоторую оптими-
зационную задачу. Ясно также, что эта задача должна быть 
динамической, охватывающей по крайней мере несколько лет. 
При решении динамических задач, размерность которых про-
порциональна количеству рассматриваемых лет, важно, чтобы 
размерность модели, описывающей происходящие в стаде 
процессы в данный момент времени, была минимальной.  

Вопросам моделирования животноводства посвящено до-
вольно много публикаций. У нас в стране пионером работ по 
моделированию сельскохозяйственного производства и, в част-
ности, животноводства, является, по-видимому, Р.Г. Кравченко. 
Основные его работы собраны в монографиях [3, 13]. В качестве 
примера других работ по данной тематике можно привести 
публикации [2, 7, 14].  

Естественно, что сложность рассматриваемых по данной 
тематике задач со временем повышалась. Так, в работах класси-
ка [3, 13] рассматривались в детерминированной постановке 
стационарные задачи оптимизации структуры и оборота стада и 
оптимизации использования и производства кормов. В работе 
[14] приводится описание автоматизированной системы текуще-
го планирования производства в свиноводческом откормочном 
комплексе, разработанной во ВНИИ кибернетики Минсельхоза 
СССР, которая была опробована и внедрена в производство. 
Разработанная система позволяла в течение года производить 
расчеты движения поголовья на свиноводческом комплексе на 
каждом участке. Движение животных отражается в помесячном 



 
Управление большими системами. Выпуск 32 

 174 

разрезе по каждой производственной группе животных, исходя 
из их наличия на начало периода, поступления из других групп, 
покупки и выбытия в связи с переводом в другие группы, паде-
жом, санитарной выбраковкой, а также плановой выбраковкой в 
связи с обновлением основного стада и реализацией откормлен-
ных свиней. Планирование движения поголовья позволяет 
рассчитать требуемое количество корма в каждом периоде, 
плановые привесы и общий выход продукции. 

Далее, в каждой задаче планирования производства сель-
скохозяйственной продукции необходимым элементом является 
блок животноводства. Детализация описания этого блока зави-
сит от решаемой задачи. В качестве примера таких задач приве-
дем проблему, решаемую в работе [9]. Это задача оптимизации 
планов развития АПК Российской Федерации на пятилетку. В 
частности, решалась задача производства и использования 
кормов с целью удовлетворения потребностей сельскохозяйст-
венных животных в кормах и, соответственно, населения в 
животноводческой продукции. В модели рассматривались 
различные варианты развития животноводческих отраслей и 
птицеводства. Затраты кормов принимались нормативными. 
Задача решалась, как и абсолютное большинство подобных 
задач, в детерминированной постановке с использованием 
средних значений соответствующих параметров. 

Примером задачи планирования сельскохозяйственного 
производства, учитывающей вероятностную природу производ-
ства, может служить задача оптимизации производственной 
структуры в регионе с резкими колебаниями сельскохозяйст-
венных условий производства, опубликованная в работе [11]. В 
ней рассматривались три исхода производства – худший, сред-
ний и относительно благоприятный. Вероятности каждого из 
исходов считаются известными. Продукцией сельскохозяйст-
венного производства является продукция как растениеводче-
ской отрасли, так и животноводства. Решалась задача оптими-
зации производства, максимизирующего математическое 
ожидание суммарного выпуска продукции в стоимостном вы-
ражении. По современной терминологии (например, [8]), в 
данной работе решалась задача двухэтапного стохастического 
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программирования. Стратегическими переменными были струк-
тура посевных площадей, структура стада домашних животных. 
Тактическими переменными в блоке животноводства являлись 
различные варианты кормления животных. Как известно, такая 
задача сводится к задаче линейного программирования. 

Среди более поздних работ выделим две – [4] и [16]. Работа 
[16] – это рекомендации ведущего в те годы института Мин-
сельхоза – ВНИПТИК. Рекомендации по перспективному разви-
тию скотоводства (рассматривается стадо КРС) основаны по 
существу на стационарной модели стада КРС, в которой пере-
менными являются численности различных групп стада. Рас-
сматривается одна технология кормления дойных коров (в 
смысле интенсивности кормления), зависящая только от массы 
животного. В отличие от других моделей дойные коровы здесь 
подразделяются по годам лактации. Количество требуемых 
кормов для дойного стада вычисляется с помощью некоторой 
формулы, которая является статистической аппроксимацией 
различных данных. Выращивание и откорм молодняка предпо-
лагается вести различными способами, которые отличаются 
только технологиями содержания, но интенсивность кормления 
в этих способах по существу одинаковая и требуемое количест-
во корма вычисляется по одной статистической формуле, зави-
сящей только от массы откармливаемого животного. В работе 
предлагается рассматривать еще один вид продукции животно-
водства – навоз, который можно использовать или на продажу, 
или в растениеводческом секторе. 

Работа [4] посвящена анализу проблем соответствия кормо-
вой базы и численности поголовья животных. Рассматриваются 
две модели. Одна из них – агрегированная региональная модель 
кормопроизводства и животноводства – в достаточной степени 
традиционная модель, но доведенная до машинной реализации, 
и с ее помощью можно проводить полезные численные экспе-
рименты. Другая модель предназначена для решения задачи 
управления структурой стада в условиях случайных возмуще-
ний в процессе производства кормов и представляет несомнен-
ный интерес. Предлагается динамическая модель стада КРС, 
учитывающая стохастическую природу производства кормов. 
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Корма являются случайной величиной с известной функцией 
распределения. Под оптимальным управлением структуры стада 
понимается следующее. Основное стадо остается постоянным 
во всех случаях, а управлением является количество голов 
молодняка, оставленное на откорм на следующий год (количе-
ство лет откорма – не более двух). Критерием задачи является 
математическое ожидание дохода от суммарной продукции за 
планируемое число лет. В этих достаточно жестких упрощаю-
щих предположениях автор решает задачу синтеза управления. 
Хотя предлагаемая задача не совсем реальна, она представляет 
несомненный интерес, поскольку здесь делается попытка при-
близиться к решению актуальной проблемы управления процес-
сом получения животноводческой продукции в реальных усло-
виях изменчивости кормовой базы. 

В заключение анализа работ, использующих математиче-
ские методы для решения различных проблем в животноводст-
ве, можно отметить, что абсолютное большинство их посвящено 
описанию и решению некоторых частных стационарных задач, а 
небольшое количество динамических моделей разработано при 
достаточно жестких предположениях. Следует отметить, что 
задача влияния изменчивости кормовой базы на производство 
животноводческой продукции рассматривалась весьма мало. 

Таким образом, для решения задач управления в животно-
водческой отрасли АПК при изменчивой кормовой базе необхо-
димо разработать качественно новую модель, которая удовле-
творяла бы следующим требованиям. 

Разрабатываемая модель должна: 
1)  учитывать реальные технологии получения животновод-

ческой продукции и соответствующие способы кормления 
различных групп стада. Такие технологии разработаны и приве-
дены в справочниках типа [5], [10]. Заметим, что математиче-
ские модели, описывающие процесс лактации и роста мясной 
массы, приведенные, например, в [18], далеки от совершенства 
и рассчитывать на них не приходится; 

2)  описывать динамику стада домашних животных с учетом 
половозрастной структуры стада и соответствующих методик 
кормления; 
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3)  быть ориентирована на решение задач управления при 
изменчивости кормовой базы (возможные альтернативные 
решения указаны выше); 

4)  наконец, желательно, чтобы модель была универсальной в 
том смысле, что должна годиться для всех отраслей животно-
водства. 

В данной работе будет приведено изложение сетевой моде-
ли динамики стада домашних животных, которая удовлетворяет 
всем этим требованиям. На эту тему уже было несколько публи-
каций автора, последняя из них – [12]. Здесь же будет приведено 
более полное изложение сетевой модели и, кроме того, будут 
обсуждаться некоторые вопросы использования сетевой модели 
в оперативном управлении животноводческой отраслью. 

2. Сетевая модель динамики стада домашних 
животных  

Стадо домашних животных состоит из трех главных групп: 
основного стада, в котором содержатся взрослые особи (в стаде 
КРС – это стадо дойных коров), репродуктивного стада молод-
няка и откормочного стада – основного поставщика мясной 
продукции. В некоторых случаях отдельные группы животных 
могут отсутствовать, например, может отсутствовать откорм 
животных, когда откормочный молодняк стада продается в силу 
специализации хозяйства. Возможны и другие ситуации. Каж-
дая из перечисленных основных групп в свою очередь состоит 
из других групп, назначение которых будет пояснено ниже. 

Все связи между отдельными группами стада животных 
можно представить в виде ориентированного взвешенного 
графа. Каждая вершина этого графа характеризуется весом – 
численностью соответствующей группы животных, а дуги с 
приписанными к ним весами характеризуют интенсивность 
переходов между этими группами. Предполагается, что воз-
можны различные технологии, характеризующиеся различными 
уровня кормления и, соответственно, различной продуктивно-
стью. Пример графа, задающего половозрастную структуру 
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стада, связи в стаде между группами и различные технологии 
кормления, представлен на рис. 1. 

 
Рис.1. 

Дадим некоторые пояснения. Группы с номерами i = 1, …, 6 – 
это основное стадо, причем первые три группы – это молодые 
коровы, только готовые к рождению телят. Предусмотрено три 
технологии кормления (группы 1–4, 2–5, 3–6) и, соответственно, 
три различные продуктивности. Группы с номерами 
i = 7, …, 10 – это ремонтное стадо, причем возможны только 
переходы (8–4), (9–5), (10–6). Группы с номерами i = 11, …, 17 – 
это откормочное стадо. Здесь также предполагается три про-
граммы откорма, характеризующиеся как интенсивностью 
кормления, так и временем откорма. 

Для удобства и единообразия описания всех переходов, 
происходящих в стаде животных, для любого графа введем 
дополнительно фиксированные вершины i0, i1, …, i7 и дуги, 
соединяющие эти вершины между собой и с вершинами основ-
ного графа. 
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Для описания модели введем следующие обозначения. 
Пусть 

t – дискретное время (день); 
i– номер группы (вершины графа); 
G – множество всех вершин графа; 

,i iG G+ −  – вершины графа, которые связаны входящими (ис-
ходящими) дугами с вершиной I; 

ri – время пребывания животных в группе I; 
xi(t) – численность i-й группы в день t; 
uij(t) – количество животных, переходящих из i-й в j-ю груп-
пу в день t; 

di(t), bi(t) – смертность и плановая (среднестатистическая) 
выбраковка в i-й группе; 

vi(t) – убой животных в i-й группе, превосходящий плановую 
выбраковку. 
Внутри i-й группы происходят следующие изменения, ко-

торые отображены на рис. 2. 
Количество животных ( )

i
kik G

u t+∈∑ , поступивших в группу 

i в день t, находится в этой группе без изменения численности 
до последнего дня пребывания, равного ri, и лишь в последний 
день происходит выбраковка и плановый убой животных. 

 
Рис. 2. 

Отсюда следует, что справедливо следующее соотношение: 
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∑ ∑
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Учитывая традиционный способ задания смертности и вы-
браковки соответствующими коэффициентами d

iε  и b
iε , можно 

записать следующие соотношения: 

(2) 

( ) ( ),

( ) ( ).
i

i

b
i i ki i

k G

d
i i ki i

k G

b t u t r

d t u t r

ε

ε

+

+

∈

∈

= −

= −

∑

∑
 

В каждой вершине сохраняется баланс потоков: 
(3) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

i i

ij ki i i i i
j G k G

u t u t r d t b t v t
− +∈ ∈

= − − − −∑ ∑ . 

Кроме того, имеются ограничения неотрицательности пе-
ременных 
(4) vi(t) ≥ 0, uij(t) ≥ 0, xi(t) ≥ 0. 
В этих соотношениях uki(–ri), …, uki(–1) должны быть заданы. 

Используя равенства (3), переменные vi(t) можно исклю-
чить. Тогда ограничения (1) будут иметь вид 
(5) [ ]( 1) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,

i

i i ki ki i i i
k G

x t x t u t u t r b t d t
+∈

+ = + − − − −∑  

а условие vi(t) ≥ 0 запишется в виде  
(6) ( ) ( ) ( ) ( ) 0.

i i

ki i ij i i
k G j G

u t r u t b t d t
+ −∈ ∈

− − − − ≥∑ ∑  

Нетрудно видеть, что количество животных в группе до выбра-
ковки и смерти в соответствии с принятой гипотезой осуществ-
ления этих событий равно 

(7) 
1

( ) ( )
i

i

r

i kr i
sk G

x t u t r s
+ =∈

′ = − +∑ ∑ , 

а после –  

(8) 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ).
i i

i i i i i

i ij ki i
j G k G

x t x t d t b t v t

x t u t u t r
− +∈ ∈

′= − − − =

′= + − −∑ ∑  

Это выражение и является решением системы разностных урав-
нений (1) и (5). Понятен тот факт, что в текущий момент време-
ни количество животных в группе, если животные содержатся в 
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ней ri дней, определяется только поступлениями в эту группу 
животных из других групп за ri предыдущих дней и выбытием 
из нее в момент t. 

Условие неотрицательности переменных xi(t) ≥ 0 запишется 
в виде 

(9) 0)()()(
1

≥−−++− ∑∑∑ ∑
+−+ ∈∈∈ = iii

i

Gk
iki

Gj
ij

Gk

r

s
iki rtutusrtu . 

Таким образом, мы привели разные модели описания дина-
мики стада животных. В зависимости от поставленной задачи 
можно рассматривать модели c разным набором переменных. 
Мы будем рассматривать модель, в которой присутствуют 
только потоки uij(t) и ограничения (6) и (9), в которых bi(t) и di(t) 
заменены по формулам (2), а необходимые значения xi(t) вычис-
ляются по формулам (8). Такую модель, в которой переменны-
ми являются только потоки в сети, назовем потоковой моделью. 

Для удобства и единообразия описания потоков в сети были 
введены дополнительные вершины i0, i1, …, i7 и необходимые 
дополнительные дуги, как это показано на рис. 1. 

В вершинах i0, i1, i2 следует записать уравнения сохранения 
потоков в момент времени t:  
(10) 0 1 2( ) ( ) 0, , ,

i i

ij ki
j G k G

u t u t i i i i
− +∈ ∈

− = =∑ ∑ . 

Вершины i3, i4, i5, i6 являются источниками в рассматривае-
мой сети. Мощность этих источников равна количеству бычков, 
рождающихся в основном и ремонтном стадах (вершины i6, i4) 
и, соответственно, телочек (вершины i5, i3). Мощность этих 
источников равна 
(11) 3 4 5 6( ) ( ) , , , , ,

i k

i ki k
k j G

p t u t i i i i iβ
−∈Ω ∈

= =∑ ∑  

где Ωi – множество групп животных, которые производят по-
томство и поставляют его в группу i; βk – коэффициент рождае-
мости бычков или телочек в k-й группе. 

Для этих вершин, являющихся источниками, запишем 
уравнение баланса: 
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(12) ( ) ( ) .
i

i ij
j G

p t u t
−∈

= ∑  

Для поглощающей вершины i7 никаких уравнений не записыва-
ется – она введена для единообразия описания и используется 
для подсчета получаемой мясной продукции. 

Будем считать, что каждая группа животных кормится по 
жесткому рациону, потребляя в день t на каждую голову корма 
вида h в количестве ( ) ,i

h tω h = 1, …, H. Тогда в день t для всех 
животных требуется корма вида h в количестве 

(13) ( ) ( )i
h i

i G
t x tω

∈

′∑ . 

3. Агрегирование модели 

Ясно, что приведенная выше модель с шагом в один день 
для проведения расчетов на длительную перспективу непригод-
на из-за большой размерности задачи. Проведем ее агрегирова-
ние по времени. 

Разобьем каждый год на N интервалов, которые будем на-
зывать сезонами. Введем новое время τ = 0, …, NT , которое 
является сквозной нумерацией сезонов от 0 до T  лет. Пусть Tτ – 
длительность временного интервала номера τ, а 0 , kt tτ τ  – его 
начало и конец на оси времен t. Обозначим также 
 { }0: kt t t tτ τ τ∆ = ≤ ≤ . 

Введем новые переменные Uij(τ), такие что на интервале τ 
(14) ( ) ( ) /ij iju t U Tττ= . 
Uij(τ) означает количество животных, перешедших из i-й группы 
в j-ю за интервал номера τ. Аналогично вводятся величины 
Vi(τ), Bi(τ), Di(τ). 

С учетом сказанного, для t ∈ ∆τ из (7) и (14) следует: 

(15) 
( )

0
( ) ( , ) ( )

i

i

l t

i im ki
mk G

x t a t U mτ τ
+ =∈

′ = −∑ ∑ , 

где 
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(16) 
0

( )

( , ) ( , ) / ,
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=

 = − − 
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Из (16) ясно, что aim(τ, t) – периодическая функция своих аргу-
ментов: по τ – с периодом N, а по t – с периодом в один год. 

Условие неотрицательности переменных xi(t) ≥ 0 (условие 
(9)) мы будем записывать для конца интервала τ в виде 

(17) 
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( , ) ( )

( ) ( ( )) 0.
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Условие неотрицательности переменных Vi(τ) ≥ 0 получим, 
суммируя по t ∈ ∆τ ограничение (6) с учетом выражений (2). 
Предварительно вычислим сумму 

 
0 0

( ) ( ) ( ) ,
k

it l

ki i im ki
mt t

u t r e U m
τ

τ

τ τ
==

− = −∑ ∑  

где 
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Принимая все это во внимание, соответствующее ограничение 
запишем в виде: 

(18) ( ) ( )
( )

0
1 ( ) ( ) 0

i

i i

l
b d
i i im ki ij

mk G j G

e U m U
τ

ε ε τ τ τ
+ −=∈ ∈

− − − − ≥∑ ∑ ∑  

Запишем, наконец, агрегированные ограничения по кормам. 
Для этого вычислим предварительно следующую сумму 
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(19) 
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Коэффициенты cim(τ) можно представить в следующем виде: 
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Если обозначить DT – множество номеров временных интерва-
лов τ, принадлежащих году T, то агрегированные ограничения 
по кормам можно представить в виде следующих неравенств, 
которые необходимо записать для каждого вида корма h и 
каждого года T. 
(21) ( ) ( ) ( )

T

i
h i h

D i G
X T

τ

ω τ τ ξ
∈ ∈

≤∑ ∑ . 

Здесь ξh(T) – годовой запас корма вида h 
Последнее замечание. В ограничениях (10)–(12) перемен-

ные uij(t) надо заменить на агрегированные переменные Uij(τ). 
Заметим также, что данная модель применима для любой 

отрасли животноводства и даже птицеводства. В каждом кон-
кретном случае меняется только структура графа и содержа-
тельный смысл вершин. 
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4. Производство животноводческой продукции 

Будем рассматривать производство животноводческой про-
дукции на интервале T лет. С учетом введенных обозначений 
производство мяса в год t равно 
 

7

1
1( ) ( ) ( ) ( ) ,

T

i ii i i
i G D

F T U V B
τ

π τ τ τ
∈ ∈

 = + + ∑ ∑  

где 1
iπ  – вес животного i-й группы. 
Производство молока равно 

 2
2 ( ) ( ) ,

T

i i
i G D

F T T Xτ
τ

π τ
∈ ∈

= ∑ ∑  

где 2
iπ – дневной удой животных i-й группы (если животные 

этой группы потребляют молоко, то эта величина отрицатель-
ная). 

В качестве обобщенного показателя производства животно-
водческой продукции КРС в год T будем рассматривать свертку 
критериев F1 и F2 вида  
(22) 1 2( ) ( ) (1 ) ( ) , 0 1.F T F T F Tλ λ λ= + − ≤ ≤  
На рассматриваемом интервале времени соответствующий 
критерий будет иметь вид 

(23) 
1

( ).
T

T
F F T

=

= ∑


 

5. Оптимизационная задача производства 
животноводческой продукции на заданном 
временном интервале при известной информации 
о кормовой базе 

Рассмотрим производство животноводческой продукции 
некоторого стада домашних животных. Для определенности 
будем считать, что это стадо КРС, половозрастная структура 
которого задается графом, представленным на рис. 1.  

Как уже было сказано выше, группы с номерами 
i = 1, …, 6 –– это основное стадо. Последние три группы – 
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дойное стадо. Продуктивность дойного стада: π4 = 8 кг, 
π5 = 10 кг, π6 = 12 кг молока в сутки. Соответственно изменяют-
ся и режимы кормления, которые взяты из соответствующих 
справочников. 

Ремонтное стадо: i = 7, 8, 9, 10. Сначала молодняк кормится 
одинаково (группа 7), затем, в зависимости от планируемой 
продуктивности, переводится в группы 8, 9, 10. Из этих групп 
возможны только переходы (8–4), (9–5), (10–6). 

Откормочное стадо: i = 11, …, 17. Сначала весь откормоч-
ный молодняк кормится одинаково в группе с номером 11, а 
затем возможны три технологии откармливания: интенсивная 
(i = 12, 15) и две умеренные (i =13, 16), (i = 14, 17), отличаю-
щиеся количеством и составом потребляемого корма и време-
нем откармливания. 

Конечный вес откармливаемых животных соответственно 
равен 450, 420, 400 кг.  

Времена пребывания животных во всех группах равны: 60, 
60, 60, 305, 305, 305, 365, 120, 120, 120, 120, 180, 180, 180, 180, 
240, 240 дням. 

В качестве компонент корма рассматривались концентри-
рованные корма и все остальные. Число сезонов в году N = 1.  

Будем рассматривать функционирование стада на интерва-
ле 0,T  

   лет. Будем также считать, что кормовая база на этот 

период известна. 
Пусть в начальный момент заданы значения xi(0). Требуется 

найти управления Uki(0), Uki(1), …, Uki(T ), k,i ∈ G, доставляю-
щие максимум функционалу (23) при ограничениях (10)–(12), в 
которых переменные uij(t) надо заменить на агрегированные 
переменные Uij(τ), и ограничениях (17), (18), (21). В последнем 
ограничении Xi(τ) надо заменить по формулам (19). 

Чем интересна эта задача? Традиционно в планировании 
считается, что планируемое производство животноводческой 
продукции можно определить, зная только средние значения 
потребляемых кормов. Решая подобные задачи, можно выяс-
нить, насколько влияет изменчивость кормовой базы на произ-
водство животноводческой продукции. 
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Поскольку мы будем решать задачу максимизации функ-
ционала на конечном интервале времени, на правом конце надо 
добавить дополнительные ограничения, гарантирующие со-
хранность стада в последний год. Добавленные ограничения 
требовали, чтобы в последний год численность в основном, 
ремонтном и откормочных стадах были не меньше среднего 
значения за весь интервал.  

Расчеты проводились при фиксированном значении пара-
метра λ, гарантирующем необходимое соотношение производ-
ства молока и мяса, и заданном временном ряде кормов. Вре-
менные ряды ξ1(T) и ξ2(T) полностью коррелированы. Характер 
изменения временных рядов представлен на рис. 3. 

 
Рис. 3. 

Характеристика разброса значений такого ряда 

( )max ( ) ( ) / ( )
T

D T M T M Tξ ξ ξ= −  будет использована в даль-

нейшем. Средние значения этих рядов Mξ1 = 1000, mξ2 = 450. 
Естественно, что граничные условия влияют на решение 

оптимизационной задачи. Для выявления этого влияния были 
проведены расчеты с разными начальными условиями и с раз-
личными временными интервалами. Оказалось, что влияние 
правого конца и начальных условий сказывается только на 
начальных и последних 2–3 годах. Таким образом, отступив от 
начала и конца по 3 года, мы можем анализировать качествен-
ные свойства решений этой задачи. 

Зафиксировав начальную структура стада, полученную из 
решения стационарной задачи, были проведены расчеты для 

ξ(t) 

Mξt 

T 2 5 8 
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интервала в 15 лет с D = 0%, 10%, 20%, 30%. Вариант с D = 0%, 
как и следовало ожидать, дал постоянное в течение всего вре-
мени стадо и постоянное производство продукции. В других 
варианта численности групп животных меняются значительно, а 
зависимость оптимального значения функционала от параметра 
D почти линейна и такова, что теряется около 0,7% агрегиро-
ванной продукции на каждый 1% показатель изменчивости 
корма D. Это очень большая величина, показывающая, что 
неучет изменчивости кормовой базы может привести к значи-
тельным ошибкам в планировании. 

После анализа всех рассмотренных вариантов можно сде-
лать некоторые качественные выводы. В оптимальных решени-
ях никогда не выбирались технологии с наименьшей продук-
тивностью и с наименьшей потребностью в корме. Всегда 
имеется в некоторых группах ненулевой забой животных. На-
блюдается следующая закономерность: при малых значениях 
параметра D = 10% выбраковка производится в группах откор-
мочного стада (в годы Т = 5, 8, 11), но основное стадо не трога-
ется. Для D = 20% происходит выбраковка в откормочном стаде, 
а в годы Т = 4, 7, 10 происходит выбраковка и в основном стаде. 
При D = 30% характер стратегии выбраковки не меняется, 
увеличивается лишь численность забиваемых животных. Во 
всех рассмотренных случаях ремонтное стадо не выбраковыва-
лось. 

Конечно, к этим качественным выводам надо относиться 
осторожно, поскольку они проводились на временных рядах 
определенного вида, но проведенные расчеты показывают, что 
учитывать изменчивость кормовой базы при планировании 
производства животноводческой продукции просто необходимо. 

6. Задача оперативного управления в 
животноводческой отрасли 

Как было сказано во введении, кормовая база подвержена 
влиянию случайных погодных и других неопределенных факто-
ров. К этим неопределенным факторам можно отнести, напри-
мер, количество закупаемых кормов. В данном случае мы мо-
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жем лишь рассматривать некоторые возможные прогнозные 
варианты.  

Разработанные выше потоковые модели и аппарат решения 
динамических задач мы применим к решению задачи оператив-
ного управления в животноводстве.  

Одним из способов оперативного управления является спо-
соб, иногда называемый скользящим управлением, когда на ряд 
лет вперед задается прогноз неопределенных факторов и теку-
щее управление принимается из условия достижения максимума 
некоторого функционала. Мы модифицируем этот метод и 
применим его к решению задачи оперативного управления. 
Будем считать, что начало года совпадает с началом стойлового 
периода, когда сделаны основные запасы корма. Сделаем еще 
одно упрощающее предположение, что известны все корма до 
конца года, включая те, которые будут выращены до начала 
следующего стойлового периода. Это нам нужно для того, 
чтобы интервал планирования можно было бы принять равным 
календарному году.  

Рассмотрим следующую задачу управления.  
К началу текущего года t известен годовой запас кормов 

ξ(t). Кроме того, известен прогноз кормов на следующие годы: 
ξ(t + 1), ξ(t + 2), … . Найдем максимум функционала типа (22), 
но, вообще говоря, на бесконечном интервале времени. Из всей 
последовательности оптимальных управлений зафиксируем 
только управление U(t) – вектор оперативного управления в 
год t. К началу следующего года (t + 1) будет известна инфор-
мация о кормах на этот год и детерминированный прогноз на 
все последующие годы. Решим аналогичную задачу, полученное 
управление U(t + 1) примем в качестве оперативного управле-
ния в год (t + 1), перейдем к следующему году (t + 2) и т.д. 

Для реализации описанной процедуры на каждом шаге 
нужно, вообще говоря, решать оптимизационную задачу на 
бесконечном интервале времени. Это гарантирует от влияния 
величины рассматриваемого интервала на выбор управления на 
начальной стадии процесса. Заметим, что при решении задачи в 
момент t  нам нужно избежать влияния интервала планирования 
только на текущее управление. 
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Пусть U(t, T) – управление, относящееся к году t, получен-
ное в результате решения оптимизационной задачи в t-й год на 
интервале времени величиной T. Предположим, что верна сле-
дующая гипотеза: существует такое T̂ , что для всех ˆT T≥ : 

ˆ( , ) ( , )U t T U t T= . В этом случае мы можем ограничиться реше-
нием задачи на конечном интервале времени. Конкретные рас-
четы показали справедливость этой гипотезы, но интервал 
планирования нужно выбирать довольно большой, по крайней 
мере не менее 11 лет. 

Метод p-траекторий оперативного управления 
Опишем сейчас модификацию метода скользящего плани-

рования, который применялся для решения задачи оперативного 
управления. 

Как правило, информация об урожайности культур в регио-
не весьма скудна – это ряд измерений за небольшое число лет. 
Кроме того, обычно в регионе часть концентрированных кормов 
является привозной, и в данном случае говорить о вероятност-
ной природе таких поставок весьма затруднительно.  

Для вычисления ожидаемого за период планирования про-
изводства воспользуемся следующим подходом. Будем считать, 
что из наблюденного состояния ξ(t) возможны n(t) прогнозных 
траекторий ξ i(t), которые реализуются с вероятностями 

( ( )), 1i
i i

i
p t pξ =∑ . В качестве таких траекторий могут быть 

взяты траектории, сформированные из наблюденных рядов 
(подробнее об этом будет сказано ниже), а по концентрирован-
ным кормам можно рассмотреть несколько вариантов поставок 
этих кормов с весами, интерпретируемыми как соответствую-
щие вероятности. В этих предположениях величина ожидаемого 
производства за T лет равна 

(24) 
( )

0 1
( ( )) ( ))

n tT
t i i

i i
t i

F e p t Fθ ξ ξ−

= =

= ∑ ∑ , 

где Fi(ξ i(t)) – производство продукции на траектории i , вычис-
ляемое по формуле (23), а θ – коэффициент дисконтирования. 
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Далее применяется метод скользящего планирования с функ-
ционалом (24) при условии 
 1 2 ( )( ) ( ) ... ( )n tU t U t U U t= = = = . 

Результаты численных экспериментов. 
Для исследования эффективности метода p-траекторий бы-

ли проведены расчеты на реальной информации. В качестве 
исходных данных для кормовой базы был принят 13-летний ряд 
урожайностей кормовых культур в одной из областей. Эти 
значения были нормированы таким образом, что среднее значе-
ние урожая равно 1000 тонн кормовых единиц, а поставки 
концентрированных кормов считались постоянными во времени 
и равны 450 т. Нормированный ряд кормов представлен на 
рис. 4. 

 
Рис. 4. Построение p-траекторий 

Прогнозные траектории строятся из известного ряда на-
блюденных значений. Для этого в известном ряде отыскиваются 
значения, отличающиеся на малую величину от значений в год t. 
Пусть эти значения соответствуют годам τj(t), j = 1, …, n(t). 
Тогда из известного ряда, начиная с этих годов τj(t) + 1 строятся 
прогнозные ряды – p-траектории. 

Длина прогнозного ряда должна быть равна T годам – вы-
бранному интервалу расчетов. Если прогнозный ряд не позволя-
ет построить прогнозный ряд такой длины, то проводится цик-
лическое продление ряда: начиная с начала исходного ряда в 
нем отыскиваются значения, отличающиеся на малую величину 
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от последнего значения в исходном ряде, и по только что опи-
санной методике строятся продолжения исходного ряда (их, 
естественно, может быть несколько). В том случае, если в ис-
ходном ряде нет значений, отличающихся на малую величину 
от заданного значения, в качестве прогноза берется ряд нужной 
длины, состоящий из постоянных значений, равных среднему 
значению исходного ряда. После этого каждой траектории 
приписывается некоторый вес. Таким образом, p-траектории 
стоятся из отрезков исходного ряда. 

Был проведен следующий численный эксперимент. Сначала 
была решена задача с одной p-траекторией, совпадающей с 
заданным рядом, приведенным на рис. 4., т.е. была решена 
задача с полностью известной информацией. Решение этой 
задачи было использовано для оценки управления, вырабаты-
ваемого с помощью метода p-траекторий. Затем на интервале T̂  
лет решалась задача оперативного управления, т.е. каждый год, 
исходя из информации, представленной в виде временного ряда, 
строились p-траектории и решалась соответствующая оптими-
зационная задача. Полученные решения сравнивались по функ-
ционалу с решением задачи с полной информацией. Проведен-
ные расчеты показали, что предлагаемый метод дает вполне 
приличный результат – на интервале T̂  лет он проигрывает по 
функционалу решению с полной информацией меньше, чем на 
5%. 

Литература 

1. БАЙРАМОВ О.Б. Математические модели оценки пре-
дельной продуктивности животноводства. – М.: ВЦ РАН, 
1999. – 23 с. 

2. БЕРГ Р.Т., БАТТЕРФИЛД Р.М. Мясной скот: концепция 
роста. – М.: Колос,1979. – 280 с. 

3. БРАСЛАВЕЦ М.Е., КРАВЧЕНКО Р.Г. Математическое 
моделирование экономических процессов в сельском хозяй-
стве. – М.: Колос, 1972. – 589 с. 



 
Управление в медико-биологических и экологических системах 

 193 

4. ВЕЛИКОРОСОВ Н.В. Математическое моделирование 
развития животноводческого комплекса. Детерминиро-
ванные и стохастические модели: Дис. канд. физ.-мат. наук. 
– Москва, 1991. 

5. ГАЙКО А.А, ГОЛУБИЦКИЙ А.П. Справочник по ското-
водству. – Мн.:Ураджай, 1984. – 310 с. 

6. ГЕНДИНА Л.А. Использование нелинейных динамических 
моделей для анализа возможности оптимизации баланса 
кормов и поголовья сельскохозяйственных животных в ус-
ловиях неопределенности: Дис. канд. физ.-мат. наук. – Мо-
сква, 1988. 

7. ГРИГОРЬЕВ Н.Г., ВОЛКОВ Н.П., ВОРОБЬЕВ Е.С. и др. 
Биологическая полноценность кормов. – М.: Агропромиз-
дат, 1989. – 289 с. 

8. ЕРМОЛЬЕВ Ю.М. , ЯСТРЕМСКИЙ А.И. Стохастические 
модели и методы в экономическом планировании. – М.: 
Наука, 1979. – 251 с. 

9. ИЛЬЮШОНОК С.Е. Оптимизация темпов и пропорций 
развития аграрно-промышленного комплекса. – Новоси-
бирск, 1980. – 304 с. 

10. КАЛАШНИКОВ А.П., КЛЕЙМЕНОВ Н.И., БАКЛА-
НОВ В.Н. и др. Нормы и рационы кормления сельскохозяй-
ственных животных. – М.: Агропромиздат, 1985. –  352 с. 

11. КАРДАШ В.А. Модели управления производственно-
экономическими процессами в сельском хозяйстве. – М. 
Экономика, 1981. – 210 с. 

12. КИСЕЛЕВ В.Г. Управление процессом функционирования 
одного класса популяций // Труды института системного 
анализа РАН «Динамика неоднородных систем». – 2008. – 
Т. 32.2. – С. 40–47. 

13. КРАВЧЕНКО Р.Г. Математическое моделирование эконо-
мических процессов в сельском хозяйстве. – М.: Колос, 
1978. – 423 с. 

14. КРЫЛАТЫХ Э.Н. Система моделей в планировании сель-
ского хозяйства. – М.: Экономика, 1981. – 210 с. 



 
Управление большими системами. Выпуск 32 

 194 

15. Моделирование перспективного планирования развития 
скотоводства (рекомендации ВНИПТИК). – М.: Агро-
промиздат, 1990. – 14 с. 

16. ОГНИВЦЕВ С.Б. Моделирование перспективного планиро-
вания развития скотоводства. – М.: Агропромиздат, 1990. 
– 14 с. 

17. ОГНИВЦЕВ С.Б., СИПТИЦ С.О. Моделирование АПК: 
теория, методология, практика. – М.: Энциклопедия рос-
сийских деревень, 2002. 

18. ФРАНС ДЖ., ТОРНЛИ ДЖ, Математическое моделирова-
ние в сельском хозяйстве. – М.: Агропромиздат, 1987. – 
273 с. 

19. ХУДЯКОВА Е.В., ЛИПАТОВ А.А. Имитационное модели-
рование экономических процессов в АПК. Учеб. пособие. – 
М.: Издат. центр МГАУ, 2006. – 185 с. 

 
 
NETWORK MODELS OF CONTROL IN STOCK BREEDING 
BRANCH OF AGRICULTURAL SECTOR 
 
Valeriy Kiselev, A. A. Dorodnicyn Computing Center of RAS, 
Moscow, Cand.Sc., assistant professor (vgkiselev@yandex.ru). 
 
The network model of cattle stock dynamic is suggested. The models 
of this sort are shown to be useful for operative control under 
stochastic forages.  
 
Keywords: network model, operative control, optimization, stock 
breeding. 
 
 
 

Статья представлена к публикации  
членом редакционной коллегии М. В. Губко 

 



 

Управление техническими системами  
и технологическими процессами 

 195 

УДК 681.5.09  
ББК 32.965 

БЕЗОПАСНОЕ УПРАВЛЕНИЕ СЛОЖНЫМИ 
ТЕХНИЧЕСКИМИ СИСТЕМАМИ 

Аншаков Г. П.1 

(Государственный научно производственный ракетно-
космический центр ЦСКБ-ПРОГРЕСС, г. Самара) 

Мостовой Я. А.2 

(Самарский государственный аэрокосмический универси-
тет, г. Самара) 

 
Рассматриваются критические по безопасности сложные 
системы, состоящие из большого числа механических и элек-
тронных подсистем, чьей работой нужно взаимосвязанно 
управлять. Безопасное управление такими сложными техниче-
скими системами (СТС) базируется на богатых возможностях 
встроенной вычислительной техники по контролю состояния 
подсистем и СТС в целом и принятию решений по управлению в 
нештатных ситуациях. Вопросы безопасного управления СТС 
рассмотрены исходя из опыта создания бортовых комплексов 
управления космическими аппаратами.   

 
Ключевые слова: сложные технические системы, информа-
ционная безопасность, управление, критические системы, 
программное обеспечение. 

1. Введение 
Прекращение нормального функционирования критических 

по безопасности эксплуатации сложных технических систем 
                                           
1 Геннадий Петрович Аншаков, зам. генерального конструктора,  
член-корр. РАН, доктор технических наук, профессор  
(443009, г. Самара, ул. Земеца, 18, , тел.(8462) 9926198,  
e-mail: csbd@mail.samtel.ru). 
2 Яков Анатольевич Мостовой, доктор технических наук, профессор 
(443086. Россия, Самара, Московское шоссе, 34,тел. (8462) 3378084). 



 

Управление большими системами. Выпуск 32 

 196 

(СТС) ведет к большим экономическим потерям, ущербу окру-
жающей среде или гибели людей. Использование в СТС систем-
ной ЦВМ и аппаратуры со встроенными ЦВМ, образующими 
локальную сеть, позволяет реализовать при создании критиче-
ских СТС эффективную стратегию безопасности. 

Безопасность информационных взаимодействий определя-
ется защищенностью информации и поддерживающей инфра-
структуры от случайных или преднамеренных воздействий, мо-
гущих принести ущерб субъектам информационных взаимодей-
ствий. 

Без преувеличений можно сказать, что наибольший ущерб 
субъектам и объектам информационных отношений в СТС на-
носят сбои и отказы аппаратуры СТС и ошибки в программном 
обеспечении (ПО) системной и встроенных в аппаратуру ЦВМ 
[3, 4]. Практика показывает, что не редки также ошибки экс-
плуатирующего персонала при задании данных для работы ПО 
СТС, приводящие к тяжелым последствиям для СТС. 

В связи с этим вопросы защиты от злоумышленных дейст-
вий и внешних атак на СТС, в том числе и с применением вре-
доносного ПО, в данной статье не рассматриваются, поскольку 
авторы являются сторонниками изоляции критических СТС, 
обеспечивающей их информационную безопасность. 

При выстраивании стратегии информационной безопасно-
сти критических систем прежде всего необходимо рассмотреть 
принципы создания безопасного ПО с учетом того, что систем-
ное свойство «безопасность» должно сохраняться и в том слу-
чае, когда свойство «безотказность» уже нарушено. 

2. Принципы создания безопасного программного 
обеспечения критических СТС 

В основе концепции обеспечения безопасности ПО лежат 
несколько базовых идей, которые уже используются и развива-
ются.  

1.  Повышение безотказности (безошибочности) ПО посред-
ством 

−  уменьшения первичного потока ошибок за счет примене-
ния эффективных технологий проектирования ПО; 
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−  конструирования толерантного (устойчивого) к ошибкам 
ПО. В настоящее время создание в полной мере толерантного 
ПО для практических применений представляется нереалистич-
ным. Однако создание ПО, толерантного не в полной мере, но 
обеспечивающего «мягкий останов» ПО и СТС при проявлении 
ошибки в ПО или исходных данных, является задачей вполне 
выполнимой (см. ниже); 

−  проведения отладки ПО с четко сформулированными це-
лями и критериями отлаженности, с использованием эффектив-
ных инструментальных средств, например, имитационной мате-
матической модели внешней среды – модели, позволяющей вос-
производить детали межпрограммных взаимодействий ПО во 
всех вариантах эксплуатации СТС.  

2.  Принцип изоляции при создании ПО и СТС должен быть 
использован везде, где это возможно, и не только в части внеш-
них связей СТС с окружающей средой, но и во внутренней среде 
– путем изоляции отдельных процессов управления СТС в рам-
ках имеющихся функциональных возможностей. 

Использование принципа изоляции позволяет сохранить 
«непотопляемость системы» при нарушении целостности ее 
«информационных отсеков», препятствуя распространению 
ошибочной информации и обеспечивая решение задач инфор-
мационной устойчивости [1, 2]. При решении задачи изоляции 
необходимо, однако, обеспечить возможность реализации необ-
ходимых связей между структурными частями СТС, связей ме-
жду СТС и системами более высокого уровня иерархии.  

Поскольку связи подсистем в рассматриваемых СТС осу-
ществляются на программном уровне системной ЦВМ, изоля-
цию и взаимодействие процессов необходимо обеспечивать со-
ответствующим распределением памяти, защитой этого распре-
деления средствами системной ЦВМ и ее операционной систе-
мы, реализацией межпроцессного обмена информацией только 
через операционную систему. 

3.  Невозможно создать на нынешнем технологическом уров-
не большое абсолютно защищенное ПО. Но возможно сформи-
ровать небольшое усиленно защищенное ядро безопасности, 
принимающее все решения, касающиеся защиты ПО. Таким 
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ядром для ПО является программа управления в нештатных си-
туациях – программа «аварийной защиты». Всё остальное ПО 
будет действовать на менее защищенных уровнях.  

4.  Фиксированный набор задач, решаемых встроенными в 
системы ЦВМ, позволяет применить для хранения ПО и исполь-
зуемых констант постоянное запоминающее устройство (ПЗУ). 
При этом повышается защищенность ПО, так как изменение 
информации в ПЗУ связано с использованием специальных тех-
нических средств, санкционированное привлечение которых 
существенно ограничивается. 

5.  Для многих СТС условия их работы не позволяют опера-
тивно проводить коррекцию ПО встроенных ЦВМ из-за отсут-
ствия прямого физического доступа, а также из-за использова-
ния для хранения ПО ПЗУ. Однако доступность оперативной 
коррекции ПО может стать для таких систем важным преиму-
ществом, влияющим на безопасность, например, в случаях уст-
ранения ошибок ПО или компенсации ошибок аппаратуры СТС 
путем изменения алгоритма обработки информации с нее. При-
менение технологий, позволяющих дистанционно и оперативно 
корректировать ПО, является еще одним способом обеспечения 
безопасности ПО СТС. 

Эта корректировка должна проводиться либо без прекра-
щения процесса функционирования СТС, либо с переводом СТС 
в запасное устойчивое состояние, в котором ее функционирова-
ние ограничено и безопасно. 

3. Системные методы, реализующие безопасное 
управление СТС  

В рамках рассматриваемой стратегии можно выделить ряд 
общесистемных методов по обеспечению информационной 
безопасности, которые лучше изложить на примере бортового 
комплекса управления космического аппарата (БКУ КА). 

1.  Составление при проектировании СТС перечня аварийных 
(нештатных ситуаций), выход из которых также прорабатывает-
ся на стадии проектирования СТС. Рассмотрение этого перечня, 
методов распознавания этих ситуаций и методов выхода из них 
приводит к созданию: 
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−  ситуационных планов управления в нештатных ситуаци-
ях, которые в конечном итоге оформляются в виде инструкций 
по управлению в эксплуатационной документации; 

−  программ бортового ПО, обеспечивающих автономное 
управление в нештатных ситуациях и реализующих, в том чис-
ле, функцию «аварийной защиты» СТС. 

Для реализации этой защиты в бортовое ПО вводится пере-
чень возможных нештатных ситуаций и сценарии выхода из 
них, связанные с разной степенью вынужденного, но допусти-
мого ухудшения качества функционирования СТС. 

2.  Создание методов встроенного контроля работоспособно-
сти подсистем СТС и бортового ПО, который осуществляется на 
многих уровнях: 

−  аппаратными средствами системной ЦВМ с выходом на 
внутренние прерывания в случае обнаружения аппаратурой 
ЦВМ нештатных ситуаций типа переполнения регистра резуль-
татов, нарушения распределения памяти, «зависания» и т.п.; 

−  средствами операционной системы бортовой ЦВМ обоб-
щенно с выходом на программное прерывание в случае обнару-
жения нештатных ситуаций типа превышения допустимого вре-
мени занятости процессора одной задачей, занесения отрица-
тельной уставки времени и т.п.; 

−  средствами бортового ПО, осуществляющими функцио-
нальный контроль типа выполнения заданной функции за за-
данное время и т.п. Эти средства распределены по функцио-
нальным алгоритмам бортового ПО. 

3.  Создание методов, обеспечивающих возможность опера-
тивной и дистанционной коррекции по радиолинии «зашитого» 
в ПЗУ бортового программного обеспечения в процессе экс-
плуатации КА на орбите. 

По мере развития электронных технологий последователь-
но разрабатывались различные варианты такой коррекции, при-
чем все они сохранили свое значение и могут быть использова-
ны совместно.  

Технология коррекции программ ПЗУ в полете базирова-
лась на предусмотренной при проектировании бортового ПО 
возможности обхода исполнения тех или иных участков про-
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грамм в ПЗУ с заменой их на фрагменты программ, передавае-
мых на борт по радиолинии. После появления в бортовой ЦВМ 
флеш-памяти были созданы технологии коррекции содержимого 
флеш-памяти, в том числе без прекращения штатного функцио-
нирования БЦВМ. 

4.  Использование принципа изоляции СТС не должно пре-
пятствовать доступности операций ввода в ПО СТС необходи-
мых для нее исходных данных и получения информации с ре-
зультатами работы СТС. Поэтому внешние связи СТС с систе-
мами более высокого уровня иерархии должны быть реализова-
ны с использованием пограничного контроля на межсетевых 
экранах, средств шифрования сообщений из систем более высо-
кого уровня иерархии и т.п. [3]. Шифрование данных и форми-
рование контрольной суммы ПО позволили решить проблему 
информационной безопасности достаточно эффективно. Это 
соответствует подходу, когда защищаются собственно данные, а 
не элементы информационной инфраструктуры, участвующие в 
получении, хранении, и передачи данных. Но при этом обяза-
тельна защита данных на всем пути их продвижения.  

Также целесообразна сеансная работа канала связи с СТС, 
когда вне сеанса связи канал закрывается. Опыт эксплуатации 
КА подтверждает эффективность этих мероприятий. 

5.  Контроль за функционированием СТС посредством запи-
си, сбора и передачи на Землю в виде телеметрической инфор-
мации (ТМИ) всех событий на борту КА, а также дискретной 
записи состояний его внутренней среды. Назначаемый период 
дискретизации позволяет восстановить параметры всех физиче-
ских процессов, протекающих на борту КА. 

6.  Создание резервов аппаратуры СТС, обеспечивающих вы-
полнение целевой функции СТС с заданной вероятностью. Если 
для СТС методы обеспечения надежности, связанные с внесени-
ем избыточности в аппаратные средства, являются вполне дос-
таточными для сохранения целостности и доступности инфор-
мации, то для системной ЦВМ, реализующей функции аварий-
ной защиты при возникновении в СТС нештатных ситуаций, 
требуется обеспечение отказосбоеустойчивости. Свойство отка-
зосбоеустойчивости просто подключением резервной аппарату-
ры (вместо отказавшей) не обеспечивается даже при автомати-
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ческом переходе на резерв по результатам работы встроенного 
контроля – необходимо сохранять также и информационную 
устойчивость. 

Здесь под информационной устойчивостью понимается 
свойство восстановления информации после ее искажения 
вследствие сбоя, отказа или информационной атаки. Именно 
наличие организованной при проектировании СТС информаци-
онной устойчивости позволяет продолжить штатное функцио-
нирование СТС после подключения резервных устройств взамен 
отказавших. Методы обеспечения информационной устойчиво-
сти рассмотрены в [1, 2]. 

7.  Проведение стендовых испытаний СТС, при которых ис-
пользуется реальное системное ПО, совместно с реальной сис-
темной ЦВМ. В составе стенда реальное ПО работает совместно 
с имитационной математической моделью внешней среды, 
структура и характеристики которой позволяют реализовать все 
варианты работы системы в штатных и нештатных ситуациях. 

Задействование такого стенда позволяет предварительно 
моделировать и отрабатывать все управленческие решения в 
нештатных ситуациях перед тем как использовать их в реальной 
СТС. 

Требование к имитационной математической модели внеш-
ней среды в этом случае такие же, как при отладке бортового 
ПО − полностью «подыгрывать» прохождению потоков данных 
в бортовом ПО для всех вариантов его использования. При от-
ладке ПО используются специальные отладочные наборы вход-
ных данных, а для проверки управленческих решений – реаль-
ные данные СТС в конкретной ситуации. 

Использование этого стенда в контуре управления СТС для 
контроля правильности подготовленных исходных данных пе-
ред их вводом в СТС представляется важным и полезным, так 
как объем и структура исходных данных для работы СТС могут 
быть весьма значительными и, как показывает опыт, их подго-
товка сопровождается частыми ошибками. 

Принцип изоляции процессов управления в СТС 
(см. раздел 2, п. 2) доставляет весьма эффективное средство 
обеспечения информационной безопасности. Так, итальянская 
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научная аппаратура «Памела», установленная на КА «Ресурс–
ДК» [2], имела выход на бортовую локальную сеть по 
ГОСТ 26765.52−87 (1553В), по которой она управлялась со сто-
роны БКУ КА и по которой она передавала полученную ею на-
учную информацию в радиолинию БКУ для передачи на Землю. 

Наличие «чужой» активной аппаратуры иностранного про-
изводства в одной локальной сети шинной топологии с целевой 
аппаратурой, аппаратурой системы угловой ориентации и ста-
билизации и т.п. КА создавало дополнительную проблему безо-
пасности, так как работа в сети в принципе могла быть наруше-
на при отказах аппаратуры «Памела», качество разработки и 
изготовления которой нами не контролировалось. Задача обес-
печения безопасности была решена путем изоляции аппаратуры 
«Памела» на специально выделенной для нее локальной борто-
вой сети. При этом в системной бортовой ЦВМ БКУ пришлось 
установить второй сетевой адаптер, специально выделенный под 
аппаратуру «Памела», благо что техническая возможность этого 
имелась.  

Рассмотренные методы обеспечения информационной 
безопасности для КА имеют общенаучное и общетехническое 
значение и могут быть применены для любой сложной техниче-
ской системы, использующей в своем составе ЦВМ или сеть 
ЦВМ. 
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Представлен метод решения одной из практически важных 
задач, связанных с эффективным теплоснабжением абонен-
тов тепловых сетей, как в случае сильной гидравлической 
разбалансировки сети (статическая задача), так и при изме-
нениях тепловых нагрузок в процессе эксплуатации (динамиче-
ская задача). Разработан численный метод для анализа и 
оптимизации тепловых сетей, позволяющий решать задачи 
оптимизации и управления тепловой сетью с большим количе-
ством абонентов с целью реализации оптимального режима 
теплопотребления. Показано, что и статическая, и динамиче-
ская задачи могут быть решены в рамках одной общей нели-
нейной оптимизационной задачи. Разработан алгоритм реше-
ния такой задачи, в котором минимизация целевой функции 
осуществляется в итерационном процессе с использованием 
метода покоординатного спуска. 

Ключевые слова: математическое моделирование, нелиней-
ная оптимизация, задачи минимизации, численные методы, 
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1. Введение 

Тепловые сети предприятий или городских микрорайонов, 
обеспечивающие подачу тепловой энергии конкретным потре-
бителям (абонентам) для целей отопления, являются достаточно 
сложными теплогидравлическими системами, включающими, 
помимо собственно трубопроводов различного диаметра, регу-
лирующую арматуру, насосы, смесительные устройства, отопи-
тельные приборы. При проектировании жилых зданий, про-
мышленных объектов тепловая сеть рассчитывается таким 
образом, чтобы ее гидравлические характеристики обеспечива-
ли заданную температуру воздуха внутри помещений в широ-
ком диапазоне сезонного изменения температуры наружного 
воздуха при качественном регулировании (регулировании соот-
ветствующим изменением температуры теплоносителя) [5]. 

В процессе развития или перепрофилирования предприятий 
их тепловые сети претерпевают значительные изменения и 
тепловые нагрузки, заложенные в первоначальный проект сис-
темы теплоснабжения, не всегда соответствуют фактическим 
потребностям абонентов тепловой сети. Кроме того, в процессе 
длительной эксплуатации значительно изменяются гидравличе-
ские характеристики сети. Возникающие при этом проблемы, 
связанные с недостаточным обеспечением теплом отдельных 
абонентов, решаются наименее эффективно – увеличением 
тепловой нагрузки всей тепловой сети. 

Настройка тепловой сети, насчитывающей десятки абонен-
тов, представляет собой сложную, многопараметрическую 
задачу, решить которую без наличия адекватной математиче-
ской модели сети практически нереально.  

В работе представлен метод решения одной из практически 
важных задач, связанных с эффективным теплоснабжением 
абонентов тепловых сетей, как в случае сильной гидравличе-
ской разбалансировки сети, так и при изменениях тепловых 
нагрузок в процессе эксплуатации. В основу теплогидравличе-
ской модели тепловой сети положена рекурсивная схема [3]. 
Модель сети строится «сверху вниз»: сначала в качестве основ-
ных элементов рассматриваются крупные участки сети, затем 
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они детализируются, впоследствии детализируются их абоненты 
и т.д. Таким образом, с помощью одной и той же программы 
может быть смоделирована сеть практически любого уровня 
сложности, и ее конфигурацию можно изменять в широких 
пределах.  

В работе сформулировано несколько нелинейных задач оп-
тимизации с ограничениями (статическая и динамическая зада-
чи) с соответствующими критериями оптимизации, определены 
условия разрешимости этих задач. Сформулирована общая 
задачи оптимизации теплогидравлической сети, имеющая одно-
значное решение. 

Разработан численный метод для анализа и оптимизации 
тепловых сетей, позволяющий решать задачи оптимизации и 
управления сетью с большим количеством абонентов с целью 
реализации оптимального режима теплопотребления. 

2. Постановка задачи 

При построении модели рассматривается формализованная 
схема теплотрассы с присоединенными к ней абонентами 
(рис. 1). Такой формальный подход позволяет описывать схемы 
тепловых сетей практически любой сложности и глубины дета-
лизации. 

Обозначения на схеме: 
абонент (А) – подключенный между подающей и обратной 

магистралью элемент тепловой сети, в котором происходит 
полезное тепловыделение; 
коллектор (К1, К2) – часть тепловой сети, содержащая па-

раллельно включенные элементы (абоненты, коллекторы, трас-
сы) с общими точками на входе и выходе; 
трасса (Т1, Т2) – часть тепловой сети, включающая набор 

коллекторов, абонентов и трасс; 
узел (У) – точки на прямой и обратной магистралях, между 

которыми подключен абонент (группа абонентов); 
дроссельное устройство (Д) – регулирующий клапан. 
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Рис. 1. Схема элементов теплотрассы 

Исходными данными для расчета теплотрассы служат: про-
ектные тепловые нагрузки абонентов Qi и соответствующие им 
расходы теплоносителя (воды) Gi (при заданных температурах в 
помещениях абонентов T(i)h); температура наружного воздуха 
Ta; температура Tin и расход воды Gin на входе в теплотрассу; 
параметры участков теплотрассы и абонентских вводов; потери 
давления на абонентских вводах и выводах; потери давления на 
абонентах. Индекс i = 1, ..., N, где N – количество абонентов. 

Расчетные гидродинамические сопротивления на абонентах 
вычисляются из уравнения Бернулли 

(1) 

∑
=

=








=

4

1

2

).(

,
)(

)()(

i
iDzDzeta

iG
idpiDz

ρ  

В уравнениях (1) под dp(i) понимаются потери давления: 
DP1i – потери давления на абоненте (между точками 2 и 3);  
DP2i – потери давления на абонентском вводе (между точками 1 
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и 2); DP3i – потери давления на абонентском выводе (между 
точками 3 и 4); DP4i – потери давления на дроссельном устрой-
стве (между точками 4 и 5); G(i) –расход теплоносителя через 
абонент i; ρ – плотность теплоносителя, Dzeta – общее сопро-
тивление между точками 1 и 5. 

В дальнейшем, не теряя общности, пренебрегаем потерями 
тепла в теплотрассе (их учет может быть произведен для любой 
конкретной задачи [5]). Температура воды на выходе из абонен-
та вычисляется из условия теплового баланса 

(2) 
)( pi

ii
in

i
out cG

QTT −= , 

где сp – теплоемкость теплоносителя. 
Для узловой точки j используется средневзвешенное значе-

ние температуры 
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Алгоритм расчета. 
1.  По располагаемым напорам на абонентах и потерям напо-

ра на абонентских вводах по уравнению (1) определяются их 
коэффициенты гидравлического сопротивления. Все DP4i пред-
полагаются равными 0. 

2.  Рассчитывается температура воды на абонентах и во всех 
узловых точках теплотрассы по формулам (2) и (3). 

Пример расчетной схемы тепловой сети с разбивкой на рас-
четные элементы в соответствии с рис. 1 приведен на рис. 2. 

Полученные поля температур и расходов при этом будут 
обеспечивать работу теплотрассы в проектном режиме, т.е. все 
характеристики теплотрассы согласованы таким образом, что 
обеспечивается заданная температура воды на выходе из або-
нентов и, соответственно, заданная температура воздуха в по-
мещениях абонентов. Тепловая сеть состоит из одной трассы, 
25 коллекторов и 45 абонентов. 
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Рис. 2. Тепловая сеть: а) – расчетная схема,  

б) – разбивка на расчетные элементы 

Результаты расчетов (выходная температура воды на або-
нентах) приведены на рис. 3. 
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Рис. 3. Распределение температуры теплоносителя  

на выходе из абонентов 

3. Процедуры оптимизации 

3.1. СТАТИЧЕСКАЯ ЗАДАЧА 
Рассмотрим случай, когда в результате расчетов (рис. 3) не 

удалось получить согласованные температуры обратной воды, 
соответствующие заданной температуре наружного воздуха. 
Это может быть связано с гидродинамической рассогласованно-
стью сети. 

Задача 1.  Требуется найти такие DP4i, чтобы температура 
воды на выходе из каждого абонента была равна Tout = 70 0C 
(расчетная температура воды в обратной магистрали при рас-
четной температуре воздуха для проектирования. При этом 
температура воды в прямой магистрали равна Tin = 130 0C). 
Расход теплоносителя в тепловой сети согласован с теплопо-
треблением Q, т.е. 
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где G – расход теплоносителя в теплосети; cp – теплоемкость 
теплоносителя. Все DP4i ≥ 0, так как  

(5) ,4)(4
2

ii DziGDP 




= ρ  

где Dz4i – сопротивления дроссельных (регулирующих) уст-
ройств. Из технических соображений сопротивления дроссель-
ных устройств ограничиваются и сверху, что приводит к огра-
ничениям и потерь давления на дроссельных устройствах 
DP4i ≤ DP4max, где DP4max – максимальный перепад давления на 
дроссельных устройствах. 

Рассмотрим функцию 

(6) ∑
=

−=
N

i
out

i
outiN TTGDPDPL

1
1 )4,..,4( . 

Функция (6) является функцией N переменных – перепадов 
давления на дроссельных устройствах DP4i, стоящих на каждом 
абоненте. В выражении (6) каждая выходная температура учи-
тывается со своим весом Gi согласованно с (3). 

3.2. МЕТОД РЕШЕНИЯ 
Сформулируем следующую оптимизационную задачу:  
найти такие DP4i, при которых целевая функция (6) при 

Tout = 70 0C достигает минимума:  
(7) min)4,..,4( 1 →NDPDPL , 
причем 0 ≤ DP4i ≤ DP4max и выполняется условие (4). 

Оптимизационная задача (7) является нелинейной задачей 
оптимизации с ограничениями 0 ≤ DP4i ≤ DP4max и с размерно-
стью N, причем N велико. Большинство методов решения таких 
задач требует вычисления первых или даже вторых производ-
ных [2, 4]. На практике такие вычисления часто оказываются 
слишком трудоемкими либо их принципиально невозможно 
осуществить точно по причине отсутствия явных выражений не 
только для производных (как и в рассматриваемой задаче), но и 
для самой целевой функции (6). Наиболее перспективным мето-
дом, не связанным с (точным или приближенным) вычислением 
производных, является метод покоординатного спуска [2], 
также называемый еще релаксационным методом [1]. 
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Общая схема метода включает следующие шаги.  
1.  Задание нулевого приближения (k = 0 – номер приближе-

ния) )4,..,4( )()(
1

)( k
N

kk DPDP=DP4 . 
2.  Рассмотрение функции )4,..,4( )()(

1
k

N
k DPDPL  при фиксиро-

ванных )()(
2 4,..,4 k

N
k DPDP  как функции одной переменной DP41,  

3.  Нахождение минимума функции одной переменной 
)4..,4,4( )()(

21
k

N
k DPDPDPL , определение )1(

14 +kDP . 
4.  Повторение пунктов 2 и 3 для остальных переменных 

i = 2, …, N для вычисления DP4(k+1). 
5.  Проверка условия ( ) ( ) ε<−+ )()1( kk LL DP4DP4  (ε – заданная 

точность). Если условие выполняется – выход, в противном 
случае k = k + 1 и переход к п. 2. 

Центральным звеном предложенного алгоритма является 
поиск минимума функции одной переменной (п. 3). В работе 
используется алгоритм Брента [6], в основе которого лежит 
комбинация методов золотого сечения и последовательной 
параболической интерполяции.  

Результаты расчетов DP4i представлены на рис. 4, распре-
деление температуры теплоносителя на выходе из абонентов – 
на рис. 5. 

Максимальное отклонение расчетной температуры воды от 
заданной составляет менее 0,3 0С (рис. 5). При отсутствии регу-
лирования отклонение температур составляло более 10 0С 
(рис. 3).  

Таким образом, дополнительные сопротивления (сопротив-
ления дроссельных устройств) на абонентах (рис. 4) обеспечи-
вают согласованный (проектный) режим работы теплосети – все 
абоненты имеют проектную температуру воздуха внутри поме-
щения (расчеты проводились при T(i)h = 16 0С). 
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Рис. 4. Распределение перепадов давления  
на дроссельных устройствах абонентов 

 
Рис. 5. Распределение температуры теплоносителя  
на выходе из абонентов после процедуры оптимизации 
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3.3. ДИНАМИЧЕСКАЯ ЗАДАЧА 
Рассмотрим динамическую задачу, когда произошло изме-

нение тепловой нагрузки одного или нескольких абонентов. 
Задача 2.  Требуется найти DP4i для каждого абонента и 

расход воды G в теплотрассе, обеспечивающие температуру 
воды на выходах всех абонентах Tout = 70 0С. 

Оптимизационная задача (7) в стандартной постановке не 
дает решения поставленной задачи, так как не выполняется 
условие (4). Но задача (7) имеет сходящееся решение, если 
определить выходную температуру воды следующим образом 

(8) 
∑

∑

=

== N

i
i

N

i

i
outi

out
G

TG
T

1

1 . 

Оптимизационная задача может быть сформулирована сле-
дующим образом:  
найти такие DP4i, при которых целевая функция (6) достига-

ет минимума:  
(9) min)4,..,4( 1 →NDPDPL , 
причем 0 ≤ DP4i ≤ DP4max и Tout удовлетворяет условию (8). 

Решение задачи (9) определяет DP4i для каждого абонента 
такие, что температура обратной воды Tout удовлетворяет усло-
вию (8).  

Рассмотрим функцию 

(10) ∑
=

−=
N

i
out

i
outiN TTGGDPDPL

1
1 ),4,..,4( . 

Тогда общая оптимизационная задача формулируется сле-
дующим образом 
найти такие DP4i, при которых целевая функция (10) при 

Tout = 70 0C достигает минимума:  
(11) min),4,..,4( 1 →GDPDPL N , 
причем 0 ≤ DP4i ≤ DP4max и выполняется условие (4). 

Следует заметить, что задача (7) является частным случаем 
общей задачи (11) (при фиксированном G задача (11) переходит 
в (7)).  



 
Управление техническими системами  

и технологическими процессами 

 215 

Минимизация функционала (10) осуществляется аналогич-
но схеме, описанной в п. 3.2, с учетом, что вектор 
DP4 = (DP41, …, DP4N, G) имеет размерность N + 1. 

3.4. ЗАМЕЧАНИЕ 
Рассмотрим случай, когда условие (4) выполняется, но ре-

шение задачи (7) не существует, т.е. невозможно получить 
Tout = 70 0C одновременно для всех абонентов. То есть можно 
получить только решение задачи (9), в котором Tout ≠ 70 0C, а 
удовлетворяет условию (8). Математически это объясняется 
ограничениями на DP4i. По условиям задачи (7) они должны 
удовлетворять условию неотрицательности, и поэтому, достиг-
нув нулевого значения, DP4i не меняются, при этом значение 
целевой функции (6) имеет некоторое конечное значение. Если 
снять условие неотрицательности, получится сходящееся реше-
ние задачи (7), и значение целевой функции будет стремиться к 
нулю. Отрицательные значения DP4i на дроссельных устройст-
вах говорят о том, что для обеспечения оптимального режима 
необходимо уменьшить сопротивления самих абонентов. В 
постановке задачи сопротивления абонентов заданные величи-
ны (либо заданы потери напора на абонентах, связанные с со-
противлениями соотношением (1)) и меняться не могут. 

Таким образом, даже выполнение условия (4) не гарантиру-
ет возможности получения решения Tout = 70 0C одновременно 
для всех абонентов без изменения расхода теплоносителя в 
тепловой сети, а значит необходимо решение задачи (11). 

Общий алгоритм решения задач 1 и 2 состоит из следую-
щих шагов: 

1.  M = 1 (M – номер внешней итерации). 
2.  m = 1 (m – номер внутренней итерации). 
3.  Задание Tout = 70 0C. 
4.  Решение задачи (9) (определение DP4i, i = 1, ..., N).  
5.  Расчет нового значения Tout согласно (8). 
6.  Проверка условия сходимости (по изменениям L и DP4i и 

в итерациях).  
7.  При выполнении условий шага 6 – переход к п. 8, в про-

тивном случае – переход к п. 4 (задание m = m + 1). 
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8.  Проверка условия Tout = 70 0C? 
9.  При выполнении условия шага 8 – выход, в противном 

случае – задание Tout = 70 0C и переход к п. 10. 
10.  Решение задачи (11) при фиксированных DP4i, i = 1, ..., N 

(определение G). 
11.  Переход к п. 2 (задание M = M + 1). 
Итерации внутреннего цикла дают решение задачи (9). Вы-

полнение условия п. 8 при M = 1 дает решение задачи (7) (зада-
ча 1 без корректировки расхода). Выполнение условия п. 8 при 
M > 1 (итерации внешнего цикла) дает решение задачи (11) 
(задача 1 с корректировкой расхода или динамическая задача – 
задача 2).  

4. Результаты 

Расчеты проводились для реальной тепловой сети одного из 
московских предприятий. Расчетная схема тепловой сети пред-
ставлена на рис. 2, расчетная тепловая нагрузка теплосети 
Q = 25,497 Гкал/ч, расчетный расход теплоносителя в теплосети 
G = 424,95 т/ч (тепловая нагрузка и расход удовлетворяют 
условию (4)), Tin = 130 0C. 

Начальное распределение температуры воды на выходе из 
абонентов и результаты расчетов представлены на рис. 6. 

Результаты расчетов показывают, что, несмотря на выпол-
нение условия (4), сходящееся решение (решение задачи (9) 
получается только при Tout = 68,345 0C (кривая 2). Корректиров-
ка расхода (решение задачи (11)) приводит к Tout = 69,983 0C, 
при этом G = 438,96 т/ч. 

Следующий пример показывает решение динамической за-
дачи. Пусть по каким-то причинам (ухудшение теплоизоляци-
онных свойств ограждающих конструкций, рост или снижение 
тепловыделения внутри зданий и т.п.) изменилось теплопотреб-
ление абонентов. 

Соответственно изменились температуры теплоносителя на 
выходах абонентов. Зная расходы и разности температур по 
формуле (2) можно определить новые Qi и решить задачу (11). 
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Исходные данные модельной задачи – решение предыду-
щей задачи (вычисленные новый расход и перепады давления 
на дроссельных устройствах, которые обеспечивают 
Tout = 69,983 0C ). Кроме того, введем изменения в абоненте №32 
(рис. 2): тепловая нагрузка выросла в 2 раза и составила величи-
ну 11,02 Гкал/ч. Сходящееся решение при заданном расходе 
теплоносителя получилось при температуре воды в обратной 
магистрали Tout = 57,359 0C. 

 
Рис. 6. Распределение температуры теплоносителя на выходе 

из абонентов: 1 – исходное распределение;  
2 – решение задачи (9); 3 – решение задачи (11) 

Результаты решения задачи оптимизации (11) представлены 
на рис. 7. Новый расход составил 533,438 т/ч, температура воды 
в обратной магистрали Tout = 70,029 0C.  

Как видно из рис. 7, на изменение нагрузки одного абонен-
та отреагировала вся система: произошло изменение сопротив-
ления всех дроссельных устройствах, максимальное изменение 
потери давления составило более 2 м вод. ст. 
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Рис. 7. Распределение перепадов давления на дроссельных уст-

ройствах абонентов:1 – исходное распределение;  
2 – реакция системы на изменение теплопотребления 

5. Выводы 

В работе показана возможность расчетной оптимизации те-
пловой сети как в случае сильной гидравлической разбаланси-
ровки сети, так и при изменениях тепловых нагрузок в процессе 
эксплуатации. Показано, что даже согласованный расход тепло-
носителя в тепловой сети с теплопотреблением не гарантирует 
получения оптимального одновременно для всех абонентов без 
изменения расхода теплоносителя в тепловой сети, и необходи-
мо решение общей оптимизационной задачи. 

Разработанная оптимизационная процедура позволяет про-
водить расчет характеристик регулирующих элементов и при-
водить тепловую сеть к оптимальным (проектным) параметрам, 
а также отслеживать изменение параметров тепловой сети и 
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возвращать их в оптимальное состояние за счет изменения 
характеристик регуляторов и общего расхода. 
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tant problems in the field of effective heat supply both in the case of 
the strong hydraulic deregulation of a heating system (a static 
problem) and in the case of varying thermal loadings (a dynamic 
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problem). The numerical procedure is developed for heating system 
analysis and optimization, which allows solving heat-consumption 
regime optimization and control problems for considerably large 
heat networks. Both static and dynamic problems are shown to 
reduce to a single general nonlinear optimization problem. The 
optimization algorithm is built where goal function minimization is 
carried out in an iterative process using the method of coordinate-
wise descent. 
 
Keywords: mathematical modeling, nonlinear optimization, 
minimization problems, numerical techniques, heat supply net-
works. 
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МЕТОД УПРЕЖДАЮЩЕГО УПРАВЛЕНИЯ 
СЛОЖНЫМИ ТЕХНОЛОГИЧЕСКИМИ 
КОМПЛЕКСАМИ ПО КРИТЕРИЯМ 

ЭНЕРГЕТИЧЕСКОЙ ЭФФЕКТИВНОСТИ  

Шнайдер Д. А.1, Казаринов Л. С.2 
(Южно-Уральский государственный университет, 

Челябинск) 
 

Предложен метод упреждающего управления сложными тех-
нологическими комплексами по критериям энергетической эф-
фективности на основе моделей обратной динамики. Предло-
жен подход к построению обратных моделей динамики техно-
логических объектов управления в условиях помех с использова-
нием метода экспоненциальной фильтрации. Приведен пример 
построения адаптивной системы регулирования подачи возду-
ха в паровой котел по критерию максимума КПД процессов 
горения. 
  
Ключевые слова: энергетическая эффективность, упреж-
дающее управление, экспоненциальная фильтрация, паровой 
котел. 

1. Введение 

Существующие теории и практика управления большими 
технологическими комплексами используют, как правило, мето-
ды централизованного диспетчерского управления в сочетании с 
локальными автоматическими регуляторами технологических 

                                           
1 Дмитрий Александрович Шнайдер, кандидат технических наук, 
доцент кафедры автоматики и управления (shnayder@ait.susu.ac.ru). 
2 Лев Сергеевич Казаринов, доктор технических наук, профессор 
кафедры автоматики и управления (kazarinov@ait.susu.ac.ru). 
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параметров. При этом обеспечение качества и эффективности 
управления требует получения достоверной прогнозной инфор-
мации о состоянии системы, позволяющей формировать опера-
тивные управляющие воздействия в соответствии с заданными 
критериями управления. Решение данной задачи основано на 
создании автоматизированных систем управления на базе раз-
личных подходов, в том числе прогнозирующих моделей техно-
логических объектов управления (ТОУ), описывающих динами-
ку выработки, аккумулирования и потребления ресурсов. 

Проблема построения систем автоматической оптимизации 
была впервые рассмотрена В.В. Казакевичем [1]. С этого време-
ни появилось большое количество работ, посвященных исследо-
ванию и построению различных типов подобных систем [5, 8, 
11, 12]. Современные подходы к решению задач рассматривае-
мого класса основываются на использовании методов прогнози-
рующего управления. Обзор существующих практических 
разработок систем оптимизации на основе прогнозирующего 
управления содержится в работе [13]. 

В настоящее время актуальной задачей является построение 
управления сложными технологическими комплексами по кри-
териям энергетической эффективности [10]. При построении 
подобных систем управления критическим вопросом является 
вычисление оценок критериев эффективности технологического 
процесса в реальном времени. Подобные критерии представля-
ют собой двухсторонние оценочные соотношения, где одна 
сторона отношения – объемы производимой продукции, дру-
гая – объемы потребляемых ресурсов. Однако построение точ-
ных прогнозирующих моделей для сложных технологических 
комплексов является весьма объемной и трудно решаемой зада-
чей. Реально во многих случаях подобные модели обладают 
недостаточной точностью оценки показателей эффективности, 
требуемой в соответствии с технологическими регламентами. 
Поэтому применение известных методов управления, основан-
ных на построении точных прогнозирующих моделей ТОУ, для 
эффективного управления сложными технологическими процес-
сами имеет определенные ограничения. 
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В этой связи актуальной проблемой является разработка 
подхода к управлению, который основывается на упреждающих 
оценках эффективности процессов, получаемых не на прогнози-
рующих моделях, заданных на основе ранее проведенных ис-
следований, а исходя из непосредственных измерений двух 
сторон оценочного отношения: текущих расходов энергетиче-
ских ресурсов, объемов выходной продукции, а также статисти-
ки отказов и аварийных ситуаций. Построение подобных оценок 
приводит к нетривиальным задачам, так как их решение должно 
существенно базироваться на комбинированных моделях пря-
мой и обратной динамики управляемых процессов. При этом 
сам принцип управления, основанный на упреждающих оценках 
эффективности использования ресурсов до того, как эти ресурсы 
будут реально использованы или исчерпаны, является естест-
венным условием достижения функциональной и эксплуатаци-
онной эффективности в сложных технологических комплексах. 

Поиску и реализации новых эффективных подходов и ре-
шений к энергосберегающему управлению сложными производ-
ственными процессами и системами посвящены работы [6, 7, 9]. 
Однако методы упреждающего управления сложными техноло-
гическими процессами по критериям энергетической эффектив-
ности в настоящее время еще недостаточно разработаны, что и 
определяет актуальность данной работы. 

2. Метод упреждающего управления сложными 
технологическими комплексами по показателям 
энергетической эффективности  на основе 
моделей обратной динамики  

Задачи оперативного управления сложными технологиче-
скими комплексами по технико-экономическим показателям в 
настоящее время, как правило, решаются на основе текущих или 
прогнозных оценок показателей, которые вычисляются на моде-
лях управляемых процессов. Однако во многих случаях задачи 
оперативного оценивания технико-экономических показателей 
оказываются некорректно поставленными и статистически 
смещенными. 
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Примером может служить прямая оперативная оценка 
удельного показателя энергоемкости продукции 

(1) ( )( )
( )

P ta t
W t

= , 

где P(t) – текущий объем производимой продукции; W(t) – 
текущий объем потребляемых энергетических ресурсов (ЭР). 

Задача (1) является некорректно поставленной, так как те-
кущий импульс энергии W(t) вследствие существующего техно-
логического запаздывания расходуется не на выпуск текущего 
объема продукции P(t), а на будущий выпуск P(t + τз). В дина-
мически выраженных случаях оценка (1) будет иметь произ-
вольный характер и не отражать текущую энергоемкость про-
цесса. 

Более корректной оценкой является оценка [1] 

(2) 
з

( )( )
( )
P ta t

W t τ
=

−
, 

где τз – запаздывание технологического процесса. 
Однако оценка (2) неэффективна в управлении, так как им-

пульс ЭР W(t – τз) уже израсходован. Такая оценка является 
ретроспективной. 

Прогнозирующая оценка [3] 

(3) з( )
( )

( )
P ta t

W t
τ+

=  

более эффективна в управлении, но она основана на предельном 
упрощении модели ТП, сведении его к звену запаздывания. 

Статистическая оценка 

(4) cp
cp

cp

P
a

W
=  

является корректной, но не отражает динамики процесса, поэто-
му не является оперативной.  

Другой пример – вычисление оценок эффективности в су-
ществующих моделях прогнозирующего управления. 

На рис. 1 Фдин – динамическая модель ТП. В этом случае 
оценка удельного показателя энергоемкости будет иметь вид 
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(5) 
пр ( )( )

( )
P ta t
W t

= , 

где Pпр(t) – прогнозирующая оценка, рассчитанная при помощи  
модели Фдин; W(t) – измеренный объем потребления ЭР. 

 
Рис. 1. Вычисление прогнозного значения выпуска продукции на 
основе динамической модели технологического процесса (ТП) 

Подобная оценка является смещенной, так как в оценке 
Pпр(t) содержится методическая ошибка, обусловленная неточ-
ностью построенной модели процесса. Для сложных процессов 
построить точные модели затруднительно, поэтому методиче-
ская ошибка здесь может быть велика. 

В рассмотренных случаях постановки задач оперативной 
оценки технико-экономических показателей являются некор-
ректными. Это приводит к большим вариациям значений пока-
зателей в зависимости от ошибок измерений и моделирования. 
Все это снижает устойчивость и качество оперативного управ-
ления ТП. 

В работе предлагается новый подход к построению упреж-
дающего управления в АСУ ТП, основанный на использовании 
статистически несмещенных корректных оценок динамики тех-
нико-экономических показателей технологических процессов. 

Рассматриваемая структура АСУ ТП имеет следующий 
обобщенный вид (рис. 2). 

 
Рис. 2. Структура АСУ ТП с контуром упреждающего 

управления по показателям энергетической эффективности 
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На рис. 2 ОДУ – оперативно-диспетчерское управление; 
ТОУ – технологический объект управления, включая локальные 
системы управления; ООП – оперативная оценка удельных 
показателей энергоемкости a*(t); а0 – заданное значение удель-
ных показателей энергоемкости. 

Вычисление статистически несмещенных корректных оце-
нок динамики технико-экономических показателей в блоке ООП 
основывается на следующих принципах: 

1)  двухканального измерения динамики удельных технико-
экономических показателей; 

2)  обеспечения статистической инвариантности оценок к ме-
тодическим ошибкам построения моделей процессов; 

3)  обеспечения динамической синхронизации компонент, со-
ставляющих оперативные оценки удельных технико-
экономических показателей. 

В работе предлагается следующая структура вычисления 
оперативной упреждающей оценки энергоемкости технологиче-
ского процесса (рис. 3). 

Фдин
-1

P(t) W*(t) P*(t)

a*(t)

W(t)

Фстат

÷
 

Рис. 3. Структура вычисления оперативной упреждающей 
оценки энергоемкости технологического процесса 

Здесь: Фдин – динамическая модель ТП; Фстат – статическая 
модель ТП; P*(t) – упреждающая оценка объема выпуска про-
дукции. 

Для структуры оценки (рис. 3) выполнены указанные выше 
принципы корректного построения несмещенных оценок дина-
мики удельных технико-экономических показателей вида 

(6) 
*

* ( )( )
( )

P ta t
W t

= , 

а именно: 
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1)  оценка производится на основе двухканальных измерений;  
2)  данная оценка является статистически несмещенной, так 

как в статике выполняется условие инвариантности 
(7) -1

стат динФ Ф I= , 
где I – единичный оператор. 

В результате в статике формула оценки становится типовой, 
принятой в практике технико-экономических показателей 

(8) Pa
W

=  

и не зависит от ошибки модели; 
3)  в динамике процессы W*(t) и P*(t) являются синхронизи-

рованными, так как связаны безынерционной связью Фстат. Так 
как W*(t) в пределах точности модели отражает W(t), то P*(t) 
также оказывается синхронизированным с W(t) в пределах 
точности модели. Синхронизация в указанном выше смысле 
величин P*(t) и W(t) приводит к корректной постановке задачи 
оценивания. 

Например, для простейшей модели ТП: 
(9) дин стат з: ( ) ( )Ф P t Ф W t τ= −  
синхронизированная оценка будет иметь вид 

(10) [ ] 1
стат стат з* з( ) ( )( )

( ) ( )
Ф Ф W t P ta t

W t W t
τ τ

−− +
= = . 

Из (10) видно, что оценка а(t) является упреждающей и 
корректно вычисляемой.  

Преимущества использования упреждающих оценок техни-
ко-экономических показателей технологических процессов, 
статистически инвариантных к ошибкам моделей, состоят в 
следующем: 

1)  оперативное управления процессом ведется не только по 
текущим значениям технико-экономических показателей, но и 
упреждающим оценкам показателей, что повышает качество 
оперативного управления; 

2)  расширяются возможности использования моделей ТП в 
задачах ОДУ. Для сложных систем здесь достаточно использо-
вать упрощенные макромодели, что снижает сложность реали-
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зации упреждающего управления, делает его практически реа-
лизуемым для сложных ТОУ. 

3. Построение обратных моделей динамики 
технологических процессов в условиях помех на 
основе экспоненциальной фильтрации 

Рассматриваемый подход к построению упреждающего 
управления существенно базируется на построении обратных 
моделей динамики ТП. Рассмотрим решение данной задачи с 
использованием методов экспоненциальной фильтрации. 

Математически построение обратных моделей динамики 
ТП сводится к решению операторного уравнения 
(11) Ф(Wt) = Pt,0, 
где Pt,0 – заданная реализация процесса Р(t); Wt – искомая реали-
зация процесса W(t). 

Данная задача является некорректно поставленной. Регуля-
ризованное решение поставленной задачи может быть выполне-
но с использованием обратных моделей динамики, построенных 
на основе методов экспоненциальной фильтрации.  

Пусть оператор ТП задан в дробно-рациональном виде со 
звеном запаздывания: 

(12) з0
0

0

( ) ,

m
j

j
j p

n
i

i
i

b p
L p e m n

a p

τ= −

=

= <
∑

∑
. 

Формальное обращение оператора 

(13) з1 0
0

0

( )

n
i

i
pi

m
j

j
j

a p
L p e

b p

τ− =

=

=
∑

∑
. 

Структурная схема обратного оператора представлена на 
рис. 4.  
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0

1
m

j
j

j

b p
=
∑

Рис. 4. Формальная структурная схема обратного оператора 

В работе решена задача построения дифференциальной час-
ти с прогнозом, входящей в состав обратного оператора, на фоне 
помех.  

Решение базируется на разложении сигнала у(t) в полино-
миальном базисе 

(14) 
0

( ) ( ) ,
n

i
i

i
y t g tλ λ

=

− ≈ ∑  

где λ – интервал ретроспективы; gi(t) – спектральные состав-
ляющие разложения. 

На основе метода экспоненциальной фильтрации [2] был 
определен выход дифференциальной части фильтра с прогно-
зом: 

(15) з
0 0

( ) ( 1) ( ) !
n i

i i k
i k k

i k
h t g t k c a τ −

= =

≈ −∑ ∑ , 

где ck – биномиальные коэффициенты. 
В результате получена структура обратного оператора, при-

веденная на рис. 5. 

0

1
m

j
j

j
b p

=
∑

 
Рис. 5. Структурная схема обратного оператора 
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На рис. 5 Фвх – формирующий фильтр моментов входного сиг-
нала; Р-1 – обратная матрица корреляционных коэффициентов;  
А – матрица коэффициентов дифференциальной части обратного 
оператора; μ(t) = (μ0(t), μ1(t), …, μn(t))T – вектор моментов вход-
ного сигнала; g(t) – вектор координатных функций разложения. 

Рассмотрим в общем случае задачу реализации обратного 
оператора на фоне шумов. 

В случае белого шума данная задача сводится к нахожде-
нию безусловного минимума функционала Лагранжа 

(16) 0
0 0

2 ( )
n

i c
i

i
D w e dτγ τ τ τ

∞
−

=

− ∑ ∫ , 

где γi – неопределенные множители Лагранжа; D0 – дисперсия 
сигнала на выходе фильтра при действии белого шума. 

Оптимальная весовая функция определяется уравнением 

(17) 
0

( )
n

c
i i

i
w e ττ γ τ −

=

= ∑ , 

где γi определяются из условий: 

(18) з
00

( ) ( 1) !
i

i i i k
k k

k
w d k c aλ λ λ τ

∞
−

=

= −∑∫ . 

На фоне «цветных» помех дисперсия (центрированный слу-
чайный процесс с гауссовским распределением) на выходе 
фильтра определяется функционалом 

(19) 
0 0

( ) ( ) ( )z zD K w w d dτ λ τ λ τ λ
∞ ∞

= −∫ ∫ . 

Здесь Kz(τ) – корреляционная функция «цветного» шума. 
Заметим, что корреляционной функции Kz(τ) в частотной 

области соответствует частотный спектр шума Sz(ω), который 
образуется на основе прохождения белого шума через форми-
рующий фильтр с передаточной функцией F(s): 
(20) ( ) ( ) ( )zS F j F jω ω ω∗= . 

Для «цветного» шума постановка задачи нахождения опти-
мальной весовой функции динамического звена сводится к 
нахождению минимума функционала 
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(21) 0
0 0

(1 ) 2 ( ) ,    0 1
n

i c
z i

i
D D w e dτα α γ τ τ τ α

∞
−

=

− + − ≤ ≤∑ ∫ . 

где α – интенсивность фона белого шума, который вводится для 
регуляризации постановки задачи. При α = 1 задача минимиза-
ции функционала (21) совпадает с предыдущей. При α = 0 задача 
минимизации функционала (21) является некорректно постав-
ленной. В этом случае малым отклонениям в исходных данных 
могут соответствовать большие отклонения в решении. Выбор 
значения параметра регуляризации α необходимо осуществлять 
на основе компромисса между точностью и устойчивостью 
решения.  

В целом задача минимизации функционала (21) соответст-
вует постановке задачи оптимальной фильтрации по Винеру. 
Решением задачи является оптимальная передаточная функция 
фильтра, удовлетворяющая условию физической осуществимо-
сти: 

(22) 0
( )

( )
(1 ) ( )

n

i i
i

cФ c s
W s

F s

γ

α α
=

− +
=

− +

∑
. 

где неопределенные множители Лагранжа γi определяются из 
условий (18). 

На системном уровне АСУ ТП рассмотренные упреждаю-
щие оценки динамики технико-экономических показателей 
могут быть использованы в оперативно-диспетчерском управле-
нии и в автоматических системах экстремального регулирова-
ния.  

В случае оперативного управления на экран диспетчера вы-
водятся текущие значения технико-экономических показателей 
ТП, их упреждающие оценки, а также кумулятивная оценка 
экономии ресурсов, полученная в результате упреждающего 
управления. 

В автоматических системах экстремального регулирования 
упреждающие оценки рекомендуется использовать в качестве 
критериев оптимизации технологических процессов в нестацио-
нарных режимах. 
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4. Пример построения адаптивной системы 
регулирования подачи воздуха в паровой котел по 
критерию максимума КПД процессов горения 

Топочные процессы в энергетических котлах, работающих 
в составе сложных технологических комплексов, находятся под 
воздействием дестабилизирующих факторов, среди которых 
наибольшее значение имеют: 

–  изменения давления и калорийности топливных газов (на-
пример, для металлургического производства – доменного и 
коксового газа); 

–  колебания задающих воздействий по выработке тепловой 
энергии, определяемые технологическими режимами основного 
производства. 

Нестабильность параметров режимов топочных процессов 
обуславливает снижение КПД котлов. Компенсировать влияние 
дестабилизирующих факторов можно на основе адаптивной 
коррекции карт рабочих режимов, проводимой как в режиме 
автоматического регулирования, так и в оперативном режиме. 
Коррекция заключается в вычислении сигнала коррекции пода-
чи воздуха в топку, исходя из текущих значений параметров 
топочных процессов. Целью коррекции подачи воздуха является 
достижение максимального КПД топочных процессов. 

Общая схема предлагаемой системы управления паровым 
барабанным котлом приведена на рис. 6. 

На рис. 6: I – контур регулирования давления в магистрали; 
II – контур регулирования по тепловой нагрузке котла; III – 
контур регулирования подачи воздуха по содержанию кислоро-
да в уходящих газах; IV – контур автоматической оптимизации 
подачи воздуха по критерию максимума КПД топочных процес-
сов; pм – давление пара в магистрали; pм0 – уставка давления 
пара в магистрали; ∆pм – сигнал рассогласования по давлению; 
Wгр(p) – передаточная функция главного регулятора; uгр – управ-
ляющее воздействие по давлению пара от главного регулятора; 
di – доля нагрузки i-ой котельной установки, задаваемая главным 
регулятором; ЗРУ – задатчик ручного управления; 

т0
'Q – задание  
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а) 

 
б) 

 
в) 

Рис. 6. Общая схема системы  автоматического регулирования 
парового барабанного котла, работающего на смеси газов 

нагрузки котла от главного регулятора; 
т
'Q  – тепловыделение в 

топке; 
т
'Q∆ – сигнал ошибки по нагрузке; САР-Г – система 

автоматического регулирования подачи природного газа (рис. 
12, б); Bпг – расход природного газа; Bдг – расход доменного 
газа; Oy , н

Oy – текущее и номинальное содержание кислорода в 
дымовых газах, соответственно; opt

Oy∆ – сигнал коррекции номи-
нального содержания кислорода по критерию максимума КПД 
топочных процессов; opt

Oy – оптимальное процентное содержа-

ние кислорода в дымовых газах; Oe  – сигнал ошибки по содер-
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жанию кислорода; САР-В – система автоматического регулиро-
вания подачи воздуха (рис. 12, в); Qв – расход воздуха;  
х1 = {pб, Dб, h″, hв.э.″, Wп.в.}, x2 = {Bпг, Bдг, пг

нQ , дг
нQ , Pв}, 

x3 = {Dпп, Bпг, Bдг} – векторы режимных параметров, где pб – 
давление в барабане котла; Dб – паропроизводительность бара-
бана; h″ – энтальпия пара в барабане; hв.э.″ – энтальпия воды 
водяного экономайзера; Wп.в. – расход питательной воды; Dпп – 
выработка перегретого пара; пг

нQ – калорийность природного 
газа; дг

нQ – калорийность доменного газа; Pв – давление воздуха 
после воздухоподогревателя; BQ – вычислитель сигнала Qт';  
BO2 – вычислитель сигнала н

2O ; Bη  – вычислитель приращения 
КПД Δηт при изменении подачи воздуха; γО – коэффициент, 
определяющий скорость адаптации системы автоматического 
регулирования по критерию максимума КПД, Д – дискретный 
интегратор, вычисляющий оптимальную коррекцию opt

Oy∆  

задающего воздействия н
Oy  по критерию максимума КПД; 

Wрг(p), Wрв(p) – передаточные функции регуляторов подачи 
природного газа и воздуха соответственно; *

гхy , *
вхy  – задания 

положений исполнительных механизмов (ИМ) шиберов (Ш) 
природного газа и воздуха соответственно; гхе , вхе  – сигналы 
ошибки по положению ИМ природного газа и воздуха соответ-
ственно; Wргх(p), Wрвх(p) – передаточные функции регуляторов 
положения ИМ подачи природного газа и воздуха соответствен-
но; гхu , вхu  – управляющие воздействия по положению шибе-
ров природного газа и воздуха соответственно. 

Вычисление сигнала Qт' осуществляется на основе обратной 
модели динамики циркуляционного контура котла [4]: 

(23) б
т б п.в. в.э. 2 б п.в.

1

1 ( '' ") ( )dpQ ' D h W h A D W
A dt

= ⋅ + ⋅ − ⋅ − ⋅ − . 

Вычисление производной в формуле (23) осуществляется 
при помощи метода экспоненциальной фильтрации, рассмот-
ренного ранее.  
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В процессе функционирования котельного агрегата пара-
метры топливных газов могут изменяться. Особо это относится 
к параметрам доменного газа, давление которого и калорий-
ность могут изменяться в широких пределах. В этих условиях 
режим работы котельного агрегата может значительно отли-
чаться от оптимального режима, соответствующего максималь-
ному КПД котла. Для обеспечения оптимального режима рабо-
ты котельного агрегата целесообразно использовать 
экстремальную настройку системы автоматического регулиро-
вания по критерию максимума КПД котла. 

Текущий поток тепловой энергии вычисляется по формуле: 
(24) пг дг

вх пг н дг н( ) ( ) ( ) ( ) ( )Q t B t Q t B t Q t= ⋅ + ⋅ .            
На практике калорийность природного газа относительно 

постоянна, калорийность доменного газа представляет собой 
случайный процесс, который будем характеризовать математи-
ческим ожиданием дг

н0Q  и среднеквадратическим отклонением 
(СКО) дг

нσ . В этих условиях текущий поток тепловой энергии 
(24) может быть представлен в виде случайного процесса: 
(25) пг дг

вх пг н дг н0 дг( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )Q ' t B t Q t B t Q t B t z t= ⋅ + ⋅ + ⋅ ,  
где z(t) – центрированная случайная величина. 

Тепловыделение в топке определяется по формуле (23). Те-
кущее значение КПД можно оценить на основе соотношения 

(26) 
( )
т

т
вх з

( )( )
( )

Q ' tt
Q t t

η
τ

=
−

, 

где τз(t) – запаздывание, определяемое по решению экстремаль-
ной задачи 
(27) ( )

з
з вх з т{ }
( ) arg max{ ( ) '( ) }tt M Q t Q t

τ
τ τ= ∆ − ∆ . 

Смысл экстремальной задачи состоит в том, что на ее основе по 
параметру τз в каждый момент времени t определяется максимум 
коэффициента корреляции между отклонениями ∆Qвх(t – τз), 
∆Qт'(t) от средних значений. Оператор Mt(·) – оператор текущего 
усреднения. 

Зная текущее значение КПД (26), можно оценить степени 
влияния действующих режимных факторов на отклонения КПД 
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(Δηт) от среднего значения. Для решения задач настройки сис-
темы регулирования при оценке текущего КПД используется 
линеаризация: 
(28) т т,ср т( ) ( )t tη η η= + ∆ ,  
где среднее значение КПД определяется формулами: 

(29) т,ср
т,ср

вх,ср

( )
( )

( )

'Q t
t

Q t
η = , 

(30) т,ср т( ) { ( )}' '
tQ t M Q t= ,  

(31) вх,ср вх( ) { ( )}tQ t M Q t= . 
Влияние режимных факторов оценивается на основе упреж-
дающего соотношения 
(32) т 1 вх з у 2 в з у( ) ( ( )) ( ) ( ( )),a t Q t a t P tη τ τ τ τ∆ = ⋅ ∆ − − ∆ + ⋅ ∆ − − ∆

  где 

(33) т
1

вх з у
( ) ,

( ( ))
a t

Q t
η
τ τ

∂
=

∂ − − ∆  
т

2
в з у

( ) .
( ( ))

a t
P t

η
τ τ

∂
=

∂ − − ∆  

Здесь ΔQвх(t), ΔPв(t) – соответственно отклонение входного 
теплового потока и давления воздуха от среднего значения; Δτу – 
интервал упреждения. 

Определение коэффициентов влияния a1(t), a2(t) находится 
на основе решения задачи оценки неизвестных коэффициентов 
зависимости (32) по критерию минимума среднеквадратической 
ошибки с учетом случайного характера объемов подачи и кало-
рийности доменного газа. 

Коэффициенты влияния отклонения подачи топлива и пода-
чи воздуха на КПД котла служат индикаторами оптимальности 
процесса горения в топке котла. 

Применение адаптивной системы автоматического регули-
рования нагрузки котлов и подачи воздуха, использующей 
упреждающие оценки, позволяет осуществлять в следящем 
режиме оптимизацию топочных процессов по критерию макси-
мума КПД (брутто) при возмущающих колебаниях параметров 
доменного газа. Реализация на практике адаптивной системы на 
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котле ст. №5 ЦЭС ОАО «ММК» позволила повысить КПД до  
2–4% в зависимости от параметров режимов. 

5. Выводы 

1. Перспективным подходом, позволяющим повысить эф-
фективность автоматизированного управления сложными тех-
нологическими процессами, является введение упреждающего 
управления по критериям энергетической эффективности и 
реализация на его основе соответствующих систем автоматизи-
рованного управления.  

2. В работе предложен метод упреждающего управления 
сложными технологическими процессами по критериям энерге-
тической эффективности на основе использования комбиниро-
ванных моделей прямой и обратной динамики ТОУ.  

3. Предложен подход к обращению динамических операто-
ров с использованием метода экспоненциальной фильтрации. 
Рассмотрена в общем случае задача реализации обратного опе-
ратора на фоне помех. 

4. Приведен пример построения адаптивной системы регу-
лирования подачи воздуха в паровой котел по критерию макси-
мума КПД процессов горения. 
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Abstract: The method of energy efficient predictive control for 
complex manufacturing processes is considered. The algorithm for 
real time evaluation of process efficiency using exponential filtra-
tion is proposed. An application for energy efficient predictive 
control of a steam generator is discussed. 
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КОМПАКТНЫЕ СТРУКТУРЫ 
ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫХ СИСТЕМ 

И ИХ СИНТЕЗ 

Мелентьев В. А.
1
 

(Институт физики полупроводников СО РАН 

им. А.В. Ржанова, Новосибирск) 
 

Одной из насущных проблем управления вычислительными 

системами (ВС) является критичность ко времени реализации 

управляющих воздействий. Своевременность управляющих 

воздействий в процессе функционирования ВС во многом опре-

деляется компактностью ее структуры, обеспечивающей 

минимум числа транзитов при реализации межмодульных 

взаимодействий. Компактные структуры ВС определены как 

s-регулярные графы порядка n с минимально возможным диа-

метром. Дано сопоставление этих графов с (s, g)-клеточными 

графами. Описан метод синтеза компактных графов, заклю-

чающийся в составлении и решении системы вершинно-полных 

проекций с минимально возможным числом уровней. Даны 

примеры полученных таким образом n(s)-компактных графов. 

 

Ключевые слова: компактные структуры вычислительных 

систем, компактные графы, проекция графа, синтез ком-

пактных структур. 

1. Введение 

Тенденция к глобализации вычислительных и информаци-

онных ресурсов неразрывно связана с поиском моделей, предо-

ставляющих не только возможности детерминированного синте-
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 Виктор Александрович Мелентьев, кандидат технических наук 
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за крупномасштабных вычислительных систем и компьютерных 

сетей (далее по тексту – систем, или ВС), но и возможности 

использования этих моделей для адекватного и безусловно 

актуализированного оперативного управления функционирова-

нием этих систем с целью сохранения ими функциональной и 

информационной целостности. Под актуализированным управ-

лением здесь понимается то, что временной интервал от момен-

та изменения состояний системы или отдельных ее элементов до 

момента завершения непосредственного реагирования на эти 

изменения в системе не превышает некоторое критическое 

значение, определяющее временну ю границу рациональности 

этого реагирования (управляющего воздействия). К примеру, за-

паздывание управляющих воздействий (превышение временного 

интервала над критическим его значением) на разгрузку линий 

электропередачи может привести не только к потере устойчивости 

энергосистемы, но и к катастрофическим для нее последствиям. 

Факторами запаздывания управляющей информации, при-

водящими к ее устареванию и вследствие этого к неэффектив-

ному, а в некоторых случаях и небезопасному управлению, 

могут быть: недостаточная оперативность подсистем монито-

ринга состояний системы и ее элементов, недостаточная эффек-

тивность алгоритмов интерпретации состояний и выработки 

управляющих воздействий и сетевые задержки в доставке как 

информации об изменении состояния, так и соответствующей 

этим изменениям управляющей информации. Фактор задержек 

наряду с качеством используемых в системе каналов и протоко-

лов связи определяется ее структурой: наличие транзитных 

модулей, характерное для неполносвязных систем, увеличивает 

задержки пропорционально числу транзитов. 

Оптимизация структуры ВС по критерию задержек позво-

ляет высвободить дополнительные временны е резервы для 

использования более качественных (хоть и времязатратных) 

алгоритмов интерпретации состояний и выработки управляю-

щей информации. Таким образом, выбор структуры с мини-

мальными задержками межмодульных взаимодействий является 

одним из важнейших факторов, определяющих управляемость 

системы и ее устойчивость. Добавим к этому особую критич-

ность к времени реакции (следовательно, и к структуре) на 



 

Технические и программные средства управления 

 243 

конфигурационные изменения отказоустойчивых ВС: промед-

ление в локализации неисправностей может привести к каскад-

ному их развитию и соответствующим катастрофическим по-

следствиям и для самой системы, и для объектов ее управления. 

Решению проблем «поиска и исследования новых, более 

эффективных, чем известные, структур связей сложных инфор-

мационных систем (в том числе многопроцессорных и много-

машинных вычислительных и управляющих систем)» [1], «не 

вносящих задержки в распространение сигналов», посвящены 

многие работы, например, [2, 9]. Проблемы синтеза структур с 

заданными коммуникационными характеристиками традицион-

но решаются методами теории графов. При этом между множе-

ством модулей системы и множеством вершин графа, а также 

между множеством линий связи и ребер графа устанавливают 

взаимно однозначные соответствия, а задержки в системах и 

сетях характеризуют метрическими характеристиками соответ-

ствующих им графов: диаметром, радиусом и эксцентриситета-

ми вершин графа [10]. Поэтому, анализируя в данной работе 

графы и оптимизируя их метрические характеристики, мы име-

ем в виду прежде всего структуры систем и сетей связи и опти-

мизацию соответствующих этим структурам коммуникацион-

ных свойств. 

Известные исследования устойчивости систем к случайно-

му и/или преднамеренному удалению вершин из описывающих 

их графов свидетельствуют о большей устойчивости регуляр-

ных структур, характеризуемых распределением степени вер-

шин с не более чем тремя несовпадениями [13]. Поэтому объек-

том исследования в данной работе являются регулярные 

структуры (графы ВС с заданной степенью вершин). 

К сожалению, ни в теории сетей и систем, ни в фундамен-

тальной ее основе – теории графов, проблематика генерации 

структуры системы (ее графа) с заданными свойствами система-

тическими методами, исключающими необходимость перебора, 

практически не исследована. В теории графов сложилась пара-

доксальная ситуация, когда объекты ее изучения классифици-

руются по некоторым признакам, исследуются типичные пред-

ставители соответствующих классов, делаются попытки 

перечислить или хотя бы оценить количество этих представите-
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лей... Порой анализ случайным образом полученного графа 

выявляет отличие его свойств от уже классифицированных, и 

граф объявляется типичным представителем нового класса. При 

этом за очень редким исключением (например, гиперкубов) 

формализованные способы синтеза графов со свойствами, опре-

деляющими их принадлежность к тому или иному классу, от-

сутствуют. 

Наиболее распространенными методами решения проблемы 

синтеза структур с заданными свойствами являются стохастиче-

ские методы, состоящие в генерации случайных графов с их 

фильтрацией по соответствующим заданным свойствам крите-

риям [12, 14] или основанные на генетических подходах. Однако 

в этом случае допустимо говорить лишь о вероятностно-

оптимальном синтезе, определяемом размером выборки или 

мощностью случайно сгенерированной первоначальной популя-

ции, и недетерминированность результатов такого синтеза 

может привести к непредсказуемым деструктивным послед-

ствиям в процессе функционирования системы. 

Возможности детерминированного синтеза структур ВС в 

настоящее время мало изучены. Это связано с тем, что традици-

онно используемый аппарат анализа и преобразований графов 

основан на недостаточно формализованных и информационно 

емких описаниях. В работах [4, 5] впервые предложен способ 

описания графа скобочными его проекциями, изначально со-

держащими не только информацию о смежности вершин, но и 

об их достижимости, что исключает необходимость временны х 

затрат на поиск кратчайших маршрутов; в работах [6, 7] пред-

ложено использовать такие проекции в процессе оперативного 

управления, в частности, в процессах реконфигурации отказо-

устойчивых ВС. Аналитический подход к синтезу регулярных 

графов с заданными значениями его порядка, степени и обхвата, 

основанный на представлении структуры проекциями графа ВС, 

впервые предложен в [8]. 

Итак, глобализация информационных и вычислительных 

ресурсов требует организации эффективного управления соот-

ветствующими системами, как в аспекте их функциональной 

целостности, так и с позиций устойчивости функционирования. 

Устойчивость системы в процессе функционирования определя-
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ется адекватностью и своевременностью ее реакции на возни-

кающие ситуации. Своевременность и рациональность управ-

ляющих воздействий во многом определяются структурой сети 

связи, являющейся, таким образом, неотъемлемой компонентой 

подсистем управления функционированием больших систем. 

В данной работе в рамках задачи генерации регулярных 

структур ВС по критерию задержек введено понятие компакт-

ных структур (графов системы), дано их сопоставление с кле-

точными [11] и определены условия компактности. Предложен 

способ синтеза компактного графа с заданными значениями 

порядка и степени, основанный на построении базовой проек-

ции остовного подграфа и исходной системы проекций этого 

суграфа, на совместном решении этой системы путем доопреде-

ления ее исходных проекций до реберной полноты. Приведены 

примеры сгенерированных таким образом графов.  

2. Основные положения  

В данном разделе приведены некоторые используемые в 

работе определения [11] и общие сведения о проекциях графа. 

Регулярный граф – связный граф G(V, E), степени 

deg(vi) = si всех вершин vi  V которого равны между собой; при 

этом степень s называется степенью s(G) регулярного графа G. 

Эксцентриситет вершины – для данной вершины u  V 

графа G(V, E) величина e(u) = maxu,v  V 𝜕(u, v), где 𝜕(u, v) – 

расстояние между вершинами u и v. 

Диаметр – наибольшее расстояние между вершинами связ-

ного графа: d(G) = maxu  V e(u). 

Радиус графа – минимальный из эксцентриситетов вершин 

связного графа: r(G) = minu  V e(u). 

Проекция P(vj) графа G(V, E) представляет собой много-

уровневую конструкцию, на нулевом уровне которой располо-

жена вершина vj  V, выбранная в качестве ракурсной; порож-

денное ею подмножество вершин первого уровня V1j  V 

содержит все вершины ее окружения (vj), а i-й уровень (i ≥ 1) 
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представляет собой совокупность подмножеств вершин, каждое 

из которых порождено вершиной (i - 1)-го уровня и является 

окружением этой вершины без тех его вершин, что предше-

ствуют ей в данной проекции. Таким образом, отношение 

«предшествования вершины/порождения подмножества» фак-

тически моделирует отношение смежности предшествующей 

вершины вершинам порожденного ею подмножества. Формаль-

ная запись этих отношений в скобочном описании двух произ-

вольно взятых соседних уровней проекции графа имеет вид 

 jii V

ij

V

i vv ,11,1 ,,1
  , 

где вершины vi1 и vij одного из подмножеств i-го уровня предше-

ствуют и смежны вершинам порожденных ими подмножеств 

Vi+1,1 и Vi+1,j вышестоящего (i + 1)-го уровня. Технология постро-

ения скобочных описаний графа и их свойства достаточно по-

дробно представлены в работах [4, 5] и обобщены в [8], поэтому 

здесь остановимся лишь на некоторых используемых в данной 

работе свойствах. 

Вершине vij k-уровневой проекции Pk(v0), построенной из 

ракурсной вершины v0, соответствует упорядоченное множество 

вершин W(vij) = (v0, v10, …, vij), представляющее собой простую 

цепь из v0 в vij, длина этой цепи 𝜕(v0, vij) = i. В общем случае 

некоторые (за исключением ракурсной) вершины проекции 

Pk(v0) могут быть mij-кратными: 0 ≤ mij ≤ iCi – i |Vi|, где Ci – 

число элементов i-го уровня проекции Pk(v0), а Vi  V – множе-

ство вершин графа, представленных i-м уровнем проекции. 

Отличие mij от единицы означает наличие соответствующего 

числа простых цепей из ракурсной вершины v0 в вершину vij. 

В [5] показано, что номер i уровня в проекции P(v0) опреде-

ляет удаленность вершин Vi этого уровня от ракурсной вершины 
v0 а также то, что уровень ke, впервые доопределяющий множе-

ство вершин всех нижерасположенных уровней проекции графа 

G(V, E) до V, соответствует эксцентриситету e(v0) ракурсной 

вершины v0 в проекции P(v0): 

(1) VVVVkve i

k

ii

k

ie
ee  



 0

1

00 ,)(  . 

Назовем это условие для числа уровней условием вер-

шинной полноты проекции. Однако реализации этого условия в 
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проекции не всегда достаточно для определения всех ребер 

описываемого ею графа. Проекция Pk(v0) графа G(V, E) является 

полной, если ею определены все вершины и все ребра (отноше-

ния смежности) этого графа. Необходимые условия полноты 

проекции могут быть записаны следующим образом: 

 EEVV i
k
ii

k
i   00   и   ; 

здесь Ei = {euv | u  Vi–1, v  Vi} – множество ребер, инцидентных 

парам вершин соседних уровней проекции. Нетрудно заметить, 

что первое из этих условий (условие вершинной полноты) по-

глощается вторым (условием реберной полноты проекции), 

таким образом, условие реберной полноты является и условием 

полноты проекции графа. 
Отметим здесь также доказанное в [5] свойство о числе 

уровней в полной проекции графа, согласно которому мини-

мальное число уровней k = kmin(v0) в проекции Pk(v0) связного 

простого графа G(V, E), достаточное для полноты его представ-

ления, не меньше эксцентриситета e(v0) ракурсной вершины v0 и 

не превышает увеличенного на единицу его значения: 

(2)  









.1),(,1)(

0),(),(

0

0

0min
vuAve

vuAve
vk  

Предикат A(u, v) будет истинным, если в множестве Ve вер-

шин уровня рассматриваемой проекции с номером, равным 

эксцентриситету e(v0) ракурсной вершины v0 этой проекции, 

найдется хотя бы 2 смежные вершины u, v  Ve, 𝜕(u, v) = 1, 

равноотстоящие от ракурсной вершины v0 на величину ее экс-

центриситета e(v0), т.е. {u, v  Vk | 𝜕(v0, u) = 𝜕(v0, v) = e(v0) и 

𝜕(u, v)=1}. 

Приведенные ниже и используемые в последующих разде-

лах леммы являются следствиями доказанного в [8] утвержде-

ния, констатирующего, что обхват g(G) графа G(V, E), заданного 

проекцией P(v0), не превышает минимальной из сумм номеров 

ее уровней, содержащих одноименную вершину. Число повто-

рений вершины u  V в проекции назовем ее кратностью и 

обозначим mu. 
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Лемма 1.  Если в проекции Pk(v0) графа G(V, E) с числом 

уровней k = e(v0) кратность mu вершины u  V больше единицы, 

то обхват графа g(G) не превышает минимальной из сумм номе-

ров уровней двух подмножеств, включающих в себя эту верши-

ну: 

 21)()1( xxGgmVu u  ,  где 

 )  ),)(,1(  ,,(, 0121 ijm VuveiixxXxx
u

 


. 

Лемма 2.  Если в проекции Pk(v0) графа G(V, E) с числом 

уровней k = e(v0) вершины, кратность которых больше единицы, 

отсутствуют, т.е. u  V mu = 1, то граничные значения обхвата 

g(G) определены выражением e(v0) + 2 ≤ g(G) ≤ 2e(v0) + 1. 

3. Компактные графы 

Максимально возможное при степени графа s число вершин 

Ci(s) отличного от нуля i-го уровня проекции P(v0), v0  V, ре-

гулярного простого графа G(V, E) определено выражением 

(3) 1)1()(  i

i sssC ,  

а максимальное число вершин Nd(s) регулярного графа, которое 

можно поместить на d уровнях проекции, соответствует мак-

симальному порядку графа G с диаметром d: 

(4)  


d

i

i

d sssN
1

1)1(1)( . 

В разделе 2 дано условие (1) вершинной полноты проекции 

графа. Таким образом, синтез графа G(V, E) порядка n с диамет-

ром d(G) сводится к такому размещению вершин на каждой из n 

проекций этого графа, при котором число уровней в проекциях, 

обусловленное выражением (1), не превысит заданный диаметр. 

Из множества задач синтеза регулярных графов с заданными 

значениями порядка n и степени s вычленим задачи синтеза 

графов с минимально возможными при этих n и s диаметрами. 

Компактность топологии таких графов предопределило и ис-

пользуемое нами название n(s)-компактных. 
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Из (4) определим максимальное число вершин, которое 

возможно разместить на (d – 1)-м уровне проекции регулярного 

графа: 

 
11

11 )1(1)(


  
id

id sssN . 

Если в (4) определено максимальное для заданного диамет-

ра d значение порядка n, то данным здесь выражением опреде-

лен максимально возможный порядок графа с уменьшенным на 

единицу диаметром. Тогда условие компактности графа, корре-

спондирующее порядок и диаметр графа его степенью, можно 

записать в следующем виде: 

(5) 
1

1

11

1
)1(1  )(  )1(1
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Итак, регулярный граф G(V, E) порядка n, степени s с ми-

нимально возможным при заданных значениях n и s диаметром 

d назовем n(s)-компактным графом. Заметим, что в компактном 

n(s)-графе все вершины являются центральными, так как диа-

метр d компактного графа минимален по определению, а нали-

чие в таком графе вершин с эксцентриситетами, меньшими 

диаметра, исключено условием (5). Из этого же следует и равен-

ство диаметра n(s)-компактного графа минимальному из эксцен-

триситетов вершин в графе, т.е. его радиусу. Например, для 

двух крайних в отношении степени s регулярных графов s = 2 

(циклический граф) и s = n – 1 (полный граф) r(n, s) = d(n, s) и, 

соответственно, r(n, 2) = d(n, 2) = [n/2] и r(n, n – 1) =  

= d(n, n – 1) = 1. Все вершины этих графов являются централь-

ными, а сами графы, соответственно, – n(2)- и n(n – 1)-компакт-

ными. Однако равенство радиуса диаметру не является опреде-

ляющим свойством компактных графов и осуществимо не 

только для них. В [8] показано, что в 8(3)-компактном графе с 

n = 8, s = 3 радиус r(8, 3) = 2 и диаметр d(8, 3) = 2 минимальны. 

Единичный же куб того же порядка n = 8 обладает хотя и рав-

ными, но большими, чем определено в (5), значениями радиуса 

и диаметра (r = d = 3) и потому компактным не является. 

Итак, если порядок n(s)-компактного графа G(V, E) равен 

верхнему граничному значению Nd(s), то двух- и более кратные 

вершины в любой его проекции Pd(vj), vj  V, отсутствуют (u  V  
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mu = 1), и значения обхвата g в таком графе (см. лемму 2) ограни-

чены в соответствии с выражением d + 2 ≤ g(G) ≤ 2d + 1. 

 

Рис. 1. 10(3)-компактный граф с обхватом g = 5 

Рассмотрим представленный на рис. 1 10(3)-компактный 

граф с диаметром d = 2. Порядок этого графа равен максималь-

ному числу вершин n = N2(3) = 10 в его двухуровневой проек-

ции. Это исключает возможность повторения вершин (m = 1) в 

любой двухуровневой его проекции P2(vj), vj  V. Из рисунка, 

как и из приведенной ниже системы проекций, видно, что об-

хват этого графа равен максимально возможному g = 2d + 1 = 5. 

Таким образом, есть все основания полагать, что граф степени 

s = 3, обхвата g = 5 и порядка n = 10 является (3, 5)-клеткой и 

изоморфен графу Петерсена (рис. 2). 
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Рис. 2 Граф Петерсена – (3, 5)-клетка 

Напомним, что (s, g)-клеточный граф представляет собой s-

регулярный граф с обхватом g, имеющий минимально возмож-

ное число n(s, g) вершин. Нижняя граница числа nl вершин в 

(s, g)-клетке определяется выражением 

(6) 
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притом что графы, порядок которых равен этой границе, назы-

вают графами Мура [11]. Граф Мура определяют также регу-

лярным графом порядка n = s
2
 + 1 и диаметра d = 2, степень 

которого s ≥ 2 [3]. В данном случае s = 3 и n = 10. Подставив в 

(5) значение d = 2 и в (6) значение g = 5, получим равенство 

верхней границы порядка (3, 2)-компактного графа нижней 

границе числа вершин (3, 5)-клетки, что подтверждает вхожде-

ние графов Мура (и графа Петерсена в том числе) в число ком-

пактных. 

Из определения клеточного графа и из (6) следует прямая 

зависимость нижней границы числа nl(s, g) его вершин от обхва-

та. Такая зависимость числа n(s, g) вершин клеточных графов от 

их степени (nl(s – 1, g) < n(s, g) < nl(s + 1, g)) и от обхвата 

(nl(s, g – 1) < n(s, g) < nl(s, g + 1)) подтверждается также практи-
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кой построения клеточных (s, g)-графов (обращаем здесь внима-

ние на то, что нижняя граница числа nl(s, g) вершин (s, g)-

клетки, в отличие от самого этого числа n(s, g), помечена индек-

сом l). Таким образом, можно обусловить не только общеиз-

вестную нижнюю, но и верхнюю границу числа вершин в кле-

точных графах. Подставив в (6) уменьшенные на единицу 

значения s и g, убедимся в том, что nl(s, g) заведомо больше 

любого из nl(s – 1, g), nl(s, g – 1) и больше порядков n(s – 1, g) и 

n(s, g – 1) соответствующих известных клеток; следовательно, 

уточнение nl(s, g) через использование nl(s – 1, g), nl(s, g – 1), 

n(s – 1, g) и n(s, g – 1) лишено смысла. Подставив в (6) увели-

ченные на единицу значения s или g 
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получим ограничение сверху порядка n(s, g) клеточного графа 

меньшими из этих значений. Тогда области определения мини-

мального числа вершин в (s, g)-клетке определятся соответ-

ственно из (7.1) – для нечетных и (7.2) – для четных значений g: 

(7.1)  )1,(),,1(min   ),(  )1(1
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В соответствии с леммой 2 максимальные четное и нечет-

ное значения обхватов компактного графа равны соответственно 

g = 2d и g = 2d + 1. Диаметры компактных графов с четными 

обхватами – d = g/2 и с нечетными – d = (g – 1)/2. Подставив эти 

значения в (5), получим: 

для нечетных g 
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Приведя пределы суммирования к принятым в (7.1) и (7.2), 

получим для нечетных g 

(8.1) 
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и для четных g  
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Сравнив (7.1) с (8.1), обнаружим, что область определения 

n(s, g)-клеточных графов с нечетными значениями обхвата g 

пересекается с соответствующей областью определения n(s)-

компактных графов нижним пределом первых с верхним преде-

лом вторых, т.е. согласно [11] это (3, 5)-, (7, 5)- и, возможно, 

(57, 5)-клетки (графы Мура). Представительство клеточных 

графов с четными значениями обхвата g в множестве компакт-

ных графов также не исключено: верхний предел порядка n(s) 

компактных графов с четными g в (8.2) заведомо больше соот-

ветствующего нижнего предела числа вершин n(s, g)-клеточных 

графов в (7.2). 

В следующем разделе дано описание предложенного авто-

ром метода синтеза и приведены примеры полученных с ис-

пользованием этого метода n(s)-компактных графов. 

4. Синтез компактных графов 

В [8] впервые представлен аналитический подход к синтезу 

регулярных графов с заданными значениями их порядка, степе-

ни, диаметра и обхвата. В целях конкретизации подхода для 

введенных здесь компактных графов последовательность дей-

ствий по их синтезу необходимым образом дополнена.  

1.  Из (3) получим корреспондируемое заданными значения-

ми порядка n и степени/диаметра значение диаметра/степени 

компактного графа. Введем однозначную разметку n вершин 

графа и выберем произвольную вершину в качестве ракурсной 

вершины базовой d-уровневой проекции не имеющего циклов 

остовного подграфа синтезируемого графа с заданными значе-

ниями порядка n, степени s и диаметра d. Определим число 

mдвух- и более кратных вершин: m = Nd(s) – n(s), где Nd(s) опре-

делим из (4). Если число m равно нулю, то максимальный об-
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хват g (при реальности такого графа с этим значением g) в 

соответствии с леммой 3 составит g = 2d + 1. 

2.  Построим базовую d-уровневую остовную проекцию 

Pd(v0) синтезируемого n(s)-компактного графа G(V, E), выбрав в 

качестве ракурсной вершины v0 любую из произвольным обра-

зом пронумерованных вершин, v0  V. Описываемый проекцией 

Pd(v0) граф G(V, E)  G(V, E) является каркасом (остовным 

деревом) искомого графа с корнем в v0. Он включает в себя все 

вершины графа с единичной кратностью (mu = 1, u  V) и не 

содержит циклов. Размещение n вершин на d уровнях этой 

проекции может быть произвольным, но, повторимся, таким, 

чтобы построенная проекция была вершинно-полной: 

 VVVV
d

i ii
d
i    00   или  , . 

Вершины V1, расположенные на первом уровне базовой 

проекции Pd(v0), являются окружением (v0) ракурсной верши-

ны v0, и их число |V1| равно степени s синтезируемого графа; на 

остальных уровнях этой проекции число вершин |Vi| при 2 < i ≤ d 

может быть меньшим, чем число Ci(s) элементов этого уровня, 

определяемое из (3). В этом случае число |Vi+1| вершин (i + 1)-го 

уровня будет меньше числа Ci+1(s), т.е. |Vi+1| ≤ |Vi|(s – 1). Раз-

ность Ci(s) – |Vi| равна числу неизвестных на i-м уровне проек-

ции Pd(v0) элементов. 

3.  Соответствующие базовой проекции Pd(v0) окружения 

 (vj) вершин сведем в список  (G) = ( (vj)  vj  V).  

Вершины vj  V, окружения которых пока не определены 

полностью (| (vj)| < s), включим во множество V = {vj  V  

| (vj)| < s}. Окружения  (vj) этих вершин vj  V дополняем 

потенциальными подмножествами p(vj) = {V \ {W(v0, vj)}x}, 

нижний индекс x при которых равен числу недостающих в этом 

окружении вершин, x = s – | (vj)|: (vj) =  (vj)  p(vj); здесь 
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W(v0, vj) – множество всех предшественниц вершины vj в проек-

ции Pd(v0), составляющих простую цепь из v0 в vj. 

Синтез n(s)-компактного графа при необходимости может 

быть обусловлен его обхватом, определяемым леммами 1 или 2. 

В этом случае потенциальные подмножества вершин p(vj), 

входящие в состав (vj), должны быть соответствующим обра-

зом скорректированы: p(ui):= p(ui) \ {vj  p(ui)   

i, j  {1, …, d}, i + j < g}, – здесь индексы при вершинах 

ui, uj  V соответствуют номеру уровня проекции P d(v0), на 

котором эти вершины располагаются. Полученные таким обра-

зом окружения  (vj) сведем в список  (G) = ( (vj)  vj  V). 

4.  Используя полученный в п. 3 список окружений  (G) и 

учитывая (при необходимости) требуемое значение обхвата 

графа, поочередно выстраиваем остальные проекции Pd(vj), 

vj  V, проводя каждый раз уточнение потенциальных подмно-

жеств p(vj) во вновь построенных проекциях и внося соответ-

ствующие изменения в список окружений  (G) графа и в 

построенные ранее проекции. 

5.  Задача синтеза графа будет решена, если список окруже-

ний его вершин не содержит потенциальных подмножеств: 

vj  V (|(vj)| = s, |p(vj)| = 0). 

Если в результате выполнения указанных действий для всех 

проекций синтезируемого графа хотя бы одно из окружений его 

вершин по-прежнему является потенциальным (содержит по-

тенциальное подмножество), то синтез n(s)-компактного графа 

не завершен, так как число вершин в построенном таким обра-

зом промежуточном варианте окружения не соответствует 

заданной степени.  В этом случае в одном из потенциальных 

окружений следует выбрать вершину из его потенциального 

подмножества (произвести подстановку), скорректировав затем 

в соответствии с п. 4 все остальные проекции и список окруже-

ний вершин графа. Заметим при этом, что подстановки, не 
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совместные с определенными заданием условиями, делают и 

систему проекций несовместной. Это выражается, в частности, в 

том, что мощности некоторых потенциальных подмножеств в 

отдельных проекциях системы становятся меньше числа вер-

шин, неизвестных в соответствующих этим потенциальным 

подмножествам окружениях. В таком случае следует произвести 

возврат к предшествующей подстановке с запретом таковой и 

выбрать альтернативный в данном потенциальном подмноже-

стве вариант. 

Ниже приведены примеры n(s)-компактных графов, сгене-

рированных в соответствии с описанной здесь последовательно-

стью. В подрисуночные подписи этих графов включены их 

базовые остовные проекции Pd (v0), построенные в соответствии 

с п. 2, при этом число уровней в них определено в соответствии 

с п. 1. Следует обратить внимание, что исходной для синтеза 

разных 13(4)-компактных графов (рис. 3, 4) является одна и та 

же базовая проекция. Разница же в результатах синтеза обу-

словлена введением (в соответствии с п. 3) запрета треугольных 

циклов в графе на рис. 4. 

 

 

Рис. 3. 13(4)-компактный граф с обхватом g = 3 
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Рис. 4. 13(4)-компактный граф с обхватом g = 4 
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Рис. 5. 16(3)-компактный граф с обхватом g = 5 
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Рис. 6. 16(5)-компактный граф с обхватом g = 4 
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5. Заключение 

В рамках проблемы повышения устойчивости функциони-

рования больших систем путем снижения временны х затрат на 

доставку контрольно-диагностической и управляющей инфор-

мации и высвобождения временны х резервов для реализации 

более качественных управляющих процедур и алгоритмов в 

статье решается задача синтеза регулярных структур ВС, обла-

дающих минимальными задержками при заданных значениях 

порядка и степени представляющего систему графа. В работе 

введено понятие n(s)-компактных графов как s-регулярных 

графов порядка n, обладающих минимально возможным диа-

метром. Определены основные свойства таких графов и их 

проекций, показано, что клеточные графы, в том числе графы 

Мура могут представительствовать в множестве компактных. 

Задача синтеза регулярной ВС с заданными значениями по-

рядка, степени при минимуме диаметра ее графа сведена к 

абстрагированному, не требующему графического представле-

ния, построению системы вершинно-полных (остовных) проек-
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ций с соответствующим минимальному диаметру числом уров-

ней. Часть вершин в проекциях при этом представлена потенци-

альными подмножествами, дающими возможность альтернатив-

ного выбора из обладающих неполными окружениями вершин. 

Включение вершин в потенциальные подмножества, их изъятие 

и подстановки регламентированы определенными в работе 

свойствами, согласованными с остальными проекциями систе-

мы, диаметром и, при необходимости, с обхватом графа. Изме-

нения, внесенные в одну из проекций, требуют внесения соот-

ветствующих корректив в остальные проекции системы. Таким 

образом, задача синтеза обладающей некоторыми свойствами 

структуры сведена к построению совместной в отношении 

заданных свойств системы вершинно-полных проекций графа 

ВС и ее решению. Дано формальное изложение последователь-

ности действий в процессе синтеза, приведены результаты 

синтеза полученных таким образом n(s)-компактных графов.  

Учитываемые при генерации компактных структур свой-

ства не ограничиваются рассматриваемой в работе проблемой 

синтеза регулярных графов с минимальным диаметром. В каче-

стве оптимизируемых могут рассматриваться и другие комму-

никационные свойства, например, наличие гамильтоновых 

циклов или цепей, ограничения на длины резервных маршрутов 

и т.д. Использование предложенного подхода в решении задач 

масштабирования систем, в том числе и нерегулярных, также 

выглядит достаточно прозрачным и перспективным. Не вызыва-

ет сомнений, что разработка и внедрение аналитических мето-

дов решения перечисленных задач в теорию и практику постро-

ения отказоустойчивых систем сетей связи, повысит их 

реактивность и предсказуемость. 
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Abstract: One of essential issues in computer systems (CS) control is 

limited decision-making time. Timing of control actions in the pro-

cess of computer system functioning is in many respects determined 

by compactness of its structure providing the minimal number of 

transits at realization of intermodule communications. Compact 

structures СS are defined as regular graphs of an order n with the 

minimum diameter. These graphs are compared with (s, g)-cage 

graphs. The method of compact graphs synthesis is suggested. The 

method is based on the representation of compact graphs by the set 

of vertex-complete projections with minimally possible number of 

levels. Examples of n(s)-compact graphs built are given. 

 

Keywords: compact structures of computer systems, compact 

graphs, projection of the graph, synthesis of compact structures. 
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