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1. Введение 

Проблема адаптивного и робастного управления по выходу 
в условиях внешних и внутренних неопределенностей, а также 
при предположении о точном знании относительной степени 
объекта – одна из основных в современной теории управления. 
К наиболее распространенным методам адаптивного управления 
можно отнести: метод расширенной ошибки [7, 17], алгоритмы 
адаптации высокого порядка [7, 15, 18] и итеративные процеду-
ры синтеза [7]. Наиболее распространенные методы робастного 
управления основаны на использовании регуляторов, обеспечи-
вающих определенный запас устойчивости замкнутой системы 
[12], различные виды наблюдателей [1–4, 7, 9–11, 13, 14, 19] 
и т.д. Одним из эффективных способов управления неопреде-
ленными объектами является компенсация возмущений. 

Проблеме компенсации неконтролируемых возмущений по-
священ ряд работ [1–3, 6, 9–11, 13, 19], в которых рассмотрены 
различные схемы построения систем управления. Так, в [19] 
используется наблюдатель вектора состояния проблемно ориен-
тируемой модели объекта управления. Задача компенсации 
постоянного внешнего возмущения в ней решена с использова-
нием процедуры обратного обхода интегратора [19]. В [1, 2, 10, 
11] используется метод внутренней модели. Предложен синтез 
наблюдателей внешних детерминированных возмущений, что 
позволяет в системе управления компенсировать неконтроли-
руемые воздействия. В [3] предложено развитие результатов 
[1, 2] для управления нелинейными нестационарными объекта-
ми по выходу, подверженными влиянию внешнего неизвестного 
ограниченного возмущения. Полученный регулятор имеет 
динамический порядок, равный γ – 1, где γ – относительная 
степень объекта управления. В [6] для решения поставленной 
задачи в модель объекта управления вводится новый сигнал 
управления, преобразующий объект к уравнению первого по-
рядка с известным коэффициентом усиления. Возмущениями 
здесь являются неизвестные параметры объекта и внешние 
сигналы. С помощью наблюдателя производится оценка этих 
возмущений и их производных. Затем на базе оценочных функ-
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ций формируется закон управления. Работа [12] посвящена 
созданию теории робастной устойчивости систем в зависимости 
от вида возмущений. На базе предложенных результатов разра-
батываются робастные системы управления неопределенными 
объектами на основе регуляторов низких порядков. В [5] ком-
пенсация параметрических и внешних (сигнальных) возмуще-
ний, названных неэкстенсивными, основана на принципе инва-
риантности систем по выходу, или по ошибке, к данным 
воздействиям на базе метода вложения систем. Данный подход 
разработан для линейных объектов на основе теории матриц и 
касается получения класса регуляторов, обеспечивающих не-
чувствительность к неэкстенсивным возмущениям, исходя из 
следующих понятий: делители нуля (ядра) и делители единицы 
матрицы, эквивалентные преобразования матриц, методы кано-
низации, решение матричных уравнений и т.п. Наиболее близ-
кой к предлагаемой работе по принципу построения является 
[13], где для компенсации неизвестного параметрического и 
внешнего возмущения предлагается использовать вспомога-
тельный контур. 

Все вышеперечисленные задачи решены при условии о 
точном знании относительной степени объекта управления и его 
порядка характеристического полинома. Однако на практике это 
зачастую трудоемкая, а иногда и невозможная задача. Работ по 
адаптивному и робастному управлению при отсутствии инфор-
мации об относительной степени объекта мало [16, 20], по 
сравнению со всем классом задач этого направления. При этом 
полученные системы управления имеют сложную реализацию 
из-за высокого динамического порядка замкнутой системы. Так, 
в [16] задача управления при отсутствии информации об отно-
сительной постоянной степени и порядке характеристического 
многочлена решена с помощью особой параметризации уравне-
ния объекта управления. Для получения передаточной функции 
замкнутой системы, как у эталонной модели, закон управления 
формировался в виде суммы классической схемы адаптивного 
управления [7] и некоторой передаточной функции, входным 
сигналом которой является задающее воздействие. Дальнейший 
синтез системы управления осуществлялся с применением 
особой схемы расширения с нормированными алгоритмами 
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адаптации. В работе [20] проблема управления объектами с 
неизвестной относительной степенью решена с использованием 
специального регулятора, коэффициенты передаточной функ-
ции которого являются произведением постоянных коэффици-
ентов и настраиваемых функций. Формирование постоянных 
коэффициентов регулятора основано на определенной разности 
членов из последовательности Фибоначчи, а функции должны 
быть монотонно возрастающими с достаточно большим верх-
ним пределом. 

Стоит отметить, что в статьях [16, 20] при разработке сис-
тем управления порядки числителя и знаменателя передаточной 
функции объекта управления предполагались неизвестными и 
постоянными. Но, как отмечено в [5], в реальных ситуациях 
существуют возмущения, способные влиять не только на пара-
метры объекта управления, но и на его динамический порядок. 
К таким возмущениям, как правило, относятся параметрические 
нестационарные неопределенности объекта. Именно в условиях 
действия таких возмущений решается задача управления в 
данной работе. 

Статья построена следующим образом. Во втором разделе 
сформулированы постановка задачи и предположения, касаю-
щиеся объекта управления и ограничений на построение замк-
нутой системы. Рассматриваются линейные объекты, у которых 
порядок характеристического многочлена и относительная 
степень могут изменяться в процессе функционирования. Ста-
вится цель управления – слежение выхода объекта управления 
за эталонным сигналом с точностью δ за конечное время T. В 
третьем разделе предлагается алгоритм робастного управления 
такими объектами. Четвертый раздел посвящен обобщению 
предложенного подхода на линейные нестационарные объекты с 
запаздыванием по состоянию. В пятом разделе рассмотрены 
примеры численного моделирования предложенной системы 
управления. 
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2. Постановка задачи 

Рассмотрим нестационарный линейный объект управления, 
динамика которого задана дифференциальным уравнением в 
операторной форме 
(1) ,1...,,0,)0(),()(),()(),( −==+= niyyptftutpRtytpQ i

i  
где y(t) ∈ R, u(t) ∈ R, u(t) ∈ R – регулирующее, управляющее и 
возмущающее воздействия соответственно; Q(p, t) = qn(t)pn +  
+ qn–1(t)pn–1 + … + q0(t), R(p, t) = rm(t)pm + rm–1(t)pm–1 + … + r0(t) – 
линейные нестационарные дифференциальные операторы; 
p = d/dt – оператор дифференцирования; yi – неизвестные на-
чальные условия. 

Качество переходных процессов определим эталонной мо-
делью, заданной уравнением 
(2) )()()(0 trktypQ mm = . 

Здесь ym(t) ∈ R – выход эталонной модели; r(t) ∈ R – за-
дающее воздействие; km > 0; Q0(p) – известный линейный нор-
мированный дифференциальный оператор с постоянными ко-
эффициентами. 

Целью управления является синтез замкнутой системы, 
обеспечивающей выполнение целевого условия  
(3) δ<−= )()()( tytyte m , 
начиная с некоторого момента времени T, и ограниченность 
всех сигналов в замкнутой системе, где δ > 0 – достаточно 
малое число. 

Предположения А. 
1.  Полиномы Q(p, t), R(p, t), их порядки deg Q(p, t) ≤ n, 

deg R(p, t) ≤ m и относительная степень γ = n – m ≥ 1 – неизвест-
ны. Известны:  а) множество Ξ возможных значений коэффици-
ентов полиномов Q(p, t) и R(p, t);  б) неизвестные коэффициенты 
операторов Q(p, t) и R(p, t) – ограниченные функции;  в) γu ≥ γ – 
верхняя граница относительной степени γ;  г) коэффициенты 
при старших степенях операторов Q(p, t) и R(p, t) – неотрица-
тельные функции. 

2.  deg Q0(p) = γu. 
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3.  Оператор R(p, t) устойчив и для любого фиксированного 
момента времени t полином R(p, t) гурвицев, где λ – комплекс-
ная переменная в преобразовании Лапласа. Полином Q0(λ) 
гурвицев. 

4.  Задающее r(t) и возмущающее f(t) воздействия – ограни-
ченные функции. 

5.  В системе управления не доступны измерению производ-
ные сигналов y(t), u(t) и r(t). 

Условия предположения А.1 указывают на то, что порядки 
Q(p, t), R(p, t) неизвестны и могут меняться, когда коэффициен-
ты при старших степенях принимают значения, равные нулю. 
Предположение А.1.г необходимо для того, чтобы при разра-
ботке замкнутой системы управления не учитывать неопреде-
ленности знака в обратной связи по управлению. Рассмотрим 
примеры вышесказанного. Если в (1) qn(t) = 0 и qn–1(t) ≠ 0, то 
deg Q(p, t) = n – 1 и qn-1(t) > 1, rm(t) > 0; если qn(t) = qn–1(t) = 0 и  
qn–2(t) ≠  0, то deg Q(p, t) = n – 2, qn–2(t) > 0, rm(t) > 0 и т.д. Анало-
гично и для оператора R(p, t): если rm(t) = 0 и rm–1(t) ≠ 0, то 
deg R(p, t) = m – 1 и qn(t) > 0, rm–1(t) > 0; если rm(t) = rm–1(t) = 0 и 
rm–2(t) ≠ 0, то deg R(p, t) = m – 2, qn(t) > 0, rm–2(t) > 0 и т.д. А также 
возможно одновременное изменение порядков операторов 
Q(p, t) и R(p, t). 

Остальные условия предположений соответствуют класси-
ческим постановкам задач в теории управления [1–20, 22, 23] и 
связаны с технической реализуемостью замкнутой системы 
управления. 

3. Метод решения 

Из предположения А.1 следует, что динамический порядок 
объекта управления (1) неизвестен и подвержен изменению за 
счет действия на него нестационарных параметрических и 
внешних возмущений, поэтому параметризации [1–15, 17–19], 
разработанные для объектов с известными и постоянными 
порядками, здесь применять нельзя. В силу того, что R(p, t) и 
Q(p, t) – линейные дифференциальные операторы, для получе-
ния уравнения, удобного для дальнейшего синтеза замкнутой 
системы управления, представим эти операторы в виде сумм: 
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(4) ),()(),( tpRpRtpR m ∆+= , ),()(),( tpQpQtpQ m ∆+= . 
Здесь Rm(p) и Qm(p) – линейные стационарные дифференциаль-
ные операторы порядков n  – γu и n  соответственно, выбранные 
таким образом, что Qm(p) = Rm(p)Q0(p), n  ≥ n – верхняя граница 
n, ∆R(p, t) и ∆Q(p, t) – нестационарные линейные дифференци-
альные операторы. Относительно первого выражения в (4) 
можно сказать, что всегда существует такой вектор c01(t) ∈ R 1−n , 
составленный из коэффициентов оператора R(p, t) – Rm(p), что 
выполнено первое выражение (4), где 
∆R(p, t) = [ ]T2T

01 ,...,,1)( −npptc . Если m < n  – γu, то 
deg ∆R(p, t) = n  – γu; если m = n  – γu, то deg ∆R(p, t) ≤ n  – γu; 
если m > n  – γu, то deg ∆R(p, t) = m. Порядок ∆Q(p, t) равен n . 

С учетом разложения (4), преобразуем уравнение (1) к виду 
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Видно, что применение разложения (4) позволило получить 
новое представление объекта управления с постоянной, извест-
ной передаточной функцией 1/Q0(p), как у эталонной модели (2), 
в условиях отсутствия информации о динамическом порядке (1) 
и при неконтролируемых возмущениях, действующих на объект. 

Составим уравнение ошибки слежения e(t) = y(t) – ym(t), 
принимая во внимание последнее уравнение и эталонную мо-
дель (2): 

(5) ))()((
)(

1)(
0

ttu
pQ

te ϕ+= , 

где  
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– функция, содержащая в себе параметрические, функциональ-
ные и структурные возмущения. 

Введем закон управления 
(6) )()()( tvpTtu α= , 
где α > 0; T(p) – линейный дифференциальный оператор степени 
γu, такой, что в преобразовании Лапласа T(λ) – гурвицев; v(t) – 
вспомогательное управляющее воздействие. Тогда уравнение 
ошибки слежения (5) преобразуется к виду 

(7) ))()()((
)(
)()( 1

0

tpTtv
pQ
pTte ϕα −+= . 

Рассмотрим вспомогательный контур 

(8) )(
)(

)()(
0

tv
pQ

pTte β= . 

Здесь β > 0. С учетом (7) и (8), составим уравнение рассогласо-
вания ζ(t)=e(t) – e (t) 

(9) )(
)(

)()( 1
0

t
pQ

pTt ϕζ = , 

где φ1(t) = (α – β)v(t)+T–1(p)φ(t). 
Зададим закон вспомогательного управляющего воздейст-

вия v(t) в виде 

(10) )()(
)(
)(1)( 1

10 tt
pT
pQ

tv ϕβζ
β

−−=−= .  

Разрешив уравнение v(t) = –β–1ϕ1(t) относительно перемен-
ной v(t), получим v(t) = –α–1T–1(p)ϕ(t). Легко видеть, что, подста-
вив последний результат в (7), имеем уравнение замкнутой 
системы по ошибке слежения: Q0(p)e(t) = 0. Отсюда следует, что 
pie(t) = 0, i = 0, …, γu, – ограниченные функции. Однако для 
работоспособности системы управления необходимо показать, 
что и остальные сигналы в ней ограничены. Для этого рассмот-
рим функциию ϕ1(t): 
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(11) 
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В силу предположений А.3 и А.4, а также о гурвицевости 
полинома T(λ) и ограниченности функций e(t) и ym(t), следует 

ограниченность функций )(
)()(

1 tf
pTpRm

, )(
)(

tr
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km  и 

[ ])(),(
)()(

1 tytpQ
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∆ . Учитывая второе равенство в (10), 

разрешим уравнение (11) относительно v(t): 
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







+−

∆
= )(
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)()(
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1)(
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),(

)(
1)( tr

tpR
k

pRtf
tpR

ty
tpR
tpQ

pT
tv m

mα
. 

Тогда, с учетом вышесказанного и устойчивости полинома 
R(p, t) (предположение А.3), следует ограниченность сигналов 
v(t) и u(t), а вместе с ними и функции ϕ1(t). 

Однако из постановки задачи (предположение А.5) закон 
управления (6) реализовать невозможно. Поэтому сформируем 
сигнал u(t) как 
(12) )()()( tvpTtu α= . 

Здесь )(tv  – оценка сигнала v(t), формирование которой бу-
дет описано ниже. Перепишем уравнение ошибки слежения (7), 
с учетом (10) и (12): 
(13) )()()()(0 tpTtepQ ∆= α , 
где )()()( tvtvt −=∆ . 

Для реализации закона управления (12) необходимо изме-
рение γu-оценок производных функции )(tv . Воспользуемся 
схемой, предложенной в [14]: 
(14) )()()),()(()()( 00 tLtvtvtvDtGt ξξξ =−+= . 

В уравнениях (14) ξ(t) ∈ uRγ , 







= −

00
0 1

0
u

I
G γ ,  
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)1()1(
1

−×−
− ∈ uu

u
RI γγ

γ  – единичная матрица,  
T

2
21

0 ,...,, 







−=

u

u
ddd

D
γ

γ

µµµ
, причем d1, d2, …, 

u
dγ  выбираются из 

условия гурвицевости матрицы G = G0 – DL, где 
D = [d1, d2, …, 

u
dγ ]T, μ > 0 – достаточно малая величина; 

L = [1, 0, …, 0]. Здесь и далее матрица L имеет размерность, 
соответствующую размерности рассматриваемой в тексте сис-
теме дифференциальных уравнений. Например, в (14) L ∈ uR γ×1 . 
Тогда закон управления (12) содержит переменные наблюдателя 
(14), а значит, при условиях предположения А.5, уравнение (12) 
технически реализуемо. 

Введем в рассмотрение вектор отклонений 
η (t) = Г–1(ξ(t) – θ(t)), где { }1,,...,,diagГ 21 µµµ γγ −−= uu , 

[ ]T)( )(,...),(),()( tvtvtvt uγθ = . Продифференцировав )(tη  по 
времени с учетом уравнения (14), получим 
 )()()( )1(1 tvbtGt u +− += γηµη ,  )()( 1 tLt u ηµ γ −=∆ , 

где [ ]T1 0,...,0,ub γµ −= . Преобразуем предпоследнее уравнение в 
эквивалентное относительно выхода )(t∆ : 
(15) )()()( 1 tvbtGt  += − ηµη , )()( 1 tLt u ηµ γ −=∆ . 

Здесь )()()( )1(1 tvtt ii
ii

u −−+−= γµηη , i = 2, …, γu, )()( 11 tt ηη = , 
b = [1, 0, …, 0]T. Последние два уравнения эквивалентны отно-
сительно переменных )()( 11 tt ηη =  ввиду того, что являются 
различными векторно-матричными формами записи одного 
уравнения 

 )()(... 1
11 tvpt

d
p

d
p u

u

uuu γ
γ

γγγ η
µµ

=







+++ − . 

Тогда, принимая во внимание уравнения (8), (10), (12), (14) 
и (15), выпишем уравнения замкнутой системы управления 
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(16) 

).()(),()()(
),()(),()()(

),()()(
),()(

1

11

tLtetgbtAt
tLttvbtGt

tvpTtu
tte

Rm
u

u

εαµεε

ηµηµη

α
ζ

γ

γ

=∆+=

=∆+=

=
−=

−

−−




 

где ε(t) ∈ uRγ ; Am ∈ uuR γγ ×  – матрица в форме Фробениуса с 
характеристическим многочленом Q0(λ); T

Rb  = [0, …, 0, 1] ∈ uRγ ; 
( )[ ]T111 )(,...),(),()( tttt uγηηη =∆ ; ( )11 +×∈ uRg γ  – матрица, составлен-

ная из коэффициентов полинома T(λ). Последнее уравнение в 
(16) является векторно-матричной формой записи уравнения 
(13), полученной при подстановке в (13) результатов (15). 

У т в е р ж д е н и е  1 .   Пусть выполнены условия предпо-
ложений А. Тогда для любых Q(p, t) и R(p, t) из множества Ξ 
существуют числа T > 0 и µ0 > 0 такие, что при µ ≤ µ0 система 
(16) диссипативна и выполнено целевое условие (3) при t ≥ T. 

Доказательство утверждения 1 приведено в Приложении. 
Стоит заметить, что с учетом (10) закон управления )(tu  

можно сформировать как u(t) = –α/βQ0(p)ζ(t). При выполнении 
предположения А.5 функция u(t) выбирается в виде  
u(t) = –α/βQ0(p) )(tζ , где )(tζ  – оценка сигнала ζ(t), поданного 
на вход фильтра (14). Дальнейшие рассуждения и результаты 
аналогичны проделанным выше. 

4. Обобщение на системы  
с запаздыванием по состоянию 

Рассмотрим объект управления, динамические процессы в 
котором описываются дифференциальным уравнением с откло-
няющимся аргументом: 
(17) )(),())((),()(),( tutpRttytpNtytpQ =−+ τ , 
где u(t), y(t), Q(p, t) и R(p, t) – такие же, как в (1), 

)(...)()(),( 0
1~

1~
~

~ tnptnptntpN n
n

n
n

 +++= −
−  – дифференциальный 

оператор с неизвестными коэффициентами, являющимися огра-
ниченными функциями, 1~ −≤ nn , τ(t) > 0 – неизвестное время 
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запаздывания, удовлетворяющее условию dτ(t)/dt < 1. Причем в 
процессе функционирования системы при любом порядке опе-
ратора Q(p, t) порядок N(p, t) всегда должен быть хотя бы на 
единицу меньше deg Q(p, t). Эталонная модель задается уравне-
нием (2), цель управления – неравенством (3). 

Так как порядки операторов в (17) неизвестны и переменны 
из-за нестационарности их коэффициентов, то, как и в преды-
дущем пункте, возникает задача о виде представления уравне-
ния (17), удобного для дальнейшего синтеза замкнутой системы 
управления. Для решения этой проблемы воспользуемся разло-
жением (4) и преобразуем уравнение объекта (17) к форме 

(18) 
(

[ ] .)())((),(
)(

1)()(

)()(
)(

1)(
0





+−−+−

−+=

trkttytpN
pR

ttu

ttu
pQ

ty

m
m

τϕ

ϕ
 

Сформируем ошибку слежения e(t) = y(t) – ym(t), принимая 
во внимания (2) и (18): 

(19) ( )[ ] .)(),(
)(

1)()(
)(

1)(
0









−−+= ttytpN

pR
ttu

pQ
te

m
τϕ  

Далее, следуя схеме построения замкнутой системы управ-
ления, как в предыдущем разделе, введем закон управления (6), 
вспомогательный контур (8) и составим ошибку рассогласова-
ния ζ(t) = e(t) – )(te : 

(20) )(
)(

)()( 2
0

t
pQ

pTt ϕζ = , 

где φ2(t) = (α – β)ν(t) + T–1(p)(φ(t) – 1/Rm(p)[N(p, t)y(t – τ(t))]). 
Зададим функцию v(t) в виде 

(21) )()(
)(
)(1)( 2

10 tt
pT
pQ

tv ϕβζ
β

−−=−= . 

Дальнейшие рассуждения аналогичны предыдущему пунк-
ту. Разрешив уравнение (21) относительно v(t) и подставив его в 
(19), получим уравнение замкнутой системы управления по 
ошибке слежения: Q0(p)e(t) = 0. Причем доказательство ограни-
ченности функции φ2(t) совпадает с доказательством ограничен-
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ности сигнала φ1(t). Однако в силу предположения А.5 исполь-
зование закона управления (6) недопустимо. Поэтому зададим 
u(t) в виде (12), и перепишем уравнение ошибки слежения (19) 
как 

(22) )(
)(

)()(
0

t
pQ

pTte ∆= α . 

Реализацию γu-производных сигнала )(tv  в законе управле-
ния (12) осуществим с помощью наблюдателя (14). Тогда ре-
зультат (15) выполнен и здесь. Выпишем уравнения, входящие в 
состав замкнутой системы управления: 

(23) 

).()(),()()(
),()(),()()(
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tLttvbtGt
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−−




 

которые имеют такой же вид, как (16), где структуры векторов 
ε(t) ∈ 1×uRγ , bR, ∆(t) и g – как и в (16). Последнее уравнение в 
(23) является векторно-матричной формой записи уравнения 
(22), полученной при подстановке в (22) результатов (15). 

У т в е р ж д е н и е  2 .   Пусть выполнены условия предпо-
ложений А и дополнительные условия, наложенные на класс 
объектов (17). Тогда для любых Q(p, t), R(p, t) и N(p, t) из мно-
жества Ξ существуют числа T > 0 и μ0 > 0 такие, что при 
µ ≤ µ0 система (23) диссипативна и выполнено целевое условие 
(3) при t ≥ T. 

Доказательство утверждения 2 аналогично доказательству 
утверждения 1, поэтому здесь не приводится. 

5. Примеры 

1.  Рассмотрим линейный объект управления вида (1): 

(24) 
)()())()((

)())()()()()((

01

01
2

2
3

3
4

4

tftutrptr
tytqptqptqptqptq

++=
=++++  

Если коэффициенты при старших степенях q4(t) ≠ 0 и 
r1(t) ≠ 0, то deg Q(p, t) = n = 4, deg R(p, t) = m = 1, а значит γ = 3. 
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Ниже рассмотрен пример, когда под действием нестационарных 
параметрических возмущений меняются параметры объекта и, 
как следствие, его динамический порядок (т.е. подвержены 
изменению n, m и γ). 

Пусть γu = 4 – верхняя оценка относительной степени объ-
екта. Тогда deg Q0(p) = 4. Уравнение эталонной модели зададим 
в виде 
 )()()1( 4 trtyp m =+ , 
где km = 1, Rm(p) = 1, Qm(p) = (p + 1)4 и 
r(t) = 2 + sin 0,5t + 2sin t + P1(t), P1(t) – импульсы с амплитудой 2, 
периодом 4 с и длительностью 2 с. 

Выберем β = 50 и T(p) = p4 + 100p3 + 200p2 + p + 0,01. Учи-
тывая (8) и (10), зададим уравнения вспомогательного управ-
ляющего воздействия и вспомогательного контура в форме 

 

).(
)1(

100200200201,050)(

),(
100200200201,0

)1(02,0)(

4

234
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tv
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ppppte
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pppp
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+
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−= ζ
 

Здесь ζ(t) = e(t) – )(te  – уравнение рассогласования и  
e(t) = y(t) – ym(t) – ошибка слежения. 

Для реализации закона управления (12) сформируем на-
блюдатель (14): 
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1
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ttv

tvtdt

itvtdtt i
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ξξ
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
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где матрица D выбрана как D = [20, 150, 500, 625]T, µ = 10–2. 
Задав α = 50, закон управления (12) определится в виде 

 [ ])(100)(200)(200)(2)(01,050)( )4( tvtvtvtvtvtu ++++=  . 
На рис. 1 приведены примеры моделирования при нулевых 

начальных условиях и следующих параметрах в объекте (24): 
 )cos5,1)(()( 14 ttPtq += , )3/cos5,1)((4)( 23 ttPtq += , 
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 )2sin3(4)(2 ttq += , tttq 2sin42sin3)(1 +−= , 
 tttq 5,0sin72sin5)(0 +−= , )cos2)(()( 31 ttPtr += , 
 ttr 3sin2)(0 += , )(5,1sin2)( 2 tPttf ++= , 
где )(1 tP , )(2 tP , )(3 tP  и P2(t) – прямоугольные импульсы с 
амплитудами 1, периодами 25 с, длительностями 5, 8, 20 и 5 с. 

 
Рис. 1.  

Для объекта в моменты времени: 
1)  t ∈ (0 + 25 (k – 1), 5 + 25 (k – 1)): q4(t)r1(t) > 0,  

т.е. n = 4 и γ = 3; 
2)  t ∈ (5 + 25 (k – 1), 8 + 25 (k – 1)): q4(t) = 0 и q3(t)r1(t) > 0, 

т.е. n = 3 и γ = 2; 
3)  t ∈ (8 + 25 (k – 1), 20 + 25 (k – 1)): q4(t) = q3(t) = 0 и 

q2(t)r1(t) > 0, т.е. n = 2 и γ = 1; 
4)  t ∈ (20 + 25 (k – 1), 25 + 25 (k – 1)): q4(t) = q3(t) = r1(t) = 0 и 

q2(t)r0(t) > 0, т.е. n = 2 и γ = 2, 
где k ∈ N, N – множество натуральных чисел. 

2.  Пусть задан линейный нестационарный объект с запазды-
ванием по состоянию: 

)(te

сек,t
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(25) ( )
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τ  

где, дополнительно к первому примеру, считаются еще неиз-
вестными порядок и коэффициенты оператора N(p, t), а также 
время запаздывания τ(t). Пусть верхняя оценка относительной 
степени объекта (25) γu = 4. Структуру и параметры замкнутой 
системы управления зададим как в первом примере. 

 
Рис. 2. 

На рис. 2 приведены результаты моделирования при нуле-
вых начальных условиях и следующих параметрах объекта (25): 
коэффициенты qi(t), i = 1, …, 4, и rj(t), j = 1, 2, – те же, что и в 
первом примере. Дополнительно 1n (t) = 4(1 + cos t), 

)(2 tn  = 1 + 2sin 2t и τ(t) = 1 + e-t; 
Из результатов моделирования видно, что предложенный 

алгоритм компенсирует нестационарные параметрические и 
внешние возмущения, а также неопределенности порядков 
числителя и знаменателя объекта управления. При этом обеспе-
чены хорошие показатели качеств переходных процессов, т.е. 
возмущающие воздействия, влияющие как на параметры объек-
та управления, так и на его динамический порядок, мало сказы-

)(te

сек,t
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ваются на качестве переходных процессов и устойчивости 
замкнутой системы. Численное моделирования показало, что 
качество переходных процессов зависит от точности оценок 
параметров объекта и в особенности от значений чисел µ в (14), 
α и β в (8), (10), (12) и матрицы D в (14). Причем оценки, полу-
ченные в приложении относительно времени переходного про-
цесса T по ошибке слежения и точности δ, грубы по сравнению 
с результатами численных моделирований. 

Отметим, что отсутствует аналитическое обоснование вы-
бора параметров µ, α и β. Однако они легко подбираются на 
этапе проектирования при моделировании. На модели объекта 
(1) (модели (17)) выставляются минимально возможные коэф-
фициенты операторов R(p, t), Q(p, t) (R(p, t), Q(p, t), N(p, t)) и на 
вход подаются максимально возможные значения f(t) и r(t). 
Подбираются числа µ, α и β, обеспечивающие заданную дина-
мическую ошибку. Число µ обычно колеблется в пределах от 
0,005 до 0,05. При других значениях параметров и внешних 
воздействий из заданного класса неопределенности ошибка не 
будет превышать заданного значения. 

6. Заключение 

В статье предложен способ построения робастной системы 
управления, которая позволяет скомпенсировать неконтроли-
руемые внешние воздействия и параметрическую нестационар-
ную неопределенность, при условии, что порядки операторов 
Q(p, t), R(p, t) в (1) и N(p, t) в (17) неизвестны и могут изменять-
ся в процессе функционирования. Компенсация осуществляется 
с точностью δ за конечное время T. Причем величины δ и T 
можно сделать достаточно малыми за счет соответствующего 
выбора параметров замкнутой системы: чисел µ в (14), α, β  в 
(8), (10), (12) и матрицы D в (14). 

Сравнивая предложенный робастный алгоритм с [1–14, 
16–18] важно отметить, что для управления объектами вида (1) 
или (17) достаточно знания верхней оценок разности порядков 
операторов Q(p, t) и R(p, t), а не их точных значений. При этом 
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данные порядки могут меняться в процессе функционирования 
системы. 

Численные моделирования на ЭВМ показали, что качество 
переходных процессов несущественно зависит от порядков 
операторов в (1) и (17) и величины оценки γu. Амплитуда управ-
ляющего воздействия зависит от параметров системы: µ, α, β, D 
и в особенности от неизвестных начальных условий объекта 
управления. Так, чем больше разность между начальными усло-
виями объекта управления и эталонной модели, тем больше ам-
плитуда сигнала управления u(t) в начальный момент времени. 

Приложение 

Доказательство утверждения 1.  Перепишем последние 
четыре уравнения (16) в виде 

(26) 
),()(),()()(

),()(),()()(
1

2

1
21

tLtetgbtAt

tLttvbtGt

Rm
u

u

εαµεε

ηµµηηµ
γ

γ

=∆+=

=∆+=
−

−




 

где µ1 = µ2 = µ. Воспользуемся первой леммой в [4]. 
Выберем функцию Ляпунова для уравнений (26) в виде 

(27) )()()()()( TT tHttPttV ηηεε += , 
где матрицы P = PT > 0, H = HT > 0 определяются из решений 
уравнений T

mA P + PAm = –Q1, HTG + GH = –Q2, Q1 = T
1Q  > 0, 

Q2 = T
2Q  > 0. Возьмем от функции V(t) полную производную по 

времени вдоль траекторий (26) при μ2 = 0: 
(28) )()()()()( 2

T
1

T tQttQttV ηηεε −−= . 
Следовательно, )(lim t

t
ε

∞→
 = 0 и )(lim t

t
η

∞→
 = 0. Тогда, в силу 

условий второй леммы [18], |∆(t)| < k1, | v (t)| < k2. 
Таким образом, при µ2 = 0 получаем устойчивую систему 

уравнений (26). В соответствии с леммой [4], существует µ0 > 0 
такое, что при µ ≤ µ0  область диссипативности системы (26) 
сохраняется. Пусть в (26) µ1 = µ2 = µ0. Возьмем снова функцию 
Ляпунова (27) и вычислим теперь полную производную от нее 
вдоль траекторий (26) с учетом результата (28): 
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Рассмотрим оценки: 

 

;)()(

)()()(

)()(2

2
1

1
0
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21
0

TTT1
0

T1
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0

2
0

TT
0

T
0

ktHHbbt

tvtHHbbttvHbt

µηηµ

µηηµηµ

+≤
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Тогда, с учетом оценок, производная функции Ляпунова 
(28) примет вид 

 
( ) ( )

.2
20

2
1

1
0

T
02

TT1
01

T

kk
HHbbQPbggPbQV

u

u
R

T
R

µαµ

ηµηεαµε
γ

γ

++

+−−−−≤
−

−
 

Очевидно, что существует число µ0 > 0, обеспечивающее 
выполнение матричных неравенств: 
 03

TT1
01 >=− − QPbggPbQ RR

uγαµ  и 04
T

02 >=− QHHbbQ µ . 
В этом случае оценку производной функции Ляпунова 

можно записать как 
 2

20
2

1
1

0 kkVV u µαµχ γ ++−≤ − , 
где χ = min {λmax(Q3)/λmin(P), λmax(Q4)/λmin(H)}. Решив последнее 
неравенство, получим 
(29) ))(1()0()( 2

20
2

1
1

0 kkeVetV utt µαµ γχχ +−+≤ −−− , 
откуда следует, что 
 2

20
2

1
1

0)(lim kktV u

t
µαµ γ +≤ −

∞→
. 

Видно, что существует число µ0 > 0, обеспечивающее требуе-
мую величину δ в целевом условии (3). Приравняем правую 
часть (29) к δ: 
 ))(1()0( 2

20
2

1
1

0
1 kkeVe utt µαµχδ γχχ +−+≤ −−−− , 

и рассмотрим верхнюю границу (29), заменив неравенство 
равенством, в момент времени t = T. Тогда 
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2
20

2
1

1
0

2
20

2
1

1
0)0(

ln1
kk

kkV
T

u

u

µαµχδ

µαµχ
χ γ

γ

−−

−−
=

−

−

. 

То есть по истечению времени t = T будет выполнено целе-
вое условие (3) и все функции в замкнутой системе управления 
ограничены. 
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ROBUST CONTROL OF TIME-VARYING PLANTS WITH 
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Abstract: The problem is considered of robust output control of a 
linear time-varying plant under external and internal uncontrollable 
disturbances. The relative degree of the plant is unknown and can 
vary in the course of operation. The problem is solved on the basis 
of a robust algorithm, which allows compensating the uncertainties 
with the required accuracy in finite time. The results of computer 
simulation are provided. 
 
Keywords: robust control, plant with structural uncertainty, 
auxiliary plant, observer, disturbances compensation. 
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