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Учет демографической неоднородности населения в рамках мо-
дели общего экономического равновесия приводит к необходимо-
сти рассматривать несколько различных групп потребителей,
каждая из которых решает свою оптимизационную задачу. В на-
стоящей работе предложен метод усреднения потребительских
характеристик, который позволяет учесть изменение во време-
ни коэффициентов предпочтения и производительности труда.
Рассмотрены приложения к конкретному типу моделей, кото-
рые используются для количественных оценок спроса на энер-
гоносители. Показано, что спрос одной группы с усредненны-
ми характеристиками находится в хорошем согласии с совокуп-
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ным спросом нескольких различных групп потребителей. Таким
образом, наш метод позволяет расширить область применимо-
сти репрезентативного агента на широком классе динамических
многосекторных моделей с меняющимися во времени неоднород-
ными характеристиками потребителей.

Ключевые слова: модели экономического роста, демографическая
неоднородность, потребительские предпочтения, производитель-
ность труда, усреднение, спрос на энергоносители.

Введение

Модели общего экономического равновесия используются
для описания замкнутой экономической системы, состоящей в
простейшем варианте из агентов двух типов: производителей и
потребителей. Каждый производитель j обладает технологией,
позволяющей ему произвести Xj(P ) единиц продукции при за-
данных ценах P . Каждый потребитель i наделен набором ресур-
сов Wi и имеет набор предпочтений, представляемый его функ-
цией спроса Yi(P ).

В основе модели лежат два основных предположения. Пер-
вое состоит в том, что потребители и производители имеют пол-
ную информацию о ценах и принимают свои оптимальные реше-
ния, считая цены заданными. Оптимальное поведение означает,
что потребители могут проводить сравнение наборов потребляе-
мых товаров, максимизируя функцию полезности Ui(Yi) в рамках
бюджетного ограничения, а каждый производитель определяет
Xj(P ), максимизируя прибыль. Второе предположение заключа-
ется в том, что цены обеспечивают равновесие на рынках, т.е.
спрос равен предложению:

(1)
∑
i

(Yi(P ) +Wi) =
∑
j

Xj(P ).

Конкурентным равновесием называется совокупность вели-
чин спроса Yi(P ), предложения Xj(P ) и цен P , которая является
решением системы уравнений, состоящей из условий оптималь-
ности для Yi(P ), условий оптимальности для Xj(P ) и соотно-
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шений баланса (1). Запасы ресурсов Wi являются задаваемым
параметрами модели (подробнее см., например, [6]).

Прикладные модели общего экономического равновесия –
computable general equilibrium models (CGE-модели) – могут
иметь различную степень детализации по количеству регионов,
секторов производства, типов ресурсов и пр. и содержать множе-
ство обобщений первоначальных предположений: включать тор-
говлю, налоги, субсидии и пр. Эти обобщения диктуются теми
характеристиками, которые необходимо вычислить с помощью
данной модели. Так, объем выбросов углерода и спрос на энерго-
носители зависят от демографических факторов: рост населения,
старение, урбанизация и пр. (см., например, [5, 11]). Поэтому
соответствующие динамические CGE-модели должны учитывать
связанную с этим потребительскую неоднородность и ее зависи-
мость от времени.

Неоднородность потребителей можно учесть, рассматривая
несколько групп потребителей с различными характеристиками
Ui и Wi. При этом каждой группе отвечает отдельная динамиче-
ская оптимизационная задача. Достоинство такого метода состоит
в возможности явно учесть рыночные эффекты за счет равновес-
ных цен, а также динамику потребительских предпочтений [5].

Для практического использования наиболее удобными явля-
ются модели с репрезентативным агентом, в которых все потре-
бители объединяются в одну группу с усредненными характери-
стиками U и W . Такой подход имеет очевидные преимущества
благодаря простоте модели и быстроте вычислений, однако его
использование оправдано лишь в том случае, если спрос в мо-
дели с репрезентативным агентом Y равен совокупному спросу∑

i Yi в модели с несколькими группами потребителей и не зави-
сит от числа групп N . (Вопрос применимости репрезентативного
агента для двух популярных классов односекторных моделей ис-
следован в [1].)

Задать функцию полезности репрезентативного агента ана-
литическим выражением U = f(U1, . . . , UN ) можно лишь при
довольно ограничительных предположениях на Ui и Wi (см., на-
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пример, [6] и ссылки там). В общем случае метод Негиши поз-
воляет записать функцию полезности репрезентативного агента в
виде суммы U =

∑
i αiUi с некоторыми весами αi > 0,

∑
i αi = 1,

которые необходимо рассматривать как дополнительные перемен-
ные задачи о конкурентном равновесии при N дополнительных
условиях типа равенства (см., например, [6]). В модели с функ-
циями полезности и производственными функциями типа Кобба–
Дугласа, при некоторых дополнительных предположениях, фор-
мулы для весов αi удается получить в явном виде [8]. Однако
уже в моделях с функциями постоянной эластичности замеще-
ния – constant elasticity of substitution functions (CES-функциями)
– конкурентное равновесие можно найти только численно.

В прикладных моделях выражение функции полезности ре-
презентативного агента вида U = f(U1, . . . , UN ) не дает суще-
ственных преимуществ, так как сами функции Ui необходимо
каким-то образом определять на основе имеющихся данных. Это
приводит к необходимости использовать приближенные методы
определения параметров функции полезности U произвольной
группы потребителей.

Широко используемым классом функций полезности в ди-
намических CGE-моделях является класс CES-функций на беско-
нечном промежутке времени:

(2) U(c) =
1
ψ

∞∑
t=0

βtnt

(∑
j

(
µjcjt

)ρ)ψ
ρ

,

где cjt – объем потребления j-го товара на душу населения в мо-
мент времени t, а nt – число людей в группе в момент t, являюще-
еся заданной функцией времени. Коэффициент дисконтирования
β ∈ (0, 1), межвременной коэффициент замещения ψ ∈ (−∞, 1),
ψ 6= 0, коэффициент замещения между товарами ρ ∈ (−∞, 1),
ρ 6= 0, и коэффициент предпочтения j-го товара µj ∈ (0, 1) явля-
ются параметрами, значения которых часто определяют на основе
данных в начальный момент (t = 0) несмотря на то, что доли по-
требления различных товаров могут меняться со временем.

В настоящей работе предложен метод определения коэффи-
циентов предпочтения µit функции (2) и производительности тру-
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да lt, позволяющий явно учесть зависимость от времени на основе
имеющихся данных (см. также обсуждение в [2]). Поскольку мно-
госекторные CGE-модели не допускают аналитического решения,
проверка эффективности предложенного нами метода также мо-
жет быть проведена только численно. В разделе 2 метод изло-
жен применительно к описанному в разделе 1 варианту модели
Population-Environment-Technology – PET [3, 4, 5]. В разделе 3 на
примере модели PET показано, что при использовании данного
метода совокупные характеристики нескольких различных групп
потребителей и репрезентативного агента находятся в хорошем
согласии друг с другом и этот результат устойчив к изменению
параметров модели (подробнее см. [9]). Иной метод учета зави-
симости от времени коэффициента предпочтения µit, предпола-
гающий его линейно-логарифмическую зависимость от ВВП на
душу населения, был использован в [11] (сравнение результатов
см. в разделе 3).

1. Структура модели PET

Модель PET представляет собой динамическую модель об-
щего экономического равновесия. В этом параграфе приведено
описание модели PET для случая одного региона и нескольких
групп потребителей с различными характеристиками (см. так-
же [4, 5]). В [3] описан случай нескольких регионов и одной
группы потребителей (модель с репрезентативным агентом).

В соответствии с общей идеологией моделей общего эконо-
мического равновесия каждая группа потребителей максимизи-
рует функцию полезности на бесконечном промежутке времени,
считая цены заданными (раздел 1.1). Производители максимизи-
руют прибыль в каждый момент времени, также считая цены из-
вестными (раздел 1.2). Правительство играет нейтральную роль,
осуществляя трансферты между производителями и потребите-
лями в соответствии с заранее определенными правилами (раз-
дел 1.3). Наконец, условие сбалансированности рынков обеспечи-
вает обратную связь цен со спросом и предложением (раздел 1.4).
Получающаяся нелинейная система уравнений решается с помо-
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щью итерационной процедуры (раздел 1.5). Параметры модели
определяются по исходным данным (раздел 1.6).

1.1. ПОТРЕБИТЕЛИ
Потребители объединены в N групп; i-я группа решает за-

дачу вида

1
ψ

∑
t

βtnit

∑
j

(µijtcijt)ρ


ψ
ρ

→ max,(3)

∑
j

pjtcijt + qtxit = (1− θit)wtlit + (1− φit)rtkit + git,(4)

(1 + νit)ki,t+1 = (1− δ)kit + xit, ki0 > 0,(5)

где индекс j нумерует NC потребительских товаров, а t = 0, 1, . . .
– время. Переменными, относительно которых проводится мак-
симизация, являются потребление cijt, инвестиции xit и капитал
kit (на душу населения). Двойственные переменные: цены по-
требительских товаров pjt, стоимость инвестиций qt, стоимость
капитала rt, заработная плата wt и трансферты правительства git
(субсидии, если положительны, и платежи, если отрицательны)
здесь предполагаются известными6 .

Заданными функциями являются объем населения nit, про-
изводительность труда lit, коэффициенты предпочтения µijt, на-
логи на труд θit и капитал φit. Коэффициент роста населения в
(5) равен 1 + νit = ni,t+1/nit, где νit – относительная скорость
роста населения. Наконец, не зависящими от времени парамет-
рами модели являются коэффициент дисконтирования β ∈ (0, 1),
коэффициент замещения по времени ψ ∈ (−∞, 1), коэффициент
замещения среди потребительских товаров ρ ∈ (−∞, 1) и коэф-
фициент амортизации капитала δ ∈ (0, 1).

Задача (3)–(5) решается в два этапа. Сначала решаем статиче-
скую задачу максимизации функции полезности для произвольно-
го момента времени t, которая эквивалентна задаче минимизации
расходов

6 Модель также содержит трансферты между потребителями, ко-
торые мы для краткости не пишем.
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(6)
∑
j

pjtcijt → min,

∑
j

(µijtcijt)ρ

 1
ρ

= c̄it

при заданных ценах pjt и заданном значении функции полезно-
сти c̄it. Применяя к (6) условия оптимальности первого порядка,
находим функцию расходов

(7) min

∑
j

pjtcijt

 = p̄itc̄it,

где

(8) p̄it =

∑
j

(
pjt
µijt

) ρ
ρ−1


ρ−1
ρ

– двойственный индекс цен.
Далее, пользуясь (6)–(8), переписываем задачу (3)–(5) в виде

1
ψ

∑
t

βtnitc̄
ψ
it → max,(9)

p̄itc̄it + qtxit = (1− θit)wtlit + (1− φit)rtkit + git,(10)

(1 + νit)ki,t+1 = (1− δ)kit + xit, ki0 > 0.(11)

Исключая xit из (10) и (11), приходим к одному ограничению

(12) (1 + νit)ki,t+1 =

(1− δ)kit +
1
qt

[(1− θit)wtlit + (1− φit)rtkit + git − p̄itc̄it] .

Условия оптимальности первого порядка относительно агрегиро-
ванного потребления c̄it в задаче (9) и (12) дают

(13)
qt
p̄it
c̄ψ−1
it = β

(
(1− δ)qt+1 + (1− φi,t+1)rt+1

p̄i,t+1

)
c̄ψ−1
i,t+1.

Уравнение Эйлера (13) и уравнение потока капитала (12) вместе
с условиями трансверсальности
(14) lim

t→∞
λitkit = 0,

где λit – множитель Лагранжа, являются достаточными условия-
ми оптимальности в задаче (9)–(11). Более того, траектория един-
ственна [12].
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Для лучшего сравнения со случаем однородных потреби-
телей предполагается, что траектории всех групп потребителей
выходят на общую траекторию сбалансированного роста при
t→∞. Это означает, что асимпотически величины xit, kit, lit, git,
а значит и c̄it, растут с общей не зависящей от времени скоростью
технологического роста ξ. Тогда при t→∞ уравнение (13) дает7

(15) (1 + ξ)1−ψ = β

(
1− δ +

(1− φ)r
q

)
,

где r, φ и q – долгосрочные стоимость капитала, налоги на доходы
и стоимость инвестиций, соответственно.

1.2. ПРОИЗВОДИТЕЛИ
Фирмы сгруппированы в секторы по типу производимого то-

вара:NC+1 секторов, производящих конечные продукты (NC по-
требительских товаров и инвестиционный «товар») и NE +1 сек-
торов, производящих вспомогательные товары (NE типов энерго-
ресурсов и совокупную категорию вспомогательных товаров, на-
зываемую «материалами»). Для удобства общее количество сек-
торов обозначено через NX = NE + 1 +NC + 1, и индекс товара
всегда пробегает NX категорий в указанном порядке (т.е. сначала
энергоресурсы, затем материалы, потребительские товары и, на-
конец, инвестиции). Для простоты производственная функция в
каждом секторе предполагается однородной первой степени (т.е.
предполагается постоянная отдача от масштаба).

В момент времени t каждый товар производится с помощью
капитала K, труда L, агрегированного энергоресурса Ē и матери-
алов M . Капитал и труд являются факторами производства. Про-
изводственная функция имеет вложенную CES-структуру (всюду,
где речь идет о фиксированном моменте времени, индекс t для

7 Из условий трансверсальности (14), пользуясь λit =
qtβ

tnitc̄
ψ−1
it /p̄it, мы получаем верхнюю оценку на скорость тех-

нологического роста, которая допустима в модели: 1 + ξ < (1/β)1/ψ

(предполагается, что nit → ni при t→∞).
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краткости опускаем):

(16) X = γX (αK(GKK)ρX + αL(GLL)ρX+

+αĒ(GĒĒ)ρX + αM (GMM)ρX
)1/ρX

с постоянной эластичностью замещения σX = 1/(1− ρX). Здесь
GI – параметр производительности для I = K,L, Ē,M . Пара-
метр γX масштабирует производственные коэффициенты αI так,
чтобы их сумма равнялась единице. Значения αI и GI могут ме-
няться от сектора к сектору и зависеть от времени.

Агрегированный энергоресурс Ē производится из NE энер-
горесурсов Ei при помощи производственной функции

(17) Ē = γE

(∑
i

αEi(GEiEi)
ρE

)1/ρE

.

Для удобства сравнения с результатами [5] мы не вводим отдель-
ной вложенной производственной функции для материалов.

Все коэффициенты производительности в (16) и (17), кроме
GL, обращаются в нуль при t → ∞. Коэффициент производи-
тельности труда GL во всех секторах стремится к G = 1 + ξ на
бесконечности, т.е. предполагается, что в пределе производитель-
ность труда растет с постоянной скоростью ξ.

Пусть τEi обозначает налог на использование i-го энергоре-
сурса, а τM – налог на использование материалов (зависимость
от сектора производства для краткости опускаем). При помощи
теории двойственности находим предельные затраты на энергию
после уплаты налога:

(18) PĒ =
1
γE

(∑
i

α
1

1−ρE
Ei

(
(1 + τEi)PEi

GEi

) ρE
ρE−1

) ρE−1

ρE

.

Предельные затраты в секторе X равны

(19) PX =
1
γX

(
α

1
1−ρX
K

(
PK
GK

) ρX
ρX−1

+ α
1

1−ρX
L

(
PL
GL

) ρX
ρX−1

+α
1

1−ρX
Ē

(
PĒ
GĒ

) ρX
ρX−1

+ α
1

1−ρX
M

(
(1 + τM )PM

GM

) ρX
ρX−1

) ρX−1

ρX

.
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Отметим, что функция предельных затрат в каждом производ-
ственном секторе включает налоги на использование энергоре-
сурсов и материалов.

Пусть τX – налог на единицу выпущенной продукции в сек-
торе X . Предположение о постоянной отдаче от масштаба и кон-
курентных рынках подразумевает, что равновесная прибыль рав-
на нулю, и PXj+τXj – цена, включающая налоги. Тогда, используя
лемму Шеппарда, мы находим отношение объема затраченного
ресурса к объему выпуска, которое минимизирует затраты:

(20) AI =
(

1
αI(γXGI)ρX

PI
PX

) 1
ρX−1

для I = K,L, Ē, и

(21) AM =
(

1
αM (γXGM )ρX

(1 + τM )PM
PX

) 1
ρX−1

для I = M .
Аналогично, минимизирующее затраты отношение объема

затраченного энергоресурса к объему выпуска AEi = Ei/Ē равно

(22) AEi =
(

1
αEi(γEGEi)ρE

(1 + τEi)PEi
PĒ

) 1
ρE−1

.

1.3. ПРАВИТЕЛЬСТВО
В фиксированный момент t правительственные налоговые

сборы GREV равны сумме налогов на капитал и заработную
плату, собранных со всех групп потребителей, и сумме налогов
на прибыль по всем секторам производства:
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(23) GREV =
Nd∑
i=1

ni(φirki + θiwli)+

+
NX∑
j=1

(
τXjXj +

NE∑
s=1

τEsjPEsjEsj + τMjMj

)

=
Nd∑
i=1

(φiPKKi + θiPLLi)+

+
NX∑
j=1

(
τXj +

NE∑
s=1

τEsjPEsjAEsjAĒj + τMjAMj

)
Xj .

Нейтральность правительства достигается за счет того, что закуп-
ки GPt равны начальному значению GP0 в реальном выражении:

(24) GPt =
p̄t
p̄0

(1 + ξ)tGP0,

где p̄t = N−1
d

∑
i p̄it – потребительский индекс цен. Правитель-

ственные трансферты состоят из суммы трансфертов потребите-
лям в начальный момент и корректирующих трансфертов (LSAt),
которые призваны сбалансировать бюджет правительства в мо-
мент t. В результате трансферты i-й группе (на душу населения)
равны

(25) git =
p̄t
p̄0

(1 + ξ)tgi0 +
LSAt
nt

,

где gi0 – трансферты i-й группе потребителей в начальный момент
и nt =

∑
i nit – общий объем населения. Тогда правительствен-

ные расходы складываются из закупок и суммарных трасфертов:

(26) GEXPt=GPt +GTt, GTt=
p̄t
p̄0

(1 + ξ)t
Nd∑
i=1

nitgi0 + LSAt.

Отметим, что LSA0 = 0, поскольку значения в начальный момент
берутся из таблица межотраслевого баланса.

Для вычисления спроса правительства его закупки опреде-
ляются функцией типа Кобба–Дугласа от переменных K, L, Ei,
M :

GP = KαKLαL · · ·EαEii · · ·MαM .
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Следовательно, отношение AGPI = I/GP используемого ресурса
I к общему объему закупок GP равно AGPK = αK/PK для капи-
тала, AGPL = αL/PL для труда, AGPEi = αEi/PEi для энергии и
AGPM = αM/PM для материалов.

1.4. РЫНКИ
В конкурентном равновесии рынки сбалансированы. Други-

ми словами, в каждый момент t совокупное предложение равно
совокупному спросу для факторов производства:
(27) KAD = KAS , LAD = LAS ,

и каждого производимого продукта:
(28) XAD

j = XAS
j , j = 1, NX .

Совокупное предложение j-го товара XAS
j = Xj определе-

но производственной функцией (16). Совокупный спрос на j-й
конечный продукт (потребление или инвестиции) имеет вид

(29) XAD
NE+1+j =

Nd∑
i=1

nicij , j = 1, NC , XAD
NX

=
Nd∑
i=1

nixi.

Спрос на каждый конечный продукт определяется на основе по-
следовательности значений капитала (см. далее описание вычис-
лительной процедуры). А именно, инвестиции определяются из
уравнения, описывающего динамику капитала (5), после чего по-
требление вычисляется с помощью бюджетного ограничения (4).

Совокупный спрос на капитал и труд имеют вид

(30) KAD=
NX∑
j=1

AjKXj +AGPK GP, LAD=
NX∑
j=1

AjLXj +AGPL GP.

Совокупное предложение капитала и труда является суммой пред-
ложений всех потребительских групп:

(31) KAS =
Nd∑
i=1

niki, LAS =
Nd∑
i=1

nili.

Совокупный спрос на энергоресурсы Ei и материалы M есть
сумма спросов секторов, производящих конечные продукты и
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вспомогательные продукты (т.е. сами энергоресурсы и матери-
алы):

(32) XAD
i =

NE+1∑
j=1

AjiX
AD
j + Yi, i = 1, NE + 1,

где Yi =
∑

j>NE+1A
j
iXj + AGPi GP . Используя векторные обо-

значения x = (XAD
1 , . . . , XAD

NE+1)
′ и y = (Y1, . . . , YNE+1)′, можем

переписать (32) в виде
(33) x = Ax+ y или x = (1−A)−1 y.

Здесь A = (Aji ) – квадратная (NE + 1) × (NE + 1)-матрица от-
ношений затрат к выпускам, а 1 – единичная матрица такого же
размера.

Наконец, соотношение, регулирующее правительственный
бюджет, имеет вид
(34) GREV = GEXP,

где доходы и расходы определены формулами (23) и (26).
Таким образом, конкурентное равновесие определяется как

решение системы уравнений, состоящей из условий оптимально-
сти для потребителей, условий оптимальности для производите-
лей и уравнений баланса (27), (28) и (34). Эта система уравнений
решается относительно величин потребления cij , инвестиций xi
и капитала ki и цен PXj , PK , PL и LSA, при всех t. Потребитель-
ские цены на товары и стоимость инвестиций включают налоги:

pj = PNE+1+j + τNE+1+j , q = PNX + τXNX ,

где j = 1, NC . Стоимость капитала и труда одинаковы для по-
требителей и производителей: r = PK и w = PL. Вследствие
закона Вальраса одна из цен может быть выбрана в качестве еди-
ницы измерения. В модели PET такой ценой является зарплата,
которая нормирована на единицу: w = 1. При этом балансовое
соотношение для труда отбрасывается.

1.5. ВЫЧИСЛИТЕЛЬНАЯ ПРОЦЕДУРА
Динамика потребительских характеристик может рассматри-

ваться как переход из одного равновесного состояния в другое.
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Поскольку нас интересует сам переходный процесс, а не асимпто-
тическое поведение, мы заменяем бесконечный интервал доста-
точно большим конечным отрезком [0, T ]. Предполагается, что с
момента t = T динамика определяется траекторией сбалансиро-
ванного роста (15). Таким образом, задача об определении кон-
курентного равновесия сведена к системе конечного числа нели-
нейных уравнений.

Алгоритм решения стартует с начального приближения для
последовательности значений капитала kit, i = 1, Nd и t =
0, 1, . . . , T , которая определяет последовательность инвестиций
xit в соответствии с (11). После того как определены инвести-
ции, потребление c̄it вычисляется при помощи бюджетного огра-
ничения (10). Правительственные закупки GPt определяются по
формуле (24). Как только конечный спрос Yj (потребление плюс
инвестиции плюс правительственные закупки) определены, уро-
вень производства Xj вспомогательных продуктов (энергоресур-
сов и материалов) вычисляются по формуле (32), что в свою оче-
редь дает величины произведенных конечных продуктов. Цены
PXj и PK вычисляются при помощи метода Ньютона на основе
полученных величин. Отсюда находим новое приближение для
последовательности значений капитала kit.

Описанная процедура итерируется до тех пор пока не выпол-
нится уравнение Эйлера (13). Для этого используется модифика-
ция алгоритма Гаусса–Зейделя (подробнее см. [4, 5]).

1.6. НАЧАЛЬНЫЕ ДАННЫЕ И ПАРАМЕТРЫ
Калибровка функции полезности описана в разделе 2. Про-

изводственные коэффициенты αXj и масштабные множители γXj
калибруются по данным таблицы межотраслевого баланса в на-
чальный момент. Значения коэффициентов замещения ρXj опре-
деляются величинами налога на выбросы углерода. Производи-
тельности Gj являются свободными параметрами, которые опре-
деляются величинами валового национального продукта, выбро-
сов углерода и спроса на энергоносители на определенном от-
резке времени. Параметры правительства калибруются по вели-
чинам налогов и закупок из таблицы межотраслевого баланса в
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начальный момент.
Величина инвестиций в таблице межотраслевого баланса в

начальный момент масштабируется так, чтобы выполнялось со-
отношение

[(1 + ν0)− (1− δ)]k0 = x0,

где k0 =
∑

i ki0 и x0 =
∑

i xi0. Значение коэффициента амор-
тизации капитала полагается равным δ = 0,1. Для того чтобы
сохранить условия баланса в начальный момент, вектор потреб-
ления масштабируется так, чтобы выполнялось условие равен-
ства совокупного спроса и совокупной добавленной стоимости.
После этого используется метод RAS [7], обеспечивающий равен-
ство совокупного предложения и спроса в начальный момент для
каждого ресурса в производстве.

По известному значению ставки процента R коэффициент
дисконтирования β вычисляется по формуле
(35) 1/β = (1 +R)(1 + ξ)ψ−1.

Это соотношение следует из предельного уравнения Эйлера (15).
Действительно, по определению

1 +Rt =
(1− δ)qt + (1 + ψt)rt

qt−1
.

Переходя к пределу при t → ∞, получим R = −δ + (1 − φ)r/q.
Подставляя это выражение в (15), приходим к (35). Вместе с оцен-
кой (1 + ξ)ψ < 1/β (см. сноску перед формулой (15)), выражение
(35) дает ξ < R. В частности, при ξ = 0 и R = 0,05, получаем
значение β ≈ 0,95, используемое в расчетах.

2. Усреднение характеристик потребителей

2.1. КАЛИБРОВКА ФУНКЦИЙ CES ПО НАЧАЛЬНЫМ
ДАННЫМ
Традиционный способ калибровки CES-функции полезности

вида (3) следующий. Рассматривается задача максимизации функ-
ции полезности в начальный момент (номер группы i здесь для
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краткости опускаем)

(36)

(∑
j

(
µjcj0

)ρ) 1
ρ

→ max

при бюджетных ограничениях

(37)
∑
j

pj0cj0 = m0,

где pj0 и m0 – цены и расходы в начальный момент. Тогда при
ρ 6= 0 потребительский спрос в задаче (36) и (37) дается формулой

(38) cj0 =

(
µρj
pj0

) 1
1−ρ

∑
j′

µρj′

(
µρj′

pj′0

) ρ
1−ρ

m0.

Пусть дополнительно цены в начальный момент pj0 взяты за
единицу и коэффициенты предпочтения нормированы соотноше-
нием ∑

j

µ
1

1−ρ
j = 1.

Тогда в силу (37) и (38) коэффициент предпочтения j-го товара
вычисляется по формуле

(39) µj =
(

cj0∑
j′ cj′0

) 1−ρ
ρ

.

Соответственно коэффициент предпочтения j-го товара в i-й
группе потребителей вычисляется по формуле

(40) µij =
(

cij0∑
j′ cij′0

) 1−ρ
ρ

.

Доли потребление в начальный момент в формулах (39) и (40)
определяются по исходным данным.

В предельном случае ρ → 0 формула (36) дает функ-
цию полезности Кобба–Дугласа, которая эквивалентна функции
u(ct) =

∑
j µj log cjt. Вместо формул (39) и (40) имеем

µj =
cj0∑
j′ cj′0

, µij =
cij0∑
j′ cij′0

.

Непосредственно видно, что в этом случае
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µj =
∑
i

νiµij , где νi =

∑
j cij0∑
j cj0

.

Тем не менее равновесие в модели с несколькими группами по-
требителей и в модели с репрезентативным агентом дает разный
совокупный спрос, если только производственный сектор не опи-
сывается функциями Кобба–Дугласа (подробности см. в [8]).

Количественные различия совокупного спроса
∑

j cijt
нескольких групп потребителей и репрезентативного агента cjt
мы исследуем на примере модели PET в разделе 3 (анализ стати-
ческого случая см. в [10]).

2.2. КОЭФФИЦИЕНТЫ ПРЕДПОЧТЕНИЯ, ЗАВИСЯЩИЕ ОТ
ВРЕМЕНИ
Как хорошо известно, использование постоянной отдачи от

масштаба, т.е. CES-функции полезности, не достаточно хорошо
подтверждается эконометрическим анализом. Поэтому мы вво-
дим зависящие от времени коэффициенты предпочтения, перепи-
сывая функцию полезности (3) в виде

U(c) =
1
ψ

∑
t

βtnt

(∑
j

(
µjtcjt

)ρ)ψ
ρ

.

Здесь в качестве коэффициентов предпочтения мы используем
прогнозируемые доли потребления:

(41) µjt =
(

c∗jt∑
j′ c

∗
j′t

) 1−ρ
ρ

.

Считаем, что изменение потребления во времени в основном свя-
зано с изменением численности населения. Поэтому

(42) c∗jt =
1
nt

∑
i

θij0nitci0,

где θij0 – доля j-го товара в общем потреблении i-й группы и ci0
– потребление на душу в начальный момент; nit – прогнозируе-
мая численность населения в i-й группе и nt =

∑
i nit – общая

прогнозируемая численность населения.
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2.3. УСРЕДНЕНИЕ ТРУДА И КАПИТАЛА
Из-за ограниченного объема данных ресурсы труда и капита-

ла обычно вычисляются на основе среднего объема сбережений
k0 на душу и средней заработной платы l0 в начальный момент.
Далее k0 служит начальным значением для последовательности
значений kt, которая определяется уравнениями модели. Труд по-
лагается равным L̃ASt = ntl0. В этом случае труд зависит лишь от
роста населения, но не от изменения состава населения.

Предположим, что в начальный момент известны произво-
дительности li0 различных групп потребителей. Тогда произво-
дительность репрезентативного агента вычисляется по формуле

l0 =
∑

i ni0li0∑
i ni0

.

Если мы игнорируем изменение производительности во времени,
то объем трудового ресурса записывается как и ранее формулой

L̃ASt = ntl0 =
nt
n0
LAS0 .

С другой стороны, мы можем учесть изменение состава населе-
ния, вводя зависящую от времени производительность:

(43) lt =
∑

i nitli0∑
i nit

.

Тогда мы приходим к выражению
LASt = ntlt =

∑
i

nitli0.

В модели с несколькими группами потребителей совокупное
предложение труда полагается равным LASit = nitli0, а значения
средних сбережений на душу населения ki0 используются для
вычисления предложения капитала.

3. Результаты и обсуждение

Эффективность метода усреднения определяется зависимо-
стью результатов от степени усреднения (т. е. от числа рассмат-
риваемых в модели групп потребителей). Нами проведено сравне-
ние значений совокупных характеристик, вычисленных в модели
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PET с репрезентативным агентом (одна группа с усредненными
характеристиками) и с несколькими группами, которые обладают
разными характеристиками.

Данные указывают, что наибольшая неоднородность потре-
бителей наблюдается в развивающихся странах [13], поэтому рас-
четы проводились по реальным данным для Индии (подробности
см. в [8]). В случае с независящими от времени производительно-
стью и коэффициентами предпочтения, калиброванными по на-
чальным данным (µ0 и l0), величины совокупного спроса на по-
требительские товары и энергоносители в модели с репрезента-
тивным агентом и несколькими группами могут иметь значитель-
ные различия (1,5–2 раза). В случае с независящим от времени
коэффициентами предпочтения, но зависящей от времени про-
изводительностью (µ0 и lt) различия существенно уменьшаются,
но тем не менее могут достигать 25%. Наконец, в случае, когда и
производительность, и коэффициенты предпочтения учитывают
зависимость от времени (µt и lt), различия становятся незначи-
тельными (в пределах 1%). Таким образом, рыночные эффекты в
последнем случае становятся несущественными.

Полученные результаты позволяют заключить, что предло-
женный нами метод усреднения хорошо отражает динамику в
модели с неоднородными потребителями. Тот факт, что зависи-
мость от времени коэффициентов предпочтения слабо влияет на
результаты, согласуется с расчетами [11]. Отметим, что предло-
женный метод построения репрезентативного агента не использу-
ет специфики модели PET и может быть использован в широком
классе динамических многосекторных CGE-моделей.

Результаты получены в классе функций полезности однород-
ных (первой степени) относительно потребления и имеющих за-
висящие от времени коэффициенты предпочтения. Это подразу-
мевает, что относительная ценность каждого товара может ме-
няться, но степень взаимозаменяемости товаров остается посто-
янной. В настоящий момент ведется работа по обобщению тео-
рии репрезентативного агента на класс неоднородных функций, а
также над возможностью усреднения величин замещения между
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товарами. В будущем мы планируем исследовать эти же вопросы
относительно коэффициента замещения по времени.
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Abstract: Accounting for demographic heterogeneity in the general
equilibrium framework leads to solving separate optimization problem
for several consumer groups with different characteristics. In the
present paper, an aggregation method of consumer characteristics
is proposed that allows to take into account time variations in the
preference coefficients and labor productivity. The method is applied
to a particular type of models that are used to assess energy demand.
We show that demand of the single population group that has averaged
characteristics of the whole population is in good agreement with total
demand of several different consumer groups. Thus, our method allows
to extend the scope of application for the representative consumer
approach to a wide class of multisector models with heterogeneous
consumer characteristics that can change over time.

Keywords: economic growth, computable general equilibrium,
demographic heterogeneity, consumer preferences, labor productivity,
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