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УДК 658.562.6; 629;7.01; 007 
ББК 30.1 

ОСОБЕННОСТИ РАЗВИТИЯ СОВРЕМЕННОЙ 
ТЕХНИКИ И МЕТОД ОЦЕНКИ ТЕХНИЧЕСКОГО 
УРОВНЯ СЛОЖНЫХ ТЕХНИЧЕСКИХ СИСТЕМ, 

ОСНОВАННЫХ НА ИСПОЛЬЗОВАНИИ 
ЗАРОЖДАЮЩИХСЯ ТЕХНОЛОГИЙ 

Крянев А. В.1,  
(Национальный исследовательский ядерный университет  

«МИФИ», г. Москва)  
Семенов С. С.2  

(ОАО «Государственное научно-производственное пред-
приятие «Регион», г. Москва) 

 
Данная статья посвящена проблеме оценки технического уров-
ня (ТУ) сложных технических систем (СТС), основанных на 
новых зарождающихся технологиях, при этом в статье под-
робно отражены особенности развития современной техники, 
обоснована актуальность и описаны существующие методы 
определения момента перехода на новые технологии, описан 
принцип формирования прогнозных значений основных харак-
теристик новой технологии и представлен метод оценки ТУ 
СТС с зарождающимися технологиями. 

 
Ключевые слова: технический уровень, коэффициент техни-
ческого уровня, сложная техническая система, жизненный 
цикл, зарождающаяся новая технология, прогнозные значе-
ния, темп роста новой технологии, момент перехода на но-
вую технологию. 

                                                        
1 Александр Витальевич Крянев, доктор физико-математических наук, 
профессор кафедры «Прикладная  математика», (avkryanev@mephi.ru).  
2 Сергей Сергеевич Семенов, кандидат техничских наук, руководитель 
группы анализа и перспективных исследований (gnppregion@sovintel.ru). 
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1. Актуальность определения момента перехода на 
новые технологии 

Для общества начала XXI в. характерно дальнейшее нара-
щивание технологических возможностей во всех сферах челове-
ческой деятельности. Если судить с позиций теории русского 
экономиста Н.Д. Кондратьева (1892–1931 гг.), то мир вступил в 
пятый цикл технологического уклада, для которого определяю-
щими факторами является не только усложнение машин, раз-
личных аппаратов, но и интенсивное развитие новых техноло-
гий, опирающихся на последние достижения в области микро-
электроники, информатики, биотехнологии, генной инженерии, 
новых видов энергии, освоение космического пространства, 
спутниковой связи и т.д. (таблица 1) [3, 11].  

По данным научной школы в сфере экономики наукоемких 
технологий МИФИ, полученным за последнее десятилетие [8], 
были уточнены временные рамки четвертого и пятого укладов и 
введен шестой цикл, относящийся к периоду 2010–2050 гг., в 
котором преобладают нанотехнологии. 

Современная продукция строится на новых высоких техно-
логиях, в особенности информационных. В связи с тем, что зна-
чительная доля общественного труда будет связана с информа-
ционными технологиями, по оценке корпорации РЭНД (США) в 
ближайшие 10–20 лет произойдет углубление неравенства на-
ций и, как следствие, – небывалый рост напряженности во всем 
мире [4]. Поэтому считается, что нация, которая освоит новые 
информационные технологии, бесспорно получит преимущества 
в своем развитии. 

Следует также отметить, что по мере прогресса в области 
науки и техники заметно сократился период между научными 
исследованиями и созданием технических средств [24]. Этот 
период исчисляется для фотографии в 102 года, для телефона – 
56 лет (1820–1876), для радио – 28 лет (1867–1895), для телеви-
дения 14 лет (1922–1936), для беспилотного летательного аппа-
рата3– 6 лет (1903–1909), для радара – 14 лет (1926–1940), для 
                                                        
3 Файвуш Я., Аррисон В. Самолет без летчика и управления им по ра-
дио. – М.: Авиахим, 1925. – 45 с. 



 
Системный анализ 

 7 

транзистора – 5 лет (1948–1953), для лазера – 5 лет (1956–1961), 
рис. 1.  

В таблице 2 представлен период создания некоторых новых 
технологий и машин [1]. Необходимо заметить, что приведен-
ные данные по времени создания ЭВМ на современной техноло-
гической базе в 21 год основываются на приведенном источнике 
[1], всего же процесс создания ЭВМ занял несколько столетий и 
начался с первых счетных машин Леонардо да Винчи (1517) и 
Шиккарта (1622), а первым программистом считается графиня 
Лавлейс (1815–1852) – дочь лорда Байрона. 

Как считал Э. Янч, консультант Организации экономиче-
ского сотрудничества и развития в 1970-е годы, общий проме-
жуток времени от открытия до нововведения при эффективном 
проведении всего цикла исследований и разработок в общем 
составляет 15 лет. 

 
Рис.1. Временной интервал между датой открытия и практи-

ческим его использованием 

Цикл «жизни» машин (рис. 2) включает ряд фаз, каждая из 
которых отличается других степенью научного и технического 
совершенства изделия, организационными особенностями, эко-
номическими характеристиками, уровнем спроса [22]. 
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Таблица 1. Технологические циклы научно-технического преобразования 

Циклы 

Страны – лиде-
ры 

технического 
прогресса 

Общая характеристи-
ка 

Ядро 
технологического 

цикла 

Ключевые факто-
ры 

Ядро 
нового цикла 

Третий 
цикл 
(1880–
1940 гг.)* 

Германия, США, 
Великобритания, 
Швейцария, Ни-
дерланды, Ита-
лия, Дания, Ав-
стро-Венгрия, 
Канада, Япония, 
Испания, Рос-
сия, Швеция 

Активное использова-
ние в промышленном 
производстве электро-
энергии, развитие тя-
желого машинострое-
ния и электротехниче-
ской промышленно-
сти на базе стального 
проката, новых от-
крытий в области хи-
мии. Развитие хими-
ческой промышленно-
сти. Нефтяной бум в 
США, формирование 
военно-
промышленного ком-
плекса в Европе, изо-
бретение и внедрение 
телеграфа и радио. 
Производство автомо-

Электротехническая 
промышленность, 
тяжелое машино-
строение, неоргани-
ческая химия 

Электродвигатель; 
металлы (в том 
числе сталь) 

Автомобилестроение, 
органическая химия, 
добыча и переработ-
ка нефти, цветная 
металлургия, автодо-
рожное строительст-
во 
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Циклы 

Страны – лиде-
ры 

технического 
прогресса 

Общая характеристи-
ка 

Ядро 
технологического 

цикла 

Ключевые факто-
ры 

Ядро 
нового цикла 

билей и самолетов, 
добыча цветных ме-
таллов (в том числе 
алюминия), разработ-
ка пластмасс и поли-
меров, производство 
товаров длительного 
пользования, средств 
радио- и телекомму-
никаций. Открытие 
фирм, картелей, тре-
стов, корпораций, мо-
нополий, олигополий. 
Государство либо 
осуществляет кон-
троль за ними, либо 
цели 
ком ими владеет. 
Концентрация финан-
сового и банковского 
капитала 
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Циклы 

Страны – лиде-
ры 

технического 
прогресса 

Общая характеристи-
ка 

Ядро 
технологического 

цикла 

Ключевые факто-
ры 

Ядро 
нового цикла 

Четвертый 
цикл  
(1930–
1990 
гг.) 

США, страны 
Западной Евро-
пы, Канада, Ав-
стра 
лия, Япония, 
Швеция, Швей-
цария, СССР, 
Бразилия, Мек-
сика, Китай, 
Тайвань, Индия 

Развитие энергетики 
на основе нефти и 
нефтепродуктов, раз 
витие средств связи. 
Развитие автомобиле-, 
станко-, тракторо-
строения. Разработка 
новых видов воору-
жения и военной тех 
ники. Выпуск товаров 
длительного пользо-
вания. Строительст-во 
скоростных автомаги-
стралей и аэропортов. 
Создание ком 
пьютера и разработка 
программных продук-
тов. Разработка и ак-
тивное использование 
продукции электрон-
ной промышлен 

Автомобиле- и 
тракторостроение, 
цветная металлур-
гия, производство 
товаров длительно-
го пользования. 
Синтетические ма-
териалы, органиче-
ская химия, добыча 
и переработка неф-
ти 

Двигатель внут-
реннего сгорания 

Микроэлектронные 
компоненты 
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Циклы 

Страны – лиде-
ры 

технического 
прогресса 

Общая характеристи-
ка 

Ядро 
технологического 

цикла 

Ключевые факто-
ры 

Ядро 
нового цикла 

ности. Развитие атом-
ной промышленности. 
Массовое произ 
водство на основе 
конвейерной техноло-
гии. Господство олиго 
полической конку-
ренции, формирова-
ние транснациональ-
ных корпораций, осу-
ществляющих прямые 
инвестиции в экономи 
ку различных стран. 
Перенос массового 
производства в страны 
«третьего мира» 

Пятый 
цикл 
(1980–
2040 гг.) 

Япония, США, 
Германия, Шве-
ция, страны За-
падной Европы, 
Тайвань, Южная 

Бурное развитие мик-
роэлектроники, ин-
форматики, биотехно-
логий, генной инже-
нерии. Получение 

Электронная про-
мышленность, оп-
тиковолоконная 
техника, программ-
ное обеспечение, 

Микроэлектрон-
ные компоненты 

Биотехнологии, кос-
мическая техника, 
тонкая химия 
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Циклы 

Страны – лиде-
ры 

технического 
прогресса 

Общая характеристи-
ка 

Ядро 
технологического 

цикла 

Ключевые факто-
ры 

Ядро 
нового цикла 

Корея, Австра-
лия, Брази 
лия, Мексика, 
Аргентина, Ве-
несуэла, Китай, 
Индия, Турция, 
Индонезия, стра 
ны Восточной 
Европы, Россия 
(?) 

энергии из нетради-
ционных источников, 
освоение космическо-
го пространства. Рас-
пространение спутни-
ковой связи. Форми-
рование единой сети 
крупных и средних 
фирм, осуществляю-
щих тесное взаимо-
действие в области 
технологий, контроля 
качества продукции, 
планирования инве-
стиций и т.д., логи-
стика 

телекоммуникации, 
роботостроение, 
добыча и перера-
ботка газа, инфор-
матика 

     
* Первый (1785–1835 гг.) и второй (1830–1890 гг.) циклы не показаны. 
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Таблица 2. Темпы создания научно-технических новшеств 
Продолжительность  

(в годах) 

Новшество 

Год начала 
промышлен-

ных 
разработок 

Инкуба-
цион-
ного 

периода 

Про-
мышлен-

ных 
разрабо-

ток 

Всего 
процесса 
создания 

Автомобильный 
транспорт 

1891 23 4 27 

Авиационный 
транспорт 

1903 6 8 14 

Радиовещание 1913 17 9 26 
Электронные 
лампы 

1914 7 6 13 

Телевидение 1933 22 12 34 
ЭВМ 1944 15 6 21 
Атомная элек-
тростанция 

1954 11 3 14 

Интегральные 
схемы 

1958 2 3 5 

 
Научный прогноз (фаза 0 – t1) дает толчок к активизации 

НИР и ОКР (фаза t1 – t2) в заданном направлении, результа-
том является постепенное улучшение характеристик буду-
щей машины, которая после прохождения определенного 
комплекса испытаний может быть передана в производство 
(фаза t2 – t3). Отработка изделия продолжается и на этой фа-
зе, но уже более медленными темпами. Наконец, конструк-
ция и технологические процессы достигают степени совер-
шенства при данном уровне развития науки и техники (кри-
вая 1 на рис. 3). Одновременно увеличивается спрос на но-
вую продукцию с лучшими эксплуатационными показателя-
ми (криваяя 2), следовательно, растут прибыли изготовителя 
и потребителя (кривая 3) по фазам (t3 – t4) и (t4 – t5). Фаза (t5 –
 t6) характеризует насыщение рынка сбыта и возникновение 
симптомов морального старения конструкции, вызванные бур-
ным научно-техническим прогрессом. Изготовитель вынужден 
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изыскивать способы продления жизни изделия, производство 
которого хорошо отлажено. Так возникает потребность в модер-
низации конструкции (t6 – t7), которая на некоторое время вновь 
повышает заинтересованность потребителей в приобретении 
данной продукции. Но наука неуклонно движется вперед, появ-
ляются изделия, основанные на принципиально новом конст-
руктивно-технологическом подходе, а выпуск старого изделия 
постепенно свертывают, и наступает фаза (t7 – t8) его моральной 
гибели. На основе изучения информационных источников и 
обработки накопленного статистического материала суще-
ствующими методами прогнозирования возможно опреде-
лять временные интервалы развития конструкций и про-
цессов разного назначения и устанавливать момент перехо-
да к новым принципам создания изделий. 

Поскольку наука развивается опережающими темпами по 
отношению к производству, то возможности производства, как 
правило, оказываются ограниченными и не позволяют исполь-
зовать наиболее перспективные технические решения сразу по-
сле их появления (таблица 3) [1]. 

 
Рис. 2. Фазы цикла жизни изделия: кривая 1 – затраты на раз-
работку, испытания и серийное производство; кривая 2 – цена 
реализации продукции; кривая 3 – прибыли изготовителя и по-
требителя; фазы (0 – t1) – научный прогноз; (t1 – t2) – НИР и 

ОКР; (t2 – t3) – внедрение в производство; (t3 – t4) – рост; 
(t4 – t5) – зрелость; (t5 – t6) – насыщение; (t6 – t7) – частичная 

модернизация; (t7 – t8) – прекращение использования 
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Таблица 3. Оценка продолжительности отдельных этапов 
жизненного цикла некоторых видов техники (в годах) 

Наименова-
ние 

объекта 

Выработка 
проектных 
и услов-
ных ос-
новных 

специфи-
каций 

Конструи-
рование, 

изготовле-
ние испы-

тание 
опытного 
образца 

Рабочие 
чертежи на 
массовое 
производ-

ство и 
наладку 
оборудо-

вания 

Время 
производ-

ства до 
выпуска 
первых 

промыш-
ленных 

образцов 

Общая 
продол-
житель-
ность 

Танко-
десантный 
корабль 

0,5 0,7 0,9 0,8 2,9 

Минный 
тральщик 

0,8 0,8 0,8 0,8 3,2 

Безоткатное 
орудие 

0,3 1,7 1,0 1,3 4,3 

Средний 
танк 

0,13 2,3 0,5 1,1 4,2 

Эсминец 0,8 2,1 1,3 1,0 5,2 
Транспорт-
ный самолет 

0,5 2,4 0,5 1,8 5,2 

Бомбарди-
ровщик 

0,5 3,0 0,8 1,8 6,1 

Реактивный 
истребитель 

0,8 3,3 0,7 2,4 7,2 

Автоматиче-
ская теле-
фонная 
станция 

– – – – 6,0 

Спутник 
связи 

– – – – 5,0 

Реактивный 
двигатель 

– – – – 14,0 

Радар – – – – 10–13 
Магнитофон – 5 – 35 40 
Гирокомпас 13 – – 40 53 
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В настоящее время определился жизненный цикл совре-
менных сложных технических систем (СТС): НИР, аван-проект, 
эскизный проект, рабочий проект, испытания, серийное изго-
товление, эксплуатация. При этом, как установил чл.-корр. АН 
СССР Д.М. Гвишиани, для новых изделий и их разработки в 
США в среднем менее 2% выдвигаемых идей воплощаются в 
новую, пользующуюся спросом на рынке продукцию [22]. Тен-
денция отказа от идей или проектов по мере продвижения по 
стадиям процесса создания новой конструкции представлена на 
рис. 3. 

Поиску новых перспективных технологий особое значение 
придается в США. С этой целью Управление перспективных 
исследовательских программ национальной разведки США 
(IARPA) ищет новые способы выявления и приоритеты перспек-
тивных технологий по всему миру [8]. Разработана и осуществ-
ляется исследовательская программа FUSE (Foresight and Under 
Standing from Scientific Exposition –«Предвидение и понимание 
на научной основе») с участием ученых университетов, инсти-
тутов, компаний, по которой предполагается получить надеж-
ную и автоматизированную систему отбора и оценки техниче-
ской информации из открытых источников с тем, чтобы выбрать 
лучшие для глубокого изучения. Для российского оборонно-
промышленного комплекса необходим, как отмечено в статье 
[16], технологический рывок, который немыслим без научно 
обоснованного методического аппарата по выявлению новых 
передовых и зарождающихся технологий. 
                                                        
 Под системой понимается внутренне организованная на основе того 
или иного принципа целостность, в которой все элементы настолько 
тесно связаны друг с другом, что выступают по отношению к окру-
жающим условиям и другим системам как нечто единое (Спиркин А.Г. 
Основы философии. – М.: Политиздат, 1988. – 592 с. – С. 179). Созда-
ваемые и проектируемые в настоящее время системы характеризуются 
исключительной сложностью. Сложная система определяется большим 
числом элементов и выполняемых ими операций, высокой степенью связ-
ности элементов, сложностью алгоритмов выбора тех или иных управ-
ляющих воздействий и большими объемами перерабатываемой информа-
ции (Цвиркун А.Д. Структура сложных систем. – М.: Сов. радио, 1976. – 
200 с. – С.7). 
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Рис. 3. Жизнеспособность проектов новых изделий. (по резуль-
татам обследования 51 фирмы). Эволюция по стадиям: 1 – от-
бор идей; 2 – анализ конъюктуры; 3 – разработка проекта; 4 – 
испытания изделия; 5 – сбыт; 6 – одно удачное новое изделие 

В связи с важностью выявления перспективных технологий, 
а также учитывая то, что интервал времени от идеи до внедре-
ния для современных объектов техники сокращен (например, 
смена поколений компьютеров происходит за 1–3 года и менее), 
первостепенное значение приобретает фактор выявления новых 
прогрессивных технологий, которые обеспечат в будущем фир-
ме-разработчику успех и опережающее развитие.   

2. Характер развития современной техники  

Анализ сложных СТС с зарождающимися технологиями 
приводит к тому, что в начале своего развития они имеют низ-
кие характеристики, но по мере их совершенствования и ис-
пользования происходит существенное улучшение технического 
уровня (ТУ) СТС. 

На рис. 4. представлена динамика развития техники, осно-
ванной на старой технологии и новой [24, 25]. S-образная кривая 
отражает зависимость между затратами, связанными с улучше-
нием продукта или технологического процесса, и результатами, 
полученными от вложения средств. Успех возникает вначале 
медленно, затем набирает темп, ускоряется, но потом неизбежно 
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сходит на нет, технология приходит в упадок. Фирмам важно 
знать о технологическом пределе и вовремя перейти к новой 
технологии. «Технологический сдвиг» – это периоды перехода 
от одной технологии к качественно другой (или от одного про-
дукта к качественно другому, удовлетворяющему ту же потреб-
ность). С наступлением современного этапа научно-технической 
революции фирмы высокоразвитых стран вступили, по словам 
П. Дракера, в «век разрыва непрерывности»: растет частота тех-
нологических разрывов. Возникают новые условия конкурен-
ции. Последние десятилетия дают много примеров, когда тех-
нологические разрывы означали исчезновение не только от-
дельных видов продукции, но и целых отраслей и приводили к 
падению и даже банкротству одних корпораций и к взлету дру-
гих. Широко известна ситуация в электронной промышленности 
западных стран: здесь в середине 50-х годов, в начале эры со-
временной электроники, объем продаж электронных ламп со-
ставлял примерно 700 млн долл., продажи транзисторов были 
ничтожны – 7 млн. долл. Но за четверть века произошел переход 
к транзисторам и интегральным схемам [21]. В отрасли про-
изошла почти полная смена лидеров. Технологические разрывы 
– это сегодня одна из самых серьезных угроз, игнорировать ко-
торую не могут даже самые благополучные, процветающие 
фирмы западных стран.  

Ярким примером неучета новых развивающихся техноло-
гий является деятельность фирмы «Кодак», которая была осно-
вана Джорджем Истманом в 1888 г. и являлась лидером пленоч-
ной технологии фотосъемки. Первый цифровой фотоаппарат 
также был создан этой фирмой. Eastman Kodak – ведущим брен-
дом мировой фотоиндустрии. Однако впоследствии она утрати-
ла передовые позиции, вовремя не перешла на цифровую техни-
ку фотографирования и в настоящее время терпит банкротство, 
ее долг составляет 7 млрд. долл. [5]. 



 
Системный анализ 

 19 

 
Рис. 4. S-образные кривые замещения одной технологии другой 

В монографии [24] отмечено, что всегда бывает важным 
выбрать оптимальный момент начала работ (не слишком рано, 
не слишком поздно) по созданию продукции на основе новых 
технологий. Ведь лидер в какой-либо области всегда совершает 
большие ошибки и должен приложить больше усилий, чем те, 
кто следует за ним. За право быть первым в какой-либо области, 
иногда приходится платить слишком большую цену, особенно 
если работы были начаты слишком рано. Вот почему все ново-
введения следует патентовать, так как наличие патента дает 
право монопольного владения изобретением на определенный 
срок для компенсации финансовых затрат, а возможность ис-
пользования этого нововведения другими фирмами может быть 
осуществлена путем приобретения лицензии у фирмы-
патентообладателя. Опоздание с использованием новых техно-
логий может привести к утрате уже завоеванных (достигнутых) 
позиций на мировом рынке. Но чтобы добиться успеха и осво-
ить вовремя высококонкурентные технологии, необходимо нау-
читься определять моменты перехода на новые технологии. 

Можно привести пример из области новых высоких техно-
логий, в том числе и информационных. Так, в 1990-е годы, когда 
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стала создаваться глобальная навигационная система позицио-
нирования объектов GPS NAVSTAR, точность определения ме-
стоположения объектов была невелика (среднеквадратическое 
отклонение  составляло около 60 м). Поэтому возможно еще к 
этой системе не был проявлен интерес со стороны потенциаль-
ных потребителей, хотя она являлась всепогодной и круглосу-
точной. И только после ее ввода в 1995–1996 гг., когда была 
обеспечена точность, позволяющая определять координаты по-
ложения объекта в любой зоне Земли с точностью 8–13 м, спут-
никовая навигация стала широко использоваться в гражданской 
сфере и военных технологиях, в особенности для обеспечения 
навигации и высокоточного наведения оружия, например управ-
ляемых авиационных бомб, на цель (рис. 5) [15, 18]. Повышение 
точности наведения с  = 14 м до  = 3 м увеличивает вероят-
ность попадания в 4,5 раза. 

 
Рис. 5. Вероятность попадания УАБ Рn = F(а) в цель при круго-

вом рассеивании и нормальном законе распределения  

Поэтому решение проблемы выбора оптимального времени 
уже начатых работ по новым технологиям занимает важное ме-
сто в менеджменте организаций и предприятий. 

Одним из элементов системы управления качеством про-
дукции и повышения ее конкурентоспособности является так 
называемая базовая оценка, под которой подразумевается 
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«оценка процессов, продукции и всех признаков компонент на 
основе сопоставлений с лучшими мировыми достижениями, в 
том числе и в других отраслях» [13]. Чтобы сделать метод базо-
вых оценок более доступным для производителей, были созданы 
базы данных о наивысших достижениях. Например, фирма 
«Эрнст энд Янг» и Американский фонд качества провели иссле-
дования международных достижений в области качества. Было 
обследовано более  500 компаний из 4-х стран в автомобильной 
промышленности, банковской сфере, производства компьюте-
ров, а также в отраслях, обслуживающих здравоохранение.  

При этом был получены следующие результаты:  
–  сравнению с лучшими мировыми достижениями придается 

первостепенное значение (США и Япония около 30%, Канада – 
25%); 

–  на предварительную оценку проектов технико-
экономического обоснования планирования фирмами выделяет-
ся в среднем в США не менее 25% и Японии – до 40% от общих 
затрат. 

О характере развития СТС в области военных технологий 
можно судить на примере развития УАБ и беспилотных лета-
тельных аппаратов (БЛА) во второй половине XX в. Анализируя 
динамику развития зарубежных УАБ с лазерными и телевизи-
онными системами самонаведения по КТУ за почти 30-летний 
период можно отметить, что со временем путем вложения зна-
чительных ассигнований постепенно совершенствуется техно-
логия создания УАБ и наблюдается плавный, почти линейный 
характер возрастания технического совершенствования УАБ с 
1,0 до 1,35 (рис. 6) [18]. Это дает нам основание считать, что в 
соответствии с концепцией долгосрочного стратегического пла-
нирования развитие такого технического объекта, как УАБ, со-
ответствует верхнему участку S-образной кривой В «ре-
зультаты–затраты» или «эффективность–время» (рис. 3) [18]. 

Кривая А соответствует развитию обычных авиабомб (АБ) 
(рис. 3). Их развитие шло эволюционным путем (как за счет со-
вершенствования свойств АБ, так и прицельно-навигационного 
комплекса самолета-носителя) также с плавным увеличением 
значения ТУ. Появление УАБ в период 40-60-х годов, как пока-
зывают расчеты, отмечен скачкообразным возрастанием коэф-
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фициента ТУ до 2–3 [17], что можно объяснить за счет перехода 
со старой технологии на новую (кривая В) (рис. 4). 

 
Рис. 6. Зависимость коэффициента технического уровня КТУ 
УАБ калибра 500 кг в функции года окончания их разработки 

(КТУ базы сравнения принят за единицу) 

Полученные выводы подтверждаются данными о эффек-
тивности действия боевой авиации в различные исторические 
периоды [23]. Во вторую мировую войну для поражения одной 
цели размером 60×199 м (типа промышленного здания) было 
сброшено порядка 9000 бомб и было сделано около 1500 выле-
тов самолета типа В-17 (статистика по результатам бом-
бардировок Германии союзной авиацией). Во Вьетнаме истре-
битель-бомбардировщик В-4 «Фантом» для поражения одной 
цели делал 30 боевых вылетов, сбрасывая 176 неуправляемых 
бомб калибра 500 фунтов. В операции «Буря в пустыне» исполь-
зовались уже управляемые авиабомбы с лазерными и телевизи-
онными системами наведения. Самолет F-117 нес две 2000-
фунтовые бомбы с лазерной ГСН и в одном вылете уничтожал 
две цели. В последней иракской войне за одни вылет бомбарди-
ровщик В-2 нес 16 шт. 2000-фунтовых авиабомб и поражал од-
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новременно 16 целей. Эта наглядная демонстрация влияния тех-
нического прогресса на развитие оружия. 

Дальнейшее эволюционное развитие УАБ безусловно мож-
но связать с улучшением ТТХ УАБ (повышение точности наве-
дения, увеличение дальности применения, расширение условий 
боевого применения по режимам сброса, временным и погод-
ным условиям и т.д.), однако значительный прирост КТУ следует 
ожидать от использования революционизирующих технологий, 
например, интернет-технологий, т.е. необходимо устранить 
«технологический разрыв»1. Это использование высокоточных 
всепогодных систем управления и наведения (GPS/INS-
технология), тепловизионной системы наведения DAMASK и 
т.п., способных надежно функционировать в любых географиче-
ских и климатических условиях по широкому спектру целей 
(поверхностных/подповерхностных, в том числе подвижных) с 
осуществлением принципа «сбросил – забыл» и автоматической 
селекцией заданного класса целей, а также эффективных спе-
циализированных или универсальных боевых частей, аэродина-
мических схем, обеспечивающих маневренность и максималь-
ную дальность полета УАБ, новых конструктивных технологий, 
снижающих радиолокационную заметность и т.п. Рост эффек-
тивности боевого применения УАБ в составе ударного авиаци-
онного комплекса по мере их совершенствования представлен 
на рис. 7 [19].  

Как следует из рис. 6, вероятность поражения возросла с 
момента появления микроэлектроники в период с 1950 г. по 
1967 г. в 3,5 раза и в период с 1990 г. по 1995 г. на 2–5%. 

В диссертации [10] по комплексному коэффициенту качест-
ва КК были определены характер и тенденции развития крыла-
тых ракет или БЛА (рис. 8).  

Приведенные примеры позволяют сделать вывод о том, что 
используя данные ретроспективного анализа о ТУ объекта ис-
                                                        
1 «Технологический разрыв» – это период перехода от одной техноло-
гии к качественно другой (или от одного продукта к качественно дру-
гому, удовлетворяющему ту же потребность). Современный этап 
научно-технической революции характеризуется ростом частоты 
технологических разрывов. 
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следования, а также его прогнозные значения, можно выявлять 
перспективные технологии развития создаваемой техники. 

 
Рис. 7. Динамика потенциально достижимой 

вероятности поражения целей УАБ (Рпор) 

 
                                                                                               Годы 

Рис. 8. Изменение по времени комплексного коэффициента 
качества БЛА 
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3. Существующие методы определения момента 
перехода на новые технологии 

В монографии [18] был предложен метод оценки ТУ УАБ 
на основе весовых коэффициентов, который может быть также 
использован для определения тенденций развития различных 
СТС. 

Для оценки методом сравнения всех показателей предложен 
критерий ТУ (КТУ), который характеризует разрабатываемый 
образец по отношению к существующим аналогам (отечествен-
ным или зарубежным): 

(1) 






 n

i

n

i
n

i

iK
K

i

1

1
ТУ

)(

)(




 

где КТУ – критерий технического уровня;  (i) – функция, нор-
мирующая вес i-го относительного показателя, входящего в 
ранжированную последовательность;  n – общее число показа-
телей;  Кni – относительное значение i-го показателя, значимость 
которого определяется местом, занимаемым в ранжированной 
последовательности. 

Эти показатели применяются в двух модификациях:  
если повышению ТУ соответствует увеличение рассматри-

ваемого i-го показателя; например, увеличение дальности сброса 
КАБ (УАБ) (Dmax), то относительное значение i-го показателя 
определяется по формуле 

(2) ,i
i

i

o
n

з

К
К =

К
 

где Коi – величина i-го показателя разрабатываемого (сравни-
ваемого) образца;  Кзi – величина i-го показателя аналога, при-
нятого для сравнения; 

если повышению ТУ соответствует уменьшение рассматри-
ваемого показателя; например, при уменьшении КВО (ЕКВО), то 
относительное значение i-го показателя определяется по форму-
ле 
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(3) .i
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На основе данного метода был проведен ретроспективный 
анализ развития зарубежных УАБ и разработана аттестационная 
шкала (таблица 4) для оценки перспективности УАБ [18].  

Таблица 4. Аттестационная шкала перспективности УАБ 

Пределы изменения КТУ Прогнозная оценка изделия в целом  
1,05–1,065 Не перспективная УАБ 
1,07–1,13 Малоперспективная УАБ 

1,135–1,265 Перспективная УАБ 
1,27 и выше  Весьма перспективная УАБ 

 
Оценка технического уровня альтернативных образцов УАБ 

с использованием метода весовых коэффициентов осуществля-
лась при следующих оценочных показателях [18]: 

–  ЕКВО, м – круговое вероятное отклонение; 
–  mБЧ, кг – масса БЧ; 
–  mВВ, кг – масса ВВ БЧ; 
–  Dпр. max, км – максимальная дальность сброса УАБ; 
–  t = (1 – tупр. и нав./tб) – коэффициент автономности полета 

УАБ после ее сброса с учетом степени участия летчика-
оператора (tупр. и нав. – суммарное время управления и наведения 
УАБ на цель; tб – общее время полета УАБ после сброса); 

–  T = Tприм./24 – коэффициент круглосуточности примене-
ния УАБ (Tприм. – возможное время применения УАБ в течение 
суток, ч).;  

–  В = Вприм./100 – коэффициент всепогодности применения 
УАБ (Вприм. – суммарное время возможности применения (вы-
полнения задачи наведения) по условиям продолжительности 
при метеоусловиях (дождь, снег, туман, дымка) в % к дням го-
да).; 

–  Об = Обприм./100 – коэффициент применения УАБ по ус-
ловиям отсутствия облачности (Обприм. – суммарное время воз-
можности применения УАБ по условиям выполнения задачи 
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наведения при облачности в % к дням года). 
Для СТС с зарождающимися технологиями в начальный 

период развития t1 характерен низкий ТУ KТУ–1. Однако иссле-
дователь может ожидать в будущем развитие СТС, основанной 
на новой технологии. Тогда при проведении оценок по опреде-
лению ТУ следует использовать для описания СТС с новыми 
технологиями прогнозные значения ее основных характеристик 
и произвести сравнение t2. (рис. 3). В этом случае при рас-
смотрении СТС на основании данных по новой технологии сре-
ди остальных альтернативных решений возможно получение 
положительных решений. При таком подходе исключается от-
сеивание новых технологий ввиду их неготовности на началь-
ных стадиях разработки, как это было бы в случае сравнения 
СТС с имеющимися характеристиками в момент времени (t1). 

Известна также работа [11], в которой представлена модель 
оптимизации выпуска продукции на рынок, причем момент пе-
рехода определяется путем сравнения достигнутого уровня про-
дукции с мировым. На рис. 9 представлена динамика мирового 
уровня качества и уровня качества продукции конкретного 
предприятия. Мировой уровень качества (наивысшие достиже-
ния основных характеристик продукции, обеспечиваемый пере-
довыми фирмами) непрерывно растет, в то время как уровень 
качества продукции конкретного предприятия меняется скачко-
образно. Он заметно увеличивается при выпуске на рынок новой 
марки продукции, а затем остается постоянным вплоть до вы-
пуска следующей марки. В течение жизненного цикла очеред-
ной марки продукции ее уровень качества сначала заметно выше 
мирового, затем преимущество уменьшается, наконец, уровень 
качества оказывается ниже мирового, и через некоторое время 
марка снимается с производства. 
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Рис. 9. Сравнение динамики мирового уровня качества и уровня 

качества продукции конкретного предприятия 

4. Основные принципы и метод оценки 
технического уровня сложных технических 
систем с зарождающимися технологиями 

Предполагаем, что процесс развития исследуемых СТС яв-
ляется эволюционным. Так как в предлагаемом методе оценки 
ТУ СТС с применением теории прогнозирования используется 
S-образный вид развития технологий, то рассмотрим эту зави-
симость более подробно.  

Линейный и экспоненциальный рост функции, наблюдае-
мый на определенных этапах развития технологии, можно рас-
сматривать как аппроксимированные отрезки логистической 
кривой [2, 14]. На рис. 10 экспоненциальный характер имеет 
часть логистической кривой в интервале (t1 – t2), характеризую-
щем период зарождения и экспериментального опробования 
технологии, которая повышает производительность процесса 
изготовления продукции. Этот период, когда СТС имеет малый 
удельный вес среди других аналогичных СТС, называется ла-
тентным периодом. Линейный характер зависимости появляется 
на этапе (t2 – t3) наращивания выпуска продукции, изготовляе-
мой по новой технологии, который можно характеризовать как 
бурное развитие нового поколения СТС. Период насыщения со-
ответствует интервалу (t3 – t4), когда становится необходимым 
переход на принципиальную новую технологию. Время жизни 
поколения СТС составляет интервал времени (t4 – t1). 
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Время 

Рис. 10. Логистическая кривая роста производительности тех-
нологического процесса (П): –  старая технология;  

– –  новая технология, зарождающаяся при существующей 

Новую технологию разрабатывают не только после оконча-
тельного устаревания и отмирания прежних технологических 
методов. Иногда новая технология рождается еще при сущест-
вовании экономически жизнеспособной старой технологии 
(точка t2'). Определение момента замены технологических про-
цессов, а, следовательно, оборудования, оснастки и т.д., являет-
ся сложной задачей, решение которой возможно на базе всесто-
роннего анализа современного состояния и прогнозирования 
перспектив технологии и производства, исходя из характера 
развития рассматриваемого процесса. 

Функция, соответствующая логистической кривой (приме-
нительно к динамике производительности технологического 
процесса), имеет вид [26] 

(4) 
)exp(1

Π)(Π max

tuA
t


  

где Пmax – предельное значение производительности рассматри-
ваемой технологии;  u определяет темп роста производительно-
сти технологии, а поскольку  
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(5) A


1
П(0)

max , 

то А100% показывает – насколько процентов вырастет произ-
водительность рассматриваемой технологии по отношению к её 
начальному значению.  

Анализ логистической зависимости (4) показывает, что при 
A > 1 наибольшее значение темпа роста производительности 

достигается для момента времени 
u
At )ln(*  , откуда имеем со-

отношение 

(6) *
)ln(

t
Au   

Таким образом, для прогнозирования динамики развития 
новой технологии достаточно спрогнозировать числовые значе-
ния двух характеристик: 

максимальный уровень производительности новой техноло-
гии; 

время достижения максимального темпа роста новой техно-
логии. 

Используя затем соотношения (5)–(6), получаем прогноз-
ные значения параметров A, u прогнозной модели, а из равенст-
ва (4) и прогноз самой динамики развития производительности 
новой технологии.  

Для определения погрешности в прогнозных значениях 
П(t), зная порядок погрешностей прогнозных значений выше-
указанных двух характеристик, подсчитываем дисперсии про-
гнозных значений параметров A, u и дисперсии значений произ-
водительности для любой даты в будущем, используя формулы  
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где значения дисперсий σ2(t*), σ2(Пmax) определяются на основе 
экспертных оценок.  
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В частности, используя формулы (7), можно вычислять до-
верительные интервалы для параметров u, A и значений П(t) для 
любого заданного уровня доверия [6]. 

В случае, когда отсутствует возможность получить экс-
пертную оценку максимальной производительности новой тех-
нологии [12], можно оценить два параметра логистической кри-
вой по уже реализованной части роста производительности но-
вой технологии, используя метод наименьших квадратов [6]. 

Следует отметить, что логистическая кривая широко ис-
пользуется для описания и прогнозирования различных процес-
сов в природе [26]. 

Пример 1.  Пусть определены следующие значения:  

(8) ).2,0;5(),1,0;3,2(
)0(

*max NtN 

  

Имеем:  

(9) .02,0
П(0)
П(t),0024,0)( 22 tu 








   

Пример 2.  Рассмотрим пример развития новой технологии, 
связанной с ЛА. В 1990 г. точность наведения ЛА на объекты 
составляла Т = 60 м (1990 год возьмем за начало отсчета). Из-
вестно, что в 1995 г. точность составляла Т = 11 ± 2 м, а в 
2003 г. уже Т = 4 ± 1 м. Определим производительность новой 
технологии согласно равенству П =  100 – Т. Тогда  
П(0) = 100 – 60 = 40, П(5) = 89 ± 2, П(13) = 96 ± 1. Таким обра-
зом, в 2003 году с помощью новой технологии по существу бы-
ло достигнуто максимальное значение её производительности. 
Следовательно, для рассматриваемого примера имеем следую-
щие значения:  

 .4,11
П(0)

;4,2
40
96

П(0)
maxmax 





A  

Значение u находим из равенства  

,
)5exp(4,11

4,2225,2
)0(
)5(

u



  

откуда получаем u = 0,576. 
Следовательно, функция, соответствующая динамике про-

изводительности технологического процесса, имеет вид  
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(10) .
)576,0exp(4,11

4,2
)0(
)(

t
t





  

На рис. 11 представлен график функции (10), на оси абс-
цисс отложены годы (нулю соответствует 1990 г.), на оси орди-
нат отложено отношение 

)0(
)(


 t . 

 
                                                                                  Годы 

Рис. 11. Динамика производительности технологического 
процесса ЛА 

С учетом вышесказанного, общая схема метода оценки ТУ 
СТС, известная по статье [20], при оценке СТС с зарождающи-
мися технологиями будет изменена таким образом, как пред-
ставлено на рис. 12. Модифицированный метод оценки ТУ СТС, 
в числе которых имеются СТС, основанные на зарождающихся 
технологиях, содержит этап 6, на котором производится опреде-
ление прогнозных значений основных характеристик СТС с за-
рождающимися технологиями.  

Данный метод реализован в информационно-аналитической 
системе «Оценка и выбор» [17]. Следует заметить, что при 
оценке ТУ СТС принимается во внимание совокупность оце-
ночных показателей, при этом может получиться, что даже про-
грессивный характер одного из анализируемых параметров но-
вой технологии может не дать значительного прироста ТУ.  
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Рис. 12. Этапы решения задачи сравнительного анализа СТС с 

помощью ИАС «Оценка и выбор» 
5. Выводы 
1.  Анализ создания новых технологий показал, что разви-

тие современных СТС соответствует логистической кривой рос-

3. Определение для каждого единичного показателя функции 
ценности 

1. Формирование структуры оценочных показателей 
 

2. Определение весомости единичных и интегральных показате-
лей 

5. Выбор аналога из числа анализируемых альтернатив 

4. Отбор объектов исследования для сравнительного анализа 
 

7. Формирование матрицы «объекты исследования –единичные 
показатели» для данного интегрального показателя и определе-
ние рейтингов альтернатив для каждого интегрального  показа-

теля методом простого взвешивания 
 

8. Формирование матрицы «объекты исследования –
интегральные показатели» для всех интегральных показателей и 
определение итоговых рейтингов альтернатив методом простого 

взвешивания 
 

9. Определение коэффициента технического уровня объектов ис-
следования 

6. Определение прогнозных значений основных характери-
стик СТС с зарождающимися технологиями 
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та эффективности, при этом только около 2% выдвигаемых идей 
воплощается в новую продукцию, а период времени от зарожде-
ния до внедрения в среднем составляет около 15 лет в XX в., с 
тенденцией сокращения в XXI в. 

2.  Предложенный метод определения момента перехода 
при создании СТС со старой технологии на новую базируется на 
прогнозной экспертной оценке развития показателей СТС. 

3.  Разработанный алгоритм оценки смены технологий при 
создании СТС обоснован и апробирован. Внедрение данного 
метода будет способствовать созданию высокотехнологичной 
продукции. 
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DEVELOPMENT OF MODERN TECHNOLOGY AND 
METHOD TO ESTIMATE TECHNOLOGICAL LEVEL OF 
COMPLEX TECHNICAL SYSTEMS BASED ON 
ARISING TECHNOLOGIES 
Kryanev Alexander, National research nuclear university “MEPhI”, 
Moscow, Dr. of sciences, professor of chair “Applied mathematics” 
(avkryanev@mephi.ru). 
Semenov Serguey, Open Society “State research-and-production 
enterprise “Region”, Moscow, PhD, the head of  analysis and per-
spective researches group (gnppregion@sovintel.ru). 
We consider the problem of technological level estimation of complex 
technical systems, which are based on new arising technologies. We 
characterize the processes of contemporary technology development, 
survey known methods of choosing the moment of new technology adop-
tion, and explain motivation for new methods elaboration. We suggest 
the principle of forecasting basic characteristics of a new technology 
and introduce the novel method for technological level estimation of 
complex technical systems with arising technologies. 
Keywords: technological level, technological level factor, complex 
technical system, life cycle, arising new technology, forecasteeed val-
ues, rate of new technology growth, the moment of transition to new 
technology. 
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ПРОЕКЦИОННО-ИТЕРАЦИОННЫЕ ПРОЦЕДУРЫ 
ПРИБЛИЖЕННОГО ПОСТРОЕНИЯ ВЫНУЖДЕННЫХ 

КОЛЕБАНИЙ В НЕЛИНЕЙНЫХ СИСТЕМАХ 

Исмаилов И. Г.1 
(ФГБУН Институт проблем управления 

им. В.А. Трапезникова РАН, Москва) 
 
Приводятся результаты, относящиеся к проблемам при-
ближенного построения режимов функционирования 
сложных нелинейных систем и специальным численным 
процедурам. Исследуются некоторые аспекты теории 
итерационных и проекционных процедур в задачах при-
ближенного построения колебательных режимов в нели-
нейных системах, в частности в системах автоматиче-
ского регулирования. Предлагается процедура выбора на-
чального приближения итерационного метода, основанная 
на использовании априорной информации об отыскивае-
мом колебательном режиме. 
 
Ключевые слова: оптимальное управление, автоматическое 
регулирование, вынужденные колебания, приближенные ме-
тоды. 

1. Введение 

Итерационные и проекционные методы составляют два 
важнейших класса численных процедур, применяемых для по-
строения решений различных задач, возникающих в теории 
управления и оптимизации. Построение общей теории таких 
методов базируется на идеях и методах современного функ-

                                                             
1 Илхам Гусейнкулу оглы Исмаилов, кандидат физико-математи-
ческих наук, старший научный сотрудник (Москва, ул. Профсоюзная, 
д.65, тел. (495) 334-79-00, iig07@mail.ru). 
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ционального анализа, которые не только позволили существен-
но упростить взгляд на природу многих численных методов, но 
и привели к разработке принципиально новых вычислительных 
схем в проблемах современной теории управления. Одна из 
таких схем описана далее в задачах приближенного построения 
колебательных режимов в нелинейных системах. 

Многочисленная литература посвящена приближенному 
построению колебательных режимов в нелинейных системах 
(см., например, работы [1–18]). Особое место в числе прочих 
занимает метод гармонического баланса; он сводит прибли-
женное построение к решению конечной системы скалярных 
уравнений (в общем случае нелинейных). Решая эту систему, 
находят коэффициенты тригонометрических многочленов, яв-
ляющихся приближениями к отыскиваемому колебательному 
режиму. 

Для решения системы уравнений гармонического баланса 
часто применяют итерационные процедуры. Скорость сходимо-
сти таких процедур существенно зависит от выбора начального 
приближения. Мы показываем зависимость скорости сходимо-
сти проекционно-итерационной процедуры от выбора вспомо-
гательного аппроксимирующего подпространства малой раз-
мерности. Если отыскиваемый колебательный режим достаточ-
но хорошо аппроксимируется тригонометрическим многочле-
ном низкого порядка, то в качестве начального приближения 
следует брать решение, найденное методом гармонического 
баланса этого порядка. Информация о структуре колебания ис-
пользуется и для оценки погрешности метода гармонического 
баланса с большим числом гармоник. 

2. Постановка задачи 

Рассмотрим систему 

(1) ( , ).dx Ax f t x
dt

    

Здесь x = {x1, …, xN} – вектор евклидова пространства RN, 
A = {aij}, i, j = 1, …, N, – постоянная матрица;  f : R  RN  RN

 – 
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непрерывная по совокупности переменных, T-периодическая по 
t:  f (t + T, x) = f (t, x) вектор-функция f (t, x), удовлетворяющая 
условию Липшица 
(2) 1 2 1 2| ( , ) ( , ) | | |f t x f t x q x x     

(здесь и ниже через || обозначается евклидова норма в RN). 
Предположим, что система (1) имеет T-периодический ре-

жим (1) ( )( ) { ( ), , ( )}.Nx t x t x t     
В методе гармонического баланса приближения 

xn(t) = {xn,1(t), …, xn,N(t)} ищутся в виде тригонометрических по-
линомов 

(3) , 0, , ,
1

2π 2π( ) cos sin .
n

n s s k s k s
k

kt ktx t a a b
T T

    
 

  

Для отыскания коэффициентов ak,s, bk,s составляется равен-
ство 

(4) ( ) ( ) ( , ( )),n
n n n

dx t Ax t P f t x t
dt

   

где Png(t) – отрезок ряда Фурье T-периодической функции g(t), в 
котором удержаны гармоники до порядка n. Приравнивая коэф-
фициенты при одинаковых гармониках в левой и правой частях 
равенства (4), получаем систему (2n + 1) N уравнений 
(5) 0,1 ,1 1,1 ,1 0, , 1, ,( , , , , , , , , , , , , ) 0k n n N n N N n Na a b b a a b b        
с N(2n + 1) неизвестными. Уравнения (5) образуют систему 
уравнений гармонического баланса. Находя решения этой сис-
темы и подставляя их в (3), получаем компоненты приближения 
xn(t) к отыскиваемому периодическому режиму x*(t). Системы 
(4) и (5) эквиваленты. 

Систему (5) решают приближенно и в (3) подставляют най-
денные приближения. 

Метод последовательных приближений применяют непо-
средственно к системе (4). Предположим, что линейное уравне-
ние dx∕dt = Ax не имеет ненулевых T-периодических решений, а 
начальное приближение x0

n(t) – это тригонометрический поли-
ном с компонентами вида (3). Если приближение xk

n(t) уже по-
строено, то приближение xn

k+1(t) определяется из уравнения 
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1

1( ) ( ) ( , ( )), 0,1,
k

k kn
n n n

dx t A x t P f t x t k
dt


     

3. Теоремы сходимости 

Задача отыскания Т-периодических режимов системы (1) 
эквивалентна отысканию решений интегрального уравнения 

(6) 
0

( ) ( ; ) ( , ( )) .
T

x t H t s T f s x s ds    

Функция H(t; T) определена на всей оси, T-периодична и 
H(t; T) = (I – eTA)–1etA, 0  t < T.  

Уравнение (6) будем изучать в пространстве L2 вектор-
функций x(t), определенных на [0, T], измеримых и суммируе-
мых с квадратом. Норма и скалярное произведение в L2 опреде-
ляются равенствами 

 
1 2

2

0 0
|| || || ( ) || ; ( , ) ( ( ) ( )) .

T T
x x t dt x y x t y t dt

 
  
 
   

Положим 

 0
( ; ) ( ) ,

( ) ( , ( )).

T
x H t s T x s ds

x f t x t

 



H

f

 

Линейный оператор H  действует в L2 и ограничен, а опе-
ратор суперпозиции f действует в L2 и удовлетворяет условию 
Липшица 
(7) 

2 21 2 1 2|| ( ) ( ) || || || ,L Lx x q x x  f f  
где q – коэффициент из (2). Уравнение (6) можно записать в 
операторной форме: 
(8) 2( ), .x x x L H f   

В силу (7) оператор :H f  L2 → L2 удовлетворяет условию 
Липшица с константой || ||q H , где || ||H  – норма оператора :H  
L2 → L2. Если выполнено неравенство 
(9) || || 1,q H  
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то оператор H f : L2 → L2 удовлетворяет условиям принципа 
сжимающих отображений (см., например, работу [2]) и, следо-
вательно, уравнение (8) (а значит, и уравнение (6)) имеет един-
ственное решение x* = x*(t), являющееся T-периодическим ре-
шением системы (1). При этом последовательные приближения 
(10) 1 ( ), 0,1,k kx x k   H f  
сходятся к x* при любом начальном приближении x0 и 

 
2 20 0

( || ||)|| || || ( ) || .
1 || ||

k

k L L
qx x x x

q   


H
H

H
f  

При реализации метода (10) предварительно переходят от 
уравнения (8) к какой-либо его конечномерной аппроксимации, 
для отыскания решений которой и применяют метод последова-
тельных приближений. Построение конечномерного уравнения, 
аппроксимирующего уравнение (8), осуществляют либо при по-
мощи метода конечных элементов, либо заменяют интеграл ме-
ханическими квадратурами, используют метод коллокации и др. 
Ниже используется метод гармонического баланса. 

Пусть Hn – это (2n + 1) N-мерное подпространство про-
странства L2, базис в котором образуют элементы 

1 1 1 1 1
0 0 0 0 02π 2π 2π 2π, cos , sin , , cos , sin ,

0 0 0 0 0

0 0 0
0 0 02π, cos , si

t t nt nt
T T T T

t
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0 0
0 02π 2π 2πn , , cos , sin .t nt nt

T T T
N N

   
   
   
   
   
   


 

 

Пусть Pn: L2 → Hn – ортопроектор пространства L2 на Hn. 
Тогда приближения Xn(t) = {xn,1(t), …, xn,N(t)} к отыскиваемому 
периодическому режиму x*(t) системы (1), полученные методом 
гармонического баланса, совпадают с решениями рассматри-
ваемого на Hn операторного уравнения 



 
Управление большими системами. Выпуск 39 

 42 

(11) ( ).n n nx P x H f  
Поскольку ||Pn|| = 1, n = 1, 2, …, то при выполнении условия 

(9) оператор Pn :H f  Hn → Hn является сжимающим. Таким об-
разом, справедливо следующее утверждение: 

Теорема 1.  Пусть выполнено неравенство (9). Тогда по-
следовательные приближения 
(12) 1 ( ), 0,1,k k

n n nx P x k   H f  
сходятся к единственному решению ( )n nx x t   уравнения (11) и 

(13) 
2 2

0 0( || ||)|| || || ( ) || .
1 || ||

k
k

n n L n n n L
qx x x P x

q
   


H

H
H

f  

Аналоги теоремы 1 хорошо известны. Здесь она приведена 
для удобства читателя. 

Оценка (13) существенно зависит от начального приближе-
ния 0

nx : если норма невязки 0 0( )n n nx P x H f  велика, а число 
|| ||q H  близко к единице, то метод (12) может оказаться нереа-

лизуемым. Если имеется дополнительная информация о том, что 
отыскиваемый периодический режим достаточно хорошо ап-
проксимируется тригонометрическим многочленом малой сте-
пени m, то в качестве начального приближения целесообразно 
взять приближенное решение системы (1), построенное методом 
гармонического баланса с m гармониками. 

Теорема 2.  Пусть m < n, а x0 = x0(t) – решение рассматри-
ваемой в Hm системы 

(14) ( ) ( ) ( , ( )).m
dx t Ax t P f t x t

dt
   

Пусть для некоторого ε > 0 выполнена оценка 
(15) 

2
|| || .m Lx P x                             
Тогда 

(16) 
2

0|| ||
1 || ||Lx x

q


  
 H

 

и 

(17) 
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0 0 1 || |||| ( ) || .
1 || ||n L

qP x x
q
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Доказательство.  Установим вначале оценку (16). По-
скольку x0 = x0(t) – это решение системы (14), то 0 0( ).mx P x H f  

Но тогда в силу неравенств (7) и (15) 
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Сравнивая начало и конец этой цепочки соотношений, при-
ходим к оценке (16). 

Перейдем к доказательству оценки (17). В силу (16) 
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Поскольку m < n, а x0  Hm то Pnx0 = x0. Поэтому 
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Теорема доказана. 
Из теорем 1 и 2 вытекает 
Теорема 3.  Пусть выполнены неравенства (9) и (15).  
Пусть начальное приближение метода (12) – это решение 

x0 = x0(t) системы (14). Тогда 

 
2 2

( || ||) (1 || ||)|| || .
(1 || ||)

k
k

n n L
q qx x

q
 

 


H H
H

 

Теоремы 1 и 3, обосновывающие сходимость метода после-
довательных приближений построения решений уравнений гар-
монического баланса, не содержат оценок близости конструи-
руемых приближений xk

n к отыскиваемому T-периодическому 
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режиму x* = x*(t). Однако, если известна какая-либо оценка нор-
мы этого режима, то удается получить и оценки норм || ||k

nx x  . 
Пусть 1

2W  – пространство определенных на [0, T] абсолют-
но непрерывных функций x(t) со значениями в RN, производные 
которых суммируемы с квадратом. Пространство 1

2W  гильберто-
во; скалярное произведение и норма в нем определяются равен-
ствами: 

 

1
2

1
2

0 0
1 2

2 2

0 0

( , ) ( ( ), ( )) ( ( ), ( )) ;

|| || || ( ) || || ( ) || .

T T
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T T
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x y x t y t dt x t y t dt

x x t dt x t dt

  

 
  

 

 

 
 

Теорема 4.  Пусть верна оценка (9) и 
(18) 1

2
|| || .Wx    

Тогда 

(19) 
2

2

0 0

|| ||
2π(1 || ||)( 1)

( || ||) || ( ) || .
1 || ||

k
n L

k

n n n L

Tx x
q n

q x P x
q


   

 

 


H

H
H

H
f

 

Доказательство.  Докажем вначале два вспомогательных 
утверждения. 

Обозначим через 
1
2W  пространство определенных на [0, T] 

абсолютно непрерывных вектор-функций x(t) со значениями в 
RN, имеющих нулевые средние и производные, суммируемые с 
квадратом. Это пространство гильбертово; скалярное произве-
дение и норма в нем определяются равенствами: 

 
 1 1

2 2

1 2
2

0 0
( , ) ( ( ), ( )) , || || || ( ) || .

W W

T T
x y x t y t dt x x t dt

 
     

 
 

 
Пусть Pn – ортопроектор L2 на подпространство Hn. По-

скольку пространство 
1
2W  вложено в L2, то Pn можно рассматри-

вать и как оператор, действующий из 
1
2W  в Hn. Непосредствен-
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ная проверка показывает, что оператор Pn является ортопроек-
тором и в 

1
2W . 

Рассмотрим на шаре 1
2

|| ||
W

x    функционал 

2

21( ) || || .
2 n LF x x P x   

Лемма 1.  Пусть 1
2( ) { :|| | .| }B x xW     

Тогда справедливо равенство 

(20) 
2

( )

1sup ( ) .
8 ( 1)x B

TF x
n




 
   

 

Доказательство.  Естественное вложение пространства 
1
2W  

в L2 компактно, т.е. шар B() компактен в L2. Поэтому в силу 
теоремы Вейерштрасса функционал F достигает на шаре B() 
своего максимума в некоторой точке x*. Покажем, что Pnxn = 0.  

Действительно, если Pnxn ≠ 0, то 

 

  

1 1
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1 1 1
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P x I P x I P x

  

  

   

    
 

Поэтому при некотором  > 1 точка y* = (I – Pn)x* лежит в 
шаре B() и, следовательно, F(y*)  F(x*); с другой стороны, 
F(y*) = 2F((I – P)x*) = 2F(x*) > F(x*). 
Полученное противоречие показывает, что  
(21) Pn x* = 0. 
В силу теоремы Люстерника [1] в точке максимума x* при неко-
тором  выполнено равенство 
(22) 2( ) ;F x x    
здесь через F обозначен градиент функционала F на простран-
стве 

1
2W , причем 

(23) 0

0 0

( ) ( )( ( ) ( ))

1 ( )( ( ) ( )) .

t

n

T t

n

F x t s P x s x s ds

t s P x s x s ds dt
T
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Из (21), (22) и (23) вытекает равенство 

 2

0 0 0

1( ) ( ) ( ) ( ).
t T t

t s x s ds t s x ds dt x t
T

          

Следовательно, функция x*(s) является нетривиальным ре-
шением двухточечной краевой задачи x" = –1/µ2x,  

(0) ( ) 0x x T   , удовлетворяющим условию (21). Такие решения 
имеют вид xk(t) = a cos 2kt/T, где a  RN, a  0, k  N, k > n.  
Непосредственный подсчет показывает, что максимум функ-
ционала F достигается при 1k n  , | | 2 ( 1)a T n     и 
равен 1/8(T /(n + 1))2. Лемма доказана. 

Лемма 2.  Пусть выполнены неравенство (9) и оценка (18). 
Тогда 

(24) 
2

|| || .
2 (1 || ||)( 1)n L

Tx x
q n
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Доказательство.  Поскольку ( )x x  H f  и ( )n n nx P x  H f , 
то 
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Сравнивая начало и конец цепочки соотношений (24), получаем 

(25) 2
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Но в силу оценки (18) и равенства (20) 

(26) 
2 2

( )
|| || sup || || .

2 ( 1)n L n L
x B

Tx P x x P x
n


 


   


  

Из (25) и (26) вытекает неравенство (24). Лемма доказана. 
Перейдем к доказательству теоремы 4. В силу неравенства 

треугольника 

 2 2 2
|| || || || || || .k k

n L n L n n Lx x x x x x 
     

 
Для первого слагаемого в правой части верна оценка (24), а 

для второго – оценка (13). Но тогда справедлива оценка (19). 
Теорема доказана. 
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Аналогично теореме 4 доказывается 
Теорема 5.  Пусть выполнены неравенства (9), (15) и (18). 

Пусть начальное приближение метода (12) является решением 
системы (14). Тогда 

 
2 2

( || ||) (1 || ||)|| || .
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q n q
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4. Колебания в системах автоматического 
регулирования 

Пусть динамика системы W автоматического регулирования 
описывается дифференциальным уравнением L(p)y = M(p)g(t, y). 

Здесь, как обычно, 

 1
1 1

1
0 1

,

( ) ,

( )

l l

m m
m

dp
dt

L p p a p a

M p b p b p b







   

   





 

и l > m. Предполагается, что нелинейность g(t, y) непрерывна по 
совокупности переменных, T-периодична по t и удовлетворяет 
условию Липшица по y: 
(27) 1 2 1 2|| ( , ) ( , ) || || || .g t y g t y q y y     

Предположим, что многочлен L(p) не имеет корней вида 

 
2 , 0, 1,k i k

T


     

Тогда задача отыскания T-периодических режимов системы W 
эквивалентна отысканию решений интегрального уравнения 

(28) 
0

( ) ( ; ) ( , ( )) ,
T

y t h t s T g s y s ds   

где h(t; T) – импульсно-частотная характеристика линейного 
звена с передаточной функцией W(p) = M(p)/L(p). Импульсно-
частотная характеристика h(t;T) определена на всей оси, T-
периодична и h(t, T) = ((I – eTA)–1etA, c), 0  t < T, где 
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Уравнение (28) будем изучать в пространстве L2. 
Пусть Hn – подпространство пространства L2, базис в кото-

ром образуют функции 
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T T T T
   

  

а Pn – ортопроектор из L2 на Hn. Далее, пусть 
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Линейный оператор 2 2: L Lh  вполне непрерывен, причем  

 
0,1,2,

0,1,2, ,

2|| || max ,

2|| || max .

k

n n k n

k iW
T

n iP W
T





 

 

    
 

    
 

h

h

 

Предположим, что система W имеет T-периодический ре-
жим y* = y*(t).  

Построение приближений ny  к режиму y* методом гармо-
нического баланса эквивалентно отысканию решений оператор-
ного уравнения 
(29) ( ), ,n n n n ny P y y H hg  
где g  – оператор суперпозиции: ( ) ( , ( )).y p t y tg  

Аналогом теоремы 1 является 
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Теорема 6.  Пусть выполнено неравенство 
(30) 1,n q   
где q – коэффициент из (27). Тогда уравнение (29) имеет един-
ственное решение 
 ( ),n ny y t   
а последовательные приближения 
(31) 1 ( ), 0,1,k k

n n ny P y k   hg  
сходятся к ny  при любом начальном приближении 0

ny , причем 
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k
k n

n n L n n n L
n

qy y P y y
q

   


hg  

Если известна оценка нормы разности y* – Pmy*, то послед-
нюю оценку можно уточнить. 

Теорема 7.  Пусть m < n и выполнено неравенство (30). 
Пусть начальное приближение y0

n в методе (31) является реше-
нием в Hm уравнения 
(32) ( ) ( ) ( ) ( , ( )).mL p y t M p P g t y t  

Пусть 
(33) 

2
|| || .m Ly P y     
Тогда 
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k
k n n

n n
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q qy y
q q

 
 

 
 

Следующие два утверждения – аналоги теорем 4 и 5 – дают 
оценки уклонения последовательных приближений (31) от коле-
бания y* = y*(t).  

Теорема 8.  Пусть верны оценки (30) и 
(34) 1

2
|| || .Wy    

Тогда 

 
2

0 0( )|| || || ( ) || .
2 (1 )( 1) 1

k
k n
n n n n L

n n

qTy y P y y
q n q


      

  
hg  

Теорема 9.  Пусть m < n и выполнены неравенства (30), 
(33), (34). Пусть начальное приближение y0

n в методе (31) при-
надлежит Hm и является решением уравнения (32). Тогда 
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Смысл основных теорем 5, 9 состоит в том, что в качестве 
начального приближения итерационного метода (12), (31) бе-
рется решение, полученное методом гармонического баланса. 
Тогда скорость сходимости итерационного метода будет удов-
летворять приведенным оценкам.  

5. Заключение 

Полученные результаты не только показывают качествен-
ную зависимость сходимости приближенного метода от  выбора 
начального приближения, но и дают количественные оценки 
скорости этой сходимости. Кроме того, нами предложены на-
правления исследования метода гармонического баланса, яв-
ляющегося наиболее эффективным и практически применимым 
средством решения задач о вынужденных колебаниях. 
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ВАРИАЦИОННЫЕ МЕТОДЫ ИДЕНТИФИКАЦИИ
ЛИНЕЙНЫХ ДИНАМИЧЕСКИХ СИСТЕМ И

ПРОБЛЕМА ЛОКАЛЬНЫХ ЭКСТРЕМУМОВ1

Ломов А. А.2

(ФГБУН Институт математики им. С. Л. Соболева Сибирского
отделения РАН, Новосибирский государственный университет,

Новосибирск)

Рассмотрена проблема большого числа локальных экстремумов,
возникающих при использовании «прямых» методов идентифи-
кации параметров линейных динамических систем по конеч-
ным выборкам наблюдений. Определен новый класс вариацион-
ных («непрямых») оценок параметров через свойство проектив-
ности слагаемых ядра целевой функции. Построены вариацион-
ные целевые функции с числом локальных экстремумов не больше
числа элементов в матрицах системы. Получены условия состо-
ятельности вариационных оценок в пределе большого числа на-
блюдений независимых траекторий конечной длины.

Ключевые слова: идентификация параметров, разностные урав-
нения, динамические системы.

1. Введение

Вычислительная сложность метода идентификации в значи-
тельной степени определяется экстремальными свойствами це-
левой функции. Известно, что при идентификации по конечным
выборкам «прямыми» методами число экстремумов может быть

1 Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (грант № 10-
01-00035) и при поддержке Сибирского отделения Российской акаде-
мии наук (междисциплинарный проект № 80).

2 Андрей Александрович Ломов, кандидат физико-математических
наук, доцент (lomov@math.nsc.ru).
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значительным и даже расти с ростом объема выборки наблю-
дений [26]. Поэтому заслуживают внимания методы идентифи-
кации, целевые функции у которых обладают «хорошими» экс-
тремальными свойствами, возможно, за счет увеличения объе-
ма вычислений. В статье определен новый класс вариационных
(«непрямых») методов, интересный тем, что для ряда типичных
представителей этого класса удается доказать конечность числа
критических точек целевой функции независимо от объема вы-
борки наблюдений.

Опишем структуру статьи. Во введении описываются иссле-
дуемые системы, даются основные понятия и обозначения. За-
тем формулируется проблема большого числа локальных экстре-
мумов при идентификации «прямыми» методами по выборкам
конечного объема. Решение проблемы может быть найдено при
переходе к вариационной постановке задачи идентификации. В
разделе 2 определяется новый класс «непрямых» (вариационных)
оценок параметров через свойство проективности слагаемых яд-
ра целевой функции. Показано, что в этот класс входят как из-
вестные в литературе оценки (ОР [42, 48], ОРМ [31], ВИ [9, 10],
TLS [39], GTLS [49], STLS [45]), так и ряд новых предложенных
в статье оценок — в частности, многомерные ОРМ и ОРС. Далее
изучаются свойства вариационных оценок (раздел 3). Установ-
лено, что многие задачи идентификации состоятельно решаются
вариационными методами с целевыми функциями, число экстре-
мумов которых не превосходит числа элементов в матричных ко-
эффициентах уравнения системы независимо от объема L , N
выборки измерений. В этом смысле вариационные постановки
задач идентификации обладают «регуляризующим», «сглаживаю-
щим» эффектом, и поэтому могут рассматриваться как средство
для решения проблемы большого числа локальных экстремумов.

54



Математическая теория управления

1.1. ИССЛЕДУЕМЫЕ СИСТЕМЫ, ОЦЕНКИ ПАРАМЕТРОВ,
ОБОЗНАЧЕНИЯ
Будем рассматривать линейные динамические системы

αpy[k + p] + . . . + α0y[k] = βpu[k + p] + . . . + β0u[k],(1)

k ∈ 1, N − p, N > p + 1.

Здесь αi = αi,θ ∈ Rr×r , βi = βi,θ ∈ Rr×m — матричные ко-
эффициенты, которые зависят от параметра θ ∈ Θ , множество
Θ ⊆ Rv открытое. Параметр θ фиксирован и подлежит иденти-
фикации по множеству наблюдений

{y̌[1], ǔ[1], . . . , y̌[N ], ǔ[N ]} ,

y̌[k] = y[k] + εy[k], ǔ[k] = u[k] + εu[k],

где y[k] ∈ Rr , u[k] ∈ Rm — переменные выхода, входа,
εy[k] ∈ Rr , εu[k] ∈ Rm — измерительные возмущения. Суще-
ственно, что старший матричный коэффициент αp может быть
вырожденным; тогда уравнение (1) описывает широкий класс
многомерных (MIMO) систем с обратными связями и запазды-
ваниями.

Определим вектор процесса

z
.= (z[1]; . . . ; z[N ]) ∈ RN(r+m), z[k] .=

(
y[k]
u[k]

)
∈ Rr+m,

и вектор возмущений

ε
.= (ε[1]; . . . ; ε[N ]) ∈ RN(r+m), ε[k] .=

(
εy [k]
εu[k]

)
∈ Rr+m.

Здесь и далее, следуя [34], запятыми (∗, . . . , ∗) обозначаем
вектор-строку, а точками с запятой (∗; . . . ; ∗) — вектор-столбец.
Аналогичные обозначения используются для клеточных матриц:
(A,B) .=

(
A B

)
, (A;B) .=

(
A
B

)
.

Пусть z(i) ∈ RN(r+m) , i ∈ 1, L , — некоторый «полный»
с точки зрения идентификации набор процессов в системе, ε(i)
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— случайные возмущения, ограниченные «естественными» пред-
положениями о распределении (точные определения даны ниже).
Нас будут интересовать следующие свойства оценки как функции
наблюдений:

1. Единственность (по смыслу это свойство лучше назвать
точность, или состоятельность в детерминированном смысле):

θ̂(z(1), . . . , z(L)) = θ.

2. Устойчивость:

θ̂(z(1) + ε(1), . . . , z(L) + ε(L)) →
‖ε(i)‖→0,

i∈1,L

θ.

3. Состоятельность (в статистическом смысле):

θ̂(z(1) + ε(1), . . . , z(L) + ε(L)) →
L→∞

θ.

Если число процессов L ограничено, то состоятельность рас-
сматривается в предельном случае больших длин процессов N :

θ̂(z + ε) →
N→∞

θ, z + ε =

(
z[1]+ε[1]

...
z[N ]+ε[N ]

)
.

Последнее предполагает, что система не изменяет своих парамет-
ров в течение длительного отрезка времени Nh , где h — время
дискретизации.

В общем случае оценки θ̂(ž(1), . . . , ž(L)) вычисляются не по
явным формулам, а минимизацией той или иной целевой функ-
ции, зависящей от наблюдений ž(i) . Под методом идентифика-
ции будем понимать целевую функцию вместе с вычислительным
алгоритмом минимизации.

1.2. ПРЯМЫЕ МЕТОДЫ ИДЕНТИФИКАЦИИ И ПРОБЛЕМА
ЛОКАЛЬНЫХ ЭКСТРЕМУМОВ
С вычислительной точки зрения важны экстремальные свой-

ства целевой функции — в частности, число критических точек
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в зависимости от множества наблюдений. Этим в значительной
степени определяется устойчивость алгоритмов идентификации.

В статье рассмотрим экстремальные свойства двух больших
групп методов идентификации во временной области:

• «прямые» [28, раздел 5.3] (или «наивные» [38], «разомкну-
тые» [24]);

• «непрямые» (или «замкнутые» [24], «вариационные» [10]).

По-видимому, первым, кто попытался выделить эти две группы,
был К.Б. Норкин [24], затем А.О. Егоршин [9] и Л. Глезер [38].
Данные ими определения были скорее интуитивными, мотиви-
рованными желанием найти «наиболее правильные»3 постанов-
ки задач идентификации. Методы первой группы («прямые») в
вычислительном отношении более просты, но с ними связан ряд
проблем, описанных ниже. Этим вызвано внимание к более слож-
ным «непрямым» методам.

В статье далее делается попытка уточнить смысл понятия
«правильной постановки» задачи идентификации с точки зрения
экстремальных свойств целевых функций. В рамках этой про-
граммы предлагается (по-видимому, впервые) точное определе-
ние для второй группы («непрямых») методов, и на основании
исследования экстремальных свойств устанавливаются частные
случаи, в которых «непрямые» методы имеют преимущества по
сравнению с методами первой группы.

Кратко опишем особенности «прямых» методов. Для этой
группы, насколько известно, точного определения пока не дано.
Имеется следующее описание, данное А. А. Красовским [28, раз-
дел 5.3]: «Прямыми методами параметрической идентификации»
называются те, в которых «неизвестные параметры ... модели
определяются на основе того или иного способа (обычно при-
ближенного) решения системы уравнений, получающихся путем
[прямой] подстановки (выделено мной — А. Л.) в оператор мо-
дели последовательности значений входных и выходных величин

3 Приблизительная формулировка.
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реального объекта». Согласно этому нестрогому определению, к
«прямым» относятся методы, основанные на минимизации нор-
мы «ошибки прогноза» (PEM, «prediction error methods») и их
многочисленные модификации, включающие в себя рекуррент-
ные методы наименьших квадратов по невязке уравнения и их
варианты типа алгоритмов стохастической аппроксимации и ал-
горитмов Качмажа [11, 23, 25, 29, 28, 35, 52], а также методы
типа инструментальных переменных [51, глава 8]. Прямые ме-
тоды идентификации повсеместно употребляются при решении
задач адаптивного управления [1, 32]. Для линейных моделей со
структурой общего вида

(2) A(s)y̌[k] =
B(s)
F (s)

ǔ[k] +
C(s)
D(s)

ε[k]

(где s — оператор сдвига, и y̌ , ǔ — наблюдаемые перемен-
ные) целевые функции прямых методов строятся исходя из нор-
мы оценки невязки уравнения C(s)

D(s)ε[k] или ошибки прогноза
C(s)

A(s)D(s)ε[k] [23].
Заметим, что идея прямой подстановки измерений в урав-

нение системы восходит к ставшим уже классическими работам
А.Н. Колмогорова [12] и Н. Винера [54]. В этой связи уместно
назвать и работу К. Гаусса по методу наименьших квадратов [5].

В применении к идентификации динамических систем пря-
мые методы при сравнительной простоте вычислительных алго-
ритмов имеют ограничения: 1) система должна быть управляе-
мой; 2) длина N интервала наблюдения должна быть большой
в сравнении с длительностью переходных процессов в системе
[35].

Кроме того, И. И. Перельманом было показано [26], что для
прямых методов при конечных N существует проблема боль-
шого числа локальных экстремумов целевой функции. Наличие
локальных экстремумов отмечалось также в [33, 50]. Приведем
простейший пример [26]:

y[k] = ay[k − 1] + u[k], y̌[k] = y[k] + ε[k], ǔ[k] = u[k].
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Уравнение для ошибки прогноза имеет вид

ε[k] = y̌[k]− ǔ[k]− ay̌[k − 1] + aε[k − 1] .=
.= ω̌[k] + aε[k − 1],

где ω̌[k] — измерения. Принимая в качестве целевой функции
квадрат нормы ошибки прогноза на конце траектории, получаем

ε2[N ] =
(
aN−1ε[1] + aN−2ω̌[1] + . . . + ω̌[N ]

)2 .= J(a).

Локальные экстремумы определяются из уравнения ∂J
∂a = 0 , ко-

торое может иметь до (2N − 3) действительных корней. Оче-
видно, число корней растет с ростом N , и все они должны рас-
сматриваться как претенденты на точки глобального минимума.
Этот факт, как пишет И. И. Перельман, «приводит к обоснован-
ным сомнениям относительно практической разрешимости» по-
ставленной простейшей задачи идентификации. Трудности толь-
ко усугубляются, если рассмотреть системы с контурами обрат-
ной связи, т. е. системы с несколькими уравнениями.

В пределе N →∞ вероятность большого числа экстремаль-
ных точек стремится к нулю [3]. Однако этот факт не снимает от-
меченных трудностей идентификации «прямыми» методами по
конечному множеству наблюдений.

2. Вариационные (непрямые) оценки

Решение проблемы локальных экстремумов может быть най-
дено при переходе к вариационной постановке задачи идентифи-
кации. В одном частном случае это было показано М. Левиным
[42] и М. Аоки, П. Ю [31], которые рассматривали системы (1)
из одного уравнения ( r = 1 ) с простой параметризацией. Для
идентификации параметров они применяли метод ортогональ-
ной регрессии [48], целевая функция которого имеет вид отно-
шения квадратичных форм (22), и как следствие, число экстре-
мумов ограничивается сверху размерностью вектора параметров
(см. раздел 2.1).
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Термины «вариационный метод», «вариационная постановка
задачи идентификации» были предложены А.О. Егоршиным [10],
который сконструировал один из наиболее эффективных с точки
зрения приложений «замкнутый» метод идентификции [9]. Пояс-
ним примером. Пусть дано наблюдение ž ∈ RN(r+m) . Оценка
вектора параметров системы (1) может быть получена миними-
зацией по θ функции
(3) J(θ) = J(θ, ž) = ‖ž − zopt(θ)‖2,
где zopt(θ) — проекция вектора ž на множество всех про-
цессов системы (1). Величина J(θ) играет роль квадрата рас-
стояния от «точки» ž до множества процессов (1). Функция
θ̂(ž) = arg minθ J(θ, ž) является примером вариационной (непря-
мой) оценки. Эффективные алгоритмы ее вычисления были пред-
ложены в [9, 10].

В этом разделе определим новый класс «вариационных»4

оценок. Он будет включать в себя большинство известных в лите-
ратуре непрямых оценок: оценки ортогональной регрессии [48],
модифицированные оценки М. Аоки, П. Ю [31], оценки по мето-
ду вариационной идентификации А.О. Егоршина [9, 10], оценки
по модифицированному методу Прони [37, 47], оценки STLS [45]
и ряд других, в том числе новых оценок. Общим свойством для
всего класса будет независимость следа матрицы ядра целевой
функции от оцениваемого параметра. В частности, это свойство
позволяет доказывать состоятельность в пределе L → ∞ по од-
ной и той же схеме, предложенной в [15]. Одним из полезных
побочных результатов будет также описание различных предста-
вителей класса вариационных методов в единых обозначениях
(см. разделы 2.1–2.5).

Перейдем к определениям. Введем матричную запись урав-

4 Название не является устоявшимся.
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нения (1):

Gθz = 0,(4)

Gθ =


γ0 γ1 . . . γp 0

γ0 γ1 . . . γp

. . . . . . . . .
0 γ0 γ1 . . . γp


∈ R(N−p)r×N(r+m),

γi
.= γi,θ = (αi,θ,−βi,θ) ∈ Rr×(r+m).

Тогда zopt(θ) = (I −Πθ) ž , где Πθ
.= G>

θ

(
GθG

>
θ

)−1
Gθ есть

матрица проектора ( Π2
θ = Πθ ) на ортогональное дополнение к

линейному многообразию решений системы (1). С учетом этого
обозначения целевая функция (3) принимает вид
(5) J(θ) = ž>Πθž.

Матрицу Πθ будем называть ядром целевой функции J(θ) .
Пусть θ∗ — некоторое неизвестное «истинное» значение па-

раметра системы (1).
Определение 1. Вариационной оценкой θ̂ параметра θ∗

по наблюдению ž = z∗ + ε , где z∗ — истинный процесс, ε
— возмущение, называем результат минимизации квадратичной
целевой функции

J(θ, ž) .= ž> (Π1,θ + . . . + ΠM,θ) ž,(6)

θ̂ = θ̂(ž) = arg min
θ

J(θ, ž),(7)

где все матрицы Πj = Πj,θ > 0 являются неотрицательно опре-
деленными, симметричными, проективными ( Π2

j = Πj ) и таки-
ми, что верно соотношение (Gθ∗z = 0) ⇒ (Πj,θ∗z = 0) . Целе-
вую функцию J(θ, ž) (6) также называем вариационной.

Можно сказать, что целевые функции, ядра которых есть
сумма проекторов, являются вариационными (или проективны-
ми).

Приведем еще ряд определений, расширяющих понятие ва-
риационной оценки. Пусть возмущения ε(1), . . . , ε(L) ∈ RN(r+m)
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являются независимыми одинаково распределенными случайны-
ми векторами с нулевыми математическими ожиданиями и ска-
лярной матрицей вторых моментов:
(8) M ε(i) = 0, M ε(i)ε

>
(i) = σ2I.

Тогда имеет смысл следующее определение.
Определение 2. Вариационной оценкой θ̂L параметра θ∗

по множеству наблюдений
{
ž(i) = z∗(i) + ε(i), i ∈ 1, L

}
, где

z∗(i) — истинные процессы, ε(i) — возмущения (8), называем ре-
зультат минимизации квадратичной целевой функции

(9) JL(θ, ž(1), . . . , ž(L))
.= L−1

L∑
i=1

ž>(i) (Π1,θ + . . . + ΠM,θ) ž(i),

(10) θ̂L = θ̂(ž(1), . . . , ž(L)) = arg min
θ

JL(θ, ž(1), . . . , ž(L)),

где все матрицы Πj = Πj,θ > 0 являются неотрицательно опре-
деленными, симметричными, проективными ( Π2

j = Πj ) и таки-
ми, что верно соотношение (Gθ∗z = 0) ⇒ (Πj,θ∗z = 0) .

Пусть теперь возмущения ε(1), . . . , ε(L) ∈ RN(r+m) являют-
ся независимыми одинаково распределенными случайными век-
торами со свойствами
(11) M ε(i) = 0, M ε(i)ε

>
(i) = ΣΣ>,

где Σ ∈ RN(r+m)×n — матрица с линейно независимыми столб-
цами.

Определение 3. Вариационной оценкой θ̂L параметра θ∗
по множеству наблюдений

{
ž(i) = z∗(i) + ε(i), i ∈ 1, L

}
, где

z∗(i) — истинные процессы, ε(i) — возмущения (11), называем
результат минимизации целевой функции

(12) JΣ,L(θ, ž(1), . . . , ž(L))
.=

.= L−1
L∑

i=1

ž>(i) (W1,θ + . . . + WM,θ) ž(i),

(13) θ̂L = θ̂(ž(1), . . . , ž(L)) = arg min
θ

JΣ,L(θ, ž(1), . . . , ž(L)),

где все матрицы Wj,θ > 0 неотрицательно определены, сим-
метричны и таковы, что верно соотношение (Gθ∗z = 0) ⇒
(Wj,θ∗z = 0) , а произведения Σ>WjΣ = Πj являются проек-
тивными матрицами со свойством Π2

j = Πj .
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В следующем заключительном (наиболее общем) определе-
нии уже не будем опираться на проективность матриц, а возьмем
за основу более общее свойство независимости следа матрицы
от оцениваемого параметра. Полученные таким образом оценки
уже не обязательно имеют ядро целевой функции в виде суммы
проекторов, но доказательство их состоятельности осуществля-
ется по той же схеме, что и для оценок из определений 2–3 (для
оценок с целевой функцией (9) см. в [15]).

Определение 4. Обобщенной вариационной оцен-

кой θ̂L параметра θ∗ по множеству наблюдений{
ž(i) = z∗(i) + ε(i), i ∈ 1, L

}
, где z∗(i) — истинные процес-

сы, ε(i) — возмущения (11), называем результат минимизации
целевой функции

JΣ,L(θ, ž(1), . . . , ž(L))
.= L−1

L∑
i=1

ž>(i)Uθž(i),

θ̂L = θ̂(ž(1), . . . , ž(L)) = arg min
θ

JΣ,L(θ, ž(1), . . . , ž(L)),

где матрица Uθ > 0 неотрицательно определена, симметрична
и такова, что верно соотношение (Gθ∗z = 0) ⇒ (Uθ∗z = 0) , а
след произведения Σ>UθΣ не зависит от θ :

SpΣ>UθΣ ≡ const(θ).

В итоге, определяющим свойством для введенного в этом
разделе класса вариационных оценок является независимость
следа матрицы ядра целевой функции от оцениваемого парамет-
ра. Заметим, что все известные нам примеры вариационных оце-
нок ограничены оценками из определений 2–3, т. е. с проектив-
ными ядрами.

Определения 2 и 3 по существу не вносят новых идей в поня-
тие вариационной оценки по сравнению с определением 1. Что-
бы продемонстрировать конструктивность данных определений,
покажем, что ряд известных в литературе оценок являются част-
ными случаями вариационных из определения 1 ( L = 1 ), а также
построим новые оценки.
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Введем обозначения. Из матриц γi ∈ Rr×(r+m) (4) составим
матрицу
(14) γθ

.=
(
γ0 γ1 . . . γp

)
∈ Rr×(r+m)(p+1).

Пусть vect γ — вектор, полученный последовательным выстра-
иванием транспонированных строк матрицы γ . Будем предпо-
лагать, что матрица γθ (14) зависит от вектора параметров θ
аффинным образом:
(15) vect γθ = d + Dθ

.= Dϑ,

где матрица D ∈ Rr(r+m)(p+1)×v и вектор d ∈ Rr(r+m)(p+1) за-
даны, столбцы составной матрицы D

.= (d, D) линейно незави-
симы, ϑ

.=
(

1
θ

)
.

Система уравнений (4) всегда может быть записана в виде
(16) Gθz ≡ V vect γθ ≡ V Dϑ = 0,

где знак «≡ » обозначает равенство для всех z ∈ RN(r+m) ,
V = V (z) — клеточно-ганкелевая матрица из элементов векто-
ра z :

(17) V (z) .=

 Ir ⊗ v>(1)
...

Ir ⊗ v>(N−p)

 , v>(i)
.=
(
z[i]> . . . z[i + p]>

)
.

Символ ⊗ обозначает кронекерово произведение матриц, Ir —
единичная матрица r × r .

Дополнительно предположим:
(А) для всех θ ∈ Θ каноническая форма многочленной мат-

рицы
γθ(s)

.= γp,θs
p + γp−1,θs

p−1 + . . . + γ0,θ

не имеет тождественно нулевых строк; это условие при
N > 2 (p + 1) , p > 0 равносильно линейной независимости
строк числовой матрицы Gθ (4) [14, предложение 4.1];

(Б) степень определителя многочленной матрицы знаменате-
ля αθ(s) не зависит от параметра θ :

deg detαθ(s) ≡ const,
αθ(s)

.= αp,θs
p + αp−1,θs

p−1 + . . . + α0,θ;
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(В) степень каждой строки многочленной матрицы знамена-
теля αθ(s) не меньше степени соответствующей строки много-
членной матрицы числителя

βθ(s)
.= βp,θs

p + βp−1,θs
p−1 + . . . + β0,θ

(условие причинности); степенью строки многочленной матрицы
называется наибольшая степень среди образующих эту строку
многочленов.

Заметим, что на систему (4) не налагаются условия управля-
емости и устойчивости. Последнее возможно благодаря конечно-
сти N .

Ввиду равенства Gθz = 0 условие Πj,θz = 0 из определе-
ния 1 позволяет выразить проекторы Πj,θ через линейные ком-
бинации строк матрицы Gθ :

Πj,θ = Φ>j,θ
(
Φj,θΦ>j,θ

)−1
Φj,θ

.= Φ>j,θCj,θΦj,θ,(18)

Φj,θ = PjGθ, Pj ∈ Rnj×(N−p)r,

где строки матриц Pj (составленные из коэффициентов линей-
ных комбинаций) линейно независимы. Последнее вместе с усло-
вием (А) гарантирует строгую положительную определенность

матриц Φj,θΦ>j,θgt; 0 и Cj,θ
.=
(
Φj,θΦ>j,θ

)−1
gt; 0 .

Проективная целевая функция (6) с учетом параметризации
(15) и тождества (16) принимает вид

J(θ, ž) .= ž> (Π1,θ + . . . + ΠM,θ) ž =(19)

= ϑ>D>V (ž)>

 M∑
j=1

P>
j Cj,θPj

V (ž)Dϑ.

Аналогичное выражение получается для целевой функции JΣ,L

(12): по лемме 2 (из приложения)

Wj,θ = G>
θ P>

j

(
PjGθΣΣ>G>

θ P>
j

)−1

︸ ︷︷ ︸
CΣ,j,θ

PjGθ,
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тогда по аналогии с (19) имеем
(20)

JΣ,L = L−1
L∑

i=1

ϑ>D>V (ž(i))
>

 M∑
j=1

P>
j CΣ,j,θPj

V (ž(i))Dϑ.

Выражения (19), (20) служат основой для построения вычис-
лительных алгоритмов минимизации (ниже).

2.1. ОЦЕНКИ ОРТОГОНАЛЬНОЙ РЕГРЕССИИ (ОР )
Для идентификации параметров динамических систем (1)

М. Левин [42] предложил использовать метод ортогональной ре-
грессии [48]. Покажем, что возникающая здесь целевая функция
будет проективной из определения 1. В принятых выше обозна-
чениях оценка М. Левина получается заменой матрицы Gθ си-
стемы (1), (4) на матрицу

GOR,θ =


γ0 . . . γp 0

γ0 . . . γp

. . .
0 γ0 . . . γp

 =

= IM ⊗
(
γ0 γ1 . . . γp

)
.

Матрица GOR,θ получена из Gθ вычеркиванием части строк (для
простоты обозначений положим, что N кратно p+1 ). М. Левин
рассматривал случай r = 1 . Ядро целевой функции (6) принима-
ет вид

Π1,θ + . . . + ΠM,θ =(21)

=


πθ 0

0
. . .

0 0

+


0 0

πθ

. . .
0 0

+ . . . =
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=


πθ 0

πθ

. . .
0 πθ

 =



γ>θ γθ

γθγ>θ
0

γ>θ γθ

γθγ>θ
. . .

0 γ>θ γθ

γθγ>θ

 =

= G>
OR,θ

(
GOR,θG

>
OR,θ

)−1
GOR,θ

.= Πθ.

Несложно убедиться, что каждое слагаемое в сумме (21) явля-

ется проектором ввиду равенств π2
θ =

(
γ>θ γθ

γθγ>θ

)2

= πθ . Также

проектором является вся сумма (21): Π2
θ = Πθ . Поэтому оценка

М. Левина принадлежит классу вариационных.
В оценке М. Левина каждая матрица Pj из (19) являет-

ся строкой из нулей и одной единицы на месте с номером
(j − 1) (p + 1) + 1 , j ∈ 1,M , M = N

p+1 :

Pj = ( 0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
(j−1)(p+1)

1 0 . . . 0

︸ ︷︷ ︸
N−p

).

Запись (19) принимает вид:

J(θ, ž) =
ϑ>D>V (ž)>

(∑M
j=1 P>

j Pj

)
V (ž)Dϑ

γ>θ γθ
=

=
ϑ>D>VOR(ž)>VOR(ž)Dϑ

ϑ>D>Dϑ
,(22)

где матрица VOR(ž) получена прореживанием ганкелевой матри-
цы V (ž) (17) — удаляются строки, содержащие элементы, име-
ющиеся в других строках.

Устойчивость оценок с целевой функцией вида (22) исследо-
вали Г. Голуб и Ч. Ван Лоан [39], назвав их оценками TLS (Total
Least Squares estimates). Тождественное совпадение оценок TLS
Г. Голуба и Ч. Ван Лоана с классическими оценками ортогональ-
ной регрессии [48] было отмечено в [36].
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2.2. МОДИФИЦИРОВАННЫЕ ОЦЕНКИ ОРТОГОНАЛЬНОЙ
РЕГРЕССИИ (ОРМ )
М. Аоки и П. Ю предложили модифицированный вариант

(ОРМ) оценки М. Левина, имеющий локально меньший разброс
[31]. В наших обозначениях ядро целевой функции модифициро-
ванной оценки принимает вид суммы проекторов:

Π1,θ + . . . + ΠN−p,θ =(23)

=


γ>θ γθ

γθγ>θ
0

0
. . .

0 0

+


0 0

γ>θ γθ

γθγ>θ
. . .

0 0

+ . . .

. . . +


0 0

0
. . .

0 γ>θ γθ

γθγ>θ

 .

Поэтому модифицированная оценка принадлежит классу вариа-

ционных. Нули на диагонали есть числа, а клетки
γ>θ γθ

γθγ>θ
имеют

размерность (p + 1) × (p + 1) . Данная сумма уже не является
проектором. Число слагаемых N −p здесь больше, чем в методе
ОР.

Каждая матрица Pj , j ∈ 1, N − p в оценке ОРМ является
j -й строкой единичной матрицы IN−p :
(24) Pj = (0 . . . 0︸ ︷︷ ︸

(j−1)

1 0 . . . 0

︸ ︷︷ ︸
N−p

).

Выражение (19) принимает вид

J(θ, ž) =
ϑ>D>V (ž)>V (ž)Dϑ

ϑ>D>Dϑ
.(25)

Введенные обозначения позволяют достаточно просто по-
строить оценку ОРМ для случая нескольких уравнений r > 1 .
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Такие многомерные оценки в литературе ранее не встречались.
Ядро целевой функции:

Π1,θ + . . . + ΠN−p,θ =

=


πθ 0

0
. . .

0 0

+


0 0

πθ

. . .
0 0

+ . . .

. . . +


0 0

0
. . .

0 πθ

 ,

πθ
.= γ>θ

(
γθγ

>
θ

)−1
γθ ∈ R(r+m)(p+1)×(r+m)(p+1),

0 ∈ R(r+m)×(r+m), Πj,θ ∈ R(r+m)(N−p)×(r+m)(N−p).

Матрицы Pj (24) клеточные:
(26) Pj = (0 . . . 0︸ ︷︷ ︸

(j−1)

1 0 . . . 0

︸ ︷︷ ︸
N−p

)⊗ Ir+m.

Целевая функция (19) записывается следующим образом:

J(θ, ž) = ϑ>D>

N−p∑
j=1

Vj(ž)>
(
γθγ

>
θ

)−1
Vj(ž)

Dϑ =

= ϑ>D>V (ž)>CM,θV (ž)Dϑ,(27)

CM,θ
.= IN−p ⊗

(
γθγ

>
θ

)−1
.

2.3. ОЦЕНКИ ПО МЕТОДУ ВАРИАЦИОННОЙ
ИДЕНТИФИКАЦИИ (ВИ ) И ПО МЕТОДУ GTLS
Более сложным в вычислительном отношении является ме-

тод вариационной идентификации А. О. Егоршина [9]; его мно-
гомерный вариант при r > 1 изложен в [10]. С точки зрения

69



Управление большими системами. Выпуск 39

разброса оценок при случайных возмущениях этот метод лучше
ОР и ОРМ [19]. Целевая функция метода ВИ при L = 1 есть (9)
с ядром

Π1,θ = . . . = ΠM,θ
.= Πθ = G>

θ

(
GθG

>
θ

)−1
Gθ.

Формально M = 1 ,

P1 = I,(28)

C1,θ
.= Cθ =

(
GθG

>
θ

)−1
.

Тогда (19) принимает вид
(29) J(θ, ž) = ϑ>D>V (ž)>CθV (ž)Dϑ.

Следует упомянуть также метод идентификации GTLS
(Global Total Least Squares), предложенный позже Б. Роордой и
К. Хейджем [49]. По целевой функции этот метод совпадает с
методом ВИ, поэтому также принадлежит классу вариационных.

2.4. ОЦЕНКИ STLS
Оценки STLS (Structured TLS) были предложены Б. Де Му-

ром [45] как модификация оценок ОР (TLS), учитывающая спе-
циальную структуру матрицы наблюдений V (z) (17). В случае
L = 1 , M = 1 эта структура клеточно-ганкелевая. Оценки ОР,
модифицированные ОР, оценки метода ВИ являются частными
случаями STLS. Нас будет интересовать вопрос, совпадает ли
класс оценок STLS с классом вариационных оценок из опреде-
ления 3.

Задача STLS может быть сформулирована следующим об-
разом [40]. Пусть матрица V (z) аффинно зависит от элементов
вектора z ∈ Rn :

z = (z1; . . . ; zn),
V (z) = V0 + V1z1 + . . . + Vnzn,(30)

где матрицы V0, . . . , Vn заранее известны и фиксированы. Пусть
ž ∈ Rn есть вектор наблюдений с матрицей ковариации RR> .
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Найти минимум
(31) min

z∈Rn, θ∈Rv
‖R−1 (ž − z) ‖2 при условии V (z)g(θ) = 0,

где g(θ) — матрица, аффинно зависящая от θ ∈ Rv :
(32) g(θ) = g0 + g1θ1 + . . . + gvθv.

С начала 1990-х гг. задачи STLS активно исследуются за ру-
бежом. Широкий круг приложений обсуждался в [45]. В [41]
установлена тождественность между оценками STLS и оценками
по методу CTLS (Constrained TLS) Т. Абатзоглу и Дж. Менделя
[30]. Что касается свойств оценок STLS, то авторами [40] дока-
зана состоятельность многомерных оценок STLS ( g(θ) ∈ Rr×v )
в предельном случае N → ∞ для клеточно-ганкелевых матриц
V (z) . Ниже мы установим состоятельность вариационных оце-
нок в случае L →∞ , и доказав равносильность классов STLS и
вариационных, распространим тем самым новое утверждение о
состоятельности и на оценки STLS.

Как было отмечено, при L = 1 , M = 1 вариационная
оценка (7) является оценкой STLS. Покажем, что в общем случае
это отношение сохраняется, более того, имеет место совпадение
обоих классов оценок. Этот новый результат устанавливает связь
между свойствами оценок вариационных и STLS, исследованных
независимо разными авторами [7, 9, 15, 22, 31, 37, 40, 45, 46].

Теорема 1. Оценка STLS (30)–(32) является вариационной
оценкой (13). И наоборот, вариационная оценка (13) всегда мо-
жет быть получена как решение некоторой задачи STLS (30)–
(32).

Доказательство. См. приложение.
Как следствие этой теоремы, оценки STLS допускают но-

вые проективные формы записи (12), (20) для целевой функции
(31), и все полученные ниже результаты о свойствах вариаци-
онных оценок — условия единственности, устойчивости, состоя-
тельности при L → ∞ и конечных N (теоремы 2–6 далее) —
распространяются и на оценки STLS. Необходимые переобозна-
чения приведены в приложении в доказательстве теоремы 1.
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2.5. СКАЛЯРНЫЕ ОЦЕНКИ ОРТОГОНАЛЬНОЙ РЕГРЕССИИ
ДЛЯ СИСТЕМ ИЗ НЕСКОЛЬКИХ УРАВНЕНИЙ (ОРС )
Введем еще один тип вариационных оценок параметров си-

стемы (1) из нескольких уравнений ( r > 1 ), ранее неизвестный в
литературе. По свойствам целевой функции эти оценки наиболее
близки к оценкам наиболее простого скалярного ( r = 1 ) метода
ОРМ. Назовем эти оценки ОРС, обозначим θS . Идея состоит в
том, чтобы по одному измерению ž идентифицировать парамет-
ры уравнения с матрицей γθ (14) из r строк так, как бы иден-
тифицировалась каждая из этих строк по отдельности скалярным
методом ОРМ из раздела 2.2. Существенно, что в оценках ОРС
учитывается зависимость коэффициентов разных уравнений от
общего параметра θ .

Введем обозначения. В случае r > 1 матрица V (z) (17)
перестановкой строк приводится к виду

V (z) ∼

V̄ 0
. . .

0 V̄

 = Ir ⊗ V̄ ,

где V̄
.=

 v>(1)
...
v>(N−p)

 ∈ R(N−p)×(p+1)(r+m)(33)

совпадает с матрицей V (z) (17) с r = 1 . Обозначим(
γi

0γ
i
1 . . . γi

p

) .= γi
θ i -ю строку матрицы γθ (14). Тогда соотно-

шение (15) запишется в виде

vect γθ =

γ1>
θ
...

γr>
θ

 =

d1 + D1θ
...

dr + Drθ

 =

=

d1 D1
...

...
dr Dr

(1
θ

)
.=

D1
...

Dr

ϑ
.= Dϑ.
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Оценки ОРС определяются соотношением
(34) θS = arg min

θ
JS(θ, ž),

JS(θ, ž) .=
ϑ>D>1 V̄ (ž)>V̄ (ž)D1ϑ

ϑ>D>1 D1ϑ
+ . . . +

ϑ>D>r V̄ (ž)>V̄ (ž)Drϑ

ϑ>D>r Drϑ
.

Несложно установить равенство

JS(θ, ž) = ϑ>D>V (ž)>CS,θV (ž)Dϑ,(35)

CS,θ
.= IN−p ⊗

 γ1
θγ1>

θ 0
. . .

0 γr
θγ

r>
θ


−1

.

Выражение (35) получается из (27) занулением недиагональных
элементов матрицы γθγ

>
θ .

Матрицы Pj остаются теми же, что и в методе ОРМ (26).
Убедимся, что оценки ОРС принадлежат классу вариацион-

ных. Действительно, ввиду соотношений (23), (25), (34) ядро це-
левой функции JS(θ, ž) есть сумма проекторов

Π(1)
1,θ + . . . + Π(1)

N−p,θ + . . . + Π(r)
1,θ + . . . + Π(r)

N−p,θ,

где проекторы Π(i)
j,θ получаются из проекторов Πj,θ (23) заменой

γθ на строку γi
θ . Далее см. определение 2.

3. Свойства вариационных оценок
Установим условия единственности вариационных оценок

(7), (13). Воспользуемся представлениями (18), (19), (20) для це-
левых функций (6), (12).

Теорема 2. Необходимым и достаточным условием един-
ственности вариационной оценки (7) параметра θ системы (4)
по невозмущенному наблюдению ž = z , Gθz = 0 , является
строгая положительная определенность матрицы

QM
.= D>

 M∑
j=1

Vj(z)>Vj(z)

D > 0,

где Vj(z) .= PjV (z) , и матрицы Pj определены в (18).
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Доказательство. Единственность равносильна соотноше-
нию

∀ ∆θ ∈ Rv J(θ + ∆θ, z) > J(θ, z).

Из (19) следует равенство

J(θ + ∆θ, z)− J(θ, z) =

= ∆θ>D>

 M∑
j=1

Vj(z)>Cj,θ+∆θVj(z)

D∆θ.

Здесь учтено равенство Vj(z) (Dθ + d) = 0 . Имеет место строгая
положительная определенность матриц Cj,θ+∆θ > 0 . Поэтому
неравенство J(θ + ∆θ, z) > J(θ, z) имеет место тогда и только
тогда, когда строго положительно определена матрица

D>

 M∑
j=1

Vj(z)>Vj(z)

D > 0.

Теорема доказана.
Теорема 3. Необходимым и достаточным условием един-

ственности вариационной оценки (13) параметра θ системы (4)
по набору невозмущенных решений

{
ž(1) = z(1), . . . , ž(L) = z(L)

}
,

Gθz(i) = 0 , является строгая положительная определенность
матрицы

(36) Q(L),M
.= L−1

L∑
i=1

D>

 M∑
j=1

Vj(z(i))
>Vj(z(i))

D > 0.

Доказательство этой теоремы опирается на соотношение (20)
и аналогично доказательству теоремы 2.

3.1. УСЛОВИЯ КОРРЕКТНОСТИ ПАРАМЕТРИЗАЦИИ
Выясним, как зависит выполнение условия единственности

(36) от устроения матрицы D . Согласно (15), матрица D ис-
пользуется для задания параметризации θ ↔ Gθ .
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Определение 5 [43]. Пусть Z =
{
z(1), . . . , z(L)

}
— множе-

ство наблюдений z(i) таких, что Gθz(i) = 0 . Отождествим
множество Z с матрицей

(
z(1) . . . z(L)

)
, тогда GθZ = 0 .

Параметризация θ ↔ Gθ называется корректной на множе-
стве наблюдений Z , если для каждого значения параметра
ξ ∈ Θ \ {θ} имеет место неравенство GξZ 6= 0 .

Дадим обобщение этого определения на случай набора мат-
риц (18) Φj,θ

.= PjGθ , j ∈ 1,M . Введем обозначения

(37) Φθ
.=

Φ1,θ
...

ΦM,θ

 =

 P1
...

PM


︸ ︷︷ ︸

P̃

Gθ
.= P̃Gθ.

Определение 6. Параметризация θ ↔ Φθ называется кор-
ректной на множестве наблюдений Z , если для каждого зна-
чения параметра ξ ∈ Θ \ {θ} имеет место неравенство
ΦξZ

.= P̃GξZ 6= 0 .
Предложение 1. Условие единственности (36) выполнено

тогда и только тогда, когда параметризация θ ↔ Φθ коррект-
на на множестве наблюдений Z =

{
z(1), . . . , z(L)

}
.

Доказательство. Согласно определению (16), неравенство
ΦξZ 6= 0 равносильно неравенствуP̃ V (z(1))

...
P̃ V (z(L))


︸ ︷︷ ︸

W

(Dξ + d) .= W (Dξ + d) 6= 0.

Учитывая соотношения ΦθZ = 0 , W (Dθ + d) = 0 , получаем:

W (Dξ + d)−W (Dθ + d) = WD (ξ − θ) 6= 0.

Ввиду произвольности ξ последнее означает, что столбцы мат-
рицы WD линейно независимы. Следовательно, строго положи-
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тельно определена матрица

Q(L),M
.= L−1

L∑
i=1

D>

 M∑
j=1

Vj(z(i))
>Vj(z(i))

D =

= L−1D>W>WD > 0.

Обратное тоже верно. Предложение доказано.
Определение 7. Пусть Zθ

.= {z : Gθz = 0} — линейное
многообразие всех решений системы (4). И пусть Hθ — мат-
рица, столбцы которой образуют фундаментальную систему
решений (4) (базис Zθ ). Параметризация θ ↔ Gθ (или θ ↔
Φθ ) называется корректной, если она корректна на множестве
Z = Hθ .

Заметим, что параметризация θ ↔ Gθ полностью определя-
ется системой (4), а параметризация θ ↔ Φθ зависит еще и от
метода идентификации (ОР, ОРМ, ВИ, ОРС, ...), т. е. от набора
матриц Pj (37).

Из корректности параметризации θ ↔ Φθ следует коррект-
ность параметризации θ ↔ Gθ . Обратное, вообще говоря, невер-
но. Установим условия, при которых корректность θ ↔ Gθ рав-
носильна корректности θ ↔ Φθ . В этом случае условия един-
ственности оценок не будут зависеть от метода идентификации
(от набора матриц Pj ).

Определение 8 [15]. Множество наблюдений Z ={
z(1), . . . , z(L)

}
⊂ Zθ называем полным, если оно содержит

базис многообразия Zθ .
Покажем, что для оценок ОРМ, ВИ, ОРС условия коррект-

ности параметризаций θ ↔ Gθ и θ ↔ Φθ совпадают. Другими
словами, имеет место следующая теорема.

Теорема 4. При полном множестве наблюдений Z ={
z(1), . . . , z(L)

}
⊂ Zθ единственность оценок ОРМ, ВИ, ОРС

имеет место тогда и только тогда, когда корректна парамет-
ризация θ ↔ Gθ .

Доказательство. Согласно предложению 1, единственность
любой оценки вида (13) равносильна корректности параметриза-
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ции θ ↔ Φθ , т. е. когда для всех значений параметров ξ ∈ Θ\{θ}
имеет место неравенство ΦξHθ 6= 0 . Заметим, что для каждой из

оценок ОРМ, ВИ, ОРС соответствующие матрицы P̃ =

(
P1

...
PM

)
(26), (28) все имеют линейно независимые столбцы. Поэтому со-
отношения ΦξHθ = P̃GξHθ 6= 0 и GξHθ 6= 0 для этого случая
равносильны. Теорема доказана.

Важно, что условия корректности параметризации θ ↔ Gθ

допускают равносильную формулировку в виде ограничений на
ранги специальных подматриц из элементов «малой» матрицы γθ

(14) [16, 17, 18].
Определение 9 [17]. Если все ненулевые строки матрицы

D образуют единичную подматрицу, то параметризация назы-
вается простой (или правильной ).

В литературе это наиболее часто встречающийся тип пара-
метризаций.

Замечание 1. Ввиду того, что свойство максимальности
ранга устойчиво по отношению к малым изменениям элементов
матрицы, для простых параметризаций корректность оказыва-
ется в пространстве параметров свойством общего положения
(этот факт следует из теоремы 4 статьи [17]).

К этому замечанию мы вернемся ниже при обсуждении со-
стоятельности.

3.2. УСТОЙЧИВОСТЬ
Устойчивость вариационной оценки θ̂(ž) (7) прямо следует

из результатов статьи [21]. Сформулируем утверждение.
Теорема 5. Пусть выполнено условие единственности из

теоремы 2, ε
.= ‖ž − z‖ , ∆θ

.= θ̂(ž)− θ̂(z) = θ̂(ž)− θ ,

(38) R0
.= D>

 M∑
j=1

Vj(z)>Cj,θVj(z)

D

и λmin(R0) — наименьшее собственное число. Тогда

‖∆θ‖ 6
1√

λmin(R0)
ε + O(ε2).
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Верхняя граница для величины остаточного члена O(ε2)
также получена в [21]. Она имеет сложный вид и здесь не приво-
дится.

Для оценки (13) утверждение об устойчивости аналогично
теореме 5. Ввиду соотношения (20) нужно наложить условие
единственности из теоремы 3 и заменить матрицу R0 (38) на
матрицу

(39) RΣ,0
.= L−1

L∑
i=1

D>

 M∑
j=1

Vj(z(i))
>CΣ,j,θVj(z(i))

D.

На основании теоремы 5 можно предложить количественные
критерии идентифицируемости параметров уравнения (1), осно-
ванные на вычислении минимального собственного числа матри-
цы R0 (38) (или RΣ,0 (39)). На практике матрица R0 может
быть заменена оценкой R̂0 , получаемой заменой неизвестных
истинных значений θ, z на оценки θ̂, zopt [22].

3.3. СОСТОЯТЕЛЬНОСТЬ
Прежде изучения свойств оценки на конечных выборках сле-

дует убедиться в ее состоятельности. В статье [40] была установ-
лена состоятельность оценок STLS в пределе N →∞ по наблю-
дению одного процесса ( L = 1 ). Здесь рассмотрим предельный
случай L → ∞ наблюдений большого числа процессов конеч-
ных длин N с независимыми начальными условиями (подлежа-
щими оцениванию совместно с параметрами уравнения). В этом
случае оценка θ̂(ž) (7) переходит в оценку θ̂(ž(1), . . . , ž(L))

.= θ̂L

(10) или (13), и сильная состоятельность означает сходимость
θ̂L → θ п. н. в пределе L →∞ , где θ̂L — одна из точек локаль-
ного минимума целевой функции. Сформулируем утверждение.

Теорема 6. Пусть выполнено предположение о возмущениях
(11). Если (и только если) выполнено условие
(40) Q(∞),M

.= lim
L→∞

Q(L),M > 0,

где матрица Q(L),M определена в (36), то вариационная оценка

θ̂L (13) сильно состоятельна по L →∞ , где под θ̂L понимает-
ся одна из точек локального минимума целевой функции (12).
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Доказательство близко по идее к доказательству теоремы 1
из [15] и полностью будет опубликовано в другой статье.

В ряде случаев оказывается возможным заменить целевую
функцию на более простую. Необходимым условием является со-
хранение состоятельности оценок.

Определение 10. При возмущениях (11) две оценки вида (13)
с различающимися наборами матриц

W1
.= {W11 , . . . ,WM1} , W2

.= {W12 , . . . ,WM2}

называются равносильными по состоятельности, если усло-
вия (40) для соответствующих наборов W1 и W2 равно-
сильны. При отсутствии возмущений оценки вида (13) рав-
носильны по состоятельности в детерминированном смысле,
если для них при любых одинаковых множествах невозму-
щенных наблюдений

{
ž(1) = z(1), . . . , ž(L) = z(L)

}
равносильны

условия (36).
Заметим, что из равносильности по состоятельности в детер-

минированном смысле всегда следует равносильность по состоя-
тельности.

Равносильные по состоятельности оценки могут отличаться
асимптотическими свойствами.

Теорема 7. Вариационные оценки ВИ, ОРМ, ОРС (с целевы-
ми функциями соответственно (29), (27) и (35)) равносильны по
состоятельности в детерминированном смысле.

Доказательство. Достаточно заметить, что перечисленные
оценки отличаются только матрицами Cθ , CM,θ , CS,θ в ядрах
целевых функций (29), (27) и (35). Эти матрицы не участвуют в
формулировке условий единственности (36).

3.4. СОСТОЯТЕЛЬНОСТЬ И ИДЕНТИФИЦИРУЕМОСТЬ КАК
СВОЙСТВА НЕОБЩЕГО ПОЛОЖЕНИЯ
Из теорем 4, 6 следует, что при «естественных» предположе-

ниях о распределении процессов z∗(i) и возмущений ε(i) для со-
стоятельности оценок ОРМ, ВИ, ОРС необходимо и достаточно
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выполнить условия корректности параметризации θ ↔ Gθ . По-
этому, согласно замечанию 1, для простых параметризаций состо-
ятельность оказывается свойством общего положения. Подобный
факт был установлен ранее П. Стойкой, который исследовал пря-
мые оценки, получаемые методами типа инструментальных пере-
менных (МИП), и ввел понятие состоятельности в общем поло-
жении (generic consistency) [51, с. 266]. Оно означает отсутствие
состоятельности в точках множества меры ноль в пространстве
параметров. Причиной является вырождение матрицы ковариа-
ции наблюдений [51, с. 272]. В таких точках бесконечно растет и
разброс оценок МИП [51, с. 273].

Заметим, что если использовать количественные показатели
разброса оценок (например, через детерминант или сингулярные
числа матрицы ковариации), то понятие состоятельности в общем
положении теряет смысл. Например, пусть считается неприемле-
мым разброс оценок больше заданного уровня E , тогда отсут-
ствие состоятельности (идентифицируемости) будет происходить
уже на множестве меры > 0 (эта мера будет зависеть от E ).

Нарушение корректности параметризации также происходит
на множестве меры ноль (см. замечание 1). Введение количе-
ственных показателей идентифицируемости (раздел 3.2) делает
множество неидентифицируемых систем множеством меры > 0 ,
и идентифицируемость перестает быть свойством общего поло-
жения.

3.5. МИНИМИЗАЦИЯ ПРОЕКТИВНЫХ ЦЕЛЕВЫХ
ФУНКЦИЙ
Минимизация J(θ, ž) (22) по θ осуществляется итерациями

с обратной матрицей:

ϑ(k)
.=
(

1
θ(k)

)
,

{
τ

.= A−1Bϑ(k),

ϑ(k+1) = 1
(10...0)τ τ,

(41)

A
.= D>VOR(ž)>VOR(ž)D, B

.= D>D.

Запись 1
(10...0)τ τ означает нормирование вектора τ с приведе-

нием первого элемента к единице. Этот алгоритм является мо-
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дификацией стандартного способа поиска минимального (соот-
ветствующего минимальному собственному числу) собственного
вектора симметричной матрицы [8, с. 421].

Целевая функция метода ВИ (29) имеет сложный характер
изоповерхностей [6, 13]. Применение универсальных алгоритмов
минимизации типа Ньютона крайне затруднено из-за их малого
радиуса сходимости [44]. Тем не менее, в [9, 10] был найден эф-
фективный вычислительный метод, основанный на модификации
алгоритма (41):

ϑ(k)
.=
(

1
θ(k)

)
,

{
τ

.= A−1
(k)Bϑ(k),

ϑ(k+1) = 1
(10...0)τ τ,

(42)

A(k)
.= D>V (ž)>Cθ(k)

V (ž)D, B
.= D>D.

Итерации типа (42) в частном случае однородных систем (1)
независимо от А. О. Егоршина использовал М. Осборн [46] и поз-
же переоткрыл Б. Де Мур [45], применяя их для решения зада-
чи STLS (см. раздел 2.4). Особенностью итераций Егоршина—
Осборна является высокая скорость сходимости в 2–4 итерации в
малую окрестность глобального минимума при слабой зависимо-
сти от начального приближения. Примеры расчетов приведены
в [15, 20, 22]. Локальную сходимость итерационной процедуры
(42) исследовал В. Г. Демиденко [7].

В методе ОРМ минимизация целевой функции (27) может
быть осуществлена итерациями (42) с заменой Cθ =

(
GθG

>
θ

)−1

на CM,θ (27) (результаты экспериментальной проверки этого фак-
та здесь не приводим).

3.6. ЧИСЛО ЭКСТРЕМУМОВ ЦЕЛЕВОЙ ФУНКЦИИ ОРС
Для вариационной идентификации параметров систем (1)

оценки ОРС оказываются одними из наиболее простых и в то же
время состоятельными (теорема 7), с хорошими экстремальными
свойствами.

Теорема 8. Число локальных экстремумов целевой функции
ОРС JS(θ, ž) (34) не превосходит r(p + 1)(r + m) .
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Доказательство. Из выражения (34) получаем уравнение на
критические точки функции JS(ϑ) .= JS(θ, ž) :

∂JS(ϑ)
∂ϑ

= 2ϑ>

[
r∑

i=1

D>i V̄ >V̄ Di(
ϑ>D>i Diϑ

) − (ϑ>D>i V̄ >V̄ Diϑ
)(

ϑ>D>i Diϑ
)2 D>i Di

]
= 0.

Обозначим

ai(ϑ) .= ϑ>D>i V̄ >V̄ Diϑ, Ai
.= D>i V̄ >V̄ Di,

bi(ϑ) .= ϑ>D>i Diϑ, Bi
.= D>i Di,

Ji(ϑ) .=
ai(ϑ)
bi(ϑ)

.

Уравнение на критические точки запишем в виде[
r∑

i=1

1
bi(ϑ)

D>i

(
V̄ >V̄ − Ji(ϑ)I

)
Di

]
ϑ = 0.

В матричной записи

(43)
(

D>1 . . . D>r
)
×

×


(V̄ >V̄−J1(ϑ)I)

b1(ϑ) 0
. . .

0 (V̄ >V̄−Jr(ϑ)I)
br(ϑ)


 D1

...
Dr

ϑ
.=

.= D>

 W1 0
. . .

0 Wr

Dϑ
.= D>WDϑ = 0.

Несложно проверить тождество ∀ϑ ϑ>D>WDϑ = 0 . Оно
показывает, что производная ∂JS(ϑ)

∂ϑ перпендикулярна направле-
нию ϑ , т. е. JS(ϑ) не зависит от нормы ϑ .

Как следует из принятых обозначений, матрица W симмет-
ричная. Ввиду линейной независимости столбцов матрицы D
условие (43) при ϑ 6= 0 означает, что матрица W вырожде-
на. Отсюда следует необходимое условие существования экстре-
мальной точки:

∃ i ∈ 1, r det
(
V̄ >V̄ − Ji(ϑ)I

)
= 0.
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Следовательно, число экстремальных точек не превосходит числа
rt , где t = (p + 1)(r + m) есть размерность матрицы V̄ >V̄
(см. (33)). Теорема доказана.

Будем говорить, что разные уравнения системы (1) парамет-
ризованы аффинно и независимо, если матрица D из условия
(15) имеет клеточно-диагональный вид

(44) D =

 D11 0
. . .

0 Drr

 ,

Dii ∈ R(p+1)(r+m)×vi ,
r∑

i=1

vi = v + 1,

а вектор параметров ϑ = (1; θ) распадается на r подвекторов
ϑi =

(
1; θi

)
, i ∈ 1, r , так что каждая из строк γi в матрице γθ

(14) системы (1), (4) зависит только от i -го подвектора парамет-
ров θi .

Теорема 9. Пусть разные уравнения системы (1) парамет-
ризованы аффинно и независимо. Тогда число экстремальных то-
чек целевой функции ОРС (34) не превосходит r(v +1) , а оценка
ОРС ϑS , минимизирующая (34), имеет вид ϑS =

(
ϑ1
S; . . . ;ϑ

r
S

)
,

где каждый из подвекторов ϑi
S является решением скалярной

( r = 1 ) задачи ОРМ вида (25):

ϑi
S = arg min

θ
Ji(ϑ),

Ji(ϑ) .=
ϑ>D>ii V̄

>V̄ Diiϑ

ϑ>D>iiDiiϑ
.(45)

Доказательство. В случае независимой параметризации
уравнений из выражения (35) ввиду (44) и (33) получаем

JS(ϑ) = JS(ϑ1, . . . , ϑr) =

=
ϑ1>D>11V̄

>V̄ D11ϑ
1

ϑ1>D>11D11ϑ1
+ . . . +

ϑr>D>rrV̄
>V̄ Drrϑ

r

ϑr>D>rrDrrϑr
.
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Целевая функция (45) имеет ровно v + 1 критических точек,
где v + 1 — размерность вектора ϑ , поскольку все такие точ-
ки являются собственными векторами регулярного пучка матриц
D>ii
(
V̄ >V̄ − µI

)
Dii [4, гл.X, п.6]. Отсюда сразу следует утвер-

ждение теоремы.

4. Заключение

После работ А.Н. Колмогорова и Н. Винера [12, 54] в об-
ласти приложений методов идентификации возобладал подход,
основанный на вычислении корреляционных функций наблюда-
емых сигналов. Это направление со временем стало магистраль-
ным [1, 23, 29, 32, 35, 51], во многом благодаря ранним работам
К. Острема с коллегами [25]. Несмотря на простоту, корреляци-
онные («прямые») методы идентификации на конечных выборках
наблюдений нередко приводили к трудностям в интерпретации
результатов ввиду большого числа локальных экстремумов у це-
левой функции.

Известная работа Я. Виллемса [2] послужила толчком для
развития направления, основанного более на идеях аппроксима-
ции наблюдений, чем на вычислении коэффициентов корреля-
ций. Эту группу методов мы называем вариационными («непря-
мыми»). Первые существенные результаты в этой области бы-
ли получены значительно раньше А.О. Егоршиным [9, 10] и
М. Осборном [46]. Развитие этого направления связано с имена-
ми Г. Голуба, Ч. Ван Лоана [39], Б. Де Мура [45], С. Ван Хуффель,
Дж. Вандевалле [53] и мн. др. Непрямые методы идентификации
более сложны с точки зрения числа арифметических операций.

В данной статье впервые предложено точное определение
для всего класса вариационных методов и рассмотрены их экс-
тремальные свойства. Показано, что в ряде существенных слу-
чаев увеличение числа арифметических операций приводит не к
усложнению процедуры идентификации, а в конечном счете, на-
оборот, к ее упрощению, ввиду значительного уменьшения чис-
ла локальных экстремумов, и как следствие, улучшения свойств
сходимости итерационных процедур.
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Приложение. Доказательство теоремы 1

Первое утверждение теоремы сформулируем более конкрет-
но. Пусть θS , zS — решение задачи (30)–(32). Тогда можно ука-
зать целевую функцию JS(θ, x̌) = x̌>WS,θx̌ , x̌

.= (1; ž) , с яд-
ром таким, что произведение Σ>WS,θΣ = ΠS,θ , Σ =

(
0 0
0 R

)
,

есть проективная матрица Π2
S,θ = ΠS,θ , и при этом θS =

= arg minθ JS(θ, ž) . Докажем это утверждение.
Условие V (z)g(θ) = 0 равносильно уравнению

[I ⊗ g(θ)] vect V (z) = 0.

Ввиду соотношения (30) имеем vectV (z) = f + Fz , где вектор
f и матрица F вычисляются по матрицам V0, . . . , Vn . Также из
(32) следует представление

I ⊗ g(θ) = Γθ, Γθ = Γ0 + Γ1θ1 + . . . + Γvθv,

где матрицы Γ0, . . . , Γv вычисляются по матрицам g0, . . . , gv .
Задачу (31) запишем в виде

min
z∈Rn, θ∈Rv

‖R−1 (ž − z) ‖2 при условии Γθ (f + Fz) = 0.

Определим векторы x(z) .= ( 1
z ) ∈ Rn+1 , x̌

.= x(ž) и матрицы
Σ

.=
(

0 0
0 R

)
, Gθ

.=
(
Γθf ΓθF

)
. Тогда Gθx = 0 , ‖R−1(ž−z)‖ =

= ‖Σ+ (x̌− x) ‖ , где Σ+ =
(

0 0
0 R−1

)
— обощенная обратная

Мура—Пенроуза [27, 1.b.5.(IV)]. В новых обозначениях задача
(31) принимает вид

min
x∈Rn+1, θ∈Rv

‖Σ+ (x̌− x) ‖2

при условиях

Gθx = 0, (1, 0, . . . , 0)x = 1.
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Минимизация по x приводит к безусловной задаче минимизации

min
θ∈Rv

x̌>G>
θ

(
GθΣΣ>G>

θ

)−1
Gθ︸ ︷︷ ︸

WS,θ

x̌,

xopt =
[
I −ΣΣ>G>

θ

(
GθΣΣ>G>

θ

)−1
Gθ

]
x̌.

Матрица Σ>WS,θΣ является проектором. Поэтому оценка STLS

θ̂ = arg min
θ

x̌>WS,θx̌

есть вариационная согласно определению 3. Первая часть теоре-
мы доказана.

Прежде доказательства второй части установим три леммы.
Лемма 1. Пусть FXF> .= Π = Π> > 0 — неотрицательно

определенная симметричная матрица со свойством проектора:
Π2 = Π . И пусть матрица X неособенная, и столбцы матрицы
F линейно независимы. Тогда X =

(
F>F

)−1
.

Доказательство. Из равенства
(
FXF>) (FXF>) =

FXF> следует F> (FXF>) (FXF>)F = F>FXF>F, отку-
да сразу получаем XF>FX = X . Учитывая неособенность X ,
приходим к соотношению F>FX = I , т. е. X =

(
F>F

)−1
.

Лемма 2. Пусть W> = W > 0 — неотрицательно опре-
деленная симметричная матрица со свойством (Gz = 0) ⇒
(Wz = 0) , где G — заданная матрица с линейно независимыми
строками. И пусть для заданной матрицы Σ с линейно неза-
висимыми столбцами выполняется соотношение Σ>WΣ

.= Π ,
Π2 = Π . Тогда W = G>P> (PGΣΣ>G>P>)−1

PG, где P —
некоторая матрица с линейно независимыми строками.

Доказательство. Из симметричности W и свойства
(Gz = 0) ⇒ (Wz = 0) следует W = G>P>XPG , где X —
некоторая неособенная матрица. По условию,(

Σ>WΣ
)(

Σ>WΣ
)

= Σ>WΣ.
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После переобозначения PGΣ
.= F> получаем равенство(

FXF>) (FXF>) = FXF>. По лемме 1 X =
(
F>F

)−1
, тогда

W = G>P>
(
PGΣΣ>G>P>

)−1
PG.

Лемма доказана.
Лемма 3. Задача минимизации

J = min
z∈Rn

‖Σ−1 (ž − z) ‖2 при условии Hz = 0

имеет единственное решение

J = ž>H>
(
HΣΣ>H>

)−1
Hž,

zopt =
[
I −ΣΣ>H>

(
HΣΣ>H>

)−1
H

]
ž.

Доказательство. Введем функцию Лагранжа

J∗(z, λ) = ‖Σ−1 (ž − z) ‖2 + λ>Hz.

Необходимое условие минимума J∗′λ = 0 , J∗′z = 0 :

Hz = 0, H>λ− 2Σ−>Σ−1 (ž − z) = 0.

Левым умножением последнего уравнения на HΣΣ> получаем

λ = 2
(
HΣΣ>H>

)−1
Hž.

Подставляя λ в условие минимума, вычисляем

zopt =
[
I −ΣΣ>H>

(
HΣΣ>H>

)−1
H

]
ž.

Подстановка zopt в J приводит к выражению

J = ž>H>
(
HΣΣ>H>

)−1
Hž.
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Лемма доказана.
Докажем вторую часть теоремы. Для упрощения обозначе-

ний положим L = 1 , M = 1 . В случае L > 1 , M > 1 ход
рассуждений остается тем же.

Пусть (12), т. е. J(θ, ž) = ž>Wθž . Матрица Wθ удовлетво-
ряет условиям леммы 2, поэтому имеет место выражение

Wθ = G>
θ P>

(
PGθΣΣ>G>

θ P>
)−1

PGθ

для некоторой матрицы P с линейно независимыми строками.
Обозначим Hθ

.= PGθ , тогда

J(θ, ž) = ž>H>
θ

(
HθΣΣ>H>

θ

)−1
Hθž.

По лемме 3

J(θ, ž) = min
z∈Rn

‖Σ−1 (ž − z) ‖2 при условии Hθz = 0.

Используя определения (16), (17), всегда можно построить мат-
рицу V (z) с аффинной параметризацией (30) такую, что верно
соотношение Hθz ≡ V (z)vect γθ ≡ V (z)Dϑ = 0. Осталось заме-
тить, что для матрицы (из одного столбца)

g(θ) .= vect γθ = Dϑ = d + Dθ

выполнено условие (32). Мы получили, что оценка (13) есть
оценка STLS (30)–(32). Теорема доказана.
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VARIATIONAL IDENTIFICATION METHODS FOR
LINEAR DYNAMIC SYSTEMS AND THE LOCAL
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Abstract: The problem of a large number of local extrema is
considered. This problem arises when using «direct» methods to
identify parameters of linear dynamical systems with finite-sample
observations. A new class of variational («indirect») parameter
estimators is defined by the projectivity property of matrix kernels
in the objective function. The variational objective functions are
constructed having the number of local extrema not greater than
the number of elements in system matrices. We obtain conditions for
consistency of variational estimates in the limit of large number of
observations of independent finite-length trajectories.
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CИНТЕЗ АНИЗОТРОПИЙНЫХ СУБОПТИМАЛЬНЫХ
РЕГУЛЯТОРОВ ЗАДАННОГО ПОРЯДКА НА

ОСНОВЕ ПОЛУОПРЕДЕЛЕННОГО
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Чайковский М.М.2

(ФГБУН Институт проблем управления
им. В.А. Трапезникова РАН, Москва)

Рассматривается задача подавления внешних возмущений для
линейной дискретной стационарной системы под воздействи-
ем случайных возмущений с неточно известными распределени-
ями. Синтезируемый анизотропийный субоптимальный регуля-
тор представляет собой динамический компенсатор заданного
порядка, стабилизирующий замкнутую систему и сохраняющий
ее анизотропийную норму ниже заданного порогового значения.
Предлагаемый подход к синтезу анизотропийных регуляторов
является новым.

Ключевые слова: дискретные линейные стационарные системы,
случайные возмущения, статистическая неопределенность, нор-
ма, анизотропия, полуопределенное программирование, линей-
ные матричные неравенства, взаимнообратные матрицы.

Введение

Статистическая неопределенность случайных возмущений,
рассматриваемая как различие между неточно известным распре-
делением реального шума измерений и его номинальной модели,

1 Работа выполнена при поддержке РФФИ (грант №11-08-00714-a)
и Программы №14 ОЭММПУ РАН.

2 Чайковский Михаил Михайлович, кандидат физико-математиче-
ских наук (mmtchaikovsky@hotmail.com).
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может значительно ухудшить качество работы системы управле-
ния, если применяемая процедура синтеза регулятора основана
на определенном законе распределения возмущения и предполо-
жении, что этот закон известен точно. Подобные ситуации могут
также возникать из природного непостоянства условий рабочей
среды системы управления. Так, H2- и H∞-регуляторы являют-
ся полностью эффективными лишь при достаточно точном вы-
полнении базовых гипотез о природе внешних возмущений. Из-
вестно, что H2- (или линейно-квадратичный гауссовский) регуля-
тор может оказаться недостаточно эффективным в случае, если
внешнее возмущение представляет собой сильно коррелирован-
ный шум [23], в то время как H∞-регулятор, проектируемый для
наихудшего случая детереминированного возмущения [24], про-
являет излишний консерватизм и требует избыточных энергети-
ческих затрат на управление, если внешнее возмущение пред-
ставляет собой белый или слабо коррелированный случайный
сигнал.

Одна из первых идей, направленных на преодоление указан-
ного недостатка линейно-квадратичного гауссовского регулятора
в случае, когда внешнее возмущение не является гауссовским бе-
лым шумом, была представлена в работе [39], посвященной неко-
торой модификации критерия качества. Эта идея привела к раз-
витию целого класса задач в теории управления — управление
системами, чувствительными к рискам [68, 69].

Идеи построения регуляторов, которые сочетали бы поло-
жительные качества линейно-квадратичных гауссовских (H2-)
и H∞-регуляторов (т.е. минимизировали линейно-квадратичный
критерий качества и были бы достаточно робастны) возникли
в начале 1990-х годов. В частности, можно выделить подход,
связанный с минимизацией H2-нормы замкнутой системы при
ограничениях на ее H∞-норму [17], и подход, связанный с мини-
мизацией функционала H∞-энтропии при ограничениях на H∞-
норму замкнутой системы [49].

Как показано в [29], задача синтеза регулятора, минимизи-
рующего функционал H∞-энтропии, до известной степени эк-
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вивалентна задаче синтеза оптимального регулятора, чувстви-
тельного к риску. Множество работ посвящено задачам, связан-
ным с минимизацией функционала H∞-энтропии, см. напри-
мер [26, 34, 36, 50, 70].

Идеи смешанного H2/H∞ управления, впервые представ-
ленные в [17], были расширены в [57, 71] на основе разделе-
ния внешних возмущений на сигналы с ограниченным спектром
и ограниченной мощностью и применения смешанного H2/H∞
критерия качества. Решение задачи стохастического смешанного
H2/H∞ управления для дискретных систем получено в [48].

Во всех перечисленных выше работах применяются методи-
ки, основанные на решении уравнений Риккати определенного
вида, иногда перекрестно связанных. В [40] смешанная H2/H∞
задача была рассмотрена в терминах неравенств (а не уравне-
ний) Риккати и решена с помощью выпуклой оптимизации. С
тех пор как были разработаны эффективные алгоритмы внутрен-
ней точки для решения задач выпуклой оптимизации [18, 51, 52],
выпуклая оптимизация стала стандартной стратегией анализа и
синтеза систем управления. Методы линейных матричных нера-
венств (ЛМН) зарекомендовали себя, как мощная и гибкая мето-
дика формулирования проектных требований к разрабатываемой
системе и синтеза регуляторов, применимая к широкому спектру
линейных задач теории управления [19]. После того как решение
задачи синтеза H∞-регулятора с помощью ЛМН было получено
в [27, 35], полуопределенное программирование успешно приме-
няется для получения эффективных решений многокритериаль-
ных H2/H∞ задач управления [13, 15, 20, 33, 46, 54, 58, 60, 62].

Подход к подавлению неопределенных случайных возмуще-
ний на основе минимаксного управления был предложен в сере-
дине 1990-х годов С.В. Гусевым в [30]–[32] и впоследствии рас-
пространен на случай многомерных систем и синтез регуляторов
с заданной структурой методами ЛМН в [59]. Вместо точного
знания коэффициентов ковариации возмущения, при применении
данного подхода требуется лишь, чтобы коэффициенты ковари-
ации принадлежали известному множеству. Синтезируемый ре-
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гулятор минимизирует наихудшую возможную асимптотическую
дисперсию выхода для всех таких возмущений. Рассматриваемая
задача является промежуточной между экстремальными H2- и
H∞-сценариями синтеза и сводится к задаче робастного управ-
ления с неопределеностью в сигнале внешнего возмущения [59].

В то же время, другой многообещающий подход на осно-
ве стохастического минимакса возник из идей И.Г. Владимиро-
ва, разработавшего анизотропийную теорию стохастического ро-
бастного управления, представленную в ряде работ [5, 6, 61, 66].
В свете этого подхода, робастность в стохастическом управле-
нии достигается с помощью явного включения различных сце-
нариев распределения шума в единый показатель качества, под-
лежащий оптимизации; статистическая неопределенность изме-
ряется в терминах энтропии, и показатель робастного качества
можно выбрать так, чтобы количественно охарактеризовать воз-
можности системы по подавлению наихудшего внешнего возму-
щения. Главными понятиями анизотропийной теории стохастиче-
ского робастного управления являются анизотропия случайного
вектора и анизотропийная норма системы.

Функционал анизотропии, введенный И.Г. Владимировым,
является энтропийной мерой отклонения вероятностного распре-
деления в евклидовом пространстве от гауссовских распределе-
ний с нулевым средним и скалярными ковариационными матри-
цами. Средняя анизотропия стационарной случайной последова-
тельности определяется как интенсивность анизотропии на еди-
ницу времени для достаточно длинных сегментов последователь-
ности. Применительно к случайным возмущениям, действующим
на систему, средняя анизотропия характеризует величину ста-
тистической неопределенности, понимаемой как несоответствие
между неточно известным фактическим распределением шума и
семейством номинальных моделей возмущения в виде стацио-
нарного дискретного гауссовского белого шума со скалярной ко-
вариационной матрицей [22, 66].

Вторым базовым понятием теории И.Г. Владимирова явля-
ется a-анизотропийная норма дискретной линейной стационар-
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ной системы (ДЛСС), количественно определяющая возможно-
сти системы по подавлению возмущений наибольшим отноше-
нием мощностной нормы выхода системы к мощностной норме
ее входа при условии, что средняя анизотропия входного сигна-
ла не превышает заданного неотрицательного уровня a [22, 66].
Обобщение анизотропийного анализа робастного качества на ко-
нечный интервал времени было сделано в [4].

В контексте стохастического робастного управления, направ-
ленного на подавление потенциально неблагоприятного воздей-
ствия статистической неопределенности, анизотропийный под-
ход предлагает важную альтернативу методам синтеза управле-
ния, основанным на точном знании закона распределения случай-
ного внешнего возмущения. Минимизация анизотропийной нор-
мы замкнутой системы в критерии качества приводит к стаби-
лизирующему регулятору по выходу, который проявляет мень-
ший консерватизм по сравнению с H∞-регулятором и являет-
ся более эффективным при подавлении коррелированных воз-
мущений, чем H2-регулятор [22]. Решение задачи синтеза ани-
зотропийного оптимального регулятора в пространстве состоя-
ний, полученное И.Г. Владимировым в [67], основано на реше-
нии трех перекрестно связанных алгебраических уравнений Рик-
кати, алгебраического уравнения Ляпунова и уравнения отно-
сительно логарифма детерминанта положительно определенной
матрицы. Получаемый в результате решения задачи синтеза оце-
нивающий регулятор полного порядка (центральный регулятор)
является единственным. Расширение этих результатов на класс
объектов с параметрической неопределенностью было получено
в [7, 42]. Но решение сложных систем перекрестно связанных
уравнений требует разработки и применения специальных вы-
числительных алгоритмов на основе метода гомотопий [21]. Вме-
сте с тем, применяемая процедура синтеза на основе решения
уравнений не направлена на синтез анизотропийных регуляторов
пониженного или заданного порядка (а также децентрализован-
ных и многокритериальных регуляторов, регуляторов с заданной
структурой), задачи синтеза которых до недавнего времени были
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открыты.
Синтез анизотропийных субоптимальных регуляторов яв-

ляется естественным продолжением подхода, предложенного
И.Г. Владимировым в [67]. Вместо минимизации анизотропий-
ной нормы системы субоптимальный регулятор стабилизирует
замкнутую систему и обеспечивает ограниченность ее анизотро-
пийной нормы заданным значением, т.е. гарантирует подавление
случайных внешних возмущений, средняя анизотропия которых
не превосходит известного уровня, с качеством не хуже заданно-
го. В отличие от синтеза оптимального анизотропийного регуля-
тора, решение субоптимальных задач синтеза приводит к неко-
торому семейству регуляторов, таким образом предоставляя до-
полнительные степени свободы для определения некоторых до-
полнительных требований к замкнутой системе с целью дости-
жения желаемого качества управления, например, требования за-
данного расположения полюсов замкнутой системы для достиже-
ния желаемого качества переходных процессов. Для решения за-
дачи синтеза анизотропийного субоптимального регулятора тре-
буется критерий проверки ограниченности анизотропийной нор-
мы системы заданным значением. Частотная теорема для ани-
зотропийной нормы, представленная в [43], является стохасти-
ческим аналогом известной частотной теоремы для H∞-нормы
ДЛСС под воздействием статистически неопределенных стаци-
онарных гауссовских возмущений с ограниченной средней ани-
зотропией. Полученный критерий сформулирован в виде нера-
венства относительно логарифма детерминанта матрицы, выра-
женной из решения алгебраического уравнения Риккати, завися-
щего от скалярного параметра. Аналогичный критерий для дис-
кретных линейных нестационарных систем (ДЛНС), сформули-
рованный в виде неравенства, зависящего от дискретного време-
ни, и разностного уравнения Риккати, получен в [47]. Достаточ-
ная версия частотной теоремы для анизотропийной нормы была
сформулирована в [11, 64, 65] как задача выпуклой оптимиза-
ции при ограничениях в виде строгого неравенства относительно
детерминанта положительно определенной матрицы и ЛМН. Бы-
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ло показано, что ограничение на детерминант линейно зависит
от квадрата порогового значения анизотропийной нормы, мини-
мизация которого на выпуклом множестве позволяет вычислять
a-анизотропийную норму ДЛСС из решения задачи выпуклой
оптимизации [11, 65]. Разработанная процедура анализа являет-
ся привлекательной с вычислительной точки зрения и легко ре-
ализуется средствами некоммерческого программного обеспече-
ния со свободным доступом для выпуклой оптимизации [45, 63].
Предлагаемая вниманию читателя работа направлена на приме-
нение современной методологии выпуклой оптимизации и по-
луопределенного программирования к синтезу анизотропийных
субоптимальных регуляторов заданного порядка. Анизотропий-
ные регуляторы являются привлекательной и перспективной аль-
тернативой H2- и H∞-регуляторам в задачах подавления случай-
ных внешних возмущений с неточно известными распределени-
ями. В сравнении с решением задачи синтеза анизотропийного
оптимального регулятора в пространстве состояний, полученным
ранее в [67], новый подход на основе численной оптимизации яв-
ляется не требует разработки и применения специальных вычис-
лительных алгоритмов на основе метода гомотопий [21].

Структура работы следующая. В разделе 1 изложена поста-
новка общей задачи синтеза анизотропийного субоптимального
регулятора заданного порядка. В разделе 2 представлено общее
решение задачи синтеза. В разделе 3 рассматривается ряд вычис-
лительных примеров. Заключительные замечания и выводы даны
в разделе 4.

ОБОЗНАЧЕНИЯ
Множество вещественных чисел обозначается R, множество

(n ×m)-матриц — Rn×m. Для комплексной матрицы M = [mij ],
M∗ обозначает эрмитово сопряжение этой матрицы M∗ := [m∗

ji].
Для вещественной матрицы M = [mij ], MT обозначает транс-
понирование: MT := [mji]. Для вещественных симметричных
матриц M � N означает, что матрица M − N положительно
определена. В блочно-симметричных матрицах символ ∗ заме-
няет блоки, вид которых определяется симметрией. Спектраль-
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ный радиус матрицы M обозначается ρ(M) := maxk |λk(M)|,
где λk(M) — k-е собственное значение матрицы M. Максималь-
ное сингулярное значение комплексной матрицы M обозначается
σ(M) :=

√
λmax(M∗M). In обозначает единичную матрицу раз-

мерности (n×n), 0n×m — нулевую (n×m)-матрицу. Размерности
нулевых матриц в случаях, когда их нетрудно понять из контек-
ста, указываться не будут.

Угловое граничное значение матричной передаточной функ-
ции F (z), аналитической в единичном диске комплексной плос-
кости |z| < 1, обозначается F̂ (ω) := F (eiω).

Hp×m
2 и Hp×m

∞ обозначают пространства Харди (p × m)-
матричных передаточных функций F (z) комплексной перемен-
ной z, аналитических в единичном диске |z| < 1, с ограниченной
H2- и H∞-нормой соответственно:

‖F‖2 :=

 1
2π

π∫
−π

tr(F̂ (ω)F̂ ∗(ω))dω

1/2

< +∞,

‖F‖∞ := sup
|z|61

σ(F (z)) = ess sup
−π6ω6π

σ(F̂ (ω)) < +∞.

1. Постановка задачи синтеза

Объект управления представлен дискретной линейной ста-
ционарной моделью P (z) с nx-мерным состоянием X, mw-
мерным входом возмущения W, mu-мерным входом управления
U, pz-мерным управляемым выходом Z и py-мерным измеряе-
мым выходом Y. Предполагается, что все сигналы представляют
собой двусторонние бесконечные векторные дискретные после-
довательности, связанные уравнениями

(1) P (z) :

 xk+1

zk

yk

 =

 A Bw Bu

Cz Dzw Dzu

Cy Dyw 0

 xk

wk

uk

 ,

где размерности всех матриц согласованы, pz 6 mw, пара матриц
(A,Bu) является стабилизируемой, а пара (A,Cy) — детектируе-
мой.
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Предполагается, что внешнее возмущение W =
(wk)−∞<k<+∞ является стационарной последовательностью
случайных векторов wk с нулевым средним Ewk = 0, неизвест-
ной ковариационной матрицей Ewkw

T
k = ΣW � 0 и гауссовской

плотностью распределения вероятности

p(wk) := (2π)−m1/2(detΣW )−1/2 exp
(
−1

2
‖wk‖2

Σ−1
W

)
,

где ‖wk‖Σ−1
W

=
√

wT
k Σ−1

W wk и E обозначает математическое ожи-
дание. Обозначим пространство стационарных в узком смысле
последовательностей интегрируемых с квадратом случайных век-
торов [7] через

`m
P = {W = (wk)−∞<k<+∞ : wk ∈ Lm

2 ∧ ‖W‖P < +∞} ,

где мощностная норма последовательности случайных векторов
W = (wk)−∞<k<+∞ определяется как [7, 71]

‖W‖P :=

(
lim

N→∞

1
2N + 1

N∑
k=−N

E|wk|2
)1/2

и может быть вычислена через спектральную плотность S(ω)
этой последовательности:

‖W‖P =
(

1
2π

∫ π

−π
trS(ω)dω

)1/2

.

Обозначим множество входных сигналов с ограниченной средней
анизотропией через

Wa := {W ∈ `m
P : A(W ) 6 a},

где

A(W ) = − 1
4π

π∫
−π

ln det
(

mwS(ω)
‖W‖2

P

)
dω
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— функционал средней анизотропии [22, 66].
Задача синтеза — найти регулятор заданного порядка по из-

меряемому выходу в форме динамического компенсатора

(2) K(z) :
[

ξk+1

uk

]
=
[

Ac Bc

Cc Dc

] [
ξk

yk

]
с nξ-мерным состоянием Ξ = (ξk)−∞<k<+∞, стабилизирующий
замкнутую систему (рис. 1) и гарантирующий некоторый желае-
мый уровень робастного качества подавления внешних возмуще-
ний.

Рис. 1. Замкнутая система

Известно (см. например [35]), что задачу синтеза динами-
ческого регулятора заданного порядка можно представить в виде
задачи синтеза статического регулятора по выходу, дополнив век-
тор состояния объекта управления состояниями регулятора:

(3)

 A Bw Bu

Cz Dzw Dzu

Cy Dyw 0

 :=


A 0 Bw 0 Bu

0 0 0 Inξ
0

Cz 0 Dzw 0 Dzu

0 Inξ
0 0 0

Cy 0 Dyw 0 0

 .

Реализация замкнутой системы с расширенным объектом управ-
ления (3) имеет вид[

A B

C D

]
=
[
A Bw

Cz Dzw

]
+
[
Bu

Dzu

]
K
[
Cy Dyw

]
=

=
[

A+ BuKCy Bw + BuKDzw

Cz +DzwKCy Dzw +DzuKDyw

]
,

где матрица K включает матрицы параметров регулятора:

(4) K :=
[

Ac Bc

Cc Dc

]
.
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Поэтому в дальнейшем мы будем предполагать, что модель объ-
екта управления (1) представляет собой расширенную реализа-
цию (3) с n-мерным вектором состояния, и искать анизотропий-
ный субоптимальный регулятор в виде статической обратной свя-
зи по выходу (4).

Предполагается, что для расширенного объекта управле-
ния (3) и регулятора (4) выполняется условие Кимуры [41] ну-
левого порядка

n−mu − py < 0,

где в общем случае n = nx + nξ. Выполнение этого условия
гарантирует существование стабилизирующего статического ре-
гулятора по выходу для расширенной реализации (3).

Пусть Tzw(z) — матричная передаточная функция замкнутой
системы от возмущения W к управляемому выходу Z, заданная
нижним дробно-линейным преобразованием пары (P,K) :
(5) Tzw(z) = Fl(P,K) = Pzw + PzuK(Ipy − PyuK)−1Pyw,

где

(6) Pzw(z) ∼
[

A Bw

Cz Dzw

]
, Pzu(z) ∼

[
A Bu

Cz Dzu

]
,

Pyw(z) ∼
[

A Bw

Cy Dyw

]
, Pyu(z) ∼

[
A Bu

Cy 0

]
.

Напомним, что a-анизотропийная норма передаточной функции
Tzw(z) ∈ Hpz×mw

∞ количественно характеризует возможности за-
мкнутой системы по подавлению внешних возмущений наиболь-
шим отношением мощностной нормы выхода этой системы к
мощностной норме входа при условии, что средняя анизотропия
возмущения не превосходит уровня a [7, 22, 66]:

(7) |||Tzw|||a := sup
W∈Wa

‖Z‖P
‖W‖P

.

Из [22, 66] известно, что a-анизотропийная норма заданной си-
стемы F ∈ Hpz×mw

∞ является неубывающей функцией уровня
средней анизотропии a, удовлетворяющей неравенству

(8)
1

√
mw

‖Tzw‖2 = |||Tzw|||0 6 lim
a→+∞

|||Tzw|||a = ‖Tzw‖∞.
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Эти выражения показывают, что H2- и H∞-нормы являются пре-
дельными случаями a-анизотропийной нормы при a → 0,+∞,
соответственно.

Общая постановка задачи синтеза анизотропийного субопти-
мального регулятора заданного порядка следующая.

Задача синтеза. Для заданных объекта управления P с мо-
делью в пространстве состояний (1), уровня средней анизотро-
пии a > 0 входного возмущения W и некоторого желаемого по-
рогового значения γ > 0 найти регулятор в виде статической
обратной связи по измеряемому выходу
(9) uk = Kyk,

стабилизирующий замкнутую систему и гарантирующий, что ее
a-анизотропийная норма не превосходит порогового значения γ:
(10) |||Tzw|||a < γ.

2. Решение задачи синтеза

В этом разделе приводится решение общей задачи синтеза
регулятора заданного порядка. Для решения задачи синтеза при-
меняется критерий проверки условия ограниченности анизотро-
пийной нормы системы заданным пороговым значением для мо-
дели в пространстве состояний. Этот критерий, называемый ча-
стотной теоремой для анизотропийной нормы, был недавно пред-
ставлен в [11, 64]. Чтобы применить данный критерий к задаче
синтеза, его требуется переформулировать.

2.1. ЧАСТОТНАЯ ТЕОРЕМА ДЛЯ АНИЗОТРОПИЙНОЙ
НОРМЫ В ЗАДАЧЕ СИНТЕЗА
Для объекта управления P и регулятора K, определенных

выше, реализация замкнутой системы имеет вид

(11) Tzw(z) :
[

χk+1

zk

]
=
[

A B

C D

] [
χk

wk

]
,

где χk ∈ Rn, n = nx + nξ,

(12)

[
A B

C D

]
=
[

A + BuKCy Bw + BuKDyw

Cz + DzuKCy Dzw + DzuKDyw

]
.
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В [64, 65] показано, что для заданных a > 0, γ > 0 нера-
венство (10) выполняется, если существует η > γ2, такое что
неравенство
(13) η − (e−2a det (ηImw −BTΦB−DTD))1/mw < γ2

выполняется для некоторой вещественной (n × n)-матрицы Φ =
ΦT � 0, удовлетворяющей ЛМН

(14)

[
ATΦA− Φ + CTC ATΦB + CTD

BTΦA + DTC BTΦB + DTD− ηImw

]
≺ 0.

Условия (13), (14) частотной теоремы для анизотропийной нор-
мы [64, 65] невозможно непосредственно применить для решения
поставленной задачи синтеза из-за перекрестных произведений
неизвестной матрицы Ляпунова Φ и матриц реализации замкну-
той системы (A,B,C,D), аффинно зависящих от K, которые так-
же возникают в (13).

Преодолеть указанную трудность позволяет введение вспо-
могательной переменной, вещественной (mw × mw)-матрицы
Ψ = ΨT � 0, удовлетворяющей неравенствам
(15) η − (e−2a det Ψ)1/mw < γ2, Ψ ≺ ηImw −BTΦB−DTD,

что эквивалентно (13). Чтобы избавиться от произведений мат-
риц Φ, B и D, перепишем последнее неравенство в (15) в виде

Ψ− ηImw −
[

BT DT
] [ −Φ−1 0

0 −Ipz

]−1 [
B

D

]
≺ 0,

где

[
−Φ−1 0

0 −Ipz

]
≺ 0, что эквивалентно

(16)

 Ψ− ηImw BT DT

B −Φ−1 0
D 0 −Ipz

 ≺ 0

в силу леммы Шура (см. например [19]).
Чтобы избавиться от перекрестных произведений матриц Φ,

A, and B в (14), представим это неравенство в виде[
−Φ + CTC CTD

DTC ηImw + DTD

]
−
[

AT

BT

]
(−Φ−1)−1

[
A B

]
≺ 0,
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где −Φ−1 ≺ 0. В силу леммы Шура, предыдущее неравенство
эквивалентно

(17)

 −Φ + CTC CTD AT

DTC DTD− ηImw BT

A B −Φ−1

 ≺ 0.

Чтобы избавиться от перекрестных произведений матриц C и D,
представим неравенство (17) в виде −Φ 0 AT

0 −ηImw BT

A B −Φ−1

 −

 CT

DT

0

 (−Ipz)
−1
[

C D 0
]
≺ 0

где −Ipz ≺ 0. Повторное применение леммы Шура к предыдуще-
му неравенству и обозначение Π := Φ−1 приводят к следующей
формулировке частотной теоремы для анизотропийной нормы в
терминах взаимнообратных матриц.

Лемма 1. Пусть Tzw ∈ Hpz×mw
∞ — матричная передаточ-

ная функция системы с реализацией (11), где ρ(A) < 1. Анизо-
тропийная норма (7) системы Tzw строго ограничена заданным
пороговым значением γ > 0, т.е. |||Tzw|||a < γ, если система нера-
венств
(18) η − (e−2a det Ψ)1/mw < γ2,

(19)

 Ψ− ηImw BT DT

B −Π 0
D 0 −Ipz

 ≺ 0,

(20)


−Φ 0 AT CT

0 −ηImw BT DT

A B −Π 0
C D 0 −Ipz

 ≺ 0,

(21) η > γ2, Ψ � 0, Φ � 0, Π � 0
разрешима относительно скалярной переменной η, веществен-
ных (mw × mw)-матрицы Ψ и двух взаимнообратных (n × n)-
матриц Φ, Π, удовлетворяющих условию
(22) ΦΠ = In.
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Замечание 1. Неравенство (18) представляет собой выпук-
лое ограничение относительно вспомогательной переменной Ψ.
Известно, что

1. Функция (detΨ)p (m×m)-матрицы Ψ = ΨT < 0 является
вогнутой по своему аргументу для любого 0 6 p 6 1

m [16].
2. Функция (detΨ)1/m (m × m)-матрицы Ψ = ΨT < 0 есть

не что иное как среднее геометрическое собственных значений
этой матрицы 1/m

√
λ1(Ψ) . . . λm(Ψ).

3. В [16, c. 105] было показано, что подграфик геометриче-
ского среднего двух неотрицательных величин, множество{

(λ1, λ2, t) ∈ R3 | x1, x2 > 0, t 6
√

λ1λ2

}
представимо в виде конуса второго порядка{

(λ1, λ2, t) | ∃τ : t 6 τ ; τ > 0,

∥∥∥∥[ τ
λ1−λ2

2

]∥∥∥∥
2

6
λ1 + λ2

2

}
,

а подграфик геометрического среднего 2l неотрицательных вели-
чин, множество{

(λ1, . . . , λ2l , t) ∈ R2l+1 |

λi > 0, i = 1, . . . , 2l, t 6 (λ1λ2 . . . λ2l)1/2l
}

также представимо в виде пересечения конечного числа конусов
второго порядка.

4. В [16, c. 147] было показано, что если p — рациональное
число, 0 6 p 6 1

m , то выпуклая функция −(det Ψ)p (m × m)-
матрицы Ψ = ΨT < 0 представима в виде ЛМН. А именно, мно-
жество {

(Ψ, t) | Ψ = ΨT < 0, t 6 (detΨ)p
}

представимо в виде{
(Ψ, t) | Ψ = ΨT < 0,

[
Ψ ∆
∆T diag ∆

]
< 0, t 6 (δ1 . . . δm)p

}
,
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где ∆ — нижняя треугольная (m × m)-матрица, составленная из
вспомогательных переменных с диагональными элементами δi.
Подграфик вогнутого одночлена t 6 (δ1 . . . δm)p представим в
виде конуса второго порядка [16, c. 108] и, следовательно, в виде
ЛМН.

Замечание 2. Систему неравенств (18)–(21) леммы 1 можно
решить с помощью доступных свободно распространяемых про-
граммных пакетов для решения задач выпуклой оптимизации,
позволяющих использовать выпуклую функцию −(det(Ψ))1/m

(m × m)-матрицы Ψ < 0 не только в качестве целевой функ-
ции, но и в качестве ограничения. Такими программными сред-
ствами являются, например, интерфейс YALMIP [45] в сочета-
нии с программой-решателем SeDuMi [63] для систем Matlab
и Scilab. В интерфейсе YALMIP функции −(det(Ψ))1/m соот-
ветствует команда geomean, возвращающая среднее геометри-
ческое собственных чисел положительно-определенной матри-
цы [45].

Замечание 3. Проверка выполнения условия |||Tzw|||a < γ
сводится к поиску положительной скалярной величины η и двух
взаимнообратных матриц Φ � 0, Π � 0, ΦΠ = In, удовлетворя-
ющих ЛМН (19), (20) и выпуклому ограничению (18). Для чис-
ленного решения такой задачи могут применяться известные ал-
горитмы, разработанные в [1, 12, 14, 25, 28, 38, 53, 55, 56] для
поиска взаимнообратных матриц, удовлетворяющих выпуклым
ограничениям.

2.2. АЛГОРИТМ ПОИСКА ВЗАИМНООБРАТНЫХ МАТРИЦ
НА ОСНОВЕ МЕТОДА УСЛОВНОГО ГРАДИЕНТА
Взаимнообратные матрицы Φ = ΦT � 0, Π = ΠT � 0,

ΠΦ = I, удовлетворяющие ЛМН (19), (20) и выпуклому ограни-
чению (18), можно найти с помощью алгоритма на основе метода
условного градиента [8, 14, 55], согласно которому задача (18)–
(22) рассматривается как задача минимизации вогнутой целевой
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функции

(23)
tr (Π− Φ−1) → min

на множестве Ψ,Φ,Π, η,
удовлетворяющих ограничениям (18)–(21) и

(24)

[
Π I
I Φ

]
< 0.

Целевая функция f(Π,Φ) = tr(Π−Φ−1) является вогнутой по Π
и Φ, ее градиент определяется выражениями [55]

∇Πf(Π,Φ) = I, ∇Φf(Π,Φ) = Φ−2.

Алгоритм состоит из следующих шагов:
Алгоритм 1.

1) k = 0. Выбираются начальные условия Π0 > 0, Φ0 > 0,
удовлетворяющие неравенствам (18)–(21) для некоторых
значений Ψ, η.

2) Решается локальная задача выпуклого программирования

(25)

tr (Π + Φ−1
k ΦΦ−1

k ) → min
на множествах Ψ,Φ,Π, η,

удовлетворяющих ограничениям (18)–(21) и[
Π I
I Φ

]
< 0.

3) Если задача (25) разрешима и неизвестные переменные вы-
числены, проверяются условия остановки
(26) | tr (Π + Φ−1

k ΦΦ−1
k )| < ε, kN 6 k,

где ε — заданная точность, kN — заданное максимальное
число итераций. Если одно из условий (26) выполняется,
алгоритм останавливается.

4) k := k + 1; Φk := Φ; осуществляется переход к шагу 2.
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Известно [8, 14, 55], что целевая функция f(Π,Φ) в алгорит-
ме 1 монотонно убывает и итерации сходятся к точке локально-
го минимума (Π?,Φ?), удовлетворяющей необходимому условию
оптимальности [8]

〈∇f(Π?,Φ?),blockdiag(Π−Π?,Φ− Φ?)〉 =
= tr (∇f(Π?,Φ?) blockdiag(Π−Π?,Φ− Φ?)) =

= tr (Π−Π? + Φ−2
? Φ− Φ−1

? ) > 0
∀Π,Φ, удовлетворяющих (18)–(21), (24).

В [8] показано, что скорость сходимости метода условного гра-
диента зависит от многих факторов, включая свойства целевой
функции и множества решений (гладкость, выпуклость, сильная
выпуклость и т.п.). Например, для задачи минимизации вогну-
той целевой функции при наличии линейных ограничений вида
неравенств метод условного градиента конечен [55].

2.3. СТАТИЧЕСКАЯ ОБРАТНАЯ СВЯЗЬ ПО ВЫХОДУ
Прямое применение достаточных условий (18)–(20) леммы 1

к реализации замкнутой системы (12) приводит к следующему
прямому решению задачи синтеза.

Следствие 1. Для заданных a > 0, γ > 0 статический ре-
гулятор по выходу (9), являющийся решением задачи синтеза,
существует, если система неравенств
(27) η − (e−2a det Ψ)1/mw < γ2,

(28)

 Ψ− ηImw ∗ ∗
Bw + BuKDyw −Π ∗

Dzw + DzuKDyw 0 −Ipz

 ≺ 0,

(29)


−Φ ∗ ∗ ∗
0 −ηImw ∗ ∗

A + BuKCy Bw + BuKDyw −Π ∗
Cz + DzuKCy Dzw + DzuKDyw 0 −Ipz

 ≺ 0,

(30) η > γ2, Ψ � 0, Φ � 0, Π � 0
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разрешима относительно скалярной переменной η, веществен-
ных (mw ×mw)-матрицы Ψ, (mu × py)-матрицы K и двух вза-
имнообратных (n× n)-матриц Φ, Π, удовлетворяющих условию
(31) ΦΠ = In.

Замечание 4. Матрица параметров регулятора K непосред-
ственно входит в неравенства синтеза (28), (29), что позволяет
накладывать на нее дополнительные структурные требования для
синтеза, например, децентрализованного управления с блочно-
диагональной матрицей K или регулятора заданной структуры
из решения задачи (27)–(31).

Задача вычисления матрицы статической обратной связи по
выходу K, являющейся решением задачи синтеза анизотропийно-
го субоптимального регулятора, сводится к задаче поиска взаим-
нообратных матриц, удовлетворяющих ограничениям (27)–(30),
которая может быть решена с помощью алгоритма 1.

3. Вычислительный пример: управление самолетом
при заходе на посадку

В качестве вычислительного примера рассмотрим решение
задачи управления продольным движением самолета при заходе
на посадку по глиссаде с заданным углом наклона в условиях
сдвига ветра при наличии шума измерений. Эта задача реше-
на в [44] с помощью анизотропийного оптимального регулятора
полного порядка. Полученный регулятор стабилизирует линеа-
ризованную модель объекта управления в отклонениях от желае-
мых значений переменных состояния при движении по глиссаде
с заданным углом наклона в присутствии детерминированного
(сдвиг ветра) и стохастических возмущений.

3.1. МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ ПРОДОЛЬНОГО
ДВИЖЕНИЯ САМОЛЕТА. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ
УПРАВЛЕНИЯ
Продольное движение самолета с учетом ветровых возму-

щений в скоростной системе координат (касательная и нормаль к
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траектории полета) описывается следующей системой нелиней-
ных дифференциальных уравнений [2, 3]
(32)

mV̇ = T cos α−D −mg sin θ −m(ẇx cos θ + ẇy sin θ),
mV θ̇ = T sinα + L−mg cos θ + m(ẇx sin θ − ẇy cos θ),
Jzω̇z = Mz,

ϑ̇ = ωz,
где m — масса самолета; V — воздушная скорость; T — сила тяги;
α — угол атаки; D — сила лобового сопротивления; g — ускоре-
ние свободного падения; θ — угол наклона траектории полета;
ẇx и ẇy — полные градиенты горизонтальной и вертикальной
составляющих скорости ветра в инерциальной системе отсчета
соответственно; L — подъемная сила; Jz — момент инерции от-
носительно поперечной оси z самолета; ωz — угловая скорость
относительно поперечной оси z самолета; Mz — момент тангажа
и ϑ = a + θ — угол тангажа (см. рис. 2).

Эти уравнения справедливы в предположении, что самолет
жесткий, направление силы тяги совпадает с осью самолета, мас-
са самолета постоянна, Земля плоская, ветер стационарный [3].
Модель (32) также не содержит аналитических зависимостей для
силы лобового сопротивления D, подъемной силы L, момента
инерции самолета Jz и момента тангажа Mz. Предполагается,
что значения этих переменных являются табличными значени-
ями, полученными в результате экспериментов, и выбираются
из соответствующих таблиц при линеаризации нелинейной мо-
дели (32) [9, 10].

Сила тяги T и угол атаки α являются переменными управ-
ления в уравнениях (32) и в свою очередь зависят от отклонения
сектора газа δt и обобщенного руля высоты самолета δe соот-
ветственно. Таким образом, управление самолетом в продольной
плоскости реализуется с помощью обобщенного руля высоты δe

и сектора газа δt.

Дифференциальное уравнение для высоты центра масс са-
молета имеет вид
(33) ḣ = V sin θ + wy.
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Рис. 2. К задаче управления продольным движением самолета.
Система координат и переменные

Динамика двигателя описывается следующим уравнением

(34) ∆Ṫ =
1
Te

(−∆T + Ke∆δt),

где Te — постоянная времени двигателя; Ke — некоторый задан-
ный числовой коэффициент и ∆δt — отклонение сектора газа от
предписанного значения.

Отклонение обобщенного руля высоты ∆δt с учетом контура
короткопериодического движения формируется следующим об-
разом

∆δe = Kωz∆ωz + Kϑ∆ϑ + Kcy∆ϑcy,

где Kωz , Kϑ, и Kcy — некоторые заданные числовые коэффици-
енты; ∆ϑcy — сигнал управления, формируемый регулятором.

Анизотропийный, линейно-квадратичный гауссовский и
H∞-регуляторы синтезированы для модели самолета Ту-154 при
заходе на посадку по глиссаде с углом наклона θ0 = −2,7 град.
Нелинейные уравнения (32)–(34), описывающие продольное дви-
жение самолета, линеаризованы в точке траектории

V0 = 71,375 м/сек, θ0 = −2,7 град, ωz0 = 0 сек−1

ϑ0 = 0 град, h0 = 600 м, T0 = 52540 Н.

Стандартная линеаризованная дискретная стационарная модель
объекта управления (1) была получена для значения шага дис-
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кретизации 0,01 с, имеет порядок nx = 6. В окрестности задан-
ной глиссады продольное движение самолета аппроксимируется
дискретной линеаризованной моделью в отклонениях (1), где

xk = [ ∆Vk ∆θk ∆ωz,k ∆ϑk ∆hk ∆Tk ]T,
wk = [ nu1,k nu2,k ny1,k ny2,k ]T,
uk = [ ∆θcy,k ∆δt,k ]T,
zk = [ ∆Vk ∆hk ∆ϑcy,k ∆δt,k ]T,
yk = [ ∆Vk + ny1,k ∆hk + ny2,k ]T,

где Vk — воздушная скорость самолета; θk — угол наклона траек-
тории; ωz,k — угловая скорость тангажа; ϑk — угол тангажа; hk

— высота центра масс; Tk — тяга двигателей; θcy,k — управление
обобщенными рулями высоты; δt,k — управление сектором газа;
nu1,k, nu2,k, ny1,k, ny2,k — шумы приводов и измерений. Матрицы
реализации модели в пространстве состояний имеют вид

A =


0,9994 −0,0008 0 −0,0009 0 0,0009
0,0022 0,9938 0,0011 0,0072 0 0
0,0001 0,0052 0,9842 −0,0154 0 0

0 0 0,0099 0,9999 0 0
−0,0005 0,0124 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0,9960

 ,

Bu =


0 0

−0,0012 0
0,0117 0
0,0001 0

0 0
0 0,004

 , Cy =
[

1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0

]
,

Bw =


0 −0,01 0,0005 0 0
0 −0,0004 −0,008 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

0,01 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 , Cz =

 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

 ,

Dyw =
[

0 0 0 1 0
0 0 0 0 1

]
, Dzu =

[
0
I2

]
.
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3.2. СТАТИЧЕСКАЯ ОБРАТНАЯ СВЯЗЬ ПО ВЫХОДУ
Для задачи управления посадкой самолета Ту-154 в услови-

ях сдвига ветра был синтезирован анизотропийный субоптималь-
ный регулятор в виде статической обратной связи по измеряемо-
му выходу. Матрица коэффициента усиления регулятора вычис-
лялась из решения системы неравенств (27)–(30) при ограниче-
нии (37) в соответствии с алгоритмом 1 для заданного уровня
средней анизотропии внешнего возмущения a = 0,1 и фиксиро-
ванного порогового значения анизотропийной нормы замкнутой
системы γ = 20. При синтезе регулятора учитывалось дополни-
тельное требование расположения полюсов замкнутой системы
в выпуклой ЛМН-области комплексной плоскости — в диске с
центром в начале координат Dr = {z ∈ C : |z| < r} радиусом
r = 0,9997. С этой целью неравенства синтеза (27)–(30) были
дополнены неравенствами

(35)

[
−rQ A + BuKCy

AT + CT
y KTBT

u −rP

]
≺ 0,

(36) P � 0, Q � 0,

а невыпуклое ограничение (31) — ограничением
(37) PQ = Inx .

Заданная точность для условий (26) остановки алгоритма при-
нималась равной ε = 1 · 10−7, максимальное число итераций
kN = 1500. Начальные условия Π0 � 0, Φ0 � 0, P0 � 0, Q0 � 0
алгоритма 1 выбирались из решения системы неравенств (27)–
(30), (35), (36) без учета невыпуклых ограничений (31), (37).

Матрица коэффициента усиления анизотропийного субопти-
мального статического регулятора по выходу Ka представлена
ниже вместе с матрицами K2- и K∞-статических H2- и H∞-
регуляторов:

K2 =
[
−0,3394 −0,1779
−0,9803 −0,1322

]
, K∞ =

[
−0,2051 −0,1793
−0,2716 −0,01814

]
,

Ka =
[
−0,3265 −0,08319
−1,075 −0,09644

]
.
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Результаты моделирования замкнутых систем с расположе-
нием полюсов в заданной ЛМН-области в условиях сдвига ветра
и шумов измерений представлены вместе с результатами реше-
ния задачи в таблице 1 и проиллюстрированы на рис. 3–8. При
моделировании применялся типичный профиль ветра, описывае-
мый моделью в форме вихревого кольца [37].

Таблица 1. Посадка самолета Ту-154: статическая обратная
связь по измеряемому выходу. Сравнение замкнутых систем

Регулятор в цепи обратной связи
K2 Ka K∞

Результаты решения:
γ 20 20 20

‖Tzw‖2 1,2241 1,3582 0,81519
|||Tzw|||0,1 3,3179 5,7172 7,2877

‖Tzw‖∞ 16,453 28,652 36,734
Число итераций: 654 782 639

Результаты моделирования:
max |∆V |, м/с 7,063 3,089 11,69
max |∆h|, м 81,9 93,56 80,51

max |∆θ|, град 12,4 7,081 11,45
max |∆ωz |, град/с 2,767 1,369 2,751
max |∆ϑ|, град 15,03 8,168 14,77
max |∆T |, кН 11,91 9,267 3,226

max |∆ϑcy |, град 15,81 8,405 15,51
max |∆δt|, град 14,47 11,25 3,845

Из результатов решения задачи в таблице 1 и на рис. 8 можно
заключить, что

• a-анизотропийная норма замкнутой системы с анизотро-
пийным γ-оптимальным регулятором удовлетворяет усло-
вию |||Tzw|||0,1 < γ; регулятор является субоптимальным;

• H2- и H∞-нормы замкнутых систем с H2- и H∞-
регуляторами удовлетворяют условиям ‖Tzw‖2 < γ2,
‖Tzw‖∞ < γ∞;

• для всех замкнутых систем выполняется требование разме-
щения полюсов в диске Dr заданного радиуса r = 0,9997.
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Анализ результатов моделирования, представленных в таблице 1
и на рис. 3–6 показывает, что

• анизотропийный субоптимальный регулятор приводит к
наименьшей амплитуде отклонения воздушной скорости и
наибольшей амплитуде отклонения высоты;

• время установления переходных процессов в системе с ани-
зотропийным регулятором меньше, чем в системах с H2- и
H∞-регуляторами;

• в замкнутой системе с анизотропийным регулятором ам-
плитуды отклонения угла наклона траектории, угловой ско-
рости тангажа и угла тангажа значительно меньше, чем в
замкнутых системах с H2- и H∞-регуляторами;

• наименьшая дополнительная тяга двигателя наблюдается в
системе с H∞-регулятором;

• амплитуды сигналов управления анизотропийного статиче-
ского регулятора по выходу меньше, чем у H2-регулятора и
больше, чем у H∞-регулятора.

3.3. РЕГУЛЯТОРЫ ЗАДАННОГО ПОРЯДКА
Для решения задачи управления самолетом в режиме посад-

ки были также построены анизотропийные субоптимальные ре-
гуляторы заданного порядка nξ = 1, . . . , 6, которые вычислялись
из решения системы неравенств (27)–(30) при ограничении (31)
в соответствии с алгоритмом 1 для расширенного объекта управ-
ления вида (3). Для нахождения взаимнообратных матриц Π � 0,
Φ � 0, ΠΦ = I, удовлетворяющих ЛМН (28), (29) и выпукло-
му ограничению (27) применялся алгоритм 1 на основе метода
условного градиента.

Анизотропийные субоптимальные регуляторы заданных по-
рядков nξ = 1, . . . , 6, вычислялись для заданного уровня средней
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Рис. 3. Посадка самолета Ту-154: статический регулятор по
выходу. Воздушная скорость ∆V , высота ∆h (диаграммы
слева) и сигналы управления ∆ϑcy, ∆δt (диаграммы справа)

Рис. 4. Посадка самолета Ту-154: статический регулятор по
выходу. Угол наклона траектории ∆θ, угловая скорость

тангажа ∆ωz (диаграммы слева), угол тангажа ∆ϑ, тяга
двигателя ∆T (диаграммы справа)
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Рис. 5. Посадка самолета Ту-154: статический регулятор по
выходу. Профиль ветра (диаграммы слева) и измерения с

шумами (диаграммы справа)

Рис. 6. Посадка самолета Ту-154: статический регулятор по
выходу. Переходные характеристики
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Рис. 7. Посадка самолета Ту-154: статический регулятор по
выходу. Диаграмма Боде

Рис. 8. Посадка самолета Ту-154: статический регулятор по
выходу. Сингулярные значения (диаграмма слева), расположение

нулей и полюсов (диаграмма справа)

122



Математическая теория управления

анизотропии внешнего возмущения a = 0,7 и фиксированного
порогового значения анизотропийной нормы замкнутой системы
γ = 20. При синтезе регуляторов учитывалось дополнительное
требование расположения полюсов замкнутой системы в выпук-
лой ЛМН-области на комплексной плоскости — в диске с центром
в начале координат Dr = {z ∈ C : |z| < r} радиусом r = 0,9997.
С этой целью неравенства синтеза (27)–(30) были дополнены
неравенствами (35), (36), а невыпуклое ограничение (31) — огра-
ничением (37), и фактически осуществлялся поиск двух пар вза-
имнообратных матриц, удовлетворяющих условию[

Φ 0
0 Π

] [
Q 0
0 P

]
= I2n,

n = nx +nξ. Заданная точность для условий (26) остановки алго-
ритма принималась равной ε = 1 ·10−7, максимальное число ите-
раций kN = 1500. Начальные условия Π0 � 0, Φ0 � 0, P0 � 0,
Q0 � 0 выбирались из решения системы неравенств (27)–(30),
(35), (36) без учета невыпуклых ограничений (31), (37). Для ре-
гуляторов K

nξ
a порядков nξ = 5, 3 заданная точность ε не была

достигнута за kN шагов. Реализации синтезированных регулято-
ров K

nξ
a порядков nξ = 6, 4, 2, 1 приводятся ниже:

K6
a =

[
A6

c B6
c

C6
c D6

c

]
,

A6
c =

0,0024 −0,0002 −0,0015 −0,0013 −0,00084 0,00024
−0,00014 0,0021 −0,00029 0,0022 −0,00052 −0,00042
−0,0014 −0,0002 0,0011 0,00047 0,00069 −5,96 · 10−5

−0,0015 0,0025 0,00057 0,0035 −6,2 · 10−5 −0,00055
−0,00083 −0,00047 0,00072 −8,27 · 10−5 0,00054 3,77 · 10−5

0,00028 −0,00041 −8,9 · 10−5 −0,00049 1,69 · 10−5 0,00013

 ,

C6
c =

[
1,006 0,2312 −0,7747 −0,3115 −0,5271 0,01095
−0,8721 −0,1261 0,2615 0,2941 0,1298 −0,05475

]
,

B6
c =


−0,002336 0,009808
0,001071 −0,01202
0,002105 −0,005306
−0,003142 −0,01961
0,0009146 −0,00228
−0,001945 0,002905

 , D6
c =

[
−0,2988 −0,1826
−0,2011 −0,1891

]
,
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K4
a =

=


0,001124 0,0001895 −0,0009076 −0,0003107 0,00445 −0,001455
0,000213 0,001551 0,0008611 −0,0003292 0,004879 −0,008758
−0,0009223 0,0008697 0,003372 −0,0003911 −0,002122 −0,01597
−0,000304 −0,0003404 −0,0004638 0,0002996 −0,0001242 0,00594
−1,009 −0,1889 0,6695 0,3422 −0,286 −0,187
−0,326 0,8818 0,1112 0,0734 −0,1897 −0,198

 ,

K2
a =

 0,0004513 −0,0003284 0,003121 −0,001795
−0,0003007 0,001849 0,001835 −0,008197

0,536 −0,4517 −0,2988 −0,1636
−0,4541 1,084 −0,02619 −0,007835

 ,

K1
a =

[
0,3851 0,01642 −0,0256
−6,05 −0,1921 −0,4216
7,858 −0,2948 0,1986

]
.

Таблица 2. Посадка самолета Ту-154: регуляторы заданного
порядка. Сравнение замкнутых систем

Порядок анизотропийного субоптимального регулятора
K6

a, nξ = 6 K4
a, nξ = 4 K2

a, nξ = 2 K1
a, nξ = 1

Результаты решения:
γ 20 20 20 20

‖Tzw‖2 0,79969 0,77843 0,83191 0,93857
|||Tzw|||0,7 12,458 12,144 19,224 14,885

‖Tzw‖∞ 25,197 24,564 49,011 30,109
Число итераций: 1321 1173 1069 972

Результаты моделирования:
max |∆V |, м/с 4,861 6,349 12,13 8,27
max |∆h|, м 82,89 79,63 82,78 82,15

max |∆θ|, град 11,93 13,18 10,8 11,88
max |∆ωz |, град/с 2,561 2,946 2,565 2,672
max |∆ϑ|, град 13,73 15,45 14 14,39
max |∆T |, кН 14,66 14,2 1,218 9,205

max |∆ϑcy |, град 14,13 16 14,59 15,15
max |∆δt|, град 17,27 16,96 1,423 11,25

Результаты моделирования замкнутых систем в условиях
сдвига ветра и шумов измерений представлены вместе с резуль-
татами решения задачи в таблице 2 и показаны на диаграммах
рис. 9–14. Из результатов решения задачи в таблице 2 и на рис. 14
можно заключить, что
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• для всех замкнутых систем с анизотропийными регу-
ляторами K

nξ
a заданных порядков nξ = 6, 4, 2, 1, a-

анизотропийная норма удовлетворяет условию |||Tzw|||0,7 <
γ; все регуляторы являются субоптимальными;

• для всех замкнутых систем выполняется требование разме-
щения полюсов в диске Dr заданного радиуса r = 0,9997.

Анализ результатов моделирования, представленных в таблице 2
и на рис. 9–14 показывает, что

• наименьшая амплитуда отклонения воздушной скорости
наблюдается в замкнутой системе с регулятором 6-го по-
рядка, наибольшая — в системе с регулятором 2-го порядка;

• наименьшая амплитуда отклонения высоты наблюдается в
замкнутой системе с регулятором 4-го порядка, наибольшая
— в системе с регулятором 6-го порядка;

• в замкнутой системе с регулятором 4-го порядка наблюда-
ется наибольшее отклонение рулей высоты, наименьшее —
в системе с регулятором 6-го порядка;

• в замкнутой системе с регулятором 6-го порядка наблюда-
ется наибольшее отклонение сектора газа, наименьшее — в
системе с регулятором 2-го порядка.

В сравнении с субоптимальными регуляторами заданного
порядка (таблица 2), качество работы замкнутых систем со стати-
ческими анизотропийными регуляторами по выходу (таблица 1)
хуже. В то же время статические регуляторы характеризуются
меньшими амплитудами управляющих сигналов и амплитудами
отклонений угла наклона траектории, угловой скорости тангажа,
угла тангажа и тяги двигателя.

Алгоритм 1 на основе метода условного градиента в данной
задаче показал низкую скорость сходимости (см. таблицы 1, 2,
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Рис. 9. Посадка самолета Ту-154: регуляторы заданного
порядка. Воздушная скорость ∆V , высота ∆h (диаграммы
слева) и сигналы управления ∆ϑcy, ∆δt (диаграммы справа)

Рис. 10. Посадка самолета Ту-154: регуляторы заданного
порядка. Угол наклона траектории ∆θ, угловая скорость

тангажа ∆ωz (диаграммы слева), угол тангажа ∆ϑ, тяга
двигателя ∆T (диаграммы справа)
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Рис. 11. Посадка самолета Ту-154: регуляторы заданного
порядка. Профиль ветра (диаграммы слева) и измерения с

шумами (диаграммы справа)

Рис. 12. Посадка самолета Ту-154: регуляторы заданного
порядка. Переходные характеристики
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Рис. 13. Посадка самолета Ту-154: регуляторы заданного
порядка. Диаграмма Боде

Рис. 14. Посадка самолета Ту-154: регуляторы заданного
порядка. Сингулярные значения (диаграмма слева),
расположение нулей и полюсов (диаграмма справа)
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число итераций). Для алгоритма поиска взаимнообратных мат-
риц, разработанного в [1], не удалось подобрать начальных усло-
вий, которые приводили бы к его сходимости к глобальному ми-
нимуму и к нахождению решений. Для генерации точек началь-
ных условий алгоритма 1, равномерно распределенных на мно-
жестве решений системы неравенств (27)–(30), (35), (36), можно
применить алгоритм “Hit&Run” [55].

4. Заключение

В работе предлагается метод решения задач синтеза ани-
зотропийных субоптимальных регуляторов, основанный на по-
луопределенном программировании и выпуклой оптимизации.
Анизотропийный субоптимальный регулятор стабилизирует за-
мкнутую систему и гарантирует, что ее анизотропийная норма не
превосходит заданного порогового значения. Общая процедура
синтеза регулятора заданного порядка сводится к решению нера-
венства относительно детерминанта положительно определенной
матрицы и двух ЛМН относительно взаимнообратных матриц;
задача оптимизации не является выпуклой. Для решения этой за-
дачи применяется локально-оптимальный алгоритм поиска вза-
имнообратных матриц на основе метода условного градиента.
В сравнении с решением задачи синтеза анизотропийного опти-
мального регулятора [67], предлагаемый подход на основе по-
луопределенного программирования является новым и позволяет
учитывать при проектировании ряд дополнительных требований
к замкнутой системе, например, заданную структуру регулятора.
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SYNTHESIS OF ANISOTROPIC SUBOPTIMAL
FIXED-ORDER CONTROLLERS VIA SEMIDEFINITE
PROGRAMMING AND ALGORITHM FOR
SEARCHING RECIPROCAL MATRICES

Michael Tchaikovsky, Institute of Control Sciences of RAS,
Moscow, Candidate of Science (mmtchaikovsky@hotmail.com).

Abstract: A disturbance attenuation problem is considered for a
linear discrete time invariant system under random disturbances with
imprecisely known distributions. The designed anisotropic suboptimal
controller is a dynamic fixed-order output-feedback compensator,
which is required to stabilize the closed-loop system and to keep
its anisotropic norm below a prescribed threshold value. The
proposed optimization-based approach to synthesis of the anisotropic
controllers is novel.

Keywords: discrete linear time invariant systems, random
disturbances, statistical uncertainty, norm, anisotropy, semidefinite
programming, linear matrix inequalities, reciprocal matrices.
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ИССЛЕДОВАНИЕ СИСТЕМЫ УПРАВЛЕНИЯ 
ДВИГАТЕЛЕМ ПОСТОЯННОГО ТОКА 

С МНОГОУРОВНЕВЫМ ПРЕОБРАЗОВАТЕЛЕМ 
НАПРЯЖЕНИЯ  

Гордеев А. А.1, Юркевич В. Д.2, Зиновьев Г. С.3 
(Новосибирский государственный  

технический университет, Новосибирск) 
 
Обсуждается задача синтеза системы управления для дви-

гателя постоянного тока независимого возбуждения с много-
уровневым преобразователем напряжения. Рассматривается 
двухконтурная система подчиненного регулирования, которая 
содержит контур стабилизации тока цепи якоря и контур 
стабилизации скорости вращения двигателя. В качестве закона 
управления для каждого контура используется  
ПИ-регулятор, где расчет параметров регулятора выполнен на 
основе метода разделения движения. 

 
Ключевые слова: двигатель постоянного тока, DC–DC кон-
вертор, широтно-импульсный модулятор, ПИ-регулятор, 
метод разделения движений. 

1. Введение 

Повышение мощности электровозов ведет к увеличению по-
терь в сетях питающего напряжения. Современные электровозы 
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постоянного тока рассчитаны на работу в сетях с напряжением 
1,5 кВ и 3 кВ. Развитие силовых полупроводниковых устройств 
позволяет создавать экономичные и эффективные понижающие 
преобразователи напряжения, например, на основе применения 
многоуровневых преобразователей напряжения для контактных 
сетей с напряжением в 12–18 кВ и более [3]. Переход к контакт-
ным сетям с повышенным напряжением требует разработки 
методов синтеза систем управления для двигателей электровоза 
с многоуровневым преобразователем напряжения.  

2. Постановка задачи  

Обсуждается проблема синтеза системы управления для 
многоуровневого DC–DC конвертора контактного напряжения 
12 кВ в напряжение электрооборудования электровоза 3 кВ. 
Данный конвертор рассматривался в работе [3], его принципи-
альная схема представлена на рис. 1. В работе рассматривается 
система подчиненного регулирования, двухконтурная структура 
которой содержит контур стабилизации тока цепи якоря и кон-
тур стабилизации скорости вращения двигателя (рис. 2). В 
качестве привода колесной пары рассматриваются два последо-
вательно соединенных в электрической цепи тяговых двигателя 
постоянного тока, например, типа НБ-511, где Uя.ном = 1475 В; 
Iя.ном =  510 A;  ωном = 70 рад/с. 

 
Рис. 1. Схема многоуровневого DC-DC конвертора 
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Рис. 2. Структура системы управления 

В контуре стабилизации тока в цепи якоря электродвигате-
ля необходимо обеспечить выполнение условия 
(1) я яlim ( ) d

t
I t i


  

и заданное время переходных процессов, где Iя – средняя вели-
чина тока в цепи якоря двигателя;  iя

d – желаемое значение тока. 
В контуре стабилизации скорости вращения двигателя требуется 
обеспечить условие 
(2) lim ( ) d

t
t 


   

с заданной величиной времени переходных процессов, где ω – 
скорость вращения двигателя;  ωd – желаемая скорость враще-
ния двигателя. 

3. Математическая модель DC–DC конвертора 

Принцип работы конвертора основан на периодическом пе-
реключении конденсаторов с последовательного соединения на 
параллельное. На первом этапе все конденсаторы подключены к 
источнику питания с напряжением E1 и внутренним сопротив-
лением Rin, где E1 = 12 кВ. На втором этапе конденсаторы C1 и 
C2 разряжаются на нагрузку, представленную как последова-
тельное соединение активного сопротивления Rя в цепи якоря, 
индуктивности Lя обмотки якоря и противо-ЭДС Eя в цепи якоря 
двигателя постоянного тока с независимым возбуждением, где 

(1)
я я я я я яU L i R i E    и Eя = k1. На третьем этапе на нагрузку 

разряжаются конденсаторы C3 и C4.  
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Процессы, протекающие в преобразователе при условии 
идеальных ключей, могут быть описаны следующей системой 
дифференциальных уравнений [9]: 

(3) 

1 3я я я
2 3

я я я я

1 я
1 1 2 3 4 1 2

1 1 2

2 я
1 1 2 3 4 1 2

2 1 2

3 я
1 1 2 3 4 1 3

3 3 4

4
1 1 2

4

,

1 ( ) ,
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3 4 1 3
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iu u u
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где iя – мгновенное значение тока в цепи якоря; uCi – мгновенное 
значение напряжения на i-м конденсаторе; u1, u2, u3 – функции 
переключения, с помощью которых осуществляется переключе-
ние между этапами работы преобразователя. Для этапа 1 u1 = 1, 
u2 = 0, u3 = 0;  для этапа 2 u1 = 0, u2 = 1, u3 = 0;  для этапа 3 
u1 = 0, u2 = 0, u3 = 1. 

Вид функций переключения u1, u2 и u3 на выходе ШИМ по-
казан на рис. 3. 

 
Рис. 3. Управляющие сигналы на выходе ШИМ 
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С целью устранения различий в условиях заряда и разряда 

конденсаторов использована следующая последовательность 
переключений между этапами: этап 1, этап 2, этап 3, этап 1, 
этап 3, этап 2 и т.д. 

Управление преобразователем осуществляется с помощью 
широтно-импульсного модулятора (ШИМ), где входным сигна-
лом модулятора является переменная m, которая определяет 
длительность этапа заряда конденсаторов, m  (0, 1). Длитель-
ности этапов разряда первой и второй пары конденсаторов 
предполагаются одинаковыми. Правило формирования функций 
переключения u1, u2 и u3 на выходе ШИМ, показанных на рис. 3, 
задано следующими условиями: 

(4) 1
1 ( )
0 ( ) ;

s

s s

for t t t m t T
u

for t m t T t t T
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(6) 3
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где Ts – период дискретизации ШИМ;  m(tk) – величина 
коэффициента заполнения импульса при t = tk, tk = kTs, 
k = 0, 1, 2… 

Предполагая, что период дискретизации Ts является малой 
величиной и отсутствует насыщение в широтно-импульсном 
модуляторе, т.е. m  (0, 1), рассмотрим усредненную модель для 
процессов в преобразователе [8, 9]: 

 1 3 1 3я я я
я

я я я я

,
2 2

C C C CU U U UdI R EI m
dt L L L L

 
      

 1 1я я

1 2 1 1 2

,
2( ) 2( )

C Ci

in

dU E UI I m
dt C C R C C C
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 2 1я я

1 2 2 1 2

,
2( ) 2( )

C Ci

in

dU E UI I m
dt C C R C C C

  
      

 

 3 1я я

3 4 3 3 4

,
2( ) 2( )

C Ci

in

dU E UI I m
dt C C R C C C

  
      

 

 4 1я я

3 4 4 3 4

,
2( ) 2( )

C Ci

in

dU E UI I m
dt C C R C C C

  
      

  

где Iя – среднее значение тока в цепи якоря;  UCi – среднее значе-
ние напряжения на i-м конденсаторе;  ΣUCi = UC1 + UC2 + 
+ UC3 + UC4. Принимая C1 = C2 = C3 = C4 = C и при условии, что 
выполняется равенство UC = UC1 = UC2 = UC3 = UC4, где UC ≈ E1/4, 
а также учитывая, что процессы по напряжению протекают 
значительно быстрее процессов по току, получена следующая 
упрощенная модель для средней величины тока якоря: 

(7) я я я 1 1
я

я я я я

.
4 4

dI R E E EI m
dt L L L L

      

4. Синтез регулятора тока 

Регулятор контура стабилизации тока якоря должен обеспе-
чивать условие (1). Рассмотрим алгоритм управления в виде 
следующего дифференциального уравнения: 
(8) 2 (2) (1) (1)

я я я я я я я я[( ) / ],dm d m k i i T i      
где µя – малый положительный параметр;  iя – мгновенное зна-
чение измеряемого тока в обмотке якоря, µя > 0;  dя > 0 и Tя > 0. 
Выполняя преобразование Лапласа для уравнения (8) при нуле-
вых начальных условиях, получим 

 я
я я я

я я я я

1( ) [ ( ) ( )] ( ) .
( )

dkm s i s i s i s
s d sT 

 
     

 

Из данного выражения следует, что алгоритм управления (8) 
является пропорционально-интегральным (ПИ) регулятором с 
дополнительной фильтрацией и, соответственно, может быть 
реализован без применения операции дифференцирования. При 
практической реализации алгоритм управления (8) можно пред-
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ставить в виде системы двух дифференциальных уравнений в 
форме Коши [7]. 

Заметим, что свойство фильтрации высокочастотной коле-
бательной составляющей в процессах по току iя(t) является 
важным для уменьшения амплитуды высокочастотных колеба-
ний в управляющем сигнале ( )m t  на входе ШИМ.  

Анализ свойств замкнутой системы выполним на основе 
рассмотрения усредненной модели (7) с алгоритмом управления 
(8), где выполним замену iя = Iя. Полагаем, что µя   0. Наличие 
малого параметра приводит к возникновению быстрых и мед-
ленных процессов в замкнутой системе (7), (8), для анализа 
которых используем метод разделения движений. Применяя 
процедуру разделения движений [5, 6] к системе (7), (8), полу-
чим уравнения для подсистемы быстрых движений (ПБД) кон-
тура стабилизации тока  

(9) 

1
я 2

2 я 1 я я я я 1
я 1 я 2 я я

я я я я я

,

,
4 4

d

dm m
dt

dm k E i I R E Em d m k I
dt L T L L L







 
      

 

 

где 1 2 я, .m m m m    Величины E1, Eя, Iя в данной системе 
рассматриваются как замороженные переменные на интервале 
времени переходных процессов в ПБД (9). Характеристический 
полином для ПБД (9) имеет вид  
(10) 2 2

я я я я 1 я/ (4 )s d s k E L   . 
Выбирая коэффициент усиления kя регулятора (8), напри-

мер, kя = –4Lя/ E1, получим характеристический полином ПБД 
контура стабилизации тока вида 2 2

я я я 1s d s   , где время 
переходных процессов в (9) задается выбором параметра µя, 
например, µя = 0,0013 c, а величина демпфирования быстрых 
процессов задается выбором параметра dя, например, dя = 2.  

Таким образом, в силу данного выбора параметров регуля-
тора (8) обеспечивается устойчивость процессов в ПБД (9). 
Тогда для квазиравновесного режима ПБД (9) после затухания 
переходных процессов получим m1 = m1

s, где  
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(11) я я я я я 1
1 я

1 я я я я

4
4

d
s L i I R E Em I

E T L L L
 

    
 

. 

Подстановка m = m1 = m1
s вида (11) в выражение (7) приво-

дит к уравнению подсистемы медленных движений (ПМД) для 
замкнутой системы (7), (8) в виде дифференциального уравне-
ния 
(12) я я я я( ) /dI i I T  , 
где параметр Tя регулятора тока выбирается в зависимости от 
желаемого времени tя для переходных процессов по току Iя в 
соответствии с условием Tя ≈ tя/3, например, полагаем tя ≈ 0,03 с. 
Разделение темпов быстрых и медленных процессов в системе 
(7), (8) обеспечивается выбором параметра µя таким образом, 
чтобы выполнялось условие µя ≈ Tя/ηя, где ηя – степень разделе-
ния быстрых и медленных движений, например, ηя > 8.  

Из выражения (10) следует, что отклонения величины ин-
дуктивности Lя и величины питающего напряжения контактной 
сети E1 от номинальных (расчетных) значений приводят к на-
рушению условию kяE1/(4Lя) = –1. При этом величина kяE1/(4Lя) 
может изменяться в широком диапазоне без нарушения устой-
чивости процессов в ПБД (9) и степени разделения темпов 
быстрых и медленных процессов в контуре стабилизации тока. 
Тем самым имеет место грубость свойства устойчивости процес-
сов в контуре стабилизации тока по отношению к изменениям 
величины индуктивности Lя и величины питающего напряжения 
контактной сети E1. 

В результате, в силу свойств решений уравнения ПМД (12), 
обеспечивается требование (1) для средней величины тока Iя в 
цепи якоря двигателя для равновесного режима контура стаби-
лизации тока (в силу астатизма системы) при отсутствии пере-
менных возмущающих воздействий в системе. Очевидно, что 
имеется отличие между мгновенной величиной тока iя и его 
желаемой величиной iя

d, заданной на входе регулятора тока 
(рис. 2), обусловленное высокочастотной колебательной состав-
ляющей в процессах по току iя(t), что является следствием им-
пульсного режима работы ШИМ. Однако влияние данной высо-
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кочастотной колебательной составляющей в процессах по току 
на механические процессы по скорости двигателя пренебрежимо 
мало в силу относительно большой инерционности двигателя. 

В тоже время переходные процессы по скорости вращения 
двигателя порождают изменение противо-ЭДС Eя в цепи якоря 
двигателя и изменение задающего воздействия iя

d на входе 
регулятора тока (рис. 2), что порождает дополнительную ошиб-
ку в реализации условия (1). Тогда величину относительной 
ошибки реализации условия (1) в режиме линейной заводки для 
тока, iя

d = ci t, можно оценить соотношением 
(13) я я я я я я я я 1lim [ ( ) ( )] / 4 / ( )d

it
i t I t c T T d R k E


   . 

Величину относительной ошибки реализации условия (1) в 
режиме линейной заводки для противо-ЭДС, Eя = cE t, можно 
оценить соотношением 
(14) я я я я я я 1lim [ ( ) ( )] / 4 / ( )d

Et
i t I t c T d k E


  . 

Соотношения (13), (14) являются следствием выражений (3.8) и 
(3.10) приведенных на стр.70–71 в [7]. 

Численное моделирование процессов, протекающих в кон-
туре стабилизации тока для преобразователя (3) с  
ШИМ (4)–(6) и регулятором (8) было выполнено при следующих 
параметрах: C1 = C2 = C3 = C4 = 0,002 Ф;  Lя = 0,0015 Гн; 
Rin = 0,1 Ом;  Rя = 0,16 Ом;  Ts = 0,001 с;  Tя = 0,01 c;   
µя = 0,0013 c;  dя = 2;  kя = –4Lя/E1 = –5·10–7;  E1 = 12 кВ;  Eя = 0; 
k1 = k2 = 27,56. 

На рис. 4 представлен график для мгновенной величины 
тока в цепи якоря двигателя. Задающее воздействие принимает 
значения 1 кА и 3 кА. На рис. 5 представлен график для мгно-
венной величины напряжения на конденсаторе C1. Из графика 
на рис. 4 видно, что поведение средней величины тока якоря 
соответствует решениям уравнения (12), где время переходных 
процессов по току примерно равно 0,03 с. 
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Рис. 4. Ток iя в цепи якоря 

 
Рис. 5. Напряжение uC1 на 

конденсаторе C1 

5. Синтез регулятора скорости 

Рассмотрим модель двух последовательно соединенных по 
электрической цепи тяговых двигателей колесной пары, как 
один эквивалентный двигатель постоянного тока. Дополним 
уравнение (7), описывающее поведение тока якоря двигателя, 
уравнением вращения ротора. Полагая, что Eя = k1ω, рассмотрим 
модель эквивалентного двигателя постоянного тока независимо-
го возбуждения при условии, что ток возбуждения постоя-
нен [4]: 

(15) 

я я 1 1 1
я

я я я я

2
я

,
4 4

,наг

dI R k E EI m
dt L L L L

Мkd I
dt J J





    

 

 

где k1 = cecф Iв;  k2 = cmcф Iв;  Iв – ток возбуждения;  J – приведен-
ный к валу двигателя суммарный момент инерции вращающих-
ся частей;  ω – угловая скорость вала двигателя;  Мнаг – момент 
сопротивления нагрузки;  ce, cm, cф – конструктивные коэффици-
енты. 

Рассмотрим уравнения замкнутой системы (8), (15), где вы-
полним замену iя = Iя. Из уравнений (8), (15) получим уравнение 
ПБД вида (9) для контура стабилизации тока якоря, а соответст-
вующее уравнение ПМД приобретет следующий вид: 
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(16) 

я я я

я

2
я

,

.

d

наг

dI i I
dt T

Мkd I
dt J J





 

 

Время переходных процессов по току в цепи якоря состав-
ляет примерно 0,03 с (рис. 4), что во много раз меньше времени 
переходных процессов для скорости вращения двигателя ω(t). 
Поэтому можно считать, что в контуре стабилизации тока имеет 
место равновесный режим по отношению к процессам для ско-
рости вращения двигателя (t), т.е. Iя = iя

d. Соответственно, 
предполагая равновесный режим для процессов по току в систе-
ме (16), получим вместо (16) расчетную модель для контура 
стабилизации скорости ω(t) пониженного порядка:  

(17) 2
я ,d нагМkd i

dt J J

   

где задающее воздействие iя
d регулятора тока якоря рассматри-

вается как управляющее воздействие для контура стабилизации 
скорости вращения двигателя (рис. 2). 

Регулятор контура стабилизации скорости должен обеспе-
чивать выполнение условия (2). Рассмотрим алгоритм управле-
ния для данного контура в виде дифференциального уравнения 

(18) я ,
d

dd di k
dt T dt 



  
 

  
 

 

где µω – малый параметр, µω > 0;  Tω > 0.  
Выполняя преобразование Лапласа для уравнения (18) при 

нулевых начальных условиях, получим 

 я
1( ) [ ( ) ( )] ( ) .d dki s s s s

sT


 

  


 
   

 
 

Из данного выражения следует, что алгоритм управления (18) 
является пропорционально-интегральным (ПИ) регулятором, 
соответственно является реализуемым без применения операции 
дифференцирования.  

Наличие малого параметра приводит к тому, что в замкну-
той системе (17), (18) будут возникать быстрые и медленные 
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процессы, для анализа которых снова использован метод разде-
ления движений. Применяя процедуру разделения движений 
[5, 6] для замкнутой системы (17), (18), получим уравнение ПБД 
контура стабилизации скорости, имеющее вид 

(19) 2
я я ,

d
d d нагМkd i k i

dt T J J 


 
 

   
 

 

где ω рассматривается как замороженная переменная на интер-
вале времени переходных процессов в ПБД (19). Характеристи-
ческий полином ПБД (19) имеет вид µωs + kωk2/J. Выбирая 
коэффициент усиления kω для регулятора (18) из условия 
kω = J/k2, получим µω s + 1.  

В силу указанного выбора параметров регулятора (18), 
обеспечивается устойчивость процессов в ПБД (19) контура 
стабилизации скорости. Тогда для квазиравновесного режима 
ПБД (19) после затухания переходных процессов получим 
iя

d = (iя
d)s, где  

(20) я
2

( )
d

d s нагМJi
k T J

  
  

 
. 

Подстановка iя
d = (iя

d)s вида (20) в выражение (17) приводит 
к уравнению подсистемы медленных движений (ПМД) для 
замкнутой системы (17), (18) в виде следующего дифференци-
ального уравнения: 

(21) 
dd

dt T

  
 . 

Параметр Tω регулятора (18) выбирается в зависимости от 
желаемого времени tω для переходных процессов по скорости  
в соответствии с условием Tω ≈ tω/3. Разделение темпов быстрых 
и медленных процессов в системе (17), (18) обеспечивается 
выбором параметра µω таким образом, чтобы выполнялось 
условие µω ≈ Tω/ηω, где ηω – степень разделения быстрых и 
медленных движений. Иерархия темпов формируемых процес-
сов в контурах стабилизации тока якоря и скорости вращения 
двигателя обеспечивается соответствующим выбором парамет-
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ров алгоритмов управления с учетом условий  
µя << Tя << µω << Tω . 

Уравнение (21) для подсистемы медленных движений кон-
тура стабилизации скорости не зависит от параметров преобра-
зователя, двигателя и контактной сети. В результате, в силу 
свойств решений уравнения (21), обеспечивается требование (2) 
для равновесного режима контура стабилизации скорости (в 
силу астатизма системы) при отсутствии переменных возму-
щающих воздействий в системе. Однако изменения величины 
момента нагрузки Mнаг и задающего воздействия по скорости ωd 
порождают дополнительную ошибку в реализации условия (2). 
Аналогично соотношениям (13) и (14), величину относительной 
ошибки реализации условия (2) в режиме линейной заводки для 
момента нагрузки, Mнаг = cM t, можно оценить соотношением 
 2lim [ ( ) ( )]/ /( )d

Mt
t t kc T k   


 . 

Величину относительной ошибки реализации условия (2) в 
режиме линейной заводки для скорости, ωя

d = cω t, можно оце-
нить соотношением 
 lim [ ( ) ( )] /d

я яt
t t c T  


  . 

Результаты численного моделирования для двигателя по-
стоянного тока с преобразователем (3) и широтно-импульсным 
модулятором (4)–(6) на его входе, с регулятором тока (8) и регу-
лятором скорости (18), представлены на рис. 6–9 и были полу-
чены при следующих параметрах системы: Rя = 0,34 Ом; 
Lя = 0,003 Гн;  J = 150 кг·м2;  C1 = C2 = C3 = C4 = 0,002 Ф;   
Rin = 0,1 Ом;  E1 = 12 кВ;  Ts = 0,001 с;  k1 = k2 = 27,56. В соответ-
ствии с представленными выше соотношениями, параметры регуля-
торов имеют следующие значения: kя = –4L/E1 = –1·10–6; 
dя = 2;  µя = 0,0013 c;  Tя = 0,01 c;  µω = 0,1 c;  Tω = 1 c;  
kω = J/k

2
 = 5,44.  
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Рис. 6. Скорость вращения ω  Рис. 7. Ток яi в цепи якоря 

 
Рис. 8. Скорость вращения ω при 

изменении напряжения 
контактной сети  

 
Рис. 9. Изменение напряжения 

контактной сети 

Переходные процессы по скорости соответствуют решениям 
уравнения (21), где время переходного процесса примерно равно 
3 с и задается параметром Tω алгоритма управления (18). На 
рис. 6 в момент времени t = 7 c возникает отклонение скорости 
двигателя от заданной величины, что обусловлено ступенчатым 
изменением внешнего момента нагрузки Mнаг при t = 7 с от 
величины 9000 Н·м до 12000 Н·м. Возникающее возмущение 
скорости вращения двигателя компенсируется с помощью регу-
лятора путем изменения тока цепи якоря (рис. 7). На рис. 8 
показан график изменения скорости вращения двигателя при 
изменении напряжения контактной сети (рис. 9). Из результатов 
моделирования следует, что в обсуждаемой системе регулирова-
ния обеспечивается как стабилизация, так и формирование 
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заданного времени переходных процессов для скорости враще-
ния двигателя при изменении внешнего момента нагрузки и 
напряжения контактной сети.  

6. Заключение 

Рассмотрена система управления для двигателя постоянно-
го тока независимого возбуждения с многоуровневым преобра-
зователем напряжения. Получена математическая модель много-
уровневого преобразователя напряжения и предложена методика 
расчета двухконтурной системы управления скоростью враще-
ния двигателя с предварительной стабилизацией величины тока 
якоря. В отличие от известных стандартных настроек систем 
автоматического управления электроприводами [1, 2], особенно-
стью обсуждаемой методики синтеза является формирование 
разнотемповых процессов в замкнутой системе [7], что позволя-
ет обеспечить заданные показатели качества переходных про-
цессов при изменениях питающего напряжения контактной 
сети, переменной величине момента нагрузки, неполной инфор-
мации о параметрах двигателя и преобразователя напряжения. 
Приведены расчетные соотношения для выбора параметров 
регуляторов тока якоря и скорости вращения двигателя и вы-
полнено численное моделирование системы управления.  
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Abstract: The problem of regulation for a DC motor with multi-level 
DC-DC converter is discussed. The control system is considered 
consisting of two feedback loops. In the first one the armature 
current control for a DC motor is provided by means of pulse-width 
modulated control for multi-level DC-DC converter. In the second 
one DC motor speed control is maintained. Proportional-integral 
(PI) controllers are designed for armature current and motor speed 
control based on singular perturbation technique such that multi-
time-scale motions are artificially induced in the closed-loop sys-
tem. Numerical simulations are performed in order to show efficacy 
of the proposed design technique. 
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УСТОЙЧИВОСТЬ СИСТЕМ С БЛОКАМИ 
НЕЧЕТКОГО ЛОГИЧЕСКОГО ВЫВОДА  

В ОБЪЕКТЕ УПРАВЛЕНИЯ 

Усков А. А.1 
(Российский университет кооперации, Москва) 

 
Предлагается подход к анализу абсолютной устойчивости 
одного класса систем с блоками нечеткого логического вывода 
в объекте управления. Разработанные методы исследования 
систем доведены до уровня простых и удобных в инженерной 
практике методик. 
 
Ключевые слова: асимптотическая устойчивость, нечеткий 
логический вывод, система автоматического управления. 
 

1. Введение 

В настоящее время достаточно широкое распространение 
получили нечеткие системы управления. Применение нечеткой 
логики позволяет использовать субъективные знания (мнения) 
экспертов, что очень полезно при построении моделей сложных 
или плохо формализуемых объектов и процессов [3, 5]. 

В то же время блок нечеткого логического вывода с точки 
зрения теории автоматического управления представляет собой 
статическое звено с очень сложной нелинейной характеристи-
кой, что значительно осложняет исследование систем с такими 
звеньями [5].  

                                         
1 Андрей Александрович Усков, доктор технических наук, профессор 
(andrey@uskov.net, www.uskov.net). 
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В статье предложен подход к анализу абсолютной устойчи-
вости одного класса систем с блоками нечеткого логического 
вывода в объекте управления. 

2. Постановка задачи 

Рассмотрим замкнутую автономную нелинейную импульс-
ную систему автоматического управления, приведенную 
на рис. 1. 

 
Рис. 1. Система управления с односвязным объектом 

Система состоит из импульсного элемента с амплитудно-
импульсной модуляцией ИЭ, линейного регулятора ЛР и объек-
та управления ОУ. Структурно объект управления состоит из 
последовательного соединения линейного динамического звена 
ЛДЗ и статического нелинейного элемента – блок нечеткого 
логического вывода (БНЛВ).  

Зависимость между выходным u и входным x сигналами 
нелинейного элемента задается набором нечетких продукцион-
ных правил: 
 П1: если x есть А1, то u = a1; 
 П2: если x есть А2 , то u = a2; 
 ………………………… 
 ПN: если x есть АN , то u = aN, 
где A1, A2, …, AN – нечеткие множества, определенные на мно-
жестве действительных чисел R; a1, a2, …, aN – действительные 
числа.  
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Выходной сигнал НЭ u рассчитывается в соответствии с ал-
горитмом нечеткого вывода Сугэно (Sugeno) нулевого порядка 
[3, 5]: 

(1) 







 N

i
i

N

i
ii

x

xa
xu

1

1

)(

)(
)(
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где i(x) – функции принадлежности нечетких множеств Ai. 

Необходимо получить достаточное условие асимптотиче-
ской устойчивости системы с БНЛВ со структурой, приведенной 
на рис. 1  

3. Характеристика блока нечеткого логического 
вывода 

Представим характеристику БНЛВ (1) в виде 
(2) u(x) = k(x)x,  
где k(x) – коэффициент передачи БНЛВ, зависящий от входного 
сигнала x. 

В качестве характеристики нелинейной зависимости БНЛВ 
выберем коэффициент 
(3) )(maxH xkK

Rx
 ,  

Ввиду сложности определения численного значения KН для 
произвольного БНЛВ, воспользуемся его оценкой. 

Решая совместно (1)–(3), получаем 
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Воспользовавшись свойством функции «модуль» [1], из 
предыдущего выражения получим: 



 
Управление большими системами. Выпуск 39 

 158 

(5) 
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определяет, по сути, координаты центра масс Xc невесомого 
стержня с расположенными на нем грузами с массами i(x) в 
точках с координатами |ai|, где i = 1, 2, …, N. Один из возмож-
ных вариантов расположения грузов на стержне показан 
на рис. 2. 

 
Рис. 2. Иллюстрация к выводу формулы 

Очевидно, что координата точки центра масс Xc не может 
превышать координаты крайнего справа груза, имеющего массу, 
отличную от 0. 

На основании свойства центра масс [2], можно записать: 

(6)  ))((1...,),((1)),((1max1max 0202101H xaxaxa
x

K NnRx
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где 
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t

t  – единичная функция.  

Последнее выражение можно привести к виду 
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где В1, В2, …, ВN – носители нечетких множеств А1, А2, …, АN 
соответственно [3]. 

Методику использования соотношения (7) поясним на при-
мере. 

Пример 1 
Рассмотрим БНЛВ, описываемый набором нечетких пра-

вил: 
 П1: если x есть Z, то u = 0; 
 П2: если x есть PS, то u = 1; 
 П3: если x есть PM, то u = 2; 
 П4: если x есть NS, то u = –1; 
 П5: если x есть NM, то u = –2. 

На рис. 3 приведены функции принадлежности нечетких 
множеств Z, PS, PM, NS и NM. 

 
Рис. 3. Функции принадлежности нечетких множеств 

Рассмотрим применение формулы (7) в данном случае.  
Для правила П1 носитель нечеткого множества Z – это  

x  [–1, 1], значение a1 = 0, следовательно 
  xx xx

0lim
0

max
01,1 

 . 

Анализ приведенного предела показывает, что его значение не 
превышает 1.  
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Для правила П2 носитель нечеткого множества PS –

x  [0,5, 2], значение a1 = 1, следовательно 
 

2
1

max
2,5,0


 xx

. 

Для правила П3 носитель нечеткого множества PM – 

x  [1, +), значение a1 = 2, следовательно 
 

2
2

max
,1


 xx

. 

Для правила П4 носитель нечеткого множества NS –  

x  [–2, –0,5], значение a1 = –1, следовательно 
 

2
1

max
5,0,2




 xx
. 

Для правила П5 носитель нечеткого множества NM –  

x  (–, –1], значение a1 = –2, следовательно 
 

2
2

max
1,




 xx
. 

Подставляя данные частные результаты в выражение (7), 
получим KН0 = max(1, 2, 2, 2, 2) = 2. 

4. Достаточное условие устойчивости 

Используя описанную методику определения численного 
значения величины KН0, можно получить достаточное условие 
асимптотической устойчивости системы на рис. 1. 

Если характеристика БНЛВ находится в 1 и 3 квадрантах, а 
импульсная линейная часть системы устойчива, к рассматри-
ваемой системе применим геометрический критерий абсолют-
ной устойчивости Я.З. Цыпкина [2, 6]. Достаточное условие 
асимптотической устойчивости в целом положения равновесия в 
данном случае определяется неравенством: 

(8) 01)(Re
0H

* 
K

wjW ,  

где )(* wjW  – комплексный коэффициент передачи последова-
тельно соединенных импульсного элемента ИЭ, линейного 
регулятора ЛР и линейного динамического звена ЛДЗ. 

Отметим, что области устойчивости, полученные с помо-
щью критерия Я.З. Цыпкина, не уже областей, полученных с 
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помощью второго метода А.М. Ляпунова с квадратичной функ-
цией [2, 6].  

Пример 2 
Рассмотрим автономную систему, приведенную на рис. 1. 
Последовательно соединенные ЛР и ЛДЗ описывается пере-

даточной функцией 
Tp

kpW



1

)( . Импульсный элемент с 

фиксатором нулевого порядка имеет период квантования T0. 
Используется БНЛВ из примера 1. 

Для системы на рис. 1 справедливо разностное уравнение 
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 . В соответствии с неравенством (8) не-

сложно получить достаточное условие асимптотической устой-
чивости в целом положения равновесия рассматриваемой систе-
мы: 
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Приняв KН0 = 2 (из примера 1) и T0 = 0,1, определим область 
устойчивости рассматриваемой системы рис. 4 (область ниже 
линии 1, показана заштриховкой). Для сравнения на данном 
рисунке показана также действительная область устойчивости 
системы (область ниже линии 2). 

Согласно рис. 4 предлагаемое достаточное условие позволя-
ет определить около 50% истинной области асимптотической 
устойчивости в пространстве параметров k и Т. 
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Рис. 4. Область устойчивости системы 

5. Система с несколькими БНЛВ 
Обобщим приведенные выше результаты на случай системы 

с несколькими БНЛВ. 
 

 
Рис. 5. Система управления с многосвязным объектом 

Рассмотрим автономную импульсную систему с многосвяз-
ным объектом управления (рис. 5).  
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Система состоит из импульсных элементов с амплитудно-
импульсной модуляцией ИЭi, i = 1, 2, …, n, работающих син-
хронно, линейного регулятора ЛР и объекта управления ОУ. 
Структурно объект управления состоит из линейного динамиче-
ского звена ЛДЗ и статических нелинейных элементов БНЛВi, 
i = 1, 2, …, n. 

Допустим, что характеристики БНЛВ описываются набора-
ми нечетких продукционных правил и находятся в 1 и 3 квад-
рантах. Для каждого из БНЛВ по формуле (7) определены коэф-
фициенты KН0i, i = 1, 2, …, n, которые представлены в виде 
матрицы 
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Согласно критерию Я.З. Цыпкина для систем с нескольки-
ми нелинейностями [6], если импульсная линейная часть систе-
мы на рис. 4 устойчива и существует действительное число p 
такое, что выполняется неравенство  

(10)   0)()(
2
1 1**  ppp wjwj H0H0H0 KKWWK , 

 w0 ,               
где )(* wjW  – матрица комплексных коэффициентов передачи 
импульсной линейной части системы, то рассматриваемая 
система будет асимптотически устойчива в целом. 

6. Выводы 
В статье предложено достаточное условие асимптотической 

устойчивости в целом систем управления с односвязными бло-
ками нечеткого логического вывода Сугэно нулевого порядка, 
позволяющее определять область устойчивости в пространстве 
параметров системы. 

Разработанный метод исследования может быть полезен 
при анализе и синтезе систем управления с нечеткой логикой. 
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МОДЕЛЬ ЧИСЛЕННОЙ ОПТИМИЗАЦИИ 
СТРУКТУРЫ ОПЕРАЦИОННОГО ЯДРА 

ОРГАНИЗАЦИИ 

Воронин А. А.1, Харитонов М. А.2 
(Волгоградский государственный университет, Волгоград) 

 
Построена модель оптимизации операционного ядра организа-
ции, которое состоит из базового технологического модуля и 
сети модулей вспомогательных производств. Производствен-
ная функция операционного ядра представлена в виде суперпо-
зиции производственных функций Леонтьева, отвечающих 
каждому из модулей. Задача оптимизации сведена к задаче 
линейного программирования с параметром, описывающим 
структуру операционного ядра. Разработан алгоритм авто-
матического построения исходных уравнений для каждого 
значения параметра. Представлены результаты численного 
решения оптимизационной задачи в широком диапазоне пере-
менных и параметров модели. Данная модель может служить 
основой синтеза обобщенных механизмов управления организа-
ционной системой на большом интервале времени. 

 
Ключевые слова: организационная система, операционное 
ядро, оптимизация структуры, производственная функция, 
линейное программирование. 

1. Введение 

Построение моделей управления организационной систе-
мой (ОС) на большом интервале времени на базе представлен-
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ной в [10] системы механизмов управления невозможно без 
учета ее структурно-функциональной изменчивости. Изменчи-
вость внутренних и внешних связей, краткосрочных, средне-
срочных и долгосрочных целей и критериев развития ОС моти-
вирует обобщение не только моделей базовых механизмов [10], 
но и обобщение термина «механизм управления» путем введе-
ния в его состав в дополнение к собственно методам принятия 
решений также и комплекса организационных структур, норм, 
параметров ОС, изменяющихся в течение долгосрочного перио-
да управления согласно актуальной и проектируемой динамике 
ОС с учетом реализации временной последовательности про-
стых и комплексных механизмов управления [10]. Такие обоб-
щенные механизмы управления представляют собой сложно-
структурированные системы, подсистемами и элементами 
которых являются обобщенные, комплексные или простые 
механизмы, оптимальность каждого из которых, таким образом, 
определяется уже в контексте задачи оптимизации всей систе-
мы – обобщенного механизма управления.  

Эта концепция фактически совпадает с концепцией органи-
зационной структуры Г. Минцберга [8], поэтому термины «ор-
ганизационная структура» (в смысле Г. Минцберга) и «обоб-
щенный механизм управления» являются синонимичными, а 
структурные конфигурации Г. Минцберга можно назвать опти-
мальными (в рамках формалистики менеджмента) обобщенны-
ми механизмами управления. Структурные и организационные 
изменения ОС можно таким образом трактовать как переходы 
между условно оптимальными структурными конфигурациями 
или обобщенными механизмами управления, выделяя в них (в 
соответствии с введенными признаками) траектории адаптации, 
развития и др. Развитие ОС при этом можно связывать с взаи-
модействием и развитием ее обобщенных механизмов управле-
ния. 

Этапами синтеза обобщенных механизмов, т.е. этапами ре-
шения задач моделирования структурной динамики и динамиче-
ской структурной оптимизации ОС являются построение се-
мейств соответствующих уравнений динамики и критерия 
эффективности в структурнозависимой форме, описание про-
странства структурных состояний, корректное введение «прин-
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ципов» динамики, разработка эффективных алгоритмов оптими-
зации. В качестве первых успешных шагов в этом направлении 
можно указать на работы [1–3, 5, 6, 9], в которых исследуются 
задачи статической и динамической оптимизации иерархий 
управления ОС с критерием эффективности в виде структурно 
зависимой функции затрат. Для синтеза обобщенных механиз-
мов управления необходимо сопряжение этих моделей со струк-
турно зависимой производственной функцией (ПФ) ОС с теоре-
тико-игровыми моделями иерархического управления. 
Сказанное мотивирует актуальность синтеза системы многопа-
раметрических динамических моделей оптимизации и управле-
ния, в совокупности образующих иерархическую структуру 
обобщенных механизмов управления ОС.  

В настоящей работе представлена математическая модель 
оптимизации операционного ядра организации, под которым 
согласно терминологии Г. Минцберга [8] будем понимать 
совокупность структурных единиц ОС, непосредственно осу-
ществляющих основное и вспомогательные производства 
(включая персонал и оборудование). Структура операционного 
ядра представлена в виде ориентированного графа специально-
го вида с переменным числом слоев. Вершины графа обознача-
ют технологические модули базового и вспомогательных про-
изводств, ребра – входы и выходы технологических модулей – 
«потоки» факторов производства. Целевая функция – производ-
ственная функция операционного ядра – представлена в струк-
турнозависимой форме в виде суперпозиции производственных 
функций Леонтьева, отвечающих каждому из технологических 
модулей.  

При заданных входах (факторах производства) и структуре 
операционного ядра значение производственной функции 
является решением задачи линейного программирования.  

Увеличение числа вспомогательных производств, с одной 
стороны, обеспечивает устойчивость выпуска при нарушении 
оптимальных пропорций между факторами производства, с 
другой – увеличивает себестоимость. Альтернативой усложне-
ния структуры операционного ядра является покупка недос-
тающих факторов на рынке (при наличии такой возможности). 
В экономиках с высоко развитой иституциональной средой 
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последний способ оказывается наиболее эффективным, что 
приводит к упрощению структуры ОС и появлению специали-
зированных аутсорсинговых организаций, реализующих не 
только вспомогательные производства, но и ранее традицион-
ные функции ОС («универсальная бухгалтерия», «универсаль-
ный офис-менеджер» и т.п.). А в экономиках с низким уров-
немразвития институциональной среды преобладает 
противоположная тенденция – вертикальная интеграция путем 
поглощения смежных и вспомогательных производств. Однако 
в предложенной в настоящей работе модели не исследуется 
задача поиска оптимального баланса между указанными тен-
денциями, и оптимизация структуры операционного ядра за-
ключается в поиске минимального числа слоев ее структуры, 
обеспечивающего максимальное для заданных входов (факто-
ров производства) значение производственной функции (то есть 
не увеличивающееся при дальнейшем наращивании числа 
слоев).  

Для решения задачи разработан алгоритм автоматического 
построения исходных уравнений для каждого числа слоев. 
Представлены результаты численного решения задачи в широ-
ком диапазоне переменных и параметров модели.  

2. Структура и производственная функция 
операционного ядра ОС 

Построенная в работе модель структурно зависимой ПФ 
основана на моделях [4, 6]. В качестве элементарной ПФ каждо-
го элемента структуры операционного ядра с неизменной тех-
нологией (простого преобразователя – ПП) используется ПФ 
Леонтьева F = k min(f1/a1, …, fn/an) где fi – величины аргумен-
тов – трансформационных факторов производства;  a1, …, an – 
технологические коэффициенты;  k – нормирующий множитель. 
В настоящей работе будем использовать агрегированную макро-
экономическую трехфакторную модель трансформационных 
факторов (природный – N, технический – T, человеческий – H). 
Учет векторной природы факторов производства влечет лишь 
увеличение числа переменных и уравнений модели. 
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В условиях устойчивых межфакторных диспропорций или 
флуктуаций трансформационных факторов среднее значение 
ПФ ПП значительно ниже ее максимума. В рамках ОС эластич-
ность ПФ по аргументам обеспечивается построением верти-
кальной структуры вспомогательных производств, производя-
щих недостающие для максимальной эффективности базового 
ПП части трансформационных факторов. Таким образом, струк-
туру факторных производственных потоков операционного ядра 
ОС можно представить в виде сложного преобразователя (СП) – 
многоуровневой структуры ПП, в котором выходы одних ПП 
являются входами других. Структура СП имеет вид ориентиро-
ванного графа, вершинам которого отвечают ПП, а ребрам – 
факторные потоки. Последняя вершина отвечает базовому, а 
остальные – вспомогательным производствам. Исходные факто-
ры производства являются входами всех ПП, выходом послед-
него (базового) ПП является продукт ОС.  

Задача оптимизации факторных пропорций ПФ ПП имеет 
вид 

(1) 
, ,

= min , , max,  ,  
N T H

N T HF S N T H R S A B C
A B C

        
   

и очевидное решение: 

 
,  ,  ,  .RA RB RCN T H F R

S S S
   

 
 На рис. 1 приведена структура ПФ, на рис. 2 – графики ПФ 

ПП для оптимальных и неоптимальных факторных пропорций. 
На рис. 2 приведены некоторые графики функции (1). 
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Рис. 1. Простой преобразователь 

 
Рис. 2. ГрафикF(1, T, H): a)A = B = C = 1;  

b)A = 1; B = 2; C = 3 

3. Задача оптимизации структуры операционного 
ядра ОС. 

Рассмотрим СП с факторами производства N, TN, HN(TNи 
HN соответственно части факторов T и H, участвующие в про-
изводстве недостающей части фактора N)и возможностью про-
изводства части фактора N на n последовательных ПП (рис. 3). 



 
Управление в социально-экономических системах 

 171 

 
Рис. 3. Сложный преобразователь с производством 

части фактора N 

ПФ этого СП задается следующей системой уравнений:  

(2) 
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Здесь первые три уравнения уравнения описывают 
распределение исходных факторов производства по структуре 
СП. Четвертое уравнение дает балансовые соотношения для i-го 
вспомогательного ПП;  Ni – общая величина фактора, 
произведенного на i-м ПП;  Nk

i – величина фактора, 
произведенного на i-м ииспользуемого на k-м ПП, 
i = 1, …, n – 1. Пятое уравнение системы отвечает последнему 
вспомогательному ПП (i = n). 

Из переменных системы (2) составим вектор факторных 
потоков СП 
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Задача оптимизации ПФ СП (2) с переменной структурой 
при фиксированных N, TN, HN имеет вид: 

(3) 
0

,
= min , , max.

n
F F F F

n

N N T HF S
A B C

 
 

  φ  
Заметим, что задача (1) эквивалентна следующей задаче 

линейного программирования (ЛП): 

, ,
0,  0,  0,  max .

N T H

S S SN F T F H F F
A B C

         

 

Таким же образом задача (2)–(3) сводится к следующей 
задаче параметрического ЛП: 

(4) 
, 1

( ) max,  , 1,..., ( ),  
p

p ij j in j
n M i u n  


  

φ
 

где p = p(n) – число переменных;  u(n)– число неравенств, 
определяемых следующими формулами: 

 
2 5 8( ) ,  ( ) = 3 6.

2
n np n u n n 

   

В частности, для n = 1,ai = bi = ci = 1 имеем:  
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Обозначим φp
*(n) – решение задачи (4). Оптимальной структу-

рой СП, описываемого системой (2), будем считать величину 

 
 * *min  max  .pn n

n Arg 
  

Обозначим λ = (N + TN + HN)/F. Внешними параметрами 
задачи (4) являются исходные межфакторные пропорции 
N: TN: HNи пропорции технологических коэффициентов 
ai : bi : ci. Для каждого СП величины ai,bi, ciпредполагаются 
заданными. В численных экспериментах эти величины задава-
лись случайным образом, с сохранением их значений при варьи-
ровании числа слоев. 

Результаты решения задачи (4) для некоторых значений пе-
ременных N, TN, HN и параметров ai, bi, ci, принимающих слу-
чайные значения из отрезка K  R+, представлены на рис. 4. 

 
Рис. 4: График λ(n): 

a) N = 1, TN = HN = 10, K = {1}, n* = 2, 
b)N = 1, TN = HN = 10, K = [1, 2], n* = 3 

Структура полного СП с возможностью вспомогательного 
производства каждого из трансформационных факторов пред-
ставлена на рис. 5.  

ПФ СП на рис. 5 состоит из трех СП (см. рис. 3), каждый из 
которых соответственно производит недостающие части факто-
ров N, T, H. На рис. 5 обозначено: TN,HN – соответственно части 
факторов T и H, участвующие в производстве недостающей 
части фактора N;  TT,HT – соответственно части факторов T и H, 
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участвующие в производстве недостающей части фактора 
T;  TH,HH – соответственно части факторов T и H, участвующие 
в производстве недостающей части фактора H. 

 

 
Рис. 5. Полный сложный преобразователь 

ПФ этого СП имеет вид: 
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В обозначении технологических коэффициентов нижний 
индекс nj, j = 1, 2, 3, обозначает номер слоя в j-м СП, что 
соответствует нумерации I, II, IIIна рис. 5. Верхний индекс (так 
же как и j) обозначает номер СП. 

При заданных входах задача оптимизации структуры ОЯ с 
ПФ (5) имеет вид  
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n = (n1, n2, n3) где n1,n2,n3– число слоев каждого СП (I, II, II).
 

Сводя задачу построения полного СП (6) к задаче линейно-
го параметрического программирования с векторным парамет-
ром n, получим:  

(7) 
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где P = P(n) – число переменных;  U(n)– число неравенств, 
определяемых следующими формулами: 
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 (матрицыM1, M2, M3строятся аналогично задаче (4)), 
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Для исследования зависимости решения задачи (7) от век-

торного параметра был разработан алгоритм автоматического 
вывода неравенств (7) для различных n.  

Обозначим Φp* – решение задачи (7), * max  ( ).PQ Arg 
n

n  

Множеством n* оптимальных структур полного СП для за-
дачи (7) будем считать множество Парето nп многокритериаль-
ной задачи оптимизации:  
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min,  1, 2,3.i
n Q
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4. Результаты численных экспериментов 

Внешними параметрами задачи (7) являются пропорции 
входных переменных N : T : Hи технологических коэффициен-
тов вспомогательных ПП. Далее представлены результаты 
решения двух частных оптимизационных задач (7): 

7(а):  задача (7) при фиксированных входах. 
7(б):  задача (7) при n = n1 = n2 = n3. 
Некоторые результаты решения параметрической задачи 

7(а) симплекс-методом [11] представлены на рис. 6. 

 
Рис. 6. График зависимости λ(n1, n2, n3) при n1 = 10, 

Nb = Tb = Hb = 1,TN = HN = TT = HT = TH = HH = 10 
a) K = {1}, nп = (10, 1, 1);  b) K = [1, 2], nп = (10, 8, 4); 

c) ai = 1, bi = 2, ci = 3, nп = (10, 2, 1), d) K = [1, 5], nп = (10, 10, 4) 

На рис. 7, 8 представлены результаты решения задач 7(а, б) 
для некоторых значений параметров. 

На рис. 10–12 приведены некоторые решения задачи 7(б): 
графики изменения λ при Tb  [0, 1], Hb  [0, 1] с шагом Δ = 0,1 
и значениях параметра n = n1 = n2 = n3от 1 до 8. 
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Рис. 7. График зависимости λ(n) 

a)Nb = Tb = Hb = 1, TN = HN = TT = HT = TH = HH = 10, 
K = {1}, n* = 2;  b)Nb = Tb = Hb = 1, 

TN = HN = TT = HT = TH = HH = 100, K = {1};  n* = 4 

 
Рис. 8. График зависимости λ(n). n* = 5;  

приNb = 1,0 иTN = HN = TT = HT = TH = HH = 10, K = [1, 5]. 
a)Tb = 0,3; Hb = 0,3;  b)Tb = 0,3; Hb = 0,6; 
c)Tb = 0,3;Hb = 0,9;  d)Tb = 0,6; Hb = 0,3 
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Рис. 9: Графикзависимостиλ(n). n* = 5; приNb = 1,0 
иTN = HN = TT = HT = TH = HH = 10, K = [1, 5]. 

a)  Tb = 0,6;Hb = 0,6;  b) Tb = 0,6;Hb = 0,9;  c) Tb = 0,9;Hb = 0,3; 
d)  Tb = 0,9;Hb = 0,6;  e) Tb = 0,9;Hb = 0,9;  f) Tb = 1,0;Hb = 1,0  

 
Рис. 10. ГрафикF(1, T, H)при 

TN = HN = TT = HT = TH = HH = 5,0 иприK = {1} 
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Рис. 11. График F(1, T, H) при  

TN = HN = TT = HT = TH = HH = 10,0 иприK = [1, 5]. 

 
Рис. 12. ГрафикF(1, T, H)при 

TN = HN = TT = HT = TH = HH = 10,0 иприK=[1, 5] 
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5. Заключение 

Результаты численного исследования модели оптимизации 
структуры операционного ядра ОС показали, что 

–  значительные запасы факторов во вспомогательных про-
изводствах и достаточно большое число ПП во всех линиях 
полного СП позволяет достичь устойчивого максимума ПФ при 
значительных отклонениях пропорций факторов базового про-
изводства от оптимальных и разбросах технологических коэф-
фициентах вспомогательных производств. 

–  увеличение разброса технологических коэффициентов 
вспомогательных производств при больших запасах факторов 
компенсируется ростом числа слоев ПП. 

–  уменьшение запасов факторов и числа ПП вспомогатель-
ных производств резко снижает устойчивость выпуска при 
отклонении пропорций факторов базового производства от 
идеальных. 

Введение в данную модель параметров, характеризующих 
внутреннюю и внешнюю среду ОС, позволяет строить на ее 
основе модели оптимизации комплексной структуры ОС и 
механизмов управления. Второе направление непосредственно-
го развития модели – модели структурной динамики и опти-
мального управления. Синтезом двух указанных направлений 
являются модели управления адаптацией и развитием ОС. 
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СONSTRAINED OPTIMIZATION MODEL OF 
ORGANIZATION`S OPERATING CORE 

Alexander Voronin, Volgograd State University, Volgograd, Doctor 
of Science, professor (a.voronin@volsu.ru). 
Mikhail Kharitonov, Volgograd State University, Volgograd, 
student (kharitonov.mihail@gmail.com). 
 
Abstract: We suggest a constrained optimization model of an or-
ganization’s operating core, whose structure consists of a basic 
technological module and modules of support facilities. The produc-
tion function of the operating core is represented as a superposition 
of Leontief production functions corresponding to each of the mod-
ules. We reduce the optimization problem to a linear program with a 
parameter describing operational structure of the core. We develop 
an algorithm of automatic construction of basic equations for each 
value of the parameter. We solve the problem numerically for a wide 
range of model variables and parameters. The proposed model may 
serve as the basis for generalized mechanisms synthesis of organiza-
tional system control on the long time interval. 
 
Keywords: organizational system, operating core, structure 
optimization, production function, linear program. 
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НАЛОГОВЫЕ МЕХАНИЗМЫ СТИМУЛИРОВАНИЯ 
ПОВЫШЕНИЯ ЭКОЛОГИЧНОСТИ ОБОРУДОВАНИЯ 

ДЛИТЕЛЬНОГО ПОЛЬЗОВАНИЯ1 

Клочков В. В.2 
(ФГБУН Институт проблем управления  

им. В.А. Трапезникова РАН, Москва) 
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(Московский физико-технический институт 
(Национальный исследовательский университет), Москва) 

 
С помощью экономико-математических моделей проведен 
анализ экономической заинтересованности владельцев 
долговечного оборудования в его ускоренной замене на более 
экологически чистое. Выявлены условия, при которых 
государству придется стимулировать приобретение более 
экологически чистого оборудования, даже если оно более 
экономично. Проведен сравнительный анализ эффективности 
дискреционных инструментов такого стимулирования 
(например, налогообложения изделий старого поколения) и 
встроенных регуляторов (например, налогообложения вредных 
выбросов). 

Ключевые слова: изделия длительного пользования, 
экология, экономическая эффективность, гипотеза Портера, 
стимулирование, коррупционные риски 
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1. Введение 

Повышение экологической чистоты производственных 
технологий, как правило, требует замены или модернизации 
долговечного и дорогостоящего оборудования. Причем нередко 
такая замена не является добровольной. Она может быть 
вызвана ужесточением экологических норм и запретом на 
дальнейшую эксплуатацию изделий, не удовлетворяющих 
новому уровню требований. Однако более экологически чистая 
техника, как правило, и экономически эффективнее, а ущерб 
окружающей среде сопряжен и с экономическими потерями 
вследствие перерасхода дефицитных ресурсов. Так, например, 
высокий расход топлива может быть связан с его неполным, 
неэффективным сгоранием, что, в свою очередь, порождает 
значительные выбросы сажи и др. вредных веществ. Таким 
образом, устраняя источники экологического ущерба, можно 
одновременно устранить и источники экономических потерь. 
Нередко улучшение экологических параметров тепловых 
двигателей (по крайней мере в части выбросов СО2) происходит 
одновременно с повышением топливной экономичности, 
поскольку выбросы СО2 пропорциональны расходу топлива1. В 
связи с этим возникает следующая гипотеза: частные агенты 
сами, без государственного принуждения, заинтересованы в 
замене старой техники на более экологически чистую. 
Следовательно, государственное регулирование в области 
экологии нецелесообразно: свободный рынок автоматически 
обеспечит повышение экологической чистоты техники. 
Наиболее известный сторонник такой точки зрения – известный 

                                                   
1 При неизменном индексе эмиссии, т.е. отношении объема выбросов к 
объему потребляемых энергоресурсов. Если в ряде отраслей изделия 
новых поколений могут обеспечивать более низкие значения индекса 
эмиссии (например, в стационарной энергетике – за счет улавливания 
СО2, подробнее см. [13]), то на транспорте подобные решения вряд ли 
реализуемы. Например, СО2 содержится в реактивной струе авиадви-
гателя, которая и обеспечивает движение самолета. 
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экономист неоклассического направления М. Портер, поэтому 
данная гипотеза часто называется гипотезой Портера. 
Примечательно, что, будучи приверженцем либеральных 
подходов в экономической политике, он не отрицает полностью 
необходимости принятия законов об охране окружающей среды, 
однако полагает, что они необходимы лишь в силу 
ограниченной рациональности предпринимателей. В отсутствие 
подобных законов они могут не осознавать, что замена техники 
на более экологически чистую экономически выгодна им самим. 
Уточненный вариант гипотезы Портера таков: государственное 
принуждение может явиться начальным импульсом, 
побуждающим предпринимателей к инновациям. И даже если в 
краткосрочной перспективе экологическое регулирование 
приведет к снижению эффективности работы фирм, налагая на 
них дополнительную нагрузку, то в долгосрочной перспективе 
инновации, индуцированные этим принуждением, приведут к 
росту конкурентоспособности. Сами эти тезисы были высказаны 
в работах [18] и [19], вышедших соответственно в 1991 и 
1995 гг. С тех пор в зарубежной литературе появился обширный 
массив исследований, посвященных как теоретической, так и 
эмпирической проверке данной гипотезы (см., например, [20] и 
обзорную статью [16]). Отличие предлагаемого здесь подхода от 
большинства предшествующих заключается в управленческой 
постановке проблемы и в непосредственном учете технико-
экономических факторов. Из числа работ, известных авторам, 
относительно близкой представляется лишь работа [21], в 
которой также рассматривается проблема замены долговечной 
техники на более новую и экологически чистую. Однако во всех 
зарубежных работах, посвященных анализу гипотезы Портера, 
внимание уделяется лишь тому, действительно ли повышение 
экологической чистоты технологий (под влиянием 
экологической политики) приведет – хотя бы в долгосрочной 
перспективе – к повышению их экономической эффективности. 
На наш взгляд, проверка такой гипотезы «в узком смысле» - 
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задача не столько экономического, сколько инженерного 
анализа1. Здесь же вопрос ставится иначе: допустим, что 
экологически чистая техника действительно экономичнее. Но 
достаточны ли рыночные стимулы для того, чтобы побудить 
владельцев к замене техники на более экологически чистую (т.е. 
справедлива ли гипотеза Портера «в широком смысле»)? 
Причем, поскольку в данной работе, в отличие от практически 
всех предшествующих, рассматривается долговечное 
оборудование, которое в момент появления более экологически 
чистых технологий может обладать значительным остатком 
ресурса, основное внимание будет уделено именно ускоренной 
замене техники, до полной выработки ее ресурса. Для того 
чтобы такая замена была экономически выгодной, новые 
изделия, как показано в работах [5, 8], должны обладать 
существенно большей экономической эффективностью, чем 
современные. То есть даже в тех случаях, когда гипотеза 
Портера выполняется «в узком смысле», она необязательно 
будет справедлива «в широком смысле». Но именно последнее 
определяет необходимость или необязательность 
государственного вмешательства в процессы обновления 
долговечной техники. И если государственное вмешательство 
все-таки потребуется, в каких формах его предпочтительнее 
осуществлять? 

В этой работе основным объектом приложения 
разработанного инструментария и полученных с его помощью 
рекомендаций является гражданская авиация. И хотя данная 
отрасль ответственна всего лишь за 13% суммарного объема 
выбросов СО2 всеми видами транспорта и лишь около 2% 
общего объема антропогенных выбросов СО2, в ней уже 
несколько десятилетий уделяется значительное внимание 

                                                   

1 Разумеется, изменения могут заключаться не только во внедрении 
новой техники, но и в оптимизации организации бизнеса, и экологиче-
ские ограничения могут стимулировать фирмы к поиску таких внут-
ренних резервов. 
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повышению экологической чистоты, а экологические 
характеристики являются важнейшим фактором в конкурентной 
борьбе на рынках авиатехники (см. [3]). Ужесточение 
экологических норм становится инструментом устранения 
конкурентов с важнейших рынков и стимулирования продаж 
авиатехники в периоды стагнации на рынках авиаперевозок1. В 
то же время предлагаемые в данной работе методические 
подходы и полученные в итоге качественные выводы 
применимы без ограничения общности во всех отраслях, в 
которых актуально повышение экологической чистоты 
долговечной техники. 

2. Анализ экономической заинтересованности 
владельцев долговечной техники в повышении 
ее экологической чистоты 

Вначале необходимо получить условия, определяющие 
экономическую заинтересованность владельца в досрочном 
списании старой техники и ее замене изделиями нового 
поколения. Для этого проведем сравнение двух альтернатив: 
продолжение эксплуатации старого изделия до полной 
выработки его ресурса либо его немедленная замена изделием 
нового типа. Целевой функцией будем считать затраты 
владельца. Это оправданно, если старое и новое изделия 
выполняют сопоставимую работу или можно привести затраты к 
единице продукции: например, к летному часу использования 
воздушного судна или к пассажиро-километру. Как показано в 
работах [5, 8], досрочное списание авиатехники становится 
целесообразным с точки зрения снижения эксплуатационных 
затрат, когда выполняется следующее неравенство: 

(1) 
нов

нов стар нов
опер опернов

Pa c c
T

   , 

                                                   
1 Эти аспекты подробнее исследованы в предшествующих работах 
авторов, см. [5, 6, 9]. 
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где стар
оперc , нов

оперc  - текущие операционные затраты в расчете на 
летный час самолетов соответственно старого и нового типов;  
aнов - средняя ставка амортизации нового типа самолетов в 
расчете на летный час, определяемая как отношение цены само-
лета нового типа Pнов к его назначенному ресурсу Tнов, выражен-
ному в летных часах. Полученное условие интуитивно очевид-
но: стоимость приобретения нового изделия, приведенная к 
летному часу, должна быть ниже экономии текущих, операци-
онных затрат. Тогда досрочная замена еще исправного изделия 
старого поколения будет выгодной. В свою очередь, операцион-
ные затраты складываются прежде всего из затрат на горюче-
смазочные материалы (ГСМ), а также прочих составляющих: 
расходов на техническое обслуживание и ремонт (ТОиР), на 
оплату труда экипажей, платежей за услуги аэропортов и аэро-
навигационных служб и др., подробнее см. [10]: 

(2) опер пр гсм*c c g p  , 
где cпр - средние «нетопливные» (т.е. прочие, в свете данной 
работы) затраты в расчете на летный час;  g - удельный расход 
топлива, тонн на летный час;  pгсм - цена тонны авиатоплива. В 
то же время досрочная замена долговечных изделий, которые 
могли бы еще безопасно эксплуатироваться, сопряжена не 
только с дополнительными финансовыми затратами их 
владельцев, но и с дополнительным расходованием различных 
природных ресурсов, энергии, с экологическим воздействием. 
По аналогии с условиями экономической эффективности 
досрочной замены техники можно получить условия 
эффективности с точки зрения экономии энергоресурсов и 
сокращения вредных выбросов. 

Несмотря на существенное различие видов 
энергоносителей, используемых при производстве и 
эксплуатации авиатехники, энергозатраты на этих этапах ЖЦИ 
можно привести к сопоставимому виду, выразив их, например, в 
т.н.э. – тоннах нефтяного эквивалента. Если приближенно 
принять энергетическую ценность 1 т авиатоплива равной 
1 т.н.э., тогда текущее энергопотребление в расчете на летный 
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час эксплуатации самолета, выраженное в т.н.э., равно среднему 
часовому расходу авиатоплива самолетом данного типа g. 
Суммарные затраты энергоносителей на производство изделия 
обозначим G. Они включают в себя энергозатраты на получение 
необходимых конструкционных материалов (выплавку металлов 
и сплавов, синтез пластмасс и т.п.), на их обработку, а также на 
содержание зданий и сооружений (отопление, освещение и т.п.). 

Количественные показатели эмиссии вредных веществ 
тепловыми двигателями также весьма многообразны. Большое 
значение имеют выбросы окислов азота, несгоревших частиц 
сажи, а также одного из основных газов, вызывающих 
парниковый эффект, – углекислого газа (СО2). Если учитывать 
только последний показатель, тогда эмиссия в процессе 
эксплуатации изделий (в расчете на летный час) связана с 
потреблением энергоносителей следующим образом: 
(3) экспл экспл*x g e , 
где  eэкспл – индекс эмиссии СО2 на этапе эксплуатации, 
определяющий объем выбросов СО2 при сжигании тонны 
авиатоплива. Его можно принять равным 3,125 т СО2/т.н.э., см. 
[1]. Что касается объема эмиссии СО2 в процессе производства 
изделий, обозначенного X, он имеет специфический характер. 
Непосредственно производство может почти не создавать 
вредных выбросов, однако с выбросами сопряжена выработка 
потребляемой машиностроительными предприятиями энергии. 
Как правило, это электроэнергия, вырабатываемая на 
электростанциях. Они, в свою очередь, могут работать на 
различных видах топлива (природный газ, уголь, 
нефтепродукты, и т.д.), каждому из которых соответствует свое 
значение индекса эмиссии либо могут вообще не сжигать 
углеводородного топлива (ГЭС, АЭС). Если обозначить средний 
индекс эмиссии на стадии производства произвe , можно выразить 
суммарную эмиссию в процессе производства одного изделия 
следующим образом: 
(4) произв*X G e . 

Показатели расхода энергоносителей G и g, а также 
показатели эмиссии X и xэкспл можно трактовать соответственно 
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как «энергетические цены» и «экологические цены» 
производства и эксплуатации изделий. Строго говоря, 
экологические и энергетические (ресурсные) цены можно 
трактовать единообразно. С одной стороны, изъятие природных 
ресурсов, как и производство выбросов, оказывает нагрузку на 
природу, т.е. и энергетические цены можно рассматривать как 
экологические. С другой стороны, в современной экономике 
природопользования производство антропогенных выбросов 
также трактуется как эксплуатация природных ресурсов (см. 
[12]), но в расширенном смысле. Под ресурсами 
подразумеваются и способности окружающей среды поглощать 
выбросы. Таким образом, и экологические цены можно назвать 
ресурсными. В связи с этим можно ввести обобщающие 
показатели экологических цен производства и эксплуатации 
техники, в которые войдут (например, с некоторыми весовыми 
коэффициентами) потребление ресурсов и производство 
выбросов. Такие интегральные показатели в любом случае 
придется вводить даже для измерения экологических цен, 
поскольку, например, при сжигании топлива образуются 
вредные выбросы многих видов, подробнее см. [1, 11]. 
Аналогично производство изделий сопряжено с расходованием 
не только энергетических, но и других природных ресурсов. 

Целесообразно ли с точки зрения энергосбережения или 
охраны окружающей среды досрочное списание изделий 
старого поколения и их замена на изделия нового типа? Как и 
при выводе условия (1), сравним две альтернативы: 
продолжение эксплуатации старого изделия до полной 
выработки остатка ресурса либо его немедленная замена на 
новое изделие. В итоге получим условия, подобные условию (1) 
(с точностью до вида цен: экономические, экологические или 
энергетические). Так, досрочное списание изделий старого 
поколения и приобретение изделий нового поколения будет 
эффективным с точки зрения энергосбережения только при 
выполнении следующего неравенства: 

(5)  
нов

стар нов
нов

G g g
T

  . 
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То есть энергозатраты на производство нового изделия, 
приходящиеся на 1 летный час его ресурса, должны быть ниже, 
чем разница эксплуатационных энергозатрат старого и нового 
изделий, приходящихся на летный час. Иначе говоря, 
энергетическая цена производства нового изделия должна быть 
ниже разницы энергетических цен эксплуатации старого и 
нового изделий. Аналогичное соотношение можно получить и 
для выбросов СО2. Сокращение суммарного ущерба 
окружающей среде при немедленной замене старых изделий на 
новые достигается лишь в том случае, если выполняется 
следующее неравенство: 

(6) 
нов

стар нов
опер опернов

X x x
T

  . 

Итак, досрочное списание изделий старого поколения по 
соображениям сокращения выбросов целесообразно при 
выполнении условия (6), а по соображениям экономии 
энергоресурсов – при выполнении условия (5). Всегда ли при 
этом владельцы будут экономически заинтересованы в 
досрочном списании старых изделий, т.е. будет ли выполняться 
условие (1)? По объективным причинам, соотношения 
экономических, энергетических и экологических цен 
производства и эксплуатации авиатехники существенно 
различаются: 

 
опер

P G
c g

 , 
экспл

G X
g x
 , 

экспл опер

X P
x c

 . 

Необходимо учитывать, что цена изделия, помимо 
стоимости потребленных в процессе производства 
энергоресурсов, включает в себя прибыль производителя, а 
также целый ряд иных статей затрат: на разработку (научно-
исследовательские и опытно-конструкторские работы, 
НИОКР), на оплату труда производственных рабочих, на 
закупку сырья и комплектующих изделий и т.д., а значит 
справедливо следующее: 
(7) энерг проч*P p G P  , 
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где pэнерг – средняя цена энергоресурсов, потребляемых в 
процессе производства изделий;  Pпроч – прочие составляющие 
цены изделия, не связанные непосредственно с потреблением 
энергоресурсов. 

Пусть вместо неравенства (1) выполняется строгое 
равенство: 

(8) 
нов

стар нов
опер опернов

P c c
T

  , 

т.е. с экономической точки зрения одинаково выгодно как 
продолжить эксплуатацию старого изделия, так и немедленно 
заменить его новым. Это граничная ситуация с точки зрения 
экономической заинтересованности владельцев техники в ее 
досрочной замене. Перепишем левую и правую части 
последнего равенства в следующей форме: 

 
нов новнов

энерг проч
нов нов

*P G PP
T T


 , 

    стар нов стар нов стар нов
опер опер пр пр гсм*c c c c g g p     , 

где стар
прc , нов

прc  - средние «нетопливные» затраты на ТОиР в 
расчете на летный час самолетов соответственно старого и 
нового типов. 

Доля стоимости потребленных энергоресурсов в цене 
сложной наукоемкой техники, как правило, невелика. Так, по 
данным источника [15], доля затрат на электроэнергию и 
топливо в общих издержках всех предприятий авиационного 
двигателестроения США составляет лишь 1-2%, т.е. 

*энерг прочp G P . В то же время на стадии эксплуатации именно 
затраты на ГСМ становятся при нынешних ценах на 
авиатопливо одной из главных, если не преобладающей статьей 
издержек авиакомпаний. И даже относительно небольшая 
экономия топлива существенно сокращает операционные 
издержки. То есть выполняются следующие соотношения: 
 гсм пр*g p c , 

  стар нов стар нов
гсм опер опер*g g p c c   . 
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Следовательно, при выполнении равенства (8), как правило, 
выполняется следующее неравенство: 

  
нов

стар нов
энерг гсмнов* *Gp p g g

T
  , 

или (считая, что энерг гсмp p ), 

  
нов

стар нов
нов

G g g
T

  . 

Это неравенство совпадает с условием (5) и означает, что 
досрочная замена техники эффективна с точки зрения 
энергосбережения. Заметим, что такая ситуация складывается 
при выполнении равенства (8), граничного, с точки зрения 
экономической эффективности такой замены. Таким образом, 
при выполнении неравенства (1) условие (5) тем более 
выполняется, но обратное справедливо далеко не всегда. То есть 
экономическая заинтересованность владельцев в досрочной 
замене старой техники не гарантирована, даже когда такая 
замена целесообразна с точки зрения энергосбережения. 

В свою очередь, досрочное списание техники становится 
целесообразным с точки зрения снижения потребления 
энергоресурсов при условии (5), а при выполнении следующего 
равенства станет одинаково выгодно как продолжить 
эксплуатацию старого изделия, так и немедленно заменить его 
новым: 

(9)  
нов

стар нов
нов

G g g
T

  . 

Эта ситуация является граничной с точки зрения 
энергетической эффективности досрочной замены техники. Как 
правило, среднее значение коэффициента удельной эмиссии на 
стадии производства ниже (по крайней мере не выше), чем на 
стадии эксплуатации ( произв эксплe e ). Тогда при выполнении 
условия (9) справедливо следующее неравенство: 

  
нов

стар нов
произв эксплнов* *Ge e g g

T
  . 
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Но, согласно ранее введенным обозначениям, 
*произвe G X , а *экспл эксплe g x . Поэтому последнее 

неравенство можно переписать в следующей форме: 

 
нов

стар нов
экспл эксплнов

X x x
T

  , 

т.е. оно совпадает с условием (6). Это означает, что досрочная 
замена техники оправданна с экологической точки зрения при 
выполнении равенства (9), граничного с точки зрения 
энергетической эффективности такой замены. Таким образом, 
при выполнении условия (5) условие (6), как правило, 
выполняется, но обратное справедливо далеко не всегда. То есть 
целесообразность ускоренной замены старых изделий с 
экологической точки зрения достигается в более широком 
диапазоне условий, чем с точки зрения энергосбережения. 

Сопоставляя полученные результаты, можно сделать вывод 
о том, что экономическая заинтересованность эксплуатирующих 
организаций в ускоренной замене изделий на технику нового 
поколения будет достигаться (по мере сокращения расхода 
топлива изделиями новых типов) позже, чем такая замена станет 
оправданной как с экологической, так и с энергетической точки 
зрения. Поэтому, вопреки выводу, сделанному на основе 
гипотезы Портера противниками государственного 
вмешательства в экономику, иногда оно необходимо для 
обеспечения экономии энергоресурсов и сокращения 
техногенной нагрузки на окружающую среду. 

Этот вывод усиливается, если принять во внимание 
следующие факторы. Всегда ли повышение экологической 
чистоты техники сопровождается повышением ее 
экономической эффективности? В качестве единственного вида 
воздействия тепловых двигателей на окружающую среду здесь 
рассматривались выбросы СО2, приблизительно 
пропорциональные расходу топлива, поэтому повышение 
экологической чистоты изделий сопровождалось и повышением 
их экономической эффективности. Однако наряду с выбросами 
парниковых газов имеет значение и эмиссия иных видов 
вредных веществ: угарного газа (СО), сажевых частиц (С), 
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окислов азота (NOX) и т.п., а также шум, производимый 
летательными аппаратами и другими транспортными 
средствами, тепловое загрязнение и др.. Связь между 
уменьшением этих вредных воздействий и сокращением 
расхода топлива уже не является прямой и даже монотонной. 
Ряд специалистов в области проектирования авиадвигателей 
отмечает [4, 11], что до определенного момента соображения 
улучшения экологических характеристик и прочих показателей 
совершенства авиадвигателей не противоречили друг другу. 
Например, повышение полноты сгорания топлива, как 
говорилось выше, сокращает не только удельный расход 
топлива, но и выбросы несгоревших остатков топлива, 
дымность выхлопа. Как отмечено в работе [4], сам по себе 
переход к двухконтурным турбореактивным авиадвигателям и 
повышение степени их двухконтурности, целесообразные с 
точки зрения повышения удельной тяги и топливной 
экономичности, попутно привели и к радикальному 
(приблизительно на 20 дБ) сокращению уровня шума. Однако 
для дальнейшего снижения уровня шума авиадвигателей и 
эмиссии вредных веществ производителям приходится внедрять 
новые, все более сложные и дорогостоящие конструктивно-
технологические решения, неоднозначные с экономической 
точки зрения. Нередко даже приходится оптимизировать 
конструкцию двигателя не по критериям повышения тяги или 
сокращения расхода топлива, а именно из соображений 
снижения уровня шума. Дальнейшее снижение уровня вредных 
выбросов (за исключением СО2, выбросы которого 
пропорциональны расходу топлива) также противоречит 
соображениям экономии топлива. Например, при повышении 
температуры перед турбиной повышается полнота сгорания 
топлива, но растет и образование окислов азота (NOx) и т.п. С 
аналогичными противоречиями сталкиваются и разработчики 
автомобильных двигателей (весьма показательна динамика 
экономичности и экологических показателей двигателей, 
удовлетворяющих нормам Euro 1 – Euro 6). На данном этапе 
развития технологий практически исчерпаны резервы 
улучшения по Парето характеристик тепловых двигателей 
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различных типов, т.е. одновременного улучшения 
экономических и экологических параметров. Как видно из 
приведенных примеров, даже требования снижения разных 
видов экологического воздействия тепловых двигателей на 
природу могут вступать в противоречие друг с другом. 
Дальнейшее повышение экологической чистоты техники 
практически по любому критерию приводит, как правило, к 
повышению затрат – как на производство изделий, так и на их 
эксплуатацию. Поэтому, если с общественной точки зрения 
будет признано целесообразным дальнейшее улучшение 
экологических параметров тепловой энергетики, 
автомобильного и авиационного транспорта, вероятнее всего, 
для достижения этой цели потребуется государственное 
вмешательство, поскольку даже «в узком смысле» гипотеза 
Портера уже не выполняется, т.е. повышение экологичности 
техники ухудшает ее экономические показатели. В связи с этим 
попытки ее эмпирической проверки (и тем более формирование 
на ее основе рекомендаций в отношении экологической 
политики) без учета стадии инновационного развития 
технологий в той или иной отрасли принципиально 
некорректны. 

Как показано выше, в настоящее время, как правило, 
вначале выполняются «экологическое» и «энергетическое» 
условия эффективности досрочной замены изделий длительного 
пользования, т.е. условия (5) и (6), и лишь затем – 
«экономическое», т.е. условие (1). В итоге приходится 
стимулировать досрочную замену техники, поскольку она 
целесообразна с экологической точки зрения1. Но представим 

                                                   
1 Здесь рассматривается именно сокращение удельного потребления 
ресурсов и удельной эмиссии вредных веществ, т.е. приходящихся на 
единицу продукции (например, на летный час или пассажиро-
километр). Однако суммарное потребление ресурсов и суммарная 
эмиссия при этом (и благодаря этому) могут даже возрастать. В 
этом состоит так называемый эффект рикошета (см., например, 
[17]), который также необходимо учитывать при формировании 
экологической политики. Однако в данной работе он не рассматрива-
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себе, что последовательность выполнения соответствующих 
условий по мере совершенствования технологий была бы 
обратной. Это означало бы, что экономические субъекты уже 
экономически заинтересованы в досрочной замене техники, но с 
экологической и ресурсной точек зрения она неэффективна. 
Такая гипотетическая ситуация отнюдь не является невероятной 
– напротив, она не менее распространена, чем та, что 
обсуждалась в этой работе до сих пор. В разных отраслях и на 
разных этапах технологического развития могут иметь место 
различные соотношения экономических, энергетических и 
экологических цен производства и эксплуатации изделий, а 
также их изменения по мере совершенствования технологий. И 
если, например, в гражданском авиастроении сокращение 
энергетических и экологических цен эксплуатации (т.е. расхода 
топлива, выбросов СО2) даже на верхнем участке  
S-образной кривой существенно выше соответствующих цен 
производства новой техники, то в некоторых отраслях – таких 
как производство бытовой техники и электроники – напротив, 
энергетические и экологические цены производства сами по 
себе существенно выше соответствующих цен эксплуатации 
(которые, в принципе, могут и не снижаться существенно при 
появлении новых поколений продукции). То есть досрочная 
замена таких изделий будет заведомо неэффективной с 
энергетической или экологической точки зрения, но при этом 
вполне может быть выгодной с экономической точки зрения1. И 
в соответствующих отраслях, напротив, необходимо принимать 

                                                                                                            
ется, а рассматривается лишь процесс улучшения удельных парамет-
ров технологий. 
1 Кроме того, ускоренное обновление потребительских благ длитель-
ного пользования может быть вызвано не столько объективными 
экономическими факторами, сколько субъективными мотивами – 
изменчивостью моды, рекламой и пропагандой. Для любых производи-
телей товаров длительного пользования их ускоренная замена – один 
из главных источников спроса, в том числе в периоды неблагоприят-
ной экономической конъюнктуры, см., например, [2]. 
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меры государственного регулирования, которые тормозили бы 
экологически неэффективные или даже опасные процессы 
ускоренного обновления продукции. Провести формальный 
анализ эффективности таких мер и выбрать наиболее 
предпочтительные можно по аналогии с анализом инструментов 
стимулирования ускоренной замены техники, который и 
проводится в данной работе. 

Таким образом, идеальной была бы ситуация, когда 
пропорции различных видов цен (экономических, 
энергетических и экологических), а также их изменения в ходе 
научно-технического прогресса совпадали бы (хотя бы 
приблизительно). Однако, в силу объективных технико-
экономических причин, такая пропорциональность вряд ли 
будет соблюдаться естественным образом во всех отраслях и на 
всех стадиях технологического развития. И корректировать 
возможные дисбалансы придется с помощью государственного 
вмешательства. Обобщая результаты анализа различных 
сочетаний экологических и экономических цен, можно 
сформулировать следующую основную задачу государственной 
экологической политики на рынках изделий длительного 
пользования. Необходимо обеспечить сбалансированность 
системы экологических и экономических цен таким образом, 
чтобы досрочная замена техники становилась эффективной 
приблизительно одновременно как по экономическим, так и по 
экологическим критериям – без значительного опережения или 
отставания. 

3. Сравнительный анализ прямого 
налогообложения эксплуатации старой техники 
и налогообложения выбросов 

В ряде отраслей – например, в гражданской авиации, на 
автомобильном транспорте – ускоренная замена техники на 
более экологически чистую обеспечивается ужесточением 
соответствующих стандартов, ограничивающих эксплуатацию 
изделий старого поколения. Иногда такое ужесточение 
формально не затрагивает уже эксплуатируемые изделия, а 
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касается только продажи новых, однако реальная практика 
применения экологических норм свидетельствует о том, что они 
нацелены именно на ускоренное обновление парка. Впрочем, и в 
этих случаях владельцы старых изделий могут избежать 
финансовых потерь, продавая старую технику в страны третьего 
мира, где приняты менее жесткие экологические нормы, 
подробнее см. [9]. Однако, помимо прямого административного 
принуждения, стимулирование государством ускоренного 
обновления парка долговечной техники может принимать более 
мягкие формы. Например, эксплуатация изделий старых 
поколений может облагаться экологическими налогами. 
Методический аппарат, предложенный авторами в работе [7], 
предполагает следующий подход к экономическому 
обоснованию ставок таких налогов1. Они должны обеспечить 
экономическую заинтересованность эксплуатирующих 
организаций в досрочном списании старой техники, если такое 
списание целесообразно с экологической точки зрения. 
Используя этот факт, получим оценки минимально 
необходимого уровня ставок экологических налогов для 
различных форм налогообложения. Итак, необходимо при 
выполнении условия (6) добиться выполнения следующего 
неравенства: 
(10)  стар нов нов

опер опер нал
c c a  , 

где  стар нов
опер опер нал

c c  – разность операционных затрат старого и 

нового изделий с учетом экологических налогов2. 

                                                   
1 Здесь рассматривается лишь непосредственное влияние экологиче-
ского налогообложения на поведение эксплуатирующих организаций. 
Проблема надлежащего использования собираемых налогов остается 
за рамками данной работы. 
2 В принципе, добиться выполнения условия (1) можно и воздействуя 
на цену нового изделия, но лишь в сторону ее уменьшения, т.е. доти-
руя покупку более экологически чистой техники. Такой механизм 
также используется в ряде отраслей в наиболее экономически разви-
тых странах мира. 
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Для достижения желаемого соотношения затрат владельцев 
старой и новой техники, государством могут применяться 
различные формы налогообложения: 

а)  экологические налоги могут взиматься непосредственно с 
каждой единицы использования (например, с летного часа) 
изделий старого поколения1 по ставке t, исчисляемой в 
денежных единицах за летный час: 
(11)  стар нов стар нов

опер опер опер опернал
еc c c c    ; 

б)  экологическими налогами может облагаться потребляемое 
[как старыми, так и новыми изделиями] авиатопливо по ставке s, 
исчисляемой в денежных единицах за тонну топлива: 

(12)      стар нов стар нов стар нов
опер опер пр пр гсмнал

*( )c c c c g g p s      ; 

в)  налогами могут облагаться сами выбросы СО2 по ставке  
денежных единиц за тонну выбросов: 

(13)
 

       стар нов стар нов стар нов
опер опер пр пр гсм эксплнал

* *c c c c g g p e       . 

Последнюю форму экологического налогообложения 
предполагается применять во многих отраслях. Фактически этот 
принцип и положен в основу так называемого Киотского 
протокола [14] – одного из самых масштабных проектов 
экологического регулирования в мировом масштабе. Поэтому 
особенно актуален экономический анализ эффективности 

                                                   
1 Либо наоборот, может дотироваться эксплуатация изделий нового 
поколения. Однако, несмотря на эквивалентность такого механизма 
дотированию их приобретения (т.е. уменьшению цены новых изделий) 
с арифметической точки зрения, именно второй вариант более реали-
стичен. Принимая решение о выборе изделий длительного пользова-
ния, владелец предпочтет единовременную дотацию в виде скидки к 
цене, чем периодические дотации за их эксплуатацию, которые могут 
и прекратиться при изменении государственной политики. 
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данного механизма, стимулирующего повышение 
экологической чистоты технологий. Сравнение формул (12) и 
(13) показывает, что принцип действия двух последних форм 
налогообложения одинаков (при фиксированном индексе 
эмиссии, делающем выбросы пропорциональными потреблению 
топлива). 

Пользуясь формулами (11)–(13), можно получить оценки 
минимального уровня ставок экологических налогов, 
соответствующих описанным формам налогообложения, при 
которых они будут действенными (т.е. будет выполняться 
условие (10)): 
(14)

      нов стар нов нов стар нов стар нов
опер опер пр пр гсм*mint a c c a c c g g p        , 

(15)  нов стар нов
пр пр гсмстар нов

1 *mins a c c p
g g

     
, 

(16)
 

 нов стар нов
пр пр гсмстар нов

экспл экспл

1 1* * min
min

sa c c p
e eg g


         

. 

Рассмотрим следующий реалистичный пример. Пусть 
самолеты нынешнего поколения, имеющие значительный 
остаток ресурса, потребляют в среднем 2,5 т авиатоплива на 
летный час. На рынке появляются воздушные суда того же 
класса, но нового поколения, со следующими 
характеристиками: Tнов = 75 000 л.ч., Pнов = 60 млн. долл., 

 нов т0,5
л.ч.

g   (заметим, что такое сокращение удельного 

расхода топлива на данном этапе считается очень 
значительным). Для упрощения расчетов предположим, что 
прочие, «нетопливные» составляющие эксплуатационных затрат 
изделий старого и нового поколений различаются 
незначительно. Тогда различие операционных затрат изделий 
нынешнего и нового поколения вызвано лишь различными 
значениями расхода топлива. Условие (8) выполняется при цене 
авиатоплива, равной 1600 долл./т: 
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нов

стар нов стар нов
опер опер гсмнов *P c c g g p

T
     , 

 
 

нов

гсм стар нов нов

60 млн.долл. долл.1600 т т* 0,5 *75000 л.ч.
л.ч.

Pp
g g T

  


 . 

Если в настоящее время цена авиатоплива ниже этого 
уровня, авиакомпании будут заинтересованы продолжать 
эксплуатацию имеющихся воздушных судов до полной 
выработки ресурса. В то же время по экологическим 
соображениям может быть целесообразным их немедленное 
списание и замена на изделия нового поколения. Даже если 
принять пессимистическую оценку энергозатрат на 
производство самолета нового поколения: Gнов = 12 000 т.н.э.1, и 
считать, что индексы эмиссии СО2 на этапах производства и 

эксплуатации совпадают: 2. 
3,125 

. . .произв экспл
т COe e
т н э

  , условие 

(6) выполняется более чем с трехкратным запасом: 
 

 

2 2

2 2

. . 12000 . .* 3,125 * 0,5
. . . 75000 . . . .

. . * 3,125 *0,5 1,5625
. . . . . . .

нов

произв нов

стар нов
экспл

т CO т COG т н эe
т н э л ч л чT

т CO т COтe g g
т н э л ч л ч

  

   
. 

В данном примере ускоренная замена старого поколения 
авиатехники на новое позволит сократить выбросы СО2 более 
чем на 1 т в расчете на летный час, даже с учетом 
дополнительных выбросов в процессе производства новых 
изделий. Таким образом, в данном случае государство, 
руководствуясь соображениями защиты окружающей среды, 
может прибегнуть к прямому запрету эксплуатации изделий 
старого поколения либо ввести экологические налоги. 

                                                   
1 Некоторые простые оценки энергоемкости производства авиатех-
ники, как из металлов и сплавов, так и из полимерно-композитных 
материалов, выполнены авторами в работе [7]. 
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Какая форма экологического налогообложения, из числа 
описанных выше, наиболее предпочтительна? Экономисты 
либерального направления рекомендуют использовать в 
государственной экономической политике встроенные 
регуляторы, которые, задавая общие для всех экономических 
агентов правила игры, автоматически обеспечивают желаемые 
изменения. Этому принципу лучше соответствует 
налогообложение потребляемого авиатоплива или выбросов 
СО2. В то же время непосредственное налогообложение 
эксплуатации изделий старого поколения, как и прямой запрет 
на их эксплуатацию, относятся к дискреционным мерам. Если 
при использовании встроенных регуляторов всех 
экономических агентов помещают в однородную 
экономическую среду, стимулирующую желательные 
изменения, то дискреционные меры избирательны и направлены 
на конкретных агентов. Высокая селективность, присущая 
таким мерам, порождает коррупционные риски. 

Однако прежде чем учитывать коррупционные аспекты, 
следует проанализировать принципиальную реализуемость и 
действенность той или иной политики. Пользуясь формулами 
(14)-(16), оценим минимальный уровень ставок экологических 
налогов, при котором авиакомпании в приведенном примере 
примут решение о досрочном обновлении парка авиатехники, 
если текущая цена авиатоплива равна 1000 долл./т. 

Если налогом непосредственно облагается эксплуатация 
старых изделий, минимально необходимая ставка за летный час 
составит (см. формулу (14)) 

  нов стар нов
гсм

60 . .*
75000 . .min

млн доллt a g g p
л ч

    
 

 
0,5 *1000 300

. . . .
т долл долл
л ч т л ч

  . 

Если налогом облагается потребляемое авиатопливо, ставка 
налога фактически должна повысить его цену до уровня, при 
котором авиакомпании добровольно откажутся от эксплуатации 
авиатехники старого поколения, т.е. до гсмp  (см. формулу (15)): 
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 1600 1000 600min гсм гсм
долл долл доллs p p

т т т
     . 

Если налогами облагаются сами выбросы СО2, минимально 
необходимая ставка составит (согласно формуле (16)) 

 
2 2

600
192. . 3,125

. . .

min
min

экспл

долл
s доллт

т COe т CO
т н э

    . 

Заметим, что в случае применения двух последних форм 
государственного регулирования возрастут затраты на 
эксплуатацию не только старых, но и новых изделий. Величину 
этого прироста можно оценить, подставив формулы минимально 
необходимых ставок экологических налогов (15), (16) в 
выражения для эксплуатационных затрат. Если налог взимается 
с тонны авиатоплива, стоимость летного часа самолетов нового 
поколения возрастет по меньшей мере на 

 нов * 2 * 600 1200
. . . .min
т долл доллg s
л ч т л ч

   

При налогообложении выбросов СО2 минимальный (т.е. 
достигаемый при минимально действенных ставках налогов1) 
прирост эксплуатационных затрат для самолетов нового поко-
ления будет таким же в силу эквивалентности этих механизмов: 

 
нов 2

экспл
2

. * * 2 *3,125 *192 1200
. . . . . . . .min

т COт долл доллg e
л ч т н э т CO л ч

   . 

То есть последствия введения таких налогов эквивалентны 
последствиям удорожания авиатоплива на 60%. Такое повыше-
ние эксплуатационных затрат (полученное в рамках вполне 
реалистичного примера) является чрезвычайно значимым (если 

                                                   
1 Меньшие ставки налогов не приведут к желаемому результату, т.е. 
не обеспечат экономической заинтересованности авиакомпаний в 
ускоренной замене авиатехники на более экологически чистую. 
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не катастрофичным) для авиакомпаний. Возможно, это лишь 
частный случай, характеризующийся чрезвычайно неблагопри-
ятным набором параметров? Оценим в общем виде прирост 
издержек для изделий нового поколения в том случае, если 
налог взимается с тонны выбросов. Прежде всего, сравнивая 
формулы (14) и (16), заметим, что минимально необходимая 
ставка штрафа за выбросы может быть аналитически выражена 
через минимально необходимую ставку прямого налога на 
эксплуатацию старых изделий: 

(17) 

   
 

 
   

нов стар нов стар нов
пр пр гсм

стар нов
экспл

нов стар нов
опер опер

стар нов стар нов
экспл экспл

*

*

* *

min

min

a c c p g g

e g g

a c c t
e g g e g g


   

 


 
 

 

. 

Теперь остается оценить прирост издержек для изделий но-
вого поколения в том случае, если взимается налог с выбросов 
(по минимально необходимой ставке, определяемой формулой 
(16)): 

(18)
 

   
нов нов

нов нов экспл
экспл стар нов стар нов

экспл

* *
Δ * * *

*
min

min min
g e t gc g e t

e g g g g   
 

. 

Как следует из полученного соотношения, прирост затрат 
владельцев новой техники был бы ниже, чем прямой налог на 
владельцев старых изделий, только в том случае, если бы пока-
затели эмиссии при переходе на новое поколение авиатехники 
сокращались по меньшей мере вдвое: 

 новΔ minc t  , при нов стар новg g g  , т.е. 
стар

нов

2
gg  . 

Тогда и доля экологических налогов в структуре 
эксплуатационных затрат становилась бы при покупке изделий 
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нового поколения пренебрежимо малой. Однако это возможно 
лишь при замене чрезвычайно «грязных» в экологическом 
отношении изделий на существенно более экологически чистые. 
Кроме того, при многократном сокращении выбросов СО2, 
вероятнее всего, и расход топлива сокращался бы в несколько 
раз, что автоматически обеспечивало бы экономическую 
заинтересованность авиакомпаний в досрочном списании 
старых изделий. Тогда и необходимость в государственном 
вмешательстве отпала бы. Однако к настоящему моменту 
соответствующий этап развития технологий в большинстве 
отраслей транспорта и в тепловой энергетике уже пройден. Как 
в отношении повышения экономичности, так и в отношении 
улучшения экологических характеристик тепловых двигателей 
возможности совершенствования традиционных конструкций и 
технологий близки к исчерпанию. Поэтому, напротив, имеют 
место следующие соотношения: 
 нов старg g , т.е.  

нов стар новg g g   и новΔ minc t  . 
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Рис. 1. Сравнение эксплуатационных затрат для старых 
и новых изделий при различных способах стимулирования 

обновления парка (пример 1) 

Подчеркнем, что в случае налогообложения потребляемого 
топлива или выбросов значительное повышение затрат затронет 
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не только авиакомпании, эксплуатирующие старые воздушные 
суда, но даже авиакомпании, заменившие их на изделия нового 
поколения. В результате ослабевают стимулы к ускоренному 
обновлению техники, поскольку достигаемое благодаря ему 
сокращение эксплуатационных затрат на фоне существенно 
возросшего общего уровня затрат в относительном выражении 
невелико. Кроме того, столь существенное повышение 
эксплуатационных затрат подрывает финансовые возможности 
авиакомпаний, блокируя процессы обновления парка. 

Различие принципов действия описанных механизмов 
стимулирования и их эффективности можно наглядно показать 
на рис. 1. 

На нем изображены графики изменения по мере увеличения 
цены топлива следующих величин (расчеты проведены с 
использованием исходных данных вышеприведенного примера; 
прочие составляющие эксплуатационных расходов для старого 
и нового типов изделий приняты равными 1000 долл./л.ч.): 

 стоимости летного часа самолетов старого и нового типов1 в 
отсутствие государственного регулирования (немаркированные 
линии – соответственно сплошная и штриховая). Видно, что дос-
рочная замена авиатехники становится выгодной лишь при цене 
авиатоплива свыше 1600 долл./т; 

 стоимости летного часа самолетов старого и нового типов 
(соответственно крестообразные и круглые маркеры) при нало-
гообложении выбросов по минимально необходимым, при 
данной цене топлива, ставкам. Видно, что при ценах авиатопли-
ва, меньших 1600 долл./т, этот механизм повышает эксплуата-
ционные затраты как для старого, так и для нового типов само-
летов до 5000 долл./л.ч., т.е. до уровня, достигаемого при цене 
авиатоплива 1600 долл./т; 

 стоимости летного часа самолетов старого типа (черные 
треугольные маркеры) при непосредственном налогообложении 

                                                   
1 Для изделий нового типа – с учетом амортизации, поскольку на их 
приобретение придется нести дополнительные издержки, тогда как 
изделия старого типа уже имеются. 
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их эксплуатации по минимально необходимым, при данной цене 
топлива, ставкам. Видно, что при ценах авиатоплива, меньших 
1600 долл./т, этот механизм повышает эксплуатационные затра-
ты для старого типа самолетов до уровня эксплуатационных 
затрат нового типа самолетов, с учетом амортизации; 

 стоимости летного часа самолетов нового типа (белые 
треугольные маркеры) при непосредственном налогообложении 
их эксплуатации по тем же ставкам, которыми облагается экс-
плуатация самолетов старого типа. Видно, что даже такое, 
очевидно несправедливое налогообложение повысит эксплуата-
ционные затраты для нового типа самолетов существенно 
меньше, чем «справедливое» налогообложение выбросов (так, 
например, при цене авиатоплива 1000 долл./т – до 4100 
долл./л.ч. против 5000 долл./л.ч.). 

Качественно иная ситуация наблюдалась бы лишь в том 
случае, если бы удельный расход топлива при переходе к ново-
му поколению авиатехники сокращался бы более, чем вдвое – 
например, до 1 т/л.ч. (что, очевидно, нереально в обозримом 
будущем). Соответствующие графики приведены на рис. 2. 
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Рис. 2. Сравнение эксплуатационных затрат для старых 
и новых изделий при различных способах стимулирования 

обновления парка (пример 2) 
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Впрочем, в этом случае ускоренную замену морально уста-
ревших изделий не пришлось бы стимулировать при современ-
ных ценах на авиатопливо, поскольку условие (1) выполнялось 
бы естественным образом. 

4. Определение ставок экологического 
налогообложения с учетом коррупционных 
рисков 

Итак, даже минимально необходимые ставки налогов на 
выбросы могут привести к существенному повышению затрат и 
для владельцев новой, более экологически чистой техники, в то 
время как налогообложение старых изделий на них официально 
вообще не распространяется. Однако наибольшие – и отнюдь не 
безосновательные – опасения у экономистов либерального 
направления вызывает реальная практика применения 
дискреционных мер. То, что управляющие воздействия 
реализуются не в «автоматическом», а «в ручном режиме», 
открывает значительные возможности коррупции, 
оппортунистического поведения чиновников, принимающих 
решения, поиска ренты с их стороны. Вполне возможно, что при 
непосредственном налогообложении эксплуатации старой 
техники владельцам новой, более экологически чистой техники, 
придется доказывать чиновникам, что их не следует облагать 
соответствующими налогами. И нельзя исключать возможность 
несправедливого применения к ним этих налогов – несмотря на 
то, что они уже понесли дополнительные издержки на 
повышение экологической чистоты своего имущества. Однако, 
как это ни парадоксально, даже такое, очевидно несправедливое 
применение дискреционных мер (в данном случае – 
непосредственного налогообложения старой техники) может 
оказаться для владельцев новой техники более выгодным, чем 
справедливое (по определению) применение встроенных 
регуляторов (т.е. налогообложения выбросов). Рассмотрим 
затраты владельца новой техники, которого несправедливо 
облагают налогом на эксплуатацию старой техники по ставке 
tmin: 
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 нов нов
t minc c t  , 

и сравним их с затратами владельца новой техники в случае 
налогообложения выбросов по ставке min:  

 
 

нов
нов нов нов нов

стар нов
Δ * min

gc c c c t
g g    


. 

Найдем пороговое соотношение удельного расхода топлива 
старых и новых изделий, при котором первый вариант будет 
выгоднее для владельца изделий: 

 нов нов
tc c , при 

 
нов

стар нов
*min min

gt t
g g




, или  

 нов стар новg g g  , т.е. 
стар

нов

2
gg  . 

Итак, если для изделий нового поколения не удается 
снизить удельный расход топлива хотя бы вдвое, минимально 
действенные ставки налогов на выбросы будут столь высоки, 
что даже владельцы новой техники скорее предпочтут стать 
жертвой несправедливого применения прямых налогов на 
эксплуатацию старых изделий. На данном этапе развития 
технологий не приходится рассчитывать на столь радикальное 
повышение топливной экономичности тепловых двигателей – 
напротив, как было отмечено выше, вероятнее всего, gнов  gстар. 
Следовательно, на данном этапе технологического развития 
многих отраслей экономики дискреционные меры 
стимулирования ускоренной замены техники на более 
экологически чистую более предпочтительны для объектов 
регулирования, чем встроенные регуляторы, даже с учетом 
коррупционных рисков. Этот вывод, неочевидный без 
проведенного выше технико-экономического анализа, может 
иметь большое значение для обоснования государственной 
экономической политики. 

При анализе эффективности дискреционных инструментов 
и определении их количественных параметров необходимо 
учитывать коррупционные риски. Если владелец оборудования 
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руководствуется критерием ожидаемой полезности, можно 
найти пороговую вероятность несправедливого обложения 
владельцев новой техники налогом на эксплуатацию старых 
изделий, по достижении которой всякие стимулы к обновлению 
оборудования пропадают (если же агенты не расположены к 
риску, этот порог сокращается). Пусть вероятность стать 
жертвой несправедливого применения налога равна p < 1. Тогда 
владелец старой техники, продолжая ее эксплуатацию, 
гарантированно несет издержки в размере ct

стар = cстар + t. В то 
же время, заменяя технику на новую и более экологически 
чистую, он приобретает лотерею: 

 с вероятностью (1 – p) он будет нести издержки в 
размере cнов; 

 с вероятностью p он подвергнется несправедливому об-
ложению налогом t, и его издержки возрастут до уровня 
ct

нов = cнов + t. 
Таким образом, ожидаемый уровень затрат владельца новой 

техники с учетом коррупционных рисков составит 
(19)    нов нов нов нов* 1 * *c p c t p c c p t      . 

До сих пор считалось (см. формулу (14)), что минимально 
действенная ставка налога на эксплуатацию старого изделия tmin  
должна уравнивать эксплуатационные затраты владельцев 
новой техники (с учетом амортизации) и старой, т.е. ct

стар = снов. 
Однако, если учесть коррупционные риски, при такой ставке 
налога замена техники на новую станет заведомо невыгодной. 
Следовательно, минимально действенная ставка налога на экс-
плуатацию старой техники должна удовлетворять следующему 
условию: 

 нов стар
tc c ,   или нов стар*c p t c t   , т.е. 

(20) 
нов стар

1min
c ct

p





. 

Таким образом, чем выше коррупционные риски, тем выше 
должна быть ставка дискреционного налога, чтобы он оказывал 
стимулирующее воздействие. В то же время выше было 
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обосновано, что дискреционное налогообложение 
предпочтительнее встроенного регулятора (в виде платежей за 
выбросы) именно потому, что ставки могут быть сравнительно 
невысокими. Сохранится ли такое соотношение с учетом 
коррупционных рисков? Фактически ставку налога на 
эксплуатацию старых изделий следует умножать на 1/(1 + p). Но 
и с учетом коррупционного риска такой налог останется 
априори предпочтительнее для владельца новой техники, чем 
налог на выбросы, при выполнении следующего условия: 
 нов нов нов*  c c p t c   ,  
где 

 
 

нов
нов нов нов нов нов стар

стар нов
Δ *( )gc c c c c c

g g     


. 

Таким образом, ставка налога на летный час эксплуатации 
изделий старого типа должна быть не выше следующего уровня 
(условие предпочтительности перед налогообложением 
выбросов): 

(21) 
 

нов нов стар

стар нов
*max

g c ct
pg g





 

и одновременно, как показано выше – не менее 
tmin = (cнов - сстар)/(1 - p) (условие действенности с точки зрения 
стимулирования обновления техники, см. формулу (20)). 

Диапазон допустимых ставок налога (tmin; tmax) будет 

непустым, если 
 

нов

стар нов 1
g p

pg g



. Вероятность того, что 

владелец новой, более экологически чистой техники 
подвергнется штрафу за использование старой техники, должна 
удовлетворять следующему неравенству (полученному 
преобразованием вышеуказанного условия непустоты диапазона 
допустимых ставок налога): 

 
нов

кр стар
gp p
g

  . 



 
Управление большими системами. Выпуск 39 

 

 
214 

Заметим, что чем радикальнее повышение топливной 
экономичности изделий нового поколения, тем ниже 
допустимый уровень коррупционного риска. И наоборот, если 
улучшение технико-экономических параметров изделий 
замедляется (gнов  gстар), экономические агенты будут более 
«терпимо» относиться даже к высокому риску несправедливого 
применения дискреционных мер, предпочитая его 
«справедливым» и «беспристрастным», но слишком жестким 
встроенным регуляторам. 

Разумеется, если коррупция станет тотальной, т.е. если все 
владельцы новой техники будут гарантированно1 несправедливо 
облагаться налогом на эксплуатацию старых изделий (p  1), 
стимулирующий эффект таких мер пропадет, поскольку 
априори не будет выгодно инвестировать в приобретение новой 
техники. В то же время в рамках данной работы не 
представляется возможным описать все многообразие 
проявлений «отказов государства» (начиная хотя бы с 
уклонения экономических агентов от уплаты любых 
экологических налогов и штрафов), не говоря уже о выработке 
мер противодействия этим явлениям. 

5. Заключение 
1.  Досрочная замена оборудования, имеющего остаток 

ресурса, эффективна, если цена производства нового изделия 
ниже разности цен эксплуатации старого и нового изделий (т.е. 
если экономия в эксплуатации превышает дополнительные 
затраты, связанные с производством нового изделия). Такое 
правило справедливо для экономических цен (денежных затрат), 
энергетических цен (энергозатрат) и экологических цен 
(вредных выбросов). 

2.  На данном этапе технологического развития ускоренная 
замена тепловых двигателей вначале становится эффективной с 

                                                   
1 Впрочем, в этом случае уже не приходится говорить о «коррупцион-
ных рисках», поскольку понятие «риск», при всей широте его интер-
претации, все-таки обязательно связано с неопределенностью. 



 
Управление в социально-экономических системах 

 

 
215 

экологической и энергетической точек зрения, и лишь затем – с 
экономической. Поэтому даже если повышение экологической 
чистоты транспортного и энергетического оборудования 
сопровождается повышением его экономичности, естественных 
экономических стимулов может быть недостаточно для 
ускоренной замены изделий на более экологически чистые. Для 
обеспечения обновления парка государство может использовать 
административное принуждение либо экономическое 
стимулирование. Для некоторых видов изделий длительного 
пользования (например, бытовой техники и электроники), 
наоборот, вначале досрочная замена становится эффективной с 
экономической точки зрения, и лишь затем – с экологической. В 
соответствующих отраслях, во избежание излишнего 
потребления ресурсов и избыточной нагрузки на окружающую 
среду, целесообразно блокировать излишне частую замену 
изделий длительного пользования (также экономическими 
инструментами либо прямым административным 
принуждением). 

3.  При замедлении темпов совершенствования технологий, 
встроенные регуляторы (например, налогообложение вредных 
выбросов) становятся менее эффективными, чем дискреционные 
меры (например, прямое налогообложение эксплуатации старых 
изделий). Если уровни выбросов при эксплуатации новых 
изделий лишь незначительно ниже, чем старых, для 
стимулирования ускоренной замены изделий ставки налогов на 
выбросы должны быть настолько высокими, что даже 
владельцы новой и более экологически чистой техники 
испытают многократное повышение эксплуатационных 
расходов. Поэтому дискреционные меры становятся более 
предпочтительными для владельцев оборудования, чем 
встроенные регуляторы, даже с учетом коррупционных рисков. 
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Abstract: Mathematical and economical models are used to analyze 
incentives of durable equipment owners to accelerate its renewal to 
ecologically pure one. Conditions are revealed when the govern-
ment has to stimulate acquisition of ecologically safer equipment 
(even when this equipment is money-saving). Comparative analysis 
is performed of stimulation discretionary instruments (such as 
taxation of old goods) and built-in regulators (such as taxation of 
toxic emission). 
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ОБ ОДНОЙ НЕЙРОСЕТЕВОЙ МОДЕЛИ 
ДИАГНОСТИКИ ВЕНОЗНЫХ ЗАБОЛЕВАНИЙ 

Веденяпин Д. А.1, Лосев А. Г.2 
(Волгоградский государственный университет, Волгоград) 

 
Изучается задача диагностики заболеваний вен нижних конеч-
ностей, в частности, предлагается использовать нейронные 
сети для классификации наблюдений, полученных методом 
комбинированной термометрии. Установлено, что нейронные 
сети являются достаточно эффективным методом диагно-
стики  заболеваний по данным комбинированной термомет-
рии, а получаемая точность допускает их использование в 
экспертных комплексах. 

 
Ключевые слова: нейронные сети, диагностика венозных 
заболеваний, комбинированная термометрия. 

1. Введение 

Несмотря на высокий уровень развития математического 
моделирования, и вычислительной техники, задачи классифи-
кации объектов различной природы остаются весьма нетриви-
альными. Это обусловлено рядом обстоятельств, среди которых 
и сложность формализации объектов, и проблематичность их 
описания в количественной шкале, и множество других факто-
ров. Подавляющее большинство исследователей сходится во 
мнении, что создание универсальной распознающей системы, 
без приложения к какой-либо реальной задаче, оказывается 

                                         
1 Дмитрий Александрович Веденяпин, аспирант 
(stmamont@gmail.com). 
2 Александр Георгиевич Лосев, доктор физико-математических наук, 
профессор (alexander.losev@volsu.ru). 
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бесплодной затеей. Значительно более плодотворным является 
подход, при котором вначале решается реальная практическая 
задача, а затем  применяемые подходы обобщаются на группу 
проблем, близких первоначальной. 

Одним из важнейших видов задач классификации являются 
проблемы медицинской диагностики. Разработка диагностиче-
ских технологий на основе интеграции медицинских знаний и 
различных математических методов искусственного интеллекта 
для интерпретации и анализа полученных результатов, является 
крайне актуальной задачей. При этом, зачастую трудности 
диагностики возникают не из-за дефицита необходимой инфор-
мации, а из-за отсутствия соответствующих объективных мето-
дов ее структуризации, выделения симптом-комплексов, выяв-
ления наиболее значимых и существенных признаков того или 
иного заболевания вен, и т.д. Многие из указанных  выше про-
блем вполне можно решить созданием интеллектуальных аппа-
ратно-программных комплексов. Кроме того отметим, что в 
настоящее время приоритетными в медицине являются неинва-
зивные, безопасные как для пациентов, так и для медицинского 
персонала, способы диагностики. Одним из таких методов 
является комбинированная термометрия [2, 4, 5, 7], применяе-
мая с диагностическими целями в различных областях медици-
ны (маммология, гинекология, урология, неврология, хирургия 
и др.) и доказавшая свою высокую информативность и абсо-
лютную безвредность. Однако, скорее всего в силу  «молодо-
сти», диагностика по данным комбинированной термометрии 
остается искусством врача, а разработка математических моде-
лей и методов диагностики находится в самом начале пути. 
Данная работа посвящена изучению проблем диагностики забо-
леваний вен нижних конечностей по данным комбинированной 
термометрии. 
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2. Методика комбинированной термометрии в 
диагностике венозных заболеваний 

В течение последних нескольких лет разрабатывается мето-
дика обследования нижних конечностей с помощью комбиниро-
ванной термометрии (см., [2, 7, 8]). Обследование пациентов 
проводится посредствам последовательного измерения кожной 
(ИК) температуры и глубокой  микроволновой термометрии 
(РТМ) в 12 симметричных точках, расположенных по задней 
поверхности обеих голеней пациента, в положении пациента 
«лежа на животе» и «стоя». Точки измерения были выбраны, 
исходя из анатомического строения голени и внутреннего крово-
тока ноги, следующим образом (см. рис. 1).  

    
Рис. 1. 

Первые три точки расположены: на вершине латеральной  
головки икроножной мышцы (1), в подколенной ямке (2), на 
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вершине медиальной головки икроножной мышцы (3). Второй 
ряд точек расположен: по центру латеральной головки икронож-
ной мышцы (4), между головками икроножной мышцы (5), и по 
центру медиальной головки икроножной мышцы (6). Третий ряд 
точек расположен в нижней части икроножной мышцы – лате-
рально (7), в центре (8) и медиально (9). Последние точки изме-
рения температуры находятся на наружной стороне ахиллова 
сухожилия в области латеральной лодыжки (10), по центру 
ахиллова сухожилия (11) и по его внутренней поверхности в 
области медиальной лодыжки (12).  

Характер данных групп и выбор точек измерения были оп-
ределены исходя из ранее накопленного материала и биологиче-
ских особенностей строения нижних конечностей. После анали-
за полученной информации, врач ставит диагноз пациенту и, 
при необходимости, направляет пациента на дальнейшее обсле-
дование более дорогостоящими и/или более опасными метода-
ми.  

При исследовании была создана экспертная база (обучаю-
щая выборка) пациентов, которая была разделена на 2 кон-
трольные группы – группу здоровых людей (Норма) и группу 
больных варикозной болезнью. Группа больных, в свою оче-
редь, была разбита на 3 подгруппы в зависимости от степени 
заболевания: варикозная болезнь (ВБ), посттромботическая 
болезнь (ПТБ), острый венозный тромбоз (ОВТ). На каждого 
исследуемого заполнялась индивидуальная карта, в которую, 
помимо температурных данных, также была внесена информа-
ция о пациенте, температура окружающей среды во время 
обследования, информация, основанная на осмотре пациента, и 
пр. После заполнения карт собранная информация вносилась в 
общую базу данных. 

Обучающая выборка состоит из данных на 214 голеней па-
циентов. Среди них 38 голеней полностью здоровых пациентов, 
56 голеней больных ВБ, 12 голеней больных ОВТ, 58 голеней 
больных ПТБ, 50 здоровых голеней у пациентов со второй 
больной голенью. 
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Одним из самых важных этапов при решении задачи ней-
росетевого прогнозирования является формирование обучающей 
выборки [1]. Традиционно, для получения входных параметров 
нейронной сети применяют следующие методы: предваритель-
ная обработка входных параметров таким образом, чтобы сред-
нее значение по всему обучающему  множеству было близко к 
нулю, а параметры  некоррелированы [12]; предобработка каче-
ственных признаков [10, 14]; линейный сдвиг данных в отрезок 
[-1, 1]; проведение нелинейной предобработки; метод пошагово-
го отбора входных параметров. В данной работе предлагается 
метод использования в качестве дополнительных входных 
параметров  функций от температуры, предоставляющие высо-
коинформативные качественные признаки заболеваний. Ряд 
этих функций был предложен врачами-флебологами и был 
получен ими на основании исследований физиологических 
особенностей голеней нижних конечностей. Например, наличие 
экстремумов в некоторых точках. Большинство других было 
получено в результате статистической обработки данных (смот-
ри, например, [2, 8]).  

В результате ряда численных экспериментов в качестве 
входных параметров нейронной сети для диагностики «Здо-
ров/Болен» были выбраны 67 входных параметра: 

 температуры в 12 точках голени, полученные датчи-
ком РТМ в положении лежа; 

 температуры в 12 точках голени, полученные датчи-
ком ИК в положении стоя; 

 4 условия на наличие боли, отека, кожных измене-
ний; 

 39 функций от температур, описывающих наличие 
аномально горячих (холодных) зон, асимметрий и 
других качественных признаков, определяющих на-
личие патологий  в голени. 

Для диагностики «Здоров/ВБ/ПТБ/ОВТ» для каждой из че-
тырех нейронных сетей были выбраны свои параметры: 

 26 функций от температур, предоставляющих каче-
ственные признаки наличия патологий в голени; 
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 10 функций от температур, предоставляющих при-
знаки, характерные для пациентов с диагнозом 
«ОВТ»; 

 14 функций от температур, предоставляющих при-
знаки, характерные для пациентов с диагнозом 
«ПТБ»; 

 7 функций от температур, предоставляющих при-
знаки, характерные для пациентов с диагнозом 
«ВБ». 

Отдельно отметим, что выбор величин, таких как темпера-
турные экстремумы, наличие боли, «степень» асимметрии и т.д., 
объясняется их высокой информативностью при диагностике.  

3. Нейронная сеть 

Для построения нейронных сетей, способных решать задачи 
диагностирования варикозной болезни, необходимо сформиро-
вать их топологии, определить механизм обучения и алгоритм 
тестирования. Помимо этого, необходимо сформировать обу-
чающую базу данных для проведения процесса обучения ней-
ронной сети. 

На основе анализа задачи и была выбрана наиболее попу-
лярная в подобных задачах сигмоидальная функция активации 
[3]. В работе использовалась многослойная полносвязная ней-
ронная сеть, подтвердившую свою применимость в задачах 
диагностики в медицине (см., например, [3, 11, 12]). Были опро-
бованы различные архитектуры нейронных сетей, так как обыч-
но количество нейронов скрытого слоя подбирается эксперимен-
тально [9]. На основании проведенных тестов было принято 
решение остановиться на модели двухслойной нейронной сети 
прямого распространения. Обучение нейронной сети произво-
дилось одним из наиболее популярных алгоритмов обучения 
многослойных нейронных сетей – алгоритмом обратного рас-
пространения ошибки [6, 13]. 

Для нахождения оптимальных топологий нейронных сетей 
был выбран метод перекрестной проверки данных, который был 
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апробирован в [12]. Суть метода перекрестной проверки данных 
заключается в том, что из обучающей выборки последовательно 
исключаются пациенты, затем нейронная сеть последовательно 
для каждого исключенного пациента обучается на получившей-
ся обучающей выборке и, затем, считается процент верно диаг-
ностированных пациентов. 

В большинстве случаев в задачах диагностики используется 
одна нейронная сеть. В данной работе мы  предлагаем использо-
вать при дифференциальной диагностике («ПТБ/ОВТ/ВБ/ Здо-
ров») последовательно три нейронные сети. Первая нейронная 
сеть отделяет голени с  диагнозом ПТБ от остальных. Вторая 
нейронная сеть отделяет голени с диагнозом ОВТ от оставшихся 
голеней. Третья нейронная сеть отделяет голени с диагнозом ВБ 
от оставшихся голеней. Оставшимся голеням автоматически 
ставится диагноз «Здоров». Не очень давно в работе [6] была 
предложена подобная идея. Отметим, что в нашем случае при-
менение данного метода дало более чем приличные результаты. 

Ниже представлены (см. таблицу 1) топологии нейронных 
сетей показавшие наилучшие средние результаты при описан-
ном выше методе проверки результатов обучения: 

Таблица 1. Результаты обучения нейронных сетей 
 Диагностика 

«Здоров / 
Болен» 

Диагностика 
«ПТБ / ОВТ / 
ВБ / Здоров» 

Количество входных пара-
метров 

67 57 

Количество выходных пара-
метров 

2 2 

Число нейронов в первом 
скрытом слое 

4 4 

Число нейронов во втором 
скрытом слое 

2 2 

Алгоритм обучения Обратное 
распростра-
нение 

Обратное 
распростра-
нение 
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 Диагностика 
«Здоров / 
Болен» 

Диагностика 
«ПТБ / ОВТ / 
ВБ / Здоров» 

Функция активации Сигмоидаль-
ная 

Сигмоидаль-
ная 

Процент верно диагностиро-
ванных пациентов 

83,3 59 

 
Традиционно, на выходе нейронной сети используется один 

выходной параметр, на основании анализа которого осуществ-
ляется диагностика. В нашем случае для диагностики «Здо-
ров/Болен» предлагается использовать на выходе нейросети 
двумерный вектор (x1, x2), определяющий диагноз голени паци-
ента: в случае, если x1 > x2, то предположительный диагноз 
голени пациента «Здоров», в случае, если x2 > x1, то предполо-
жительный диагноз голени пациента «Болен». 

В случае диагностики «Здоров/ВБ/ПТБ/ОВТ» на выходе 
каждой нейросети также предлагается двумерный вектор (x1, x2), 
определяющий диагноз пациента. В случае, если набор текущей 
нейронной сети состоит из двух значений таких, что x1 > x2, то 
ставится диагноз, соответствующей текущей нейронной сети, в 
противном случае управление передается следующей нейронной 
сети. Если текущая нейронная сеть – последняя, то автоматиче-
ски ставится диагноз «ОВТ». 

4. Результаты 

Перечислим основные выводы, которые можно сделать по 
результатам работы нейронной сети: 

1. В случае построения нейронных сетей для диагно-
стики заболевания по данным термометрии различ-
ных органов: 

a. В качестве входных параметров разумно 
применять функции, учитывающие физио-
логию органа, и, предоставляющие высоко-
информативные диагностические признаки. 
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Они могут быть получены как в результате 
экспертного анализа, так и в результате ста-
тистической обработки данных. 

2. При дифференциальной диагностике, более высо-
кую точность дает комбинация отдельных сетей для 
каждого заболевания с двумя выходами в каждой 
сети. 

3. Архитектура нейронной сети выбирается экспери-
ментально, что является наиболее широко приме-
няемым способом для задач классификации с по-
мощью нейронных сетей. 

В результате обучения описанных выше нейронных сетей 
методом обратного распространения были получены следующие 
результаты: 

При дифференциальной диагностике («Здо-
ров/ВБ/ПТБ/ОВТ») точность составила 59 %. При диагностике 
«Здоров/Болен» точность составила 83,3 %.  
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Abstract: We consider the problem of vascular diseases diagnosis 
and suggest using neural networks for classification of combined 
thermometry observation results. We show that neural networks are 
an efficient method of vascular disease diagnosis. The accuracy of 
this method allows using neural networks in expert systems. 
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АНАЛИЗ ВОЗМОЖНОСТЕЙ ПОВЫШЕНИЯ 
БЕЗОПАСНОСТИ ЭКСПЛУАТАЦИИ 

ПЕРСПЕКТИВНЫХ РАКЕТНЫХ СРЕДСТВ 
ВЫВЕДЕНИЯ НА ОРБИТЫ 

Андриенко А. Я.1, Тропова Е. И.2, Чадаев А. И.3 
(ФГБУН Институт проблем управления 

им. В.А. Трапезникова РАН, Москва) 
 

Приводятся результаты исследований по перестройке базовой 
стратегии выведения ракет-носителей (РН) на околоземные 
орбиты – перестройке, направленной на повышение безопасно-
сти эксплуатации РН. 

 
Ключевые слова: ракета-носитель, безопасность эксплуата-
ции, стратегия выведения на орбиты. 

1. Введение 

В самом конце XX века в Институте проблем управления 
им. В.А. Трапезникова РАН была предложена концепция [1 и 
др.] перестройки базовой стратегии управления выведением 
ракеты-носителя (РН) на околоземные орбиты – перестройки, 
направленной на смену приоритетов в критериях качества выве-
дения: в качестве основного принимается критерий, характери-
зующий безопасность эксплуатации средств выведения (СрВ). В 
результате этой перестройки оказывается возможным, в частно-

                                         
1 Анатолий Яковлевич Андриенко, заведующий лабораторией, доктор 
технических наук, профессор (vladguc@ipu.ru). 
2 Елена Ивановна Тропова, научный сотрудник (тел. (495) 334-88-71). 
3 Александр Иванович Чадаев, старший научный сотрудник, канди-
дат технических наук (тел. (495) 334-88-71). 
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сти, выведение в космос по любому азимуту, поэтому стратегию 
[1] будем в дальнейшем называть всеазимутальной. 

Посредством полноразмерного моделирования на ЭВМ 
процессов выведения применительно к существующему парку 
РН были выявлены последствия гипотетического перехода на 
всеазимутальную стратегию управления выведения. Отметим 
наиболее примечательные из этих последствий. 

1.  Повышается безопасность выведения полезного груза (ПГ) 
на орбиту из-за снижения аэродинамических нагрузок на РН и 
облегчения условий спасания ПГ в нештатных ситуациях на 
атмосферном участке полёта РН. 

2.  Снижается до предельно минимального значения ущерб 
землепользования при штатных пусках РН вследствие ликвида-
ции территориальных районов штатного падения отработавших 
частей РН вне космодрома. 

3.  Сокращается (в десятки раз) вероятность нанесения эколо-
гического ущерба вне территории космодрома при аварийных 
ситуациях в процессе выведения. 

4.  Снижается, как следует из дальнейшего изложения, за-
грязнение космического пространства при эксплуатации СрВ. 

Однако обескураживающе глубоким оказалось выявленное 
падение (почти двукратное) грузоподъёмности существующего 
парка ракет-носителей при перестройке стратегии управления 
их выведением. И основной причиной тому явилось несоответ-
ствие облика традиционных РН всеазимутальной стратегии 
управления выведением. Этот облик – с примерно равномерным 
распределением по ступеням общего запаса характеристической 
скорости РН и уменьшающейся от ступени к ступени тягово-
оруженностью – сложился, главным образом, из условия макси-
мизации массы ПГ, выводимого на орбиту. 

2. Облик перспективных ракетных средств 
выведения на орбиты  

Перспективные СрВ, адекватные задаче безопасного выведе-
ния, при всём своём потенциальном разнообразии заметно отлича-
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ются от традиционных РН. Приведём краткое, сопоставительное с 
традиционными РН, описание предельного облика таких СрВ. 

1.  Первая, лифт-бустерная, ракетная ступень предназначена 
для доставки РН на безатмосферный участок полёта (на высоту 
свыше 50 км) по практически вертикальной траектории (незави-
симо от азимута пуска), выбираемой из условия приведения всех 
потенциальных точек падения1 ступени на заданное безопасное 
удаление от стартовых сооружений (в данных исследованиях 
оно принималось равным 5 км). По тяговооружённости эта 
ступень не отличается от I ступеней традиционных РН, но в 
энергетическом отношении (по запасу топлива, характеристиче-
ской скорости) она значительно слабее; масса сухой конструк-
ции заметно больше, чем в традиционных РН, так как данная 
ступень СрВ должна оснащаться а) бортовой системой предо-
хранения старта от разрушения (при аварийном выключении 
двигателей в районе стартовых сооружений), а также 
б) системами спасания (мягкой посадки) отработавшей 
I ступени и обеспечения многоразового её использования. 

2.  Вторая, разгонная, ступень предназначена для скорейшего 
увода РН с территории страны по заданному азимуту при отно-
сительно малых значениях угла тангажа, обеспечивающих 
приведение точки падения отработавшей второй ступени в 
акваторию Мирового океана2. Эта ступень должна быть энерге-
тически более совершенной, чем вторые ступени традиционных 
РН (в части отношения конечной массы к начальной и по удель-
ному импульсу тяги). Тяговооружённость её должна быть боль-
ше обычной, а двигательная установка допускать глубокое 
дросселирование тяги (с возможным отключением основного 
двигателя ступени и с доразгоном РН на работающем рулевом 
                                         
1 Потенциальная точка падения для текущего момента времени 
определяется в предположении, что двигатель в этот момент 
выключается. 
2 Предполагается, что при любом азимуте запуска на дальности 
свыше 6000 км найдётся акватория Мирового океана, пригодная для 
захоронения отработавшей ступени РН. 
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двигателе) для ограничения перегрузок в условиях, порождае-
мых сильно меняющейся текущей массы ступени. 

3.  Третья, экстракторная1, ступень предназначена для довы-
ведения ПГ на орбиту при штатном режиме выведения и быст-
рого извлечения и увода ПГ от РН в аварийных ситуациях. В 
двигательную установку этой ступени входит блок твёрдотоп-
ливных двигателей (ТТД), при одновременном включении 
которых обеспечивается аварийное спасание ПГ (при ускорении 
до 8g); при последовательных включениях ТТД обеспечивает 
совместно с ЖРД малой тяги довыведение в штатном режиме 
полёта с небольшими перегрузками. Запас топлива (полного 
импульса тяги) – на порядок меньше, чем в традиционных 
ступенях. 

3. Пример возможной реализации перспективных 
СрВ 

Представленное в предыдущем разделе описание облика 
СрВ следует проиллюстрировать примером численного оцени-
вания этого облика. В качестве такого примера принималась РН 
среднего класса, прототипом которой является РН «Зенит». Этот 
пример интересен в том отношении, что он связан с переводом 
данной РН с украинской на российскую конструкторско-
производственную базу: к сожалению, этот перевод не сопрово-
ждался сколько-нибудь заметным совершенствованием россий-
ской РН по сравнению с прототипом. 

Ввиду большого объёма работ, связанных с расчётом харак-
теристик РН и траекторий их полёта, ограничимся здесь пред-
ставлением двух содержательных версий перспективных РН, 
доставляющих некоторые приближения к предельному облику 
перспективных СрВ среднего класса. При построении этих 
версий, во-первых, будем ориентироваться на реальные возмож-
ности существующих ЖРД; во-вторых, будем воспроизводить 

                                         
1 Термин заимствован из зарубежных публикаций (см., например, [2]). 
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здесь только часть свойств предельного облика перспективных 
СрВ. 

В  п е р в о м  цифровом столбце таблицы 1 приведены ти-
пизированные данные прототипа – РН «Зенит». Одна из особен-
ностей прототипа, учитываемая и при баллистических расчётах 
версий перспективных СрВ, состоит в программировании тяги 
двигателей из условия обеспечения заданных ограничений по 
перегрузке. 

Основной результат построения версий РН представлен во в 
т о р о м столбце таблицы 1 в виде значений параметров пер-
спективной РН с общим запасом топлива, равным запасу топли-
ва прототипа, но перераспределённым по ступеням в соответст-
вии с всеазимутальной стратегией управления выведением. 
Баллистические расчёты РН версии 1 проводились в предполо-
жении, что в составе версии используются 

 на I ступени – тот же двигатель 11Д520, что и  
в прототипе; 

 на II ступени для обеспечения потребной тяговооружённо-
сти (см. п.2, раздел 2) вместо рулевого двигателя 11Д513 прото-
типа – четырёхкамерный двигатель 11Д451 разработки КБХА, 
вместо основного двигателя 11Д123 – так называемая «четвер-
тушка» двигателя 11Д520 (с высотным соплом);  

 на III ступени – двигатель 11Д58М разработки НПО 
«Энергия». 

Как следует из данных таблицы 1, перекомпановка РН 
из двухступенчатого прототипа в трёхступенчатую РН версии 1 
при сохранении общей массы топлива приводит к возрастанию 
массы сухой конструкции на 20%, к малозаметному изменению 
грузоподъёмности ракеты при традиционной стратегии управ-
ления выведением и к четырёхкратному снижению потерь в 
грузоподъёмности, вызванных перестройкой стратегии управле-
ния выведением. Выявленное здесь 10%-е снижение грузоподъ-
ёмности (с 12,0 до 10,7 т массы ПГ – см. последние две строки 
таблицы для РН прототипа и РН версии 1) из-за смены приори-
тетов в критериях качества управления выведением не столь уж 
существенно. 
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Таблица 1. Основные характеристики РН среднего класса1 
Наименование параметра РН РН 

прото-
тип 

РН 
версии 

1 

РН 
версии 

2 
Стартовая масса, т 458 466 536 

Масса рабочих запасов топлива 
I ступени, т 
II ступени, т 
III ступени, т 

 
324 
81,2 
 

 
230 

173,4 
2,9 – 
4,4 

 
272 
196 
5,0 

Масса сухой конструкции 
I ступени, т 
II ступени, т 
III ступени, т 

 
32 
7,5 
 

 
32 

15,1 
0,4 

 
34 

16,3 
0,5 

Номинальный расход топлива 
I ступени, т/с 
II ступени, т/с 
III ступени, т/с 

 
2,4 

0,266 
 

 
2,4 

0,6893 
0,0242 

 
2,492 

0,6893 
0,0242 

Удельный импульс тяги в 
пустоте на 
I ступени, с 
II ступени, с 
III ступени, с 

 
 

336,2 
349 
 

 
 

336,2 
356 
360 

 
 

340 
356 
360 

Масса ПГ, выводимого 
на орбиту 

 при традиционной стра-
тегии управления выве-
дением, т 

 при всеазимутальной 
стратегии управления 
выведением, т 

 
 
 
 

12,0 
 
 

5,5 

 
 
 
 

12,2 
 
 

10,7 

 
 
 
 
 
 
 

12,2 

                                         
1 Примечание к таблице 1: данные по массе ПГ приведены 
применительно к выведению на круговую орбиту высотой 383 
км и наклонением 560. 
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В РН версии 2 (последний столбец таблицы 1) повышение 
грузоподъёмности РН до первоначальной достигается с исполь-
зованием тех же двигателей, что и в РН версии 1 (с форсирова-
нием двигателя 11Д520 до предельного значения – на 3,8 %), так 
что стартовая масса РН возрастает на 15 %. 

Наконец, отметим, что масса части конструкции СрВ, вы-
водимой на орбиту вместе с ПГ во всеазимутальных РН вер-
сий 1 и 2, на порядок меньше, чем в РН прототипе; соответст-
венно снижается и интенсивность загрязнения космического 
пространства при эксплуатации СрВ. 

4. Частные проблемы создания перспективных СрВ 

К ещё нерешённым проблемам, связанным с созданием пер-
спективных СрВ, относится разработка методик обоснования 

1)  размеров и координат района посадки блоков первой сту-
пени с учётом динамики активного и пассивного участков полё-
та в реальных условиях атмосферы над космодромом; 

2)  ограничений на зоны возможных районов падения отде-
ляющихся элементов и блоков верхних ступеней СрВ в Миро-
вом океане; 

3)  распределения допустимых перегрузок по ступеням СрВ; 
4)  управляемости и устойчивости движения СрВ на всех 

участках полёта. 

5. Заключение 

Представленные в статье результаты исследований возмож-
ностей экологизации эксплуатации РН свидетельствует, в част-
ности, о том, что при переводе РН среднего класса на россий-
скую конструкторско-промышленную базу имеется вполне 
реальная возможность создания ракеты-носителя нового поко-
ления – всеазимутальной с повышенной безопасностью и эколо-
гичностью эксплуатации. Дальнейшее совершенствование такой 
РН связано с решением проблем предохранения стартовых 
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сооружений и спасания ПГ в аварийных ситуациях, обеспечения 
многоразового использования отдельных частей СрВ и др. 
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РАСПРЕДЕЛЕНИЕ РЕСУРСОВ 
ПРОИЗВОДСТВЕННОЙ СИСТЕМЫ 

С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ СЕТЕЙ ПЕТРИ 
И ГЕНЕТИЧЕСКОГО АЛГОРИТМА  

Сочнев А. Н.1 
(ФГАОУ ВПО «Сибирский федеральный университет», 

Красноярск) 
 

Описывается метод определения оптимального количества 
ресурсов с использованием имитационной модели на основе се-
тей Петри, параметры которой определяются генетическим 
алгоритмом. Приводится пример использования предлагаемого 
метода для предварительного планирования производства. 
Формулируются рекомендации по использованию генетическо-
го алгоритма для задач распределения ресурсов. 

 
Ключевые слова: сеть Петри, генетический алгоритм, рас-
пределение ресурсов. 

1. Описание объекта исследования 

Объектом исследования является инструментальное произ-
водство одного из предприятий. По своему назначению произ-
водство относится к вспомогательным (обслуживающим) под-
разделениям. 

Инструментальному производству в области управления 
изготовлением, ремонтом, эксплуатацией, хранением и выдачей 
инструмента и оснастки функционально подчиняются инстру-
ментально-раздаточные кладовые и группы подготовки произ-
водства цехов основного и вспомогательного производства. 

Структура инструментального цеха представлена на рис. 1. 

                                         
1 Алексей Николаевич Сочнев, кандидат технических наук, доцент  
(lesek@mail.ru). 
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Рис. 1. Структура инструментального производства 

Основными задачами цеха являются: планирование потреб-
ности и производства технологической оснастки и инструмента 
на предприятии; изготовление специального технологического 
оборудования; своевременное обеспечение цехов основного и 
вспомогательного производства технологической оснасткой и 
инструментом нужного ассортимента и специальным техноло-
гическим оборудованием; контроль за правильной эксплуатаци-
ей технологической оснастки и инструмента в подразделениях и 
др. 

Функциями инструментального производства в области 
производственной деятельности являются изготовление техно-
логической оснастки по планам и графикам, утвержденным в 
установленном порядке; выполнение всех работ в соответствии 
с чертежами и технологическими процессами; доставка загото-
вок в цеха; изготовление средств механизации и автоматизации; 
учет и анализ простоев оборудования на участках инструмен-
тального производства; обеспечение экономичного расхода сы-
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рья, материалов; снижение производственных затрат на единицу 
продукции. 

Номенклатура изделий, производимых инструментальным 
цехом в течение планового периода (одной смены),представлена 
в таблице 1. Требуемое количество изделий каждого типа – 
20 единиц. 

Таблица 1.Номенклатура инструментального цеха 
Технологические операции 

№ Наименование 
изделия 

за
го

то
ви

те
ль

на
я,

 
ми

н 
сл

ес
ар

на
я 

1,
  

ми
н 

ра
зм

ет
оч

на
я,

  
ми

н 
фр

ез
ер

на
я 

1,
  

ми
н 

сл
ес
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я 
2,

 
ми

н 
ш

ли
фо

ва
ль

на
я,

 
 м

ин
 

сл
ес

ар
на

я 
3,

  
ми

н 
фр

ез
ер

на
я 

2,
  

ми
н 

1 Плита нижняя 1 1,3
5 1 14 – 15 1 4 

2 Стенка матри-
цы 1 – 1,2 8 5 16 2 – 

3 Плита верхняя 1,7 – 1,2
5 4 2 – – – 

4 Гайка 1 – 1,5 3 5 7 – – 
5 Пресс-форма 1 2 2,4 3 12 – 15 – 2 
6 Пресс-форма 2 1 – 1 10 – 12 3 – 
7 Плита 1,2 2 2 – 7 – 1 – 
8 Шайба 1 1 1 3 2 – – – 
9 Пресс-форма 3 2 2,2 2,7 11 – 8 5 – 
10 Корпус 1,5 – 2 3 2 3 – – 

2. Имитационная модель производственной 
системы 

Для моделирования дискретных производственных систем 
широко применяется математический аппарат сетей Петри [3]. 
Среди основных преимуществ сетей Петри можно отметить то, 
что они позволяют с требуемой точностью представлять ветвя-
щиеся, параллельные, циклические процессы, обладают средст-
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вами анализа, а также моделирования в реальном масштабе вре-
мени.   

Процесс моделирования можно условно разделить на две 
стадии.  

1.  Формирование структуры и параметров модели на основе 
свойств исходной системы (объекта управления).  

2.  Имитационные эксперименты с целью достижения тре-
буемого значения показателя качества.  

В литературе описано множество различных классов сетей 
Петри. Имитационная модель инструментального цеха (см. 
рис. 2) должна отображать временные свойства процессов, по-
этому для моделирования используются временные сети Петри 
[4, 7].   

Позиции p1, p2, …, p10 моделируют заготовки десяти типов 
изделий; позиции p55, p56, …, p64 – готовые изделия; переходы 
t1, t2, …, t10 – заготовительные операции; t11, t12, …, t14 – операции 
«слесарная 1», t16, t17, …, t25 – «разметочная» и т.д. Маркеры, мо-
делирующие изделия различных типов, перемещаются в модели 
от входных позиций к выходным в соответствии с описанием 
технологических процессов, приведенным в таблице 1. 

Моделирование выполняется с использованием такта, рав-
ного 0,1 минуты. 

Обозначения позиций сети буквами p и m с порядковым 
номером – это особенность используемой программы VisObjNet. 
Все дуги представленный сети имеют единичный вес. Нули ря-
дом с переходами представляют начальные значения временных 
задержек, далее они заменяются значениями из таблицы 1.
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Рис. 2. Сетевая модель производственного процесса  



 
Управление техническими системами и  

технологическими процессами 

 243 

3. Постановка задачи распределения ресурсов 

Сформулируем типичную задачу планирования производ-
ственного процесса, состоящую в определении необходимого 
количества исполнителей на каждом участке [9]. Для ее реше-
ния требуется в модель ввести элементы, представляющие ре-
сурсы системы (позиции сети p65, p66, …, p70), см. рис.2. 

Из условий задачи, приведенных выше, определяем дли-
тельность производственного процесса для одной смены: 
Tmax = 8 × 60 × 10 = 4800 тактов. 

Соответственно, задача состоит в том, чтобы определить 
минимальное количество исполнителей на каждом участке, при 
котором время процесса не превысит приведенной величины.  

В модельном представлении это означает найти начальную 
маркировку позиций 0(p65), 0(p66), …, 0(p70). Формально тре-
буется одновременно минимизировать две целевые функции 
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Диапазон изменения маркировок позиций определяется 

максимально возможным количеством каждого ресурса, см. 
таблицу 2. 

Определение маркировки указанных позиций – процесс 
итерационный, многократно повторяемый и сопровождаемый 
имитационными экспериментами. На каждом шаге решения вы-
полняется проверка условия T  Tmax. 

Практически наиболее сложно определить алгоритм изме-
нения начальной маркировки позиций p65, p66, …, p70. Этот про-
цесс может быть выполнен следующими поисковыми методами: 
полного перебора, половинного деления (дихотомии), золотого 
сечения, случайного поиска и др. В данной статье будет иссле-
дован вопрос решения описанной задачи генетическим алгорит-
мом. 
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Таблица 2. Диапазон изменения маркировок 
Позиция Минимальное 

количество мар-
керов 

Максимальное 
количество мар-

керов 

Максимальное 
количество 

(двоичный код) 
p65

 1 10 1010 
p66

 1 12 1100 
p67

 1 4 0100 
p68

 1 10 1010 
p69

 1 11 1011 
p70

 1 7 0111 
 

4. Метод полного перебора маркировок 

Полный перебор – метод решения задачи путем перебора всех 
возможных вариантов. Сложность полного перебора зависит от 
количества всех возможных решений задачи. Если пространство 
решений очень велико, то полный перебор может не дать результа-
тов в течение нескольких лет или даже столетий. 

Любая задача оптимизации может быть решена полным пере-
бором. При этом даже если вычисление целевой функции от каж-
дого конкретного возможного решения задачи может быть осуще-
ствлено за полиномиальное время, в зависимости от количества 
всех возможных решений полный перебор может потребовать экс-
поненциального времени работы. 

Для рассматриваемого примера использование метода полного 
перебора потребует проверить 369600 вариантов начальных марки-
ровок сети (10 × 12 × 4 × 10 × 11 × 7). Если учесть, что один имита-
ционный эксперимент с сетью Петри занимает по времени пример-
но одну минуту, то общее время решения 369600 минут или 
256 суток является совершенно недопустимой величиной. 

В действительности это время можно уменьшить, исключая из 
рассмотрения заведомо неудачные варианты решения.  

Дальнейшее уменьшение начальной маркировки приводит к 
нарушению условия T  Tmax. Очевидный недостаток рассмотрен-
ного метода – большое количество шагов решения. В таблице 3 
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приведены только некоторые наиболее значимые из них, влияющие 
на величину T. 

Таблица 3.Результаты поиска начальной маркировки методом 
полного перебора 

Вектор маркировки  
0 = (0(p65)  0(p66)  …  0(p70)) 

Продолжительность производ-
ственного процессаT 

0 = (10  12  4  10  11  7) 3372 
0 = (5  6  1  5  5  5) 3760 
0 = (5  6  1  5  4  5) 4552 
0 = (2  4  1  2  4  5) 4552 
0 = (1  4  1  2  4  5) 4752 

… … 
0 = (1  2  1  2  4  5) 4792 

 

5. Генетический алгоритм 

Вопросы совместного использования генетического алгоритма 
и сетей Петри рассмотрены в работах [2, 6]. Они посвящены мето-
дам решения задачи структурного синтеза модели объекта с задан-
ными свойствами. Наличие подобных публикаций подтверждает 
актуальность исследования вопросов совместного применения се-
тей Петри и генетических алгоритмов. 

Основные преимущества генетических алгоритмов [1]. 
1. Они не требуют никакой информации о поверхности ответа. 
2. Разрывы, существующие на поверхности ответа, имеют не-

значительный эффект на полную эффективность оптимизации. 
3. Они стойки к попаданию в локальные оптимумы. 
4. Они хорошо работают при решении крупномасштабных про-

блем оптимизации. 
5. Могут быть использованы для широкого класса задач. 
6. Могут быть использованы в задачах с изменяющейся средой. 
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Необходимость поиска всех решений не является помехой. 
Существует по крайней мере три класса задач, которые могут быть 
решены генетическим алгоритмом [8]: 

–  задача быстpой локализации одного оптимального значения; 
–  задача опpеделения нескольких (или всех) глобальных 

экстpемумов; 
–  задача описания ландшафта исследуемой функции, котоpая 

может сопpовождаться выделением не только глобальных, но и ло-
кальных максимумов.  

Задача распределения ресурсов, сформулированная выше, мо-
жет быть отнесена к первому из приведенных классов задач. 

Решение многокритериальной задачи оптимизации, сформули-
рованной выше, предполагается выполнить стандартным образом: 
сведением двух критериев к одному путем введения априорных 
(экспертных) весовых коэффициентов для каждого из них. 

Полученная задача оптимизации формулируется следующим 
образом. Целевая функция (функция приспособленности) 
(2) 

00

min)()()( 0220110 M
QkQkG





  

гдеM0 = {0 : T  Tmax; 0  1; 0  0max; 0  N}. 
Экспертные оценки коэффициентов целевой функции приняты 

одинаковыми: k1 = 1и k2 = 1.  
Поскольку предполагаемые значения функций Q1(0) и Q2(0) 

различаются в сотни раз, то для правильной оценки значения 
функции G(0) их необходимо привести в нормированный или 
процентный вид. 

Генетический алгоритм, как правило, требует в классической 
реализации определения переменных в двоичной форме. В рас-
сматриваемом примере диапазоны изменения всех переменных оп-
ределяются четырьмя двоичными разрядами. Нижняя и верхняя 
границы диапазонов изменения каждой переменной представлены 
в таблице 2. 

Особенность рассматриваемой задачи также в том, что экстре-
мальное значение целевой функции требуется найти за минималь-
ное количество шагов. Это связано с тем, что для каждой особи в 
популяции требуется выполнить имитационный эксперимент. В 
сети Петри, представленной выше, процесс имитации длится при-
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мерно минуту (для выбранной постоянной времени). Для более 
сложных моделей имитация может длиться до нескольких часов. 
Сравнительно высокая скорость решения задачи является основной 
причиной выбора генетического алгоритма.  

Первый шаг генетического алгоритма – это формирование на-
чальной популяции. Для решаемой задачи количество особей в на-
чальной популяции должно быть минимальным. При этом необхо-
димо учитывать, что в популяциях с малым размером гены распро-
страняются слишком быстро. Все особи становятся похожими (по-
пуляция сошлась) еще до того, как найдено решение задачи. Полу-
чается так, что новый генотип с лучшей оценкой быстро вытесняет 
менее хорошие комбинации ген, исключая таким образом возмож-
ность получения более хорошего решения на их базе. 

Вторая проблема заключается в том, что потомки, получаемые 
в большей популяции, скорее всего будут разнообразнее, чем по-
томки из меньшей популяции. С одной стороны, при малых попу-
ляциях внимание алгоритма будет сконцентрировано на некоторых 
направлениях, т.е. эти направления будут изучены быстрей. Но ес-
ли направление изначально было ошибочным, то алгоритм остано-
вится вблизи ложного оптимума. Выходом может быть увеличение 
популяции, при условии что время работы алгоритма не критично. 

Также может помочь самоадаптация алгоритма при выборе 
операторов (в тупиковых ситуациях – увеличить вероятность при-
менения случайного генератора особей). 

Еще можно попытаться складировать отдельно особи, генотип 
которых был утерян популяцией, и временами добавлять эти особи 
(случай удачного кровосмешения в племенных формациях). 

Далее по алгоритму оценивается приспособленность каждой 
особи, производится отбор и скрещивание. В каждой новой попу-
ляции применяется механизм мутации. Применительно к решаемой 
задаче скрещивание и мутирование имеет следующие особенности. 

1.  В результате скрещивания могут появляться особи, у кото-
рых некоторые признаки равны нулю. Поскольку это противоречит 
условиям задачи и особенностям системы, то они заменяются на 
ненулевые значения (например на единицу). 
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2.  На каждом шаге некоторые особи мутируют, но неслучайным 
образом, а с использованием экспертного опыта. Эксперт участвует 
в процессе эволюции, отслеживает важные и неважные признаки с 
точки зрения величины их влияния на целевую функцию и меняет 
их в сторону предполагаемых оптимальных значений. Опыт пока-
зывает, что это значительно ускоряет скорость работы алгоритма и, 
соответственно, минимизирует количество экспериментов с имита-
ционной моделью, а также вносит необходимое разнообразие в не-
большую по объему популяцию. 

Далее представлен процесс решения задачи в программе Mi-
crosoftExcel в виде последовательности шагов. 

1.  Формируются шесть векторов начальной маркировки пози-
ций p65, p66, …, p70, см. таблицу 4. Минимальное возможное коли-
чество особей в популяции определено эмпирически. При большем 
количестве особей генетический алгоритм проигрывает в скорости 
поиска оптимума методу половинного деления или золотого сече-
ния. При меньшем количестве процесс может сойтись к ложному 
оптимуму.   

Таблица 4. Первая популяция  
Начальная маркировка (chn – хромосома n) 

 ch 1 ch 2 ch 3 ch 4 ch 5 ch 6 
0(p65) 4 8 3 3 3 8 
0(p66) 7 11 2 5 3 5 
0(p67) 4 3 3 2 2 2 
0(p68) 4 3 7 9 4 5 
0(p69) 6 6 3 5 7 6 
0(p70) 5 3 4 7 4 4 

 
2.  Сформированные векторы представляются в двоичной фор-

ме, см. таблицу 5. 
3.  Проводятся шесть имитационных экспериментов на модели и 

определяются значения целевых функций Q1(0), Q2(0) и G(0). 
Полученные значения Q1(0) и Q2(0) нормируются, и G(0) опре-
деляется от нормированных значений, см. таблицу 6.  
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Таблица 5. Двоичное представление маркировки  
0110 1101 0101 0101 0100 1100 
1001 1111 0010 0110 0100 0110 
1111 1011 1011 1000 0110 0111 
0110 0100 1011 1110 0110 1000 
1000 1001 0101 0111 1010 1001 
1011 0110 1000 1111 1010 1000 
 

Таблица 6. Результаты экспериментов (* – нормированное значе-
ние функции) 
Q1(0) 1385 675 964 1040 24 25 
Q1*(0) 0,34 0,16 0,23 0,25 0,01 0,01 
Q2(0) 28 33 21 30 24 28 
Q2*(0) 0,17 0,20 0,13 0,18 0,13 0,17 
G*(0) 0,51 0,37 0,36 0,44 0,14 0,18 

 
4.  На основе полученных значений функции приспособленно-

сти G(0) выбираются особи для скрещивания по принципу рулет-
ки и формируется новая популяция, см. таблицы 7, 8. 

Таблица 7. Скрещиваемые особи 
ch 6 ch 4 ch 3 ch 5 ch 1 ch 2 

 
Таблица 8. Второе поколение и мутировавшие особи 

Начальная маркировка (ch n – хромосома n) 
 ch1 ch2 ch3 ch4 ch5 ch6 

0(p65) 0110 0100 1101 0100 1100 0101 
0(p66) 0101 1000 0110 0010 0110 0111 
0(p67) 0111 1110 0111 1011 1011 0111 
0(p68) 0110 0110 1011 1000 0100 1000 
0(p69) 1000 1010 1001 0101 1001 1001 
0(p70) 1011 1010 1000 1000 1100 1010 

 
В новой популяции выполняются мутации. Как указывалось 

выше, мутации производятся экспертом с теми генами, которые с 
точки зрения процесса оптимизации заведомо неудачные. Напри-
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мер, до мутации у пятой особи второй ген образовывала комбина-
ция 11102 или 1410 (1110 с учетом ограничений количества марке-
ров) и имелись две важные причины уменьшить значение этого 
гена. Во-первых, эксперимент с предыдущими особями, в которых 
этот ген гораздо меньше, а значение функции приспособленности 
получилось вполне удовлетворительным. Во-вторых, вторая ячейка 
производственной системы по условиям задачи является недогру-
женной, поэтому использование большого количества станков 
представляется неправильным. 

Процесс решения задачи состоит в повторении пунктов 1–4 до 
достижения желаемых значений целевых функций Q1(0), Q2(0) и 
G(0).  

В рассматриваемом примере приемлемое решение задачи появ-
ляется уже в третьем поколении, см. таблицы 9, 10.  

Таблица 9. Третье поколение популяции  
Начальная маркировка (ch n – хромосома n) 

 ch 1 ch 2 ch 3 ch 4 ch 5 ch 6 
0(p65) 3 3 3 3 3 3 
0(p66) 2 3 5 1 5 5 
0(p67) 4 2 4 3 2 2 
0(p68) 3 6 3 5 7 5 
0(p69) 6 7 6 4 6 6 
0(p70) 4 5 4 4 4 4 

 

Таблица 10. Функции приспособленности третьего поколения 
(* – нормированное значение функции) 

24 1245 24 1500 24 24 
0,01 0,32 0,01 0,39 0,01 0,01 
22 25 23 19 26 26 

0,14 0,16 0,15 0,12 0,17 0,17 
0,15 0,48 0,15 0,51 0,17 0,17 

 
Процесс оптимизации может быть продолжен с использовани-

ем генетического алгоритма или иных методов, например метода 
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половинного деления, покоординатного спуска или подобных [5]. 
В описываемом примере оптимальное значение уточняется поло-
винным делением и координатным спуском, см. таблицу 11. По-
скольку длительность производственного процесса по условию за-
дачи не должна превышать 4800 тактов, то первый шаг делается 
для того, чтобы вернуть ее в область допустимых значений 
(4824  3761). 

Таблица 11. Поиск оптимального решения 
0(p65) 3 3 2 2 1 1 1 
0(p66) 2 2 1 2 2 2 2 
0(p67) 4 4 3 3 3 1 1 
0(p68) 3 3 2 2 2 2 2 
0(p69) 6 6 5 5 5 5 4 
0(p70) 4 5 5 5 5 5 5 

T 4824 3761 6300 3952 4384 4384 4792 
Q1() 24 1039 1500 848 416 416 8 
Q2() 22 23 18 19 18 16 15 

 
Описанный процесс решения задачи может быть представлен в 

виде блок-схемы обобщенного алгоритма, см. рис. 3. 

6. Заключение 

Основные научные результаты, полученные при работе над 
темой статьи, можно определить следующими пунктами.  

1. Сформулирована многокритериальная задача оптимального 
распределения ресурсов, имеющая практическое применение в сис-
темах управления производством. 

2. Сформулированная задача формализована с использованием 
терминов теории сетей Петри. 

3. Получена сетевая модель системы, в структуре которой от-
дельно выделены позиции, описывающие количество ресурсов. 

4. Определены основные особенности генетического алгоритма 
в применении его к задаче поиска оптимального количества ресур-
сов на рассмотренном инструментальном производстве. 
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Рис.3. Обобщенный алгоритм решения задачи 
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Abstract: The method is described for determining the optimal volume 
of resources using a simulation model based on Petri nets, whose pa-
rameters are determined by the genetic algorithm. The example is pro-
vided of using the proposed method for pre-production planning. Rec-
ommendations are given on the use of genetic algorithms for the prob-
lems of resource allocation. 
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Старый Оскол) 
 

Обоснована целесообразность и перспективность разработки 
СППР оперативного управления и технологической координа-
ции сложноструктурированных распределенных производст-
венных систем на основе мультиагентных технологий. Пред-
ставлены модели и алгоритмы оптимизации оперативного 
планирования с использованием имитационного моделирования 
и методов искусственного интеллекта. 

 
Ключевые слова: мультиагентная система, агенты, иммун-
ный алгоритм, сети Петри, агрегат Бусленко. 

1. Введение 

Основной целью оперативного планирования производства 
является составление согласованных планов цехов предприятия 
и обеспечение их выполнения. Оперативное управление выпол-
нением производственных планов осуществляется на основе 
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технологической координации, заключающейся в согласовании 
работы технологического оборудования и транспорта, движения 
материальных потоков, взаимодействия производственного 
персонала цеха при отклонении фактического хода производст-
ва от запланированного [1].  

Задача существенно усложняется для производств, характе-
ризующихся широкой номенклатурой выпускаемой продукции, 
многообразием оборудования, многостадийностью технологиче-
ских процессов, многовариантностью технологических маршру-
тов и, как следствие, сложными перекрестными материально-
транспортными связями. 

Помимо перечисленных трудностей задачу оперативного 
планирования таких производств усложняет необходимость 
составления и корректировки производственных графиков в 
темпе производства. 

2. Мультиагентная система оперативного 
управления и технологической координации 

2.1.  ПРОИЗВОДСТВЕННОЕ РАСПИСАНИЕ КАК ОСНОВА 
ОПЕРАТИВНОГО УПРАВЛЕНИЯ 

Принятой формой разработки оперативных планов на пред-
приятиях является календарное планирование, в основе которо-
го лежит построение месячных графиков производства готовой 
продукции, детализация их в недельные планы для цехов и 
дальнейшее их разбиение на сменно-суточные задания (СЗЗ) 
или графики.  

Инструментом  текущей реализации СЗЗ и одновременно 
основой ТК является контактный график (КГ) – производствен-
ное расписание, регламентирующее работу основного техноло-
гического оборудования по горизонтали и вертикали [2].  

Основная проблема ТК заключается в необходимости опе-
ративного принятия решений по вопросам перестроения КГ в 
связи с рассогласованием текущей производственной ситуации 
относительно запланированной в темпе производства. 
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Рис. 1. Структура связей сложноструктурированного 

производства 

Для решения этой проблемы предлагается система под-
держки принятия решений (СППР) на основе мультиагентных 
технологий (МАТ), которая базируется на комплексе моделей и 
алгоритмов оптимизации производственных планов в режиме 
on-line (рис. 2). 

Блок принятия решений концептуальной схемы МАСППР 
(рис. 2) представлен агентом-оптимизатором и агентом-
супервизором, блок анализа проблем – агентом-реализатором, 
имитационная модель производства – агентами-исполнителями. 

Агент-супервизор – интерфейсный агент, решающий задачу 
взаимодействия агентов МАС и связи с пользователем. Он 
выдает плановый КГ, отчет по анализу «узких мест» КГ и вари-
анты его корректировки, формирует задания нижестоящим аген-
там МАС на обработку производственных заказов в соответст-
вии с принятым КГ. 

Агент-оптимизатор – гибридный агент, в задачу которого 
входит построение оптимального КГ на основе правил и огра-
ничений производства. 

Агент-реализатор – гибридный агент, который осуществля-
ет проверку сформированного КГ на реализуемость. 

Агент-исполнитель – партнерский агент, задачей которого 
является слежение за работой конкретного технологического 
агрегата, входящего в реализуемый технологический маршрут. 
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Рис. 2. Структура СППР на основе МАТ 

Супервизор на основе информации о готовности агрегатов 
и их занятости в технологических маршрутах плана корректиру-
ет производственную программу и направляет откорректиро-
ванный КГ агенту-реализатору для проверки возможности его 
выполнения. 

2.2.  ОПТИМИЗАЦИЯ ПРОИЗВОДСТВЕННОГО 
РАСПИСАНИЯ 

Задача оптимизации производственного графика цеха отно-
сится к классу задач составления расписаний. Наличие несколь-
ких однотипных агрегатов, многовариантность технологических 
маршрутов, последовательно-параллельные и перекрестные 
транспортно-технологические потоки определяют эту задачу как 
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NP-сложную. Время ее решения c использованием комбинатор-
ных и эвристических методов оптимизации и известных мето-
дов искусственного интеллекта (генетического алгоритма, алго-
ритма муравьиных колоний) не удовлетворяет требованиям 
оперативного, в темпе производства, управления сложнострук-
турированными производствами.  

Для оптимизации контактного графика и внесения в него 
необходимых корректировок в режиме on-linе предлагается 
математический аппарат одной из модификаций алгоритма 
иммунных сетей (рис. 4), обеспечивающего эффективный па-
раллельный поиск оптимального решения на основе принципа 
клональной селекции, предложенного Де Кастро [5]. 

Оптимизация расписания осуществляется путем выбора по-
следовательности технологических маршрутов производства 
продукции согласно ССЗ, минимизирующей суммарные приве-
денные потери Rij [3], связанные с переналадкой всех технологи-
ческих агрегатов при переходе от обработки i-го заказа к (i + 1)-
му: 
(1) ij

i j
F R min 

 

 

(2) ijijсрij DCR   , 
где Сср – средняя себестоимость продукции за смену;  ρij  – про-
изводительность j-го технологического агрегата по выпуску i-го 
заказа;  ∆Dij – длительность переналадки j-го технологического 
агрегата при переходе от обработки i-го заказа к (i + 1)-му. 

2.3.  ПРОВЕРКА ПРОИЗВОДСТВЕННОГО РАСПИСАНИЯ НА 
ВОЗМОЖНОСТЬ РЕАЛИЗАЦИИ 

Алгоритм проверки составленного КГ на реализуемость 
осуществляется с использованием математического аппарата 
вложенных сетей Петри, в которой каждая позиция-вершина 
системной сети представлена как группа оборудования, соответ-
ствующая технологическому маршруту КГ [3]. 

Сеть описывается формально множествами переходов и 
вершин сети. Функционирование сети задается правилами 
срабатывания переходов. 
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Математически сеть описывается кортежем 

(3) 0,},{,,,,, MKVCFTPS ST , 
где P – множество позиций, представленных моделями отдель-
ных единиц технологического оборудования;  T – множество 
переходов между смежными агрегатами;  F – функция инци-
дентностей позиций и переходов, определяющая для рассматри-
ваемого требования к обслуживанию агрегат-источник и агре-
гат-исполнитель;  C – функция цвета маркера, сигна-
лизирующая о принадлежности перехода к определенному 
технологическому маршруту;  τT – модельное время, отнесенное 
ко всем компонентам сети Р, Т, F, М0;  {Vs} – условия выполне-
ния переходов, отнесенных к компонентам сети, входным и 
выходным позициям;  K – емкость маркеров в позициях с уче-
том С;  М0 – вектор начальной маркировки, компоненты которо-
го помечают закрытые позиции при поступлении требования на 
обслуживание. 

Срабатывание каждого перехода из множества 
Т {t1, t2, …, t11} определяется наличием сигнала на выходе опре-
деленной технологической установки. Возможность осуществ-
ления перехода в одну из позиций Р определяется с учетом 
значений параметров сети F (Аlk, А(l+1)(k+1)), идентифицирующих 
агрегат-исполнитель следующего требования, и вектора М0, 
компоненты которого помечают закрытые позиции при поступ-
лении требования на обслуживание. Аргументы функции Аlk, 
А(l+1)(k+1) представляют соответственно агрегат-источник и агре-
гат – приемник требования на обслуживание. Вектор М0 харак-
теризуется переменной размерностью, которая зависит от этапа 
обработки и определяет общее число агрегатов-приемников 
технологического требования. Закрытые позиции помечаются 
как 0, допустимые как 1. 

Объединённые в группы агрегаты имеют соответствующее 
входное и выходное условие работы (переход), что представлено 
на сети множеством стрелок. Согласно этим условиям проверя-
ется занятость агрегата на момент поступления требования на 
обслуживание. В случае успешной проверки, т.е., когда агрегат-
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приемник свободен (plk = 0), на время Dф ему присваивается 
значение 1.  

В случае если КГ признан невыполнимым, на основе недос-
тупных позиций или неосуществимых переходов базой знаний 
формируется набор рекомендуемых корректировок с целью 
устранения узких мест при перепланировке КГ агентом-
оптимизатором. 

2.3.  МОДЕЛИРОВАНИЕ ПРОИЗВОДСТВА  
Для моделирования отдельных технологических и транс-

портных единиц оборудования и звеньев производства предла-
гается агрегативная модель Н.П. Бусленко [4]. Агрегат Аj (рис. 6) 
характеризуется набором координат xm, l = 1, …, M, которые 
описывают его состояние: для основных агрегатов – простой, 
ожидание продукта, операция обработки и передачи, операция 
ожидания; для агрегатов-накопителей – простой, ожидание 
продуктов до обработки; для агрегатов – транспортных средств 
– простой, операция транспортировки, операция ожида-
ния;  z(1), …, z(ni) – управляющие сигналы; yl–1,k – вход агрегата, 
поступающий с выхода предыдущего агрегата;  yl,k – выход 
текущего агрегата и вход следующего. 

Агрегат реализует алгоритм выходов Gn (окончание обра-
ботки на одном агрегате и передача другому) и алгоритм пере-
ходов Нn (изменение состояния агрегата в процессе работы). 
Параметры агрегата βn характеризуют его работоспособность. 

Агрегативные модели оборудования реализуются на ниж-
нем уровне МАС агентами-исполнителями. 

Связная агрегативная модель всего технологического про-
цесса цеха представляется партнерской агентной системой 
(рис. 7). 

Ее работа направлена на отслеживание этапов выполнения 
КГ. Последовательно анализируется возможность каждого из 
назначенных в КГ агрегатов отработать технологическое зада-
ние. В случае возникновения рассогласования планового и 
фактического расписания агентом-реализатором формируется 
запрос агенту-оптимизатору на построение нового КГ. 
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Рис. 6. Схема агрегата Бусленко 

 
Рис. 7. Структурная схема взаимодействия партнерских 

агентов (на примере сталеплавильного производства) 
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2.4.  КООРДИНАЦИЯ АГЕНТОВ МАС 
Координация агентов в системе осуществляется на основе 

непрямого взаимодействия, которое соответствует распределе-
нию функциональных задач МАС. Агент-супервизор формирует 
технологическое задание по обслуживанию заказов с учетом 
изменившейся производственной ситуации, которое в виде 
входного сообщения поступает агенту-оптимизатору, идентифи-
цирующему состояние производства и определяющему группы 
агентов-исполнителей. Степень готовности агентов-
исполнителей принять задание анализируется агентом-
реализатором, который формирует и посылает агенту-
супервизору сообщение о возможности выполнения заданий 
каждым из членов рабочей группы. 

3. Заключение 
На основе разработанных моделей и алгоритмов возможна 

реализация интеллектуальной МАС ППР по ОУ и ТК производст-
ва, которая отслеживает текущее состояние  производства и обеспе-
чивает эффективное выполнение производственной программы.  
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СЦЕПЛЕНИЕ КООРДИНАТ И ИЕРАРХИЧЕСКИЕ
АЛГОРИТМЫ В ЗАДАЧЕ РАВНОУДАЛЕННОГО

РАСПОЛОЖЕНИЯ АГЕНТОВ НА ОТРЕЗКЕ1

Парсегов С. Э.2
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им. В.А. Трапезникова РАН, Москва)

Предлагаются и изучаются новые стратегии равноудаленно-
го расположения агентов на отрезке. Модификации стратегии
включают в себя повышение порядка агентов, образующих си-
стему, и сцепление координат агентов. Кроме того, рассматри-
вается двухуровневая иерархическая схема, позволяющая управ-
лять группами агентов.

Ключевые слова: управление формациями, сцепление координат,
иерархические алгоритмы.

Введение

Теория управления мультиагентными системами является
дальнейшим развитием классической теории управления. Осо-
бенностью мультиагентных систем является наличие не одного
объекта управления, как в классической теории, а целой груп-
пы объектов, которые называют агентами. Теоретический аппарат
этого нового направления базируется как на классических прин-
ципах и методах теории управления [8, 13], так и на положени-
ях спектральной теории графов, необходимой для исследования
структуры мультиагентных систем [1, 9, 15].

Особенностью мультиагентных систем является их децен-
трализованность — управление всей системой осуществляется

1 Автор признателен П.С. Щербакову за ценные обсуждения содер-
жания статьи.

2 Сергей Эрнестович Парсегов, аспирант (s.e.parsegov@gmail.com).
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без центрального регулятора, действующего на каждого агента.
Достижение цели управления достигается за счет локального вза-
имодействия агентов. Платой за отсутствие централизованного
управления является более высокая сложность задач управления
мультиагентными системами. Однако по ряду причин примене-
ние такого подхода является более оправданным и многообеща-
ющим. Прежде всего — это наличие реальных физических огра-
ничений, действующих на агентов, таких как пропускная спо-
собность каналов связи, ограниченная зона видимости, большое
число взаимодействующих подсистем. К преимуществам распре-
деленного подхода можно отнести робастность к отказу отдель-
ных подсистем, надежность и гибкость [21].

Адекватность моделей мультиагентных систем, и, соответ-
ственно, их сложность определяется многими факторами: слож-
ностью моделей агентов, входящих в систему, структурой, связы-
вающей агенты между собой, типами этих связей [25].

Насколько известно автору, на настоящий момент не очень
много работ, где были бы структурированы и отражены все ас-
пекты этого направления, литература по данному вопросу весь-
ма обширна и разнородна, а терминология часто варьируется.
В качестве примера следует привести [21], где сделана попыт-
ка обобщить и изложить имеющиеся результаты по управлению
мультиагентными системами. Можно выделить основные направ-
ления/задачи в области мультиагентных систем: задачи достиже-
ния консенсуса, распределенной оптимизации, распределенного
оценивания, управления формациями и многие другие.

Вопросы, связанные с управлением формациями, занимают
особое место в этой тематике. Распределенное управление фор-
мациями подразумевает определенное поведение агентов, при ко-
тором они образуют некоторые геометрические конфигурации
в пространстве посредством локального взаимодействия. Алго-
ритмы такого рода применяются для управления группами ко-
лесных роботов, беспилотных летательных/подводных аппаратов
[2] и т.д. Управление системами, состоящими из большого чис-
ла мобильных объектов, является важной задачей из-за их ком-
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мерческого и военного применения. В сравнении с автономными
устройствами, выполняющими одиночные миссии, применение
групп совместно работающих устройств открывает большие воз-
можности. Можно привести лишь некоторые примеры потенци-
альных приложений таких групп автономных устройств: военное
дело, системы наблюдения, системы метеослужб, погрузочно-
разгрузочные операции опасных материалов, распределенные се-
ти сенсоров и т.п. Управление формациями включает в себя такие
задачи, как получение формации (formation producing) и слежение
формации (formation tracking) [21, 23]. В рамках задачи получе-
ния/образования формации группа агентов в пространстве обра-
зует некоторую геометрическую фигуру без какого-либо указания
для группы (без лидера, виртуального или реального); в задаче
слежения группа агентов достигает желаемого геометрического
расположения и следит за задающим воздействием (следует за
лидером).

Одной из типовых задач в этой области является задача рав-
ноудаленного расположения агентов на некотором фиксирован-
ном отрезке посредством локального взаимодействия [7, 10, 24].
Стратегия управления устроена следующим образом: каждому
агенту в группе предписывается расположиться в середине от-
резка, соединяющего его двух крайних по номерам соседей. Су-
ществующие алгоритмы равноудаленного расположения агентов
на отрезке описываются дифференциальными уравнениями пер-
вого порядка, не учитывают возможную связь между простран-
ственными координатами. Особенность рассматриваемой страте-
гии состоит в том, что она не является задачей достижения кон-
сенсуса.

В работе предлагаются различные обобщения задачи равно-
удаленного расположения на отрезке: усложняются модели аген-
тов, связи между ними, предлагается и изучается двухуровневый
иерархический алгоритм.
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1. Основные понятия и постановка задачи

1.1. РАВНОУДАЛЕННОЕ РАСПОЛОЖЕНИЕ НА ОТРЕЗКЕ
Одномерный случай

Рассмотрим линейный алгоритм перемещения n подвижных
агентов для их равномерного расположения на заданном отрезке
[x0, xn+1]. Пусть положение каждого агента при t > 0 обознача-
ется через xi(t) ∈ R. Закон управления предполагает наличие ин-
формации о расстояниях между агентом и двумя его ближайшими
по номерам соседями. Каждый агент движется в направлении се-
редины отрезка, соединяющего его соседей. Векторно-матричное
описание стратегии имеет вид [24]:

(1)



ẋ0

ẋ1

ẋ2
...

ẋn

ẋn+1


=



0 0 0 0 . . . 0
0.5 −1 0.5 0 . . . 0
0 0.5 −1 0.5 . . . 0
...

...
... 0 . . . 0.5 −1 0.5
0 . . . 0 0 0 0





x0

x1

x2
...

xn

xn+1


Анализируя систему (1), можно сказать, что неподвижные

агенты x0 и xn+1 являются лидерами формации. Целью этих ли-
деров является обеспечение правильного движения формации.
Важно отметить, что крайние виртуальные агенты-лидеры не
координируют движение формации централизованно, поскольку
они не передают информацию о своем положении всем агентам.
Подвижные агенты xi, i = 1, . . . , n, получают информацию толь-
ко о расстояниях до своих крайних по номерам соседей xi−1 и
xi+1. Такую схему обмена информацией можно представить в
виде ориентированного графа рис. 1.

Рис. 1. Ориентированный граф алгоритма равноудаленного
расположения на отрезке
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Замечание 1. Легко заметить, что матрица системы (1) име-
ет два нулевых собственных числа, а граф системы, представлен-
ный на рис. 1, не содержит ориентированного остовного дерева.
Следовательно задача равноудаленного расположения агентов на
отрезке не является задачей достижения консенсуса (см. [9, 21]).

С другой стороны, агенты в пределе выстраиваются на рав-
ных расстояниях (длины отрезков между точками стремятся стать
равными), т.е. задача расположения на отрезке напоминает зада-
чу согласования характеристик (консенсуса). К такой задаче мож-
но перейти при помощи несложных преобразований [6]. Первое
преобразование заключается в переносе одного из неподвижных
агентов (границ отрезка) в начало координат. Второе преобразо-
вание является заменой координат: расстояния между отрезками
рассматриваются как новые координаты системы. Преобразован-
ная система удовлетворяет условиям теорем о согласовании ха-
рактеристик и консенсус достигается.

Особенностью перехода к задаче консенсуса является пони-
жение размерности системы («потеря» одного из неподвижных
агентов) и утрата геометрического смысла [6]. Обобщения за-
дачи равноудаленного расположения на отрезке, предлагаемые в
работе, строятся в исходной системе координат.

Представим иной способ описания стратегии, отличный от
(1). Очевидно, что матрица системы (1) является вырожденной,
работать с такими матрицами не всегда удобно. Кроме того, часто
необходимо иметь независимое описание модели агента и управ-
ляющего закона (протокола управления), обеспечивающего тре-
буемое движение мультиагентной системы.

С этой целью представим модель каждого агента в виде ин-
тегратора:
(2) ẋi = ui, i = 1, . . . , n.

Тогда из (1) видим, что линейный протокол управления ui∈R
имеет вид:

(3) ui =
xi+1 + xi−1

2
− xi, i = 1, . . . , n.
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Пусть x = [x1, x2, . . . , xn]> — вектор состояния мультиагент-
ной системы, тогда ее динамика может быть записана в компакт-
ной форме [7]
(4) ẋ = Ax + b,
где матрица A и вектор b имеют вид

(5) A =


−1 0.5 0 . . . 0
0.5 −1 0.5 . . . 0
...

...
0 0 . . . 0.5 −1

 ∈ Rn×n,

(6) b = [0,5x0, 0, . . . , 0,5xn+1]
> ∈ Rn.

Матрица A является трехдиагональной, ее собственные зна-
чения имеют вид [3]

(7) λk = −2 sin2 kπ

2(n + 1)
, k = 1, . . . , n.

Поскольку λk < 0, k = 1, . . . , n, состояние x∗ ∈ Rn : x∗ = −A−1b
является устойчивым положением равновесия системы (4). При
t → ∞ имеем: xi → x0 + i

n+1(xn+1 − x0), i = 1, . . . , n. Это в
точности означает, что вне зависимости от начальных условий
агенты стремятся расположиться равноудаленно на отрезке с за-
фиксированными концами x0 и xn+1.

Легко показать, что для системы (4) справедлива оценка
‖x(t)− x∗‖ 6 eλ̂‖x(0)− x∗‖, где x(0) — вектор начального поло-
жения агентов. Величина λ̂ характеризует скорость сходимости
траекторий системы и равна
(8) λ̂ = max

k
λk = −2 sin2 π

2(n + 1)
.

Двумерный случай
Покажем как можно обобщить стратегию равномерного рас-

положения на двумерный случай. Произведем следующую груп-
пировку координат для каждого агента. Пусть положение i-го
агента в момент времени t > 0 определяется вектором ξi(t) =
[xi(t), yi(t)]

> ∈ R2, i = 1, . . . , n; ξ0 = [x0, y0]
> и ξn+1 =

[xn+1, yn+1]
> — координаты начала и конца отрезка соответствен-

но. С учетом введенных обозначений динамика всей системы мо-
жет быть записана в виде
(9) ξ̇ = (A⊗ I2)ξ + b̂,
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где I2 — единичная матрица размера 2× 2; ⊗ — символ произве-
дения Кронекера; ξ =

[
ξ>1 , ξ>2 , . . . , ξ>n

]> ∈ R2n — сборный вектор

координат агентов системы; b̂ =
[
0,5ξ>0 , 0, . . . , 0,5ξ>n+1

]> ∈ R2n.
Можно сделать следующие выводы:

— как видно из формул (2)–(3), управление движением аген-
тов происходит путем мгновенного изменения скорости. Такой
алгоритм интересен с точки зрения изучения кинематики аген-
тов, но, к примеру, не может быть реализован физически для
механических систем. В соответствии со Вторым законом Нью-
тона, прикладывая силу к объекту, можно менять его ускорение,
а не непосредственно скорость;

— в двумерном случае рассматривается по сути движение
двух независимых подсистем — для координат x и y. В реаль-
ности координаты могут быть связаны между собой. Такое сцеп-
ление координат приводит к изменению математической модели
системы и траекторий ее движения;

В работе предлагаются новые стратегии равноудаленного
расположения агентов на отрезке, развивающие и обобщающие
изложенные выше положения. Прежде чем переходить к изуче-
нию новых модификаций, обсудим, как может меняться слож-
ность моделей мультиагентных систем и от чего она зависит.

1.2. СЛОЖНОСТЬ МУЛЬТИАГЕНТНЫХ СИСТЕМ
Как известно, хорошая математическая модель — это модель,

которая наиболее полно отражает свойства реального объекта.
Обычно улучшение/уточнение модели, появление новых требо-
ваний к модели приводит к ее усложнению. Поскольку муль-
тиагентные системы состоят из подсистем-агентов, связанных
некоторой структурой, сложность задач управления ими можно
условно определить тремя факторами [25]:

1) сложностью математической модели агента;

2) сложностью сетевой структуры, связывающей агентов;

3) сложностью типов связей между агентами.
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Условно можно считать, что каждый из этих факторов характе-
ризует некоторое измерение в пространстве сложности мультиа-
гентных систем [25]. Схематическая иллюстрация этого понятия
приведена на рис. 2.

Рис. 2. Пространство сложности мультиагентной системы
Математические модели агентов могут быть как простыми

линейными, так и сложными нелинейными, содержать запаздыва-
ния и нестационарные элементы. Наиболее простыми и, впрочем,
наименее реалистичными моделями агентов являются интеграто-
ры: в этом случае управление меняет непосредственно скорость
агента. В этом случае решаются задачи кинематики. Самыми про-
стыми динамическими моделями агентов являются двойные ин-
теграторы.

Структура мультиагентной системы показывает, по каким
направлениям распространяется информация в системе, т.е. ка-
кие выходы/состояния одних агентов доступны для измерения
(поступают на входы) другим. Усложнение структуры может
происходить по разным причинам, например, при введении до-
полнительных обратных связей, появлении уровней иерархии и
т.д. Структура мультиагентной системы может быть представ-
лена структурной схемой [8], графом [15] и т.п. Наиболее ши-
рокое применение теория графов получила для решения задач
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консенсуса/синхронизации. Важные характеристики алгоритмов
консенсуса связаны со спектральными свойствами лапласовских
матриц графов, определяющих структуру системы [1, 15, 21].

Связи между агентами могут быть как идеальными (простей-
ший случай), так и неидеальными, например, содержать запазды-
вание, нелинейности. Разрыв связей может приводить к тому, что
некоторые агенты «покидают» систему, меняя структуру систе-
мы и уменьшая ее порядок. Если движение системы происходит
в некотором m-мерном пространстве (например, на плоскости,
m = 2), то изменение каждой из координат может происходить
либо независимо — в этом случае мы имеем дело с m никак не
связанными друг с другом подсистемами, — либо существуют
связи между координатами. В линейном случае такая связь может
определяться некоторой матрицей, например, матрицей поворота
[19, 20]. В таких случаях говорят, что имеет место сцепление ко-
ординат (coordinate coupling) [21].

Получение новых алгоритмов управления формациями пред-
полагает как изменение модели агентов, так и изменение типов
связей и структуры системы.

1.3. ЦЕЛЬ РАБОТЫ
В соответствии со схемой, представленной на рис. 2, пред-

лагаются следующие обобщения задачи равноудаленного распо-
ложения агентов на отрезке:

1) усложнение модели агента: рассматриваются модели аген-
тов в виде двойных интеграторов. Предлагается протокол управ-
ления, позволяющий управлять движением агентов посредством
изменения ускорения;

2) усложнение структуры системы: предлагается двухуров-
невый иерархический алгоритм, позволяющий равноудаленно
располагать на отрезке группы агентов;

3) усложнение типа связи: рассматриваются алгоритмы, учи-
тывающие сцепление координат. Изучаются новые траектории
движения агентов.
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2. Равноудаленное расположения на отрезке со
сцеплением координат

2.1. МОДЕЛИ АГЕНТОВ ПЕРВОГО ПОРЯДКА
Для начала рассмотрим стратегию равноудаленного распо-

ложения на отрезке со сцеплением координат для случая, когда
модели агентов имеют вид интеграторов. Сцепление координат
можно получить введением в выражение (9) матрицы более об-
щего вида, чем единичная. Рассмотрим ситуацию, когда вектор
скорости каждого агента смещен на одинаковый для всех агентов
угол α ∈ [−π, π], тогда соответствующая матрица имеет смысл
матрицы поворота.

Наличие такой связи может быть обусловлено физически-
ми ограничениями на действия агентов, к примеру необходимо-
стью обходить препятствия мобильными роботами, либо наличи-
ем внешних возмущений, отклоняющих вектор скорости агента,
и т.п. Для задач циклического преследования алгоритм, исполь-
зующий матрицу поворота, был впервые предложен в [17, 18]. В
рамках задач консенсуса с моделями агентов в виде интеграто-
ров первого и второго порядка похожий подход рассматривался
в [19, 20]. Введение матрицы поворота позволяет получить но-
вые траектории системы. Воспользуемся этими идеями для зада-
чи равномерного расположения точек на отрезке.

Итак, управление на входе i-го агента будет определятся сле-
дующей формулой:

(10) ui = R(α)
(

ξi+1 + ξi−1

2
− ξi

)
, i = 1, . . . , n,

где R(α) — матрица поворота, определяемая следующим выра-
жением:

(11) R(α) =
[

cos α sinα
− sinα cos α

]
.

Система уравнений, описывающая динамику всей системы
из n агентов, имеет вид
(12) ξ̇ = (A⊗R(α))ξ + b∗,

(13) b∗ = (In ⊗R(α))b̂ ∈ R2n.
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Теорема 1 [4]. Система (12) устойчива тогда и только то-

гда, когда 0 6 |α| < π
2 . При этом ξk → ξ0 + k

n+1(ξn+1 − ξ0),
t → ∞, k = 1, . . . , n, т.е. все агенты из любого начального
положения стремятся выстроиться на отрезке с фиксирован-
ными концами ξ0 и ξn+1 на равном расстоянии друг от друга.
При n → ∞ оценка скорости сходимости (12) определяется
λ̂ ≈ −π2 cos α

2n2 . Для значений угла π
2 6 |α| < π цель управления

не достигается.
Доказательство теоремы использует свойство спектра произ-

ведения Кронекера A⊗R(α), который равен прямому произведе-
нию множеств собственных чисел матриц A и R(α) [14].

Замечание 2. Результаты, приведенные выше, легко обоб-
щаются на трехмерных случай с вращением агентов относитель-
но оси (0, 0, 1)> [4].

Замечание 3. В общем случае в протоколе управления (10)
может фигурировать не матрица поворота R(α), а матрица бо-
лее общего вида. Введение в уравнение движения матрицы R(α)
имеет определенный физический смысл: тем самым мы отклоня-
ем вектор скорости. Кроме того, для R(α) известна аналитиче-
ская запись спектра, что облегчает анализ задачи и ее обобщение
на многомерные случаи. Если для сцепления координат применя-
ется матрица общего вида, то вопросы трактовки ее физического
смысла и вычисления спектра остаются открытыми.

2.2. МОДЕЛИ АГЕНТОВ ВТОРОГО ПОРЯДКА
Усложним также и модели агентов, учитывая при этом сцеп-

ление координат при помощи матрицы поворота R(α). Пусть мо-
дель агента описывается двойным интегратором

(14) ẍi = ui, i = 1, . . . , n.

Выберем закон управления в следующем виде [16]:

(15) ui = R(α)
(

ξi+1 + ξi−1

2
− ξi − aξ̇i

)
, i = 1, . . . , n,

где a — некоторый настраиваемый параметр.

274



Управление подвижными объектами и навигация

В таком случае система уравнений, описывающая динамику
n агентов, будет иметь вид
(16) ξ̈ = (A⊗R(α))ξ − aR(α)ξ̇ + b∗,

где матрицы A и R(α) имеют вид (5) и (11) соответственно, b∗ =
(In ⊗R(α))

[
0,5ξ>0 , 0, . . . , 0,5ξ>n+1

]> ∈ R2n.
Справедлив следующий критерий устойчивости.
Теорема 2 [4, 16]. Система (16) устойчива тогда и только

тогда, когда

a2 cos α > 2 sin2 πn

2(n + 1)
sin2 α, a > 0.

При этом ξk → ξ0 + k
n+1(ξn+1 − ξ0), t → ∞, k = 1, . . . , n, т.е.

все агенты из любого начального положения стремятся выстро-
иться на отрезке с фиксированными концами ξ0 и ξn+1 на равном
расстоянии друг от друга.

Доказательство теоремы основано на использовании крите-
рии устойчивости мультиагентных систем Поляка–Цыпкина и
введенного в [8] понятия области устойчивости мультиагентой
системы.

Замечание 4. Заметим, что протокол управления (15) отли-
чается от (10) необходимостью знания скорости i-го агента. По
сути, слагаемые −aξ̇i, a > 0, имеют смысл отрицательных об-
ратных связей, стабилизирующих систему.

Пример 1. В качестве примера рассмотрим систему из 5 по-
движных агентов для двумерного случая. На рис. 3–7 представ-
лены устойчивые траектории движения агентов для разных зна-
чений угла поворота α и настраиваемого параметра a (в случае
алгоритма второго порядка). Начальные координаты агентов име-
ют вид:

x(0) =
[
0,31, 0,5,−0,83, 0,83, 0,65

]>
,

y(0) =
[
0,38,−0,1,−0,54,−0,7, 0,08

]>
.
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Рис. 3. Начальное положение и траектории агентов. Агенты
первого порядка, угол α = 0
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Рис. 4. Начальное положение и траектории агентов. Агенты
первого порядка, угол α = π/4

Проанализируем полученные результаты. Во-первых, сцеп-
ление координат меняет траектории движения системы, в нашем
случае введение матрицы поворота с α > 0 отклоняет траекто-
рии агентов вправо. С ростом угла смещения траектория искрив-
ляется сильнее. Во-вторых, скорость сходимости стратегий опре-
деляется выбором параметров α и a (в случае агентов второго
порядка). Как и следовало ожидать, увеличение угла смещения
α приводит к снижению скорости сходимости в обоих случаях.
С другой стороны, системы (12) и (16) демонстрируют разную
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Рис. 5. Начальное положение и траектории агентов. Агенты
второго порядка, a = 0,6, α = 0
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Рис. 6. Начальное положение и траектории агентов. Агенты
второго порядка, a = 2, α = 0

скорость сходимости при одинаковых углах α в зависимости от
выбора параметра a. Например, при α = 0 и a = 0,6 система (16)
показывает более высокую скорость сходимости, чем (12), а при
a = 2 — более медленную. Уменьшение параметра a приводит
к увеличению колебательности переходных процессов в системе
(16).
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Рис. 7. Начальное положение и траектории агентов. Агенты
второго порядка, a = 2, α = π/6

3. Иерархический протокол управления

В данном разделе предлагается применение концепции
иерархичности для алгоритма равноудаленного расположения
групп агентов на отрезке. Рассмотрим следующую задачу: име-
ется ng групп мобильных агентов, по n агентов в каждой (общее
число агентов N = n × ng); необходимо получить такой закон
управления, чтобы центроиды — центры масс каждой из групп
— стремились равномерно расположиться на заданном отрезке
[x0, xng ], а агенты каждой группы стягивались к ее центроиду.

Для решения поставленной задачи предлагается протокол
управления в виде двухуровневой иерархической схемы. На вто-
ром (высоком) уровне иерархии рассматривается движение ng

групп агентов по закону равноудаленного расположения на от-
резке, на первом (низком) — движение агентов внутри каждой из
групп по алгоритму циклического преследования. Схема, иллю-
стрирующая идею алгоритма, представлена на рис. 8.

Идея линейного циклического преследования заключается в
том, что скорость i-го агента равна (либо пропорциональна) рас-
стоянию до следующего (i + 1)-го по модулю n агента, а вектор
скорости направлен в его сторону. Такой закон был впервые опи-
сан в работе Ж.Г. Дарбу [11]. Простейший линейный протокол
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Рис. 8. Двухуровневый алгоритм равноудаленного расположения
агентов на отрезке

циклического преследования для моделей агентов в виде одиноч-
ных интеграторов (2) в непрерывном времени для системы из n
агентов имеет следующий вид [22]:
(17) ui = xi+1 − xi, xi ∈ R, i = 1, . . . , n.

Легко заметить, что при таком алгоритме центроид формации
остается неподвижным и равен среднему начальных условий
агентов.

Рассмотрим алгоритм циклического преследования в R, в со-
ответствии с которым каждый агент преследует следующего по
модулю n агента со смещением [22]:
(18) ẋi = (xi+1 + ci)− xi, i = 1, . . . , n.

где ci, i = 1, . . . , n, — смещения.
Обозначим центроид группы агентов (18) через x̄. Тогда

справедливо следующее равенство [22]:

(19) ˙̄x =
1
n

n∑
i=1

ci.

Отсюда следует, что выбирая должным образом величины
смещений ci, можно обеспечить желаемое движение центроидов
и прийти к иерархической схеме.

Введем следующие обозначения для агентов: xp,q, где p =
1, . . . , ng является индексом группы, а q = 1, . . . , n — индексом
агента в группе. Тогда двухуровневая иерархическая схема может
быть записана в виде [5]
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группа 1


ẋ1,1 = x1,2 − x1,1 + d1,1

ẋ1,2 = x1,3 − x1,2 + d1,2
...

ẋ1,n = x1,1 − x1,n + d1,n


...

(20)

группа ng


ẋng ,1 = xng ,2 − xng ,1 + dng ,1

ẋng ,2 = xng ,3 − xng ,2 + dng ,2
...

ẋng ,n = xng ,1 − xng ,n + dng ,n.


где dp,q являются смещениями.

Потребуем, чтобы центроиды каждой группы двигались по
закону равноудаленного расположения на отрезке:

(21) ˙̄xp =
x̄p+1 + x̄p−1

2
− x̄p, p = 1, . . . , ng,

где x̄p — центроид p-й группы.
По определению центроид p-й группы описывается выраже-

нием [22]

(22) x̄p :=
1
n

n∑
q=1

xp,q.

Возникает вопрос: как выбрать смещения для обеспечения
желаемого движения центроидов (21)? Из (19) следует, что дина-
мика центроида p-й гуппы имеет вид

(23) ˙̄xp =
1
n

n∑
q=1

dp,q.

В сочетании с (21) получаем

(24)
n∑

q=1

dp,q = n

(
x̄p+1 + x̄p−1

2
− x̄p

)
,

или
n∑

q=1

dp,q = n

∑n
q=1 xp+1,q +

∑n
q=1 xp−1,q

2
−

n∑
q=1

xp,q

 .
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Выберем смещения dp,q следующим образом:

(25) dp,q =
xp+1,q + xp−1,q

2
− xp,q, p = 1, . . . , ng.

Последнее выражение означает, что q-й агент в p-й группе
стремится расположиться в середине отрезка, соединяющего q-х
агентов в (p − 1)-й и (p + 1)-й группах. Динамика всей системы
из N агентов (20) с учетом (25) имеет следующий вид
(26) ẋ = Āx + b̄,

где x =
[
x1,1, x1,2, . . . , x1,n, . . . , xng ,1, . . . , xng ,n

]>
— сборный век-

тор координат всех агентов, а матрица системы имеет вид

(27) Ā = Ing ⊗ C + D ⊗ In.

Матрица C является циркулянтной [12]:

(28) C =


−1 1 0 . . . 0
0 −1 1 . . . 0
...

...
1 0 . . . 0 −1

 ∈ Rn×n,

Матрица D ∈ Rng×ng имеет вид

(29) D =


−1 0.5 0 . . . 0
0.5 −1 0.5 . . . 0
...

...
0 0 . . . 0.5 −1

 ∈ Rng×ng ,

и используется для описания движения центроидов групп. Век-
тор b̄ = b⊗ 1, где 1 = [1, 1, . . . , 1]> ∈ Rn, и b ∈ Rng определяется
аналогично (6). Матрицы In, Ing — единичные матрицы соответ-
ствующих размерностей.

Учитывая тот факт, что матрица Ā ∈ RN×N является кроне-
керовой суммой матриц C и D: Ā = C ⊕D, можно сформулиро-
вать следующую теорему.

Теорема 3. Система (26) устойчива, и множество соб-
ственных значений матрицы Ā является прямой суммой мно-
жеств собственных значений матриц C и D. При этом xp,q →
x0 + p

ng+1(xng+1 − x0), t →∞, p = 1, . . . , ng, т.е. для любого на-
чального положения каждый агент сходится к центроиду своей
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группы, а центроиды групп в свою очередь стремятся располо-
житься равномерно на отрезке с фиксированными концами x0 и
xng+1. Скорость сходимости алгоритма при ng → ∞ определя-

ется λ̂ ≈ − π2

2n2
g
.

Доказательство. Как было показано ранее, собственные
числа матрицы D имеют вид λp = −2 sin2 pπ

2(ng+1) , p = 1, . . . , ng,
и собственные числа матрицы C также известны и имеют вид
λ̄q = e2πjq/n − 1, q = 1, . . . , n [12]. Собственные числа матрицы
Ā = Ing⊗C+D⊗In = C⊕D легко определяются из свойств кро-
некеровой суммы. Матрица C имеет единственное нулевое соб-
ственное число, остальные расположены в левой полуплоскости;
все собственные числа матрицы D отрицательны. Отсюда следу-
ет, что матрица Ā гурвицева, т.е. (26) устойчива. Очевидно, что
скорость сходимости для системы (26) при ng →∞ определяется
λ̂ ≈ − π2

2n2
g
.

Замечание 5. Задача была рассмотрена в одномерном про-
странстве, но может быть легко обобщена на двумерный введе-
нием вектора координат агента ξi и выкладками, аналогичными
(9).

Пример 2. Рассмотрим систему на плоскости, состоящую из
3 групп по 3 подвижных агентов в каждой. Начальные координа-
ты агентов имеют вид:

x(0) =
[
0,31, 0,5,−0,83, 0,83, 0,65, 0,99,−0,11, 0,92, 0,55

]>
,

y(0) =
[
0,38,−0,1,−0,54,−0,7, 0,08,−0,84,−0,8,−0,99, 0,63

]>
.

На рис. 9 представлены траектории движения агентов.

Из полученных результатов видно, что агенты каждой груп-
пы быстро стягиваются к центроиду и, сильно сблизившись,
стремятся равномерно выстроиться на отрезке. Отметим также,
что скорость сходимости системы (26) зависит от числа групп
агентов и не зависит от числа агентов в каждой из групп.
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Рис. 9. Иерархический алгоритм. Начальные условия агентов
каждой из трех групп отмечены разными символами

4. Заключение

В работе предложены и изучены новые обобщения типо-
вой задачи управления формациями — задачи равноудаленного
расположения агентов на отрезке, обобщающие и дополняющие
существующие результаты. В качестве первого шага предложен
протокол управления со сцеплением координат для мультиагент-
ной системы с моделями агентов в виде интеграторов. В каче-
стве матрицы, связывающей координаты, рассмотрена матрица
поворота. Синтезирован протокол управления для агентов вто-
рого порядка, также учитывающий связь между координатами.
Для каждой из полученных систем уравнений проведен анализ
устойчивости и сделаны выводы по характеру движения агентов
и скорости сходимости. В качестве последнего шага рассмотре-
на двухуровневая иерархическая схема управления, позволяющая
располагать на отрезке группы агентов, внутри которых агенты
движутся по закону циклического преследования. Таким обра-
зом, в соответствии со схемой на рис. 2 по каждому из направле-
ний в «пространстве сложности» было сделано некоторое обоб-
щение/усложнение стратегии равномерного расположения на от-
резке.
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COORDINATE COUPLING AND HIERARCHICAL
ALGORITHMS IN UNIFORM ALLOCATION OF
AGENTS ON A SEGMENT

Sergey Parsegov, Institute of Control Sciences of RAS, Moscow,
Phd student (s.e.parsegov@gmail.com).

Abstract: New control strategies of uniform allocation of agents
on a segment are proposed. Different modifications of this typical
formation control problem include double-integrator models of agents
and coordinate coupling. Moreover, a new two layer hierarchical
scheme to provide equidistant allocation of groups of agents on a
segment is designed.

Keywords: formation control, coordinate coupling, hierarchical
algorithms.
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ПУТИ ПОВЫШЕНИЯ НАДЕЖНОСТИ И КАЧЕСТВА 
ПРОГРАММНОГО ОБЕСПЕЧЕНИЯ  

В КОСМИЧЕСКОЙ ОТРАСЛИ 

Тюгашев А. А.1 
(ФГБОУ ВПО «Самарский государственный аэрокосмиче-
ский университет им. академика С.П. Королева (Нацио-

нальный исследовательский университет)», Самара) 
Ильин И. А. 2 

(ЦНИИМАШ, Королев) 
Ермаков И. Е. 3 

(НПО «Тесла», Орел) 
 
Описывается текущая ситуация с созданием бортового про-
граммного обеспечения в аэрокосмической отрасли, описыва-
ются проблемы и намечаются пути их решения. 
 
Ключевые слова: управляющее программное обеспечение, 
космический аппарат, верификация, тестирование программ. 

1.  Введение 

В настоящее время в высокотехнологичных и наукоемких 
отраслях промышленности в нашей стране существует ряд серь-
езных проблем, среди которых – необходимость обновления ос-
новных фондов, оборудования и используемых технологий, 
проблема нехватки квалифицированных специалистов, особен-
но наиболее активного и продуктивного возраста – 30–50 лет, 
и т.д. Актуальной частной задачей при этом является повыше-
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ние надежности и качества космической техники, включая сис-
темы управления и их программное обеспечение [4]. 

2. Современное состояние в области создания 
программного обеспечения в космической 
отрасли 

Как показывает практика, одной их главных причин ава-
рий, потери дорогостоящих аппаратов, в которых воплощен 
труд многотысячных коллективов, являются сбои и ошибки 
функционирования систем управления. Часто к критическим 
последствиям приводят недостатки, ошибки и низкий уровень 
отказоустойчивости бортового программного обеспечения, на 
которое и возлагается в настоящее время, как правило, непо-
средственное решение задач управления. Рассматривая ситуа-
цию через призму проблем в данной предметной области, мож-
но отметить следующее. Еще в годы реализации программы 
«Аполлон» ее руководитель Дж. Ф. Ши отмечал [1]: «Хотя ин-
женеры в любой области стремятся расценивать свои собствен-
ные разработки как наиболее ответственные, все же можно ут-
верждать, что после создания необходимых ракетных двигате-
лей основой надежного выполнения широких задач при дли-
тельных космических полетах являются вычислительные сред-
ства, имеющиеся на борту космического корабля». И сейчас [5] 
по многим оценкам, именно построение комплекса программно-
го обеспечения – наземного и бортового, является зачастую кри-
тическим путем на сетевом графике работ по созданию совре-
менных аэрокосмических комплексов. Современному про-
граммному обеспечению свойство сложности присуще вообще, 
как неотъемлемая черта. Объем используемых программ дости-
гает десятков миллионов строк исходного кода. Успешная и 
своевременная реализация проектов в сфере создания современ-
ного сложного программного обеспечения – весьма сложная 
проблема даже для опытных высококвалифицированных кол-
лективов, вовсе не всегда успешно решаемая [6, 10, 12]. 
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Еще более усложняется ситуация, когда речь идет об управ-
ляющих программах, функционирующих в режиме реального 
времени и от правильного функционирования которых напря-
мую зависит реализация важнейших миссий, безопасность, а 
иногда – человеческие жизни. К надежности подобного про-
граммного обеспечения, называемого критическим, предъявля-
ются особо высокие требования. Именно такого рода программ-
ное обеспечение используется в аэрокосмической отрасли. К со-
жалению, ошибки в программах приводили и приводят к ката-
строфам и авариям. 

Можно отметить следующие современные тенденции при 
создании систем управления космическими комплексами: 

 реализация управления современными средствами выве-
дения и космическими аппаратами с помощью бортовых цифро-
вых вычислительных машин (БЦВМ) или комплекса  
БЦВМ – БВС (бортовой вычислительной системы); 

 перенос «центра тяжести» в принятии решений с Земли на 
борт; 

 возрастающий объем и сложность бортового программно-
го обеспечения; 

 необходимость согласованной работы большого числа 
приборов, устройств, функциональных программных модулей. 

Наиболее широко на предприятиях отрасли применяется 
подход к обеспечению надежности, основанный на многоэтап-
ной отладке и испытаниях управляющего программного обеспе-
чения. Сначала проводится, как правило, автономная отладка, 
затем проверка функционирования управляющего программно-
го обеспечения (ПО) во взаимодействии со специально создан-
ными программными моделями бортовых систем и параметров 
движения летательного аппарата, и на заключительном этапе 
комплексной отладки – совместно с реальной БВС и бортовой 
аппаратурой [6, 7]. 

Несмотря на это, можно говорить о частном «кризисе» раз-
работки ПО в космической отрасли. Трудоемкость, стоимость и 
сложность разработки ПО вносят значительный вклад в стои-
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мость и сроки создания ракетно-космических комплексов в це-
лом. Повторяющиеся ошибки в управляющем ПО приводят к 
потерям дорогостоящих аппаратов, утрате результатов длитель-
ного труда многотысячных коллективов, включая международ-
ные проекты. Существующие методы и технологии не позволя-
ют гарантировать необходимый уровень надежности, отказо-
устойчивости и безопасности. 

Говоря о причинах сложившейся ситуации, можно выде-
лить следующие: 

 зависимость от уникального опыта и квалификации кон-
кретного разработчика; 

 переход на новые вычислительные платформы (в том чис-
ле зарубежные); 

 недопонимание между специалистами по бортовым сис-
темам, проектантами, программистами; 

 большой объем программной документации, требующий 
актуализации наряду с ПО; 

 противоречивость требований к управляющему ПО. 
При этом следует сказать, что тестирование ПО не дает не-

обходимых гарантий качества и надежности и не может дать их 
в принципе, что отмечалось еще классиками программирова-
ния [3]. Использование программных моделей бортовой аппара-
туры (БА) на испытательных стендах в свою очередь требует 
верификации и ускорения разработки комплекса моделей. Часто 
одна и та же логика управления должна реализовываться на раз-
личных аппаратных и программных платформах. 

Ясно, что нужна разработка и внедрение в аэрокосмической 
отрасли комплекса мер для преодоления сложившегося кризиса, 
качественного увеличения уровня надежности, безопасности и 
отказоустойчивости ПО, и на этой основе – отказоустойчивости 
и надежности ракетно-космических изделий в целом с соответ-
ствующим повышением вероятности успешного выполнения 
целевых задач. 
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3. Методы повышения надежности и качества 
программного обеспечения  

На основании проведенного анализа, изучения отечествен-
ного и зарубежного опыта, современных достижений информа-
тики и программирования, авторы выделяют следующие методы 
повышения качества и надежности ПО в отрасли: 

 совершенствование процессов разработки ПО – обеспече-
ние качества за счет использования современных методик, язы-
ков и инструментов; 

 создание методик и языков для строгой, непротиворечивой 
и полной спецификации требований к ПО; 

 автоматизация тестирования ПО с обеспечением требуе-
мой полноты покрытия; 

 автоматическая генерация фрагментов программ, заведо-
мо соответствующих спецификации (для тех составляющих час-
тей системы управления, где это возможно); 

 формальные методы верификации со строгим доказатель-
ством свойств ПО; 

 использование проверки моделей (model checking). 
Кроме того, для решения проблемы своевременного созда-

ния комплекса бортового ПО и повышения производительности 
труда разработчиков целесообразна работа по следующим на-
правлениям: 

 использование современных методик, языков и инстру-
ментария; 

 внедрение платформенно-независимого «промежуточного 
слоя» ПО; 

 применение интуитивно понятных человеку визуальных 
представлений; 

 автоматическая генерация фрагментов программ (где это 
возможно); 

 автоматизация тестирования ПО; 
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 снижение зависимости от уникального опыта и квалифи-
кации конкретного разработчика за счет создания полной и ка-
чественной документации и использования проблемно-
ориентированных языковых средств высокого уровня, удобных 
для человека. 

Внедрение в жизнь перечисленных мер возможно путем 
разработки и внедрения на предприятиях аэрокосмической от-
расли специализированных методик спецификации, проектиро-
вания, разработки, синтеза и верификации программного обес-
печения, поддерживаемых специализированными инструмен-
тальными программными средствами. Набор подобных средств 
(индивидуально подбираемый на каждом предприятии в зави-
симости от специфики изготавливаемых изделий) должен созда-
ваться со следующими главными целями: 

 обеспечение необходимых показателей надежности, каче-
ства и безопасности ПО в отрасли; 

 снижение сроков, стоимости и трудоемкости разработки 
управляющего ПО; 

 снижение сроков, стоимости и трудоемкости разработки 
программных моделей БА, используемых при испытаниях; 

 автоматизация построения актуальной, полной и точной 
программной документации. 

Примером работ в направлении построения подобных 
средств автоматизации может служить программный комплекс 
ГРАФКОНТ/ГЕОЗ, созданный в Самарском государственном 
аэрокосмическом университете (национальном исследователь-
ском университете), по заказу ГНПРКЦ «ЦСКБ-Прогресс» [5, 9]. 
Программный комплекс включает следующие основные модули 
и средства: 

 транслятор с проблемно-ориентированного языка специ-
фикаций управляющих алгоритмов реального времени; 

 визуальный конструктор циклограмм управляющих алго-
ритмов; 

 визуальный конструктор управляющей программы ком-
плексного функционирования; 
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 генератор управляющей программы на языках ассемблер 
и Си (может параметрически настраиваться на другие языки 
программирования); 

 генератор таблицы возможных вариантов исполнения 
управляющего алгоритма; 

 генератор отладочных заданий для каждого варианта ис-
полнения; 

 генератор таблицы управляющих и информационных свя-
зей управляющей программы. 

Среди других работ в данной области можно назвать тех-
нологию ГРАФИТ-ФЛОКС, используемую успешно в НПЦ АП 
им. Н.А. Пилюгина, на протяжении ряда лет, в том числе в про-
ектах «Морской старт», РБ «Бриз-М», РБ «Фрегат» [2, 8]. Тех-
нология использует визуальный конструктор процедурной части 
управляющих программ ГРАФИТ и табличный процессор дек-
ларативной части ФЛОКС. Комплексную автоматизированную 
методику создания БПО внедряет в производственный процесс в 
настоящее время МОКБ «Марс». 

Весьма значительных успехов в совершенствовании техно-
логии создания управляющих программ для своих космических 
аппаратов достигло ОАО «ИСС», см. работы А.А. Колташева и 
В.В. Хартова [7, 11]. Важнейшими принципами при этом стали 
использование нескольких слоев программного обеспечения с 
выделением платформенно-независимого промежуточного слоя, 
использование и бортовых интеллектуальных интерпретаторов 
СЕАНС и ДКД, реализующих автономное управление КА. При 
написании бортовых программ используется язык Модула-2 со 
строгой статической типизацией, жесткими нормами модульно-
сти и структурного программирования, позволяющие снизить 
количество ошибок в БПО. 

В качестве направлений дальнейших работ в настоящее 
время целесообразным представляется следующее. 

Первое направление связано с созданием теоретического и 
методологического фундамента для качественного совершенст-
вования процессов разработки БПО за счёт внедрения и разви-
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тия современных достижений науки и практики программной 
инженерии, таких как: 

 высокоуровневые языки спецификаций, проектирования, 
моделирования, программирования, в том числе визуальные; 

 формальные методы спецификации требований к ПО сис-
тем управления, верификации и валидации ПО, аттестации ПО 
на соответствие требованиям, гарантирующие качество ПО в 
противоположность традиционному тестированию; 

 развитое технологическое ПО – инструменты автоматиза-
ции, поддерживающие ПО на всех этапах жизненного цикла. 

Использование автоматизированных средств разработки 
ПО в отрасли даст возможность обеспечить гарантированный 
уровень качества ПО (его надёжности, отказоустойчивости и 
безопасности), снижение влияния человеческого фактора на ка-
чество ПО, автоматическую генерацию программной докумен-
тации, автоматизацию генерации полного набора тестов с уче-
том внутренней структуры программ, технологичность и едино-
образие процессов создания ПО, сокращение сроков и трудоза-
трат. 

Второе направление – это всемерное развитие и совершен-
ствование нормативных основ в области процессов создания 
БПО в виде рекомендаций, требований, отраслевых стандартов. 
Подобного рода единый отраслевой нормативный базис призван 
обеспечить: 

 единство основополагающей терминологии, определений 
и классификаций;  

 использование на предприятии методологически прорабо-
танных подходов, моделей, инструментов при создании ПО;  

 единую шкалу требований и критериев, определяющих 
качество процессов и технологий создания ПО и качество про-
граммной продукции; 

 задание направлений совершенствования процессов и тех-
нологий разработки ПО в отрасли. 

Примером успешно работающего аналога может служить 
международный стандарт DO-178 и его отечественная версия 
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ГОСТ Р 51904-2002 «Программное обеспечение встроенных си-
стем. Общие требования к разработке и документированию», 
введенная в действие с июня 2002 года. Кстати, он поддержива-
ется рядом инструментальных программных средств крупней-
ших производителей. Предусматривается сертификация процес-
сов жизненного цикла БПО в авиации в соответствии с требова-
ниями стандарта. Подобный же подход (несомненно, с весьма 
вдумчивым и постепенным его внедрением, со следованием 
принципу «не навреди»), как представляется, может быть при-
менен и в космической отрасли. Можно привести еще пример 
«Стандарты кодированию на языке С++ при создании бортового 
ПО» истребителя пятого поколения F-35. 

И, наконец, третьим направлением работ является создание, 
наполнение и развитие учебно-методической базы знаний в сфе-
ре создания БПО для обеспечения кадровой преемственности. 
Данная база знаний предназначена: 

 для парирования кадровых проблем (естественный уход 
квалифицированных кадров старшего поколения и низкое каче-
ство подготовки молодых специалистов); 

 для обеспечения необходимого уровня качества подготов-
ки персонала и сокращения сроков такой подготовки; 

 для аттестации персонала; 
 для сохранения опыта, накопленного в отрасли за десяти-

летия (и предотвращения реальной угрозы его невосполнимой 
утраты) и пополнения этого опыта современными достижения-
ми науки и практики; 

 для обеспечения основы взаимодействия с системой выс-
шего и специального образования. 

Соответственно, можно выделить следующие виды работ по 
указанным направлениям:  

 аналитическое – изучение отечественного и зарубежного 
опыта в области создания ПО в аэрокосмической отрасли, от-
слеживание перспективных тенденций и их оценка, изучение 
соответствующих процессов на предприятиях нашей страны; 
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 теоретическое – разработка формализованных методов и 
математических моделей, применимых на различных этапах 
жизненного цикла критического ПО; 

 нормативное – разработка требований, рекомендаций и 
проектов стандартов, регламентирующих процессы разработки 
и этапы жизненного цикла БПО; 

 технологическое – формулирование требований к средст-
вам инструментального ПО их проектирование и разработка; 

 информационно-методическое – создание электронной от-
раслевой базы знаний по теме разработки и использования ПО, 
планирование состава и содержания методического обеспечения 
подготовки специалистов соответствующего профиля для аэро-
космической отрасли. 
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