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УДК 519.179.2 + 519.713.8 + 512.579
ББК 22.12. + 22.19

О СОГЛАСОВАНИИ ПОВЕДЕНИЯ
ВЗАИМОДЕЙСТВУЮЩИХ ОБЪЕКТОВ

Бабичев А. В.1

(ФГБУН Институт проблем управления
им. В.А. Трапезникова РАН, Москва)

Статья посвящается задаче согласования поведения множества
взаимодействующих объектов. Рассматривается процедура со-
гласования, которая на каждом шаге настраивает один объект
и переводит его в состояние, согласованное с состоянием его
соседей. При этом может оказаться, что некоторые ранее на-
строенные объекты перестанут быть согласованными. Иссле-
дуются условия, при которых процесс стабилизируется и всё
множество взаимодействующих объектов может быть согла-
совано. Описываются свойства, которыми должны обладать
объекты для того, чтобы любое их соединение в сеть было на-
страиваемым, а также приводится алгоритм настройки для
любой такой сети.

Ключевые слова: функциональная сеть, решение системы урав-
нений, универсальная алгебра, метод итераций.

1. Введение

Постановка. На интуитивном уровне задачу, решаемую в
настоящей работе, можно поставить следующим образом.

Имеется система взаимодействующих объектов. Эта система
функционирует правильно только в том случае, когда состояние
каждого объекта (параметры поведения объекта) «согласовано» с
состояниями соседних с ним объектов.

1Андрей Владимирович Бабичев, кандидат технических наук,
(babichev@ipu.ru).
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Системный анализ

То, что состояние объекта «согласовано» с состояниями со-
седей, пока никак не определяется. Предполагается только, что
имеется процедура, которая настраивает произвольный объект.
Эта процедура переводит заданный объект в состояние, согла-
сованное с состояниями соседей.

Требуется настроить всю систему, при этом шагом настройки
является настройка одного объекта (перевод его в состояние со-
гласованное с соседями). Понятно, что при настройке одного эле-
мента мы можем потерять настройки других, поэтому в общем
случае нет гарантии, что процесс настройки всей системы мо-
жет быть успешно завершен. Таким образом, при рассмотрении
процесса настройки сразу возникает две задачи: первая – описать
класс настраиваемых сетей (сетей, которые могут быть настрое-
ны), вторая – описать процедуру настройки (последовательность,
в которой следует настраивать элементы сети).

Источники постановки. Исходная постановка возникла в
связи с проектом Максима Хомякова «Хаос» (начало 80-х годов
[19]). Проект «Хаос» был посвящен созданию базы данных, и
в этом проекте был заложен аппарат, хотя и более продвинутый
концептуально, но сходный с аппаратом триггеров в современных
СУБД. Основной принцип использования триггеров можно опи-
сать следующим образом. Каждый триггер можно рассматривать
как программу корректировки данных для того, чтобы обеспе-
чить некоторые ограничения целостности. При внесении в базу
каких-либо изменений могут нарушиться ограничения целостно-
сти – вызываются соответствующие триггеры, корректирующие
данные. Применение триггеров может изменить другие ограни-
чения целостности – вызовутся другие триггеры и так далее по-
ка не будет достигнуто согласованное состояние — состояние, в
котором все ограничения целостности выполнены. В подобной
интерпретации (в терминах триггеров) рассматриваемая задача
согласования выглядит следующим образом: как надо организо-
вывать последовательность вызовов триггеров и какие ограниче-
ния на вид триггеров надо наложить, чтобы не зациклиться на
стадии исполнения транзакции?
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Работа была завершена при исследовании задач согласова-
ния управленческих решений (смотри работы [14, 15]), пробле-
матику которых демонстрируют приводимый разделе 2 пример.

Используемый аппарат и используемые результаты.
В качестве формальной модели для систем взаимодейству-

ющих объектов используются диагональные системы уравнений
(системы уравнений вида (*)): каждому объекту взаимно одно-
значно соответствует переменная, а значение каждой переменной
равно текущему состоянию соответствующего объекта. Соответ-
ственно, настроенные состояния всей системы взаимодействую-
щих объектов – это решения системы уравнений.

(*)

⎧⎨⎩
𝑥1 = 𝑡1(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)
. . .
𝑥𝑛 = 𝑡𝑛(𝑥1 . . . , 𝑥𝑛)

Процесс настройки это процесс решения системы уравнений
модифицированным методом итераций:

если в классическом методе итераций значения всех пере-
менных одновременно заменяются значениями правых частей со-
ответствующих им уравнений, то в модифицированном методе на
каждом шаге вычисляется ровно одна переменная.

Используемый в работе модифицированный метод итераций
берёт начало от методики упорядочивания переменных, исполь-
зуемой Бухбергером [2, 4, 8, 9] (1965 г.) при делении многочленов
от многих переменных, эту же методику позже использовал Бл-
энд [16].

В работах [5, 6, 7, 17, 18] исследуется формализация процес-
са согласования, с одной стороны, более подробная, а с другой,
более общая, нежели рассматриваемая в настоящей статье. Бо-
лее того, тематика этих работ пересекается не только с тематикой
статьи, но и с тематикой проекта «Хаос».

В связи с задачей обобщения публикуемых результатов, cле-
дует отметить, что классические теоремы о неподвижной точ-
ке к рассматриваемым задачам неприменимы (это проявляется в
том, что применение классического метода итераций приводит к
зацикливанию). Исключением является теорема Брауэра о непре-

8



Системный анализ

рывном отображении шара в себя. Более того, в работах A.B. Ма-
лишевского («натуральные системы») [13], которые по тематике
пересекаются как с темой настоящей работы, так и с вопросами
обобщения теоремы Брауэра, продемонстрировано, что эта тео-
рема при обосновании методов согласования играет ключевую
роль.

Принцип изложения. По возможности все формальные
определения и утверждения вынесены в приложение, в основном
тексте оставлена лишь та часть формального аппарата, без кото-
рой нельзя сформулировать главный результат (теорема 1). Суще-
ствует взаимно однозначное соответствие между диагональными
системами уравнений и функциональными сетями (размеченны-
ми ориентированными графами с некоторыми дополнительными
ограничениями). Поэтому в основном тексте упор делается на бо-
лее наглядное представление с помощью функциональных сетей.

План изложения. В разделе 2 приводится игрушечный при-
мер взаимодействующих объектов, на котором будут иллюстри-
роваться все вводимые в основном тексте определения.

В разделе 3 в общих терминах описывается стратегия на-
стройки.

Соответствующие определения и формальное описание ал-
горитм настройки в терминах функциональных сетей приведены
в разделе 4.

В разделе 5 формулируются условия, характеризующие об-
ласть применимости предлагаемого метода.

В приложение вынесены: описание аппарата, используемо-
го при обосновании метода настройки (приложение 1), и само
обоснование (приложения 2, 3).
2. Задача о вечеринке

Чтобы описать проблематику на интуитивном уровне, рас-
смотрим следующий пример.

Пример 1. (Задача о вечеринке). Представим ситуацию, что
организатор вечеринки собирается пригласить в гости троих зна-
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комых 𝑥, 𝑦 и 𝑧 (участники вечеринки) в один из ближайших вы-
ходных дней (суббота либо воскресенье): и тот и другой день
организатора полностью устраивает. Каждый из знакомых орга-
низатора (каждый участник вечеринки) наверняка может придти
к нему либо в субботу, либо в воскресенье. Если все не могут
собраться (например, 𝑥 занят в субботу, а 𝑦 в воскресенье), то
встреча может состояться в сокращенном составе (в тот день, ко-
гда может 𝑧) , но лучше все же собраться вчетвером.

У каждого из участников есть наиболее удобный день, когда
он может придти в гости, но он, может быть, согласится придти
в другой день. Например, если 𝑦 во что бы то ни стало хочет
встретиться с 𝑥 (только ради этого он и придет на встречу), то
𝑦 согласится на любой день, который удобен для 𝑥. С другой
стороны, если 𝑥 не хочет встречаться с 𝑦 (но желает встретиться с
организатором), то 𝑥 будет действовать по следующему правилу:
𝑥 предложит собраться в тот день, который не выбрал 𝑦.

При этом организатору не известны мотивы, руководствуясь
которыми участники выбирают тот или иной день встречи.

Организатор по очереди договаривается с каждым участни-
ком встречи. При каждом разговоре он, во-первых, сообщает со-
беседнику все известные ему пожелания, а во-вторых, выслуши-
вает пожелание собеседника.

Поскольку мнение каждого участника вечеринки может ме-
няться в зависимости от мнений остальных участников, то, воз-
можно, придется по нескольку раз разговаривать с каждым. Эти
переговоры надо провести таким образом, чтобы каждый, кто
придет на встречу, остался бы доволен: если 𝑦 хочет встретиться
с 𝑥, а 𝑥 не придет на встречу, то 𝑦 будет считать вечер испорчен-
ным;

Каждый участник, не попавший на вечеринку, должен быть
извещен о том, какой день встречи назначен (вдруг он передума-
ет).

Необходимо сделать конечное число звонков и либо на-
значить день встречи, либо отменить встречу. Каким образом
следует проводить переговоры (в каком порядке обзванивать
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участников)?∙
Чтобы продемонстрировать нетривиальность рассмотренной

постановки, опишем, какие проблемы могут возникнуть при про-
ведении переговоров.

Пример 2. На рис. 1 представлены иллюстрации (пока что
это неформализованные картинки) возможных взаимоотношений
участников вечеринки (следует помнить, что организатор ничего
об этих взаимоотношениях не знает):

𝑎)
б)

в)

Рис. 1. Варианты взаимоотношений участников

𝑎) мнение 𝑧 не зависит от мнений 𝑥 и 𝑦 и это мнение не
меняется в процессе переговоров (он/она по субботам никуда не
ездит). Участник 𝑥 ни в коем случае не хочет быть в одной ком-
пании с 𝑦 (ей удобнее всего день, не удобный для 𝑦), 𝑦 придет в
любой день, в который придет 𝑥 , а без 𝑥 не придет;

б) участник 𝑥 придет на встречу только вместе с 𝑧, 𝑧 только
с 𝑦, а 𝑦 только вместе с 𝑥;

в) участник 𝑦 не хочет встречаться с 𝑧, 𝑥 не придет, если
будет 𝑦, а 𝑧 придет, только если будет 𝑥.

Предположим, что
∙ при проведении переговоров организатор многократно

обзванивает участников по циклу 𝑧, 𝑦, 𝑥, начиная с 𝑧 (как на
рис. 2.и)), надеясь, что предпочтения участников рано или
поздно перестанут меняться;

11
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и)

з)

Рис. 2. Пример неправильной стратегии настройки

∙ до начала переговоров участнику 𝑧 удобна суббота, а
остальным – воскресенье (рис. 2.з));

∙ взаимоотношения участников (которые не известны ор-
ганизатору) соответствуют диаграмме, представленной на рис.
1.б): все друг друга любят и поэтому, если правильно провести
переговоры, все соберутся и будут довольны

Но, как видно из рис. 2, подобная стратегия переговоров об-
речена на неудачу: при подобной стратегии переговоров процесс
настройки не закончится никогда.∙

3. Стратегия Киссинджера

Далее описывается техника настройки множества взаимо-
действующих объектов.

Эту технику, по-видимому, первым строго описал Б. Бухбер-
гер (1965) при описании алгоритма деления многочленов со мно-
гими переменными [2, 4, 8, 9]. После Б. Бухбергера этот же алго-
ритм использовал Р. Блэнд (1977) для поиска базисных решений
в задачах линейного программирования [16]. В дальнейшем эта
12
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техника будет проходить под названием стратегия Киссинджера
(Г. Киссинджер использовал ее в 1973 г. при проведении трехсто-
ронних переговоров после войны Судного дня).

На содержательном уровне стратегию Бухбергера – Киссин-
джера – Блэнда можно рассматривать как следующую стратегию
согласования. Пусть все объекты перенумерованы. Тогда на каж-
дом шаге должен настраиваться тот ненастроенный объект (ров-
но один), который имеет наименьший номер.

Определение 1. (Стратегия Киссинджера). Пусть << −
некоторый линейный порядок на конечном множестве взаимо-
действующих объектов 𝑉 . Главным объектом из множества 𝑉
будем называть минимальный по порядку << объект, который
не является настроенным (главный объект существует тогда и
только тогда, когда существуют ненастроенные объекты). На-
стройкой в соответствии со << − стратегией Киссинджера
называется последовательность настроек главных объектов.

Таким образом, при настройке по стратегии Киссинджера на
каждом шаге настраивается тот ненастроенный объект, который
имеет наименьший номер при нумерации по порядку <<.

Пример 3. Рассмотрим, как стратегия Киссинджера выгля-
дит в применении к задаче о вечеринке.

Прежде всего следует отметить, что в задаче о вечеринке
есть процедура, настраивающая произвольный объект – это зво-
нок организатора участнику вечеринки. В то же время нет друго-
го способа определить, в настроенном состоянии находится объ-
ект или нет, кроме как настроив его: лишь после настройки (по-
сле разговора) организатор вечеринки точно знает, в каком состо-
янии (в настроенном или нет) находился объект до настройки.

Таким образом, идентифицировать главный объект (и заодно
настроить его) можно только обзвонив всех участников по поряд-
ку <<.

Итак, в применении к задаче о вечеринке стратегия Киссин-
джера выглядит следующим образом:
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Назовем звонок информационным, если он каким-нибудь
образом меняет представление организатора о предпочтениях
участников. Например, самый первый звонок к кому-нибудь все-
гда является информационным (до звонка организатор ничего не
знает о желаниях собеседника), повторный звонок является ин-
формационным только в том случае, если пожелание собеседни-
ка меняется по сравнению с пожеланиями на предыдущем звонке.
Другими словами повторный звонок к объекту 𝑜 является инфор-
мационным, если до звонка объект 𝑜 находился в ненастроенном
состоянии.

Алгоритм настройки выглядит следующим образом.
1) Зафиксировать некоторый порядок << на элементах мно-

жества {𝑥, 𝑦, 𝑧} например 𝑧<<𝑦<<𝑥 (как в примере 2 и на
рис. 2.и)).

2) Обзванивать участников в соответствии с порядком <<,
при этом если очередной звонок является информационным, то
прервать цикл и начать процесс переговоров заново (начиная с
𝑧).

3) Процесс настройки заканчивается, когда
a) либо все последние разговоры со всеми участниками

оказались неинформационными, – в этом случае можно назна-
чить день встречи (день который выбрало большинство участ-
ников),

b) либо после очередного звонка получены ровно те по-
желания, которые были на предыдущих шагах (конфликт ин-
тересов, который проявляется как зацикливание) – следует от-
менить встречу, в противном случае среди участников будут
обиженные на организатора.

На рис. 3 приведены примеры использования описанного ал-
горитма при упорядочивании 𝑧<<𝑦<<𝑥 и при различных взаи-
моотношениях между участниками вечеринки, перечисленных на
рис. 1.

Следует подчеркнуть, что рассмотренная постановка – это
лишь примитивный пример: каждый объект в этой задаче связан
только с одним соседом, в общем же случае связи между объек-
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Рис. 3. Примеры использования стратегии Киссинджера

тами могут быть гораздо сложнее. Например, в состав участни-
ков вечеринки можно ввести «большевика» (и/или «меньшеви-
ка»), этот участник будет подсчитывать сторонников субботы и
воскресенья и примыкать к большинству (к меньшинству). Заме-
чательно то, что подобные изменения никак не влияют на рабо-
тоспособность стратегии Киссинджера. ∙

На рис. 4 представлена иллюстрация работы программы осу-
ществляющей настройку множества взаимодействующих объек-
тов в соответствии со стратегией Киссинджера: в блоках осу-
ществляется настройка 𝑖−го по порядку << объекта и сравнение
состояния, полученного после настройки объекта, со старым со-
стоянием объекта (с состоянием, в котором объект находился до
шага настройки).

Настоящая работа посвящена исследованию множества огра-
ничений, при которых, действуя по стратегии Киссинджера, га-
рантированно можно найти согласованное решение.
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Рис. 4. Настройка по стратегии Киссинджера

4. Функциональные сети

Если для описания алгоритма настройки не требуется ни-
какого аппарата, то для описания области применимости этого
алгоритма необходимо уточнить, что понимается под термина-
ми «сеть взаимодействующих объектов», «настроенный объект»
и «настройка объекта». Уточнению перечисленных терминов и
посвящен настоящий раздел.

В настоящей работе термин «сеть взаимодействующих объ-
ектов» отождествляется с термином «функциональная сеть»
(формальное определение приводится в приложении: определе-
ние /33/2 ). Единственное, что требуется из этого определения для
понимания дальнейшего, это следующее:

∙ функциональная сеть состоит из функциональных блоков,
соединенных между собой (если 𝑁 -– функциональная сеть,
то 𝑁 .𝑛𝑜𝑑𝑒𝑠 — множество блоков присутствующих в ней);
∙ каждый блок имеет один выход (сигнал, порождаемый

функциональным блоком) и какое-то множество (может быть,
пустое) пронумерованных входов.

Кроме того, каждому блоку 𝑥∈𝑁 .𝑛𝑜𝑑𝑒𝑠 соответствует на-
звание операции, которую он должен выполнять (это название
операции обозначается 𝑁 .𝑓𝑢𝑛𝑐𝑡𝑜𝑟(𝑥)).

2В приложении приведен список используемых в работе понятий.
Поскольку нумерация определений сквозная, то в основном тексте ино-
гда будут встречаться ссылки «вперед»: ссылки на определения из
этого списка (первое определение в приложении имеет номер 8).
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∙ при соединении блоков между собой каждый вход каж-
дого используемого блока должен быть подсоединен к выходу
какого-нибудь блока (при этом не ограничено число входов,
подсоединенных к заданному выходу). При этом блок, к выхо-
ду которого подсоединен вход с номером 𝑖 блока 𝑥, обознача-
ется 𝑥[𝑖] (определение /34/);
∙ в соответствии с определением /33/ функциональной сети

вместо термина «функциональный блок сети» в дальнейшем
будет использоваться термин «вершина сети»
∙ c понятием «функциональная сеть» тесно связано понятие

«диагональная система уравнений»:
Каждой вершине 𝑥∈𝑁 .𝑛𝑜𝑑𝑒𝑠 функциональной сети 𝑁 соот-

ветствует уравнение вида 𝑥 = 𝑓(𝑥[1], . . . , 𝑥[𝑛]), где
𝑓 = 𝑁 .𝑓𝑢𝑛𝑐𝑡𝑜𝑟(𝑥) и 𝑛 — число входов у вершины 𝑥. Соответ-
ственно, самой сети соответствует система уравнений (харак-
теристическая система уравнений для функциональной сети 𝑁
обозначается 𝑠𝑦𝑠𝑡𝑒𝑚(𝑁), определение /35)/, которая однозначно
описывает исходную функциональную сеть.

Пример 4. На рис. 1 приведены примеры функциональных
сетей. Стрелки направлены от входа каждой вершины к точке
подсоединения этого входа (таким образом, стрелки ориенти-
рованы против направления распространения сигналов). Имена
операций принимают значения из множества {“любит”,“не лю-
бит”,“воскресенье”}. Например, для сети 𝑁 , представленной на
рис. 1𝑎), 𝑁 .𝑛𝑜𝑑𝑒𝑠= {𝑥, 𝑦, 𝑧},
при этом 𝑁 .𝑓𝑢𝑛𝑐𝑡𝑜𝑟(𝑥)=“не любит”, 𝑁 .𝑓𝑢𝑛𝑐𝑡𝑜𝑟(𝑦)=“любит”,
𝑁 .𝑓𝑢𝑛𝑐𝑡𝑜𝑟(𝑧)=“воскресенье”, 𝑥[1] = 𝑦 и 𝑦[1] = 𝑥.

Для функциональных сетей, представленных на рис. 1, ха-
рактеристические системы уравнений имеют вид:

𝑎)
{︃

𝑥 = “не любит”(𝑦),
𝑦 = “любит”(𝑥),
𝑧 = “воскресенье”;

б)
{︃

𝑥 = “любит”(𝑧),
𝑧 = “любит”(𝑦),
𝑦 = “любит”(𝑥);

в)
{︃

𝑥 = “не любит”(𝑦).
𝑦 = “не любит”(𝑧).
𝑧 = “любит”(𝑥).

∙

Теперь, когда определено понятие «сеть взаимодействующих
объектов», можно перейти к определению понятий «настройка
объекта», «настроенный объект» и «настроенная сеть».
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Для того чтобы определить эти понятия, воспользуемся клас-
сическим понятием универсальной алгебры (определение /25/).
На содержательном уровне универсальная алгебра (в дальней-
шем, поскольку других алгебр в работе не будет, будем пользо-
ваться коротким термином алгебра) – это всего лишь множество
не соединенных друг с другом функциональных блоков разно-
го типа: тип блока (или марка изделия, записанная на корпусе)
однозначно определяет количество входов у блока и правила его
работы. Для того чтобы описать алгебру (или, говоря проще, что-
бы описать имеющееся сырьё для производства функциональных
сетей), необходимо задать:

∙ возможный диапазон входных и выходных сигналов име-
ющихся блоков (это множество всех возможных входных и вы-
ходных сигналов называется множеством элементов алгебры);
∙ множество имеющихся типов блоков (это множество на-

зывается множеством функциональных символов алгебры и
именно из этого множества выбираются имена операций при-
писанных вершинам сети 𝑁 .𝑓𝑢𝑛𝑐𝑡𝑜𝑟);
∙ правила функционирования блоков каждого типа (эти пра-

вила, которые каждому типу блока сопоставляют реализуе-
мую блоком функцию, называются интерпретацией множества
функциональных символов. При этом блок, не имеющий вхо-
дов, является источником постоянного сигнала, а значение вы-
хода у блока с входами функционально зависит от значений
сигналов поступающих на его входы).

Таким образом, любая алгебра 𝐴 задается тройкой (𝑄,𝐹, 𝜇),
где 𝑄− множество элементов алгебры (диапазон сигналов); 𝐹−
множество функциональных символов (типы блоков) и 𝜇 - интер-
претация (правила функционирования блоков). При этом если 𝑄
– конечное множество, то 𝐴 называется конечной алгеброй.

Для выражения того факта, что сеть построена из блоков
задаваемых алгеброй 𝐴, используется термин сеть [представлен-
ная] над алгеброй 𝐴 (определение /39/).

Пример 5. Рассмотрим функциональные сети, представлен-

18



Системный анализ

ные на рис. 1, и опишем алгебру (назовем ее 𝐴𝑝𝑎𝑟𝑡𝑦), над которой
представлены эти схемы.

Эти схемы состоят из следующих типов блоков: “любит”
(с одним входом), “не любит” (𝑐 одним входом) и “воскресе-
нье” (без входов). В соответствии с условием задачи о вечеринке
(примеры 1, 2) множество входных и выходных сигналов блоков
принадлежит множеству {суббота, воскресенье}.

𝐴𝑟𝑔
𝐹𝑢𝑛𝑐 “любит” “не любит”

суббота суббота воскресенье

воскресенье воскресенье суббота

б)

“не любит”

воскресенье “любит”

“не любит”

“любит” суббота

а)

Рис. 5. Алгебра 𝐴𝑝𝑎𝑟𝑡𝑦

Итак, 𝐴𝑝𝑎𝑟𝑡𝑦 = ({суббота, воскресенье}, {“любит”, “не любит”,
“воскресенье”}, 𝜇), где 𝜇(“воскресенье”) = воскресенье (константа),
а интерпретация функциональных символов “любит” и “не лю-
бит” задана на рис. 5, с помощью диаграммы (рис. 5а) и таблицы
(рис. 5б) переходов конечного автомата.

Содержательно: если 𝑦 “любит” 𝑥 , то 𝑦 назначает тот же
день встречи, что и 𝑥, а, если 𝑥 “не любит” 𝑦, то 𝑥 назначает
день, отличный от дня, назначенного 𝑦.∙

Определение 2. Пусть 𝑁 – функциональная сеть (/33/) над
алгеброй (/39/) 𝐴 = (𝑄,𝐹, 𝜇) (/25/) и 𝑉 – множество вершин
сети 𝑁 (𝑉 = 𝑁 .𝑛𝑜𝑑𝑒𝑠 /33/). Тогда множеством состояний сети
𝑁 над 𝐴 (обозначается 𝑆𝑡𝑎𝑡𝑒𝑠(𝐴,𝑁)) называется множество
всех отображений из 𝑉 в 𝑄.

Содержательно функциональная сеть с множеством вершин
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𝑉 находится в состоянии 𝑝∈𝑆𝑡𝑎𝑡𝑒𝑠(𝐴,𝑁) тогда и только тогда,
когда для любой вершины 𝑥∈𝑉 значение сигнала на выходе 𝑥
равно 𝑝(𝑥).

Следующее определение уточняет, что такое «шаг настройки
объекта 𝑥» (это переход к новому состоянию, в котором выходной
сигнал блока 𝑥 равен значению функции реализуемой блоком при
текущих значениях входных сигналов)

Определение 3. (в /40/ приведено более строгое определе-
ние.) Пусть 𝑁 функциональная сеть над алгеброй 𝐴 (/39/). Для
каждой вершины 𝑥∈𝑁 .𝑛𝑜𝑑𝑒𝑠 функциональной сети 𝑁 определим
отображение ⟨𝑛𝑜𝑑𝑒

𝑠𝑡𝑒𝑝⟩𝑥 : 𝑆𝑡𝑎𝑡𝑒𝑠(𝐴,𝑁) → 𝑆𝑡𝑎𝑡𝑒𝑠(𝐴,𝑁) (/2/) следу-
ющим образом. Пусть вершина 𝑥 имеет 𝑛 входов и пусть 𝑓 –
функция, реализуемая этой вершиной (𝑓 – это функция соот-
ветствующая функциональному символу 𝑁.𝑓𝑢𝑛𝑐𝑡𝑜𝑟(𝑥) в алгебре
𝐴). Тогда для любого состояния 𝑝 ∈ 𝑆𝑡𝑎𝑡𝑒𝑠(𝐴,𝑁) ⟨𝑛𝑜𝑑𝑒

𝑠𝑡𝑒𝑝⟩𝑥(𝑝) –
это такое состояние 𝑞 ∈ 𝑆𝑡𝑎𝑡𝑒𝑠(𝐴,𝑁), что для любой верши-
ны 𝑦∈𝑉

∙ 𝑞(𝑦) = 𝑝(𝑦), если 𝑥 ̸= 𝑦 и
∙ 𝑞(𝑥) = 𝑓(𝑝(𝑥[1]), . . . , 𝑝(𝑥[𝑛])) (в соответствии с опреде-

лением /34/ 𝑥[𝑖] – это вершина, порождающая сигнал для 𝑖-го
входа 𝑥).

Замечание . Фактически в определении /3/ описано то, как
меняются значения переменных на одном шаге метода итераций
(метод итераций применяется для поиска решения характеристи-
ческой системы уравнений сети), в том случае, когда шаг итера-
ции применяется не ко всем вершинам, а ровно к одной.

Определение 4. Пусть 𝑁 – функциональная сеть (/33/) над
алгеброй 𝐴 (/39/), 𝑉 – множество вершин схемы 𝑁 (𝑉 =
𝑁 .𝑛𝑜𝑑𝑒𝑠 (/33/)) и 𝑝 ∈ 𝑆𝑡𝑎𝑡𝑒𝑠(𝐴,𝑁) (/2/). Говорят, что в состо-
янии 𝑝 вершина 𝑥∈𝑉 настроена, если ⟨𝑛𝑜𝑑𝑒

𝑠𝑡𝑒𝑝⟩𝑥(𝑝) = 𝑝. Состояние
𝑝 называется настроенным (или согласованным), если в нем все
вершины множества 𝑉 настроены.
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Замечание . Равенство ⟨𝑛𝑜𝑑𝑒
𝑠𝑡𝑒𝑝⟩𝑥(𝑝) = 𝑝 означает, что в состо-

янии 𝑝 уравнение вершины 𝑥 = 𝑓(𝑥[1], . . . , 𝑥[𝑛]) является равен-
ством в алгебре 𝐴: что 𝑝(𝑥) = 𝑓(𝑝(𝑥[1]), . . . , 𝑝(𝑥[𝑛])) (здесь 𝑓 –
функция, реализуемая вершиной 𝑥).

Таким образом, в процессе настройки функциональной сети
𝑁 ищется решение характеристической для 𝑁 системы уравне-
ний (утв. 16.следствие 1),

Пример 6. Любому согласованному в терминах задачи о ве-
черинке (примеры 1, 2, 3) состоянию какой-нибудь из сетей, пред-
ставленных на рис. 1, соответствуют такие значения выходных
сигналов у вершин 𝑥, 𝑦, 𝑧, которые являются решением соот-
ветствующей характеристической системы уравнений в алгебре
𝐴𝑝𝑎𝑟𝑡𝑦 (пример 5). Наоборот: любому решению характеристи-
ческой системы уравнений (определение /31/) соответствует на-
строенное состояние сети.∙

Определение 5. (В /42/ приведено более общее определе-
ние). Пусть 𝑁 – функциональная сеть над алгеброй 𝐴 (/39/) и
𝑉 множество ее вершин. Последовательность 𝜋 : {1, 2, . . .} →
𝑆𝑡𝑎𝑡𝑒𝑠(𝐴,𝑁) (/2/) (конечная либо бесконечная) состояний схемы
называется настроечной последовательностью, если для каж-
дого не последнего члена последовательности с номером 𝑖 суще-
ствует такая вершина 𝑥∈𝑉 , что 𝜋(𝑖+ 1) = ⟨𝑛𝑜𝑑𝑒

𝑠𝑡𝑒𝑝⟩𝑥(𝜋(𝑖)) (/3/).
Настроечная последовательность называется избыточной,

если в ней присутствует более одного согласованного состояния.
Замечания. 1. Каждый элемент настроечной последователь-

ности описывает значения переменных на соответствующем ша-
ге итерационного процесса решения характеристической систе-
мы уравнений модифицированным методом итераций.
2. Понятие избыточной последовательности вводится как аналог
сходящейся последовательности (любую конечную избыточную
настроечную последовательность можно продолжить до беско-
нечной сходящейся последовательности).
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Следующее определение является переформулировкой опре-
деления стратегии Киссинджера в терминах состояний функцио-
нальных схем.

Определение 6. (Более корректно это определение сформу-
лировано в /46/). Пусть 𝑁 – функциональная сеть над алгеброй
𝐴 (/39/) и << линейный порядок на множестве 𝑉 вершин схемы
𝑁 . Для любого ненастроенного состояния 𝑞 ∈ 𝑆𝑡𝑎𝑡𝑒𝑠(𝐴,𝑁) (/2/)
главной ненастроенной вершиной (обозначается ⟨𝑐ℎ𝑖𝑒𝑓𝑛𝑜𝑑𝑒⟩(<<, 𝑞))
будем называть наименьшую по порядку << ненастроенную вер-
шину (/4/) из множества 𝑉 .

Пусть 𝜋 : {1, 2, . . .} → 𝑆𝑡𝑎𝑡𝑒𝑠(𝐴,𝑁) - настроечная последо-
вательность (/5/) состояний схемы 𝑁 (/2/). Последовательность
𝜋 называется << последовательностью Киссинджера для схе-
мы 𝑁 , если для любого не первого члена этой последовательно-
сти с номером 𝑖 выполняется, либо
𝜋(𝑖) = ⟨𝑛𝑜𝑑𝑒

𝑠𝑡𝑒𝑝⟩⟨𝑐ℎ𝑖𝑒𝑓𝑛𝑜𝑑𝑒⟩(<<,𝜋(𝑖−1))
(𝜋(𝑖− 1)) (/3/),

либо 𝜋(𝑖) = 𝜋(𝑖−1) и при этом 𝜋(𝑖−1) – настроенное состояние
(/4/).

Замечание . Таким образом, стратегия Киссинджера соот-
ветствует модифицированному методу итераций: на каждом шаге
итерации вычисляется новое значение ровно одной переменной
(той, которая является наименьшей из всех не удовлетворяющих
соответствующему равенству переменных).

5. Комбинаторные алгебры

В этом разделе обсуждается следующий вопрос: «В каких
случаях гарантирована сходимость последовательности Киссин-
джера»?

О том, что метод итераций, основанный на стратегии Кис-
синджера, не слабее обычного метода итераций, позволяет судить
хотя бы тот факт, что всякий раз, когда гарантирована сходимость
метода итераций (например, все отображения сжимающие либо
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все отображения ограничены и монотонны) гарантирована также
сходимость и модифицированного метода.

В связи с дальнейшим изложением следует подчеркнуть, что
все доказанные результаты касаются лишь очень частного слу-
чая: случая, когда сеть рассматривается над конечной алгеброй (в
этом случае сходимость эквивалентна тому, что последователь-
ность стабилизируется через конечное число шагов). Для рас-
смотрения общего случая требуется существенно более сложный
аппарат (в частности, требуется понятие точности настройки).

Приводимое далее определение «регулярно устойчивых ал-
гебр» вводится только для сокращения терминологии (для крат-
кого обозначения тех алгебр, на которых стратегия Киссинджера
работает). Этот термин нужен только для формулировки теоремы
1 и нигде больше он использоваться не будет. Уже в определении
6, чтобы очертить ту область, где есть строгие результаты, тер-
мин «сходящаяся последовательность» был заменен на термин
«избыточная последовательность».

Определение 7. (пояснения по поводу использования ссылок
вперёд приведены в сноске 2 на странице 16) Конечная алгебра 𝐴
(/25/) называется регулярно устойчивой, если для любой конечной
(с конечным множеством вершин) схемы 𝑁 над 𝐴 (/39/) и любого
линейного порядка << на ее вершинах любая бесконечная <<
последовательность Киссинджера (/46/) является избыточной
(/42/).

Конечная алгебра 𝐴 (/25/) называется устойчивой, если для
любой конечной (с конечным множеством вершин) схемы 𝑁 над
𝐴 (/39/) существует такой линейный порядок << на ее вер-
шинах, что любая бесконечная << последовательность Киссин-
джера (/46/) является избыточной (/42/).

Целью настоящего раздела являются формулировка теоремы
1, в которой утверждается, что класс регулярно устойчивых ал-
гебр совпадает с классом комбинаторных алгебр.

Использование термина «комбинаторная алгебра3» вызвано

3Рассматриваемые комбинаторные алгебры не имеют отношения к

23



Управление большими системами. Выпуск 46

тем, что в теории конечных автоматов (как уже говорилось, поня-
тие автомата совпадает с понятием унарной алгебры) существует
понятие комбинаторный автомат, которое в точности подходит
под введенное определение (на самом деле определение комби-
наторных алгебр базируется на классическом понятии комбина-
торного автомата).

На содержательном уровне комбинаторная алгебра – это ал-
гебра, в которой классический метод итерации работает для лю-
бого уравнения от одной переменной. Например, уравнение от
одной переменной может иметь вид 𝑥 = 𝑓(𝑥, 𝑔(𝑥, 1)).

В конечном случае (а именно такой случай и рассматривает-
ся в работе) это означает, что при решении уравнения 𝑥 = 𝑡(𝑥)
(𝑡 – сколь угодно сложное выражение с одной переменной, на-
пример 𝑓(𝑥, 𝑔(𝑥, 1))) над конечной комбинаторной алгеброй точ-
ное решение отыскивается за конечное число итераций. В беско-
нечном же случае для работоспособности стратегии Киссиндже-
ра потребуются дополнительные ограничения. Одним из таких
ограничений является условие равномерной сходимости (хватит
и равномерной фундаментальности) последовательности отобра-
жений 𝑡(𝑥), 𝑡(𝑡(𝑥)), 𝑡(𝑡(𝑡(𝑥))), . . ..

Из теории автоматов ([1, 12]) известно следующее необходи-
мое и достаточное условие комбинаторности.

Утверждение 1. Конечный автомат (𝑄,𝐹, 𝜇) (конечная
унарная алгебра (𝑄,𝐹, 𝜇) (/25/)) является комбинаторным то-
гда и только тогда, когда выполняется следующее условие. Для
любой входной последовательности 𝛼 (для алгебраической функ-
ции 𝑓𝛼, задаваемой строкой 𝛼), для любого состояния 𝑞∈𝑄 (для
любого элемента алгебры 𝑞∈𝑄) и любого натурального числа 𝑛
из (𝑓𝛼)

𝑛(𝑞) = 𝑞 следует 𝑓𝛼(𝑞) = 𝑞.

Пример 7. Автомат, представленный на рис. 5, не является
комбинаторным автоматом (алгебра 𝐴𝑝𝑎𝑟𝑡𝑦 из примера 5 не
является комбинаторной алгеброй), так как

тем комбинаторным алгебрам, которые изучаются в 𝜆 - исчислении.
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“не любит”2(воскресенье) = “не любит”(“не любит”(воскресенье)) =
воскресенье и, в то же время, “не любит”(воскресенье) =суббота.∙

Пример 8. Далее приводятся примеры достаточных условий
комбинаторности (рассматриваются лишь конечные алгебры)

a) если на элементах алгебры можно задать линейный поря-
док так, чтобы все алгебраические операции задавали монотон-
ные функции, то алгебра комбинаторна;

b) если на элементах алгебры можно задать метрику, при ко-
торой все алгебраические операции задают сжимающее отобра-
жение, то алгебра комбинаторна;

c) объединение не пересекающихся по элементам комбинатор-
ных алгебр -– комбинаторная алгебра;

d) прямое произведение комбинаторных алгебр — комбинатор-
ная алгебра;

e) гомоморфный образ комбинаторной алгебры – комбинатор-
ная алгебра. ∙

Теорема 1. Множество регулярно устойчивых алгебр (/7/)
совпадает с множеством комбинаторных алгебр (/45/).
Доказательство в приложении (утверждения 25.следствие 2 и 26).

Заключение

В работе были определены ограничения на поведение объ-
ектов, обеспечивающие возможность настройки любой функцио-
нальной сети, построенной из них (поведение объектов должны
задаваться операциями комбинаторной алгебры), и был приведен
алгоритм настройки, который гарантированно приводит к успеху
при соблюдении введенных ограничений.

Главная тема дальнейших исследований в намеченном на-
правлении: доказать гипотезу о том, что время настройки сети,
представленной над фиксированной конечной комбинаторной ал-
геброй, пропорционально 𝑛2, где 𝑛 – число настраиваемых объ-
ектов. Еще одно направление – это обобщение приведенного ре-
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зультата на случай бесконечных алгебр.
Следует отметить, что алгоритм настройки един для всех

комбинаторных алгебр и, следовательно, является хорошим пре-
тендентом на эвристический метод настройки схем над произ-
вольными алгебрами (не обязательно комбинаторными и не обя-
зательно конечными): случай, когда не известны ни правила по-
ведения объектов, ни структура их взаимодействий.
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(дата обращения: 26.05.2013).

Приложение4

1. Используемые термины и обозначения

1.1. ЧИСЛА (НАТУРАЛЬНЫЕ)
Операции и отношения: +, -, <, >, 6, >, 𝑚𝑎𝑥, 𝑚𝑖𝑛.
{1, 2, . . .}- ({0, 1, . . .} 𝑑𝑒𝑓

= {1, 2, . . .}∪{0}) множество нату-
ральных чисел.

При 𝑛∈{0, 1, . . .} {1, ...,𝑛} – начальный отрезок натурально-
го ряда длины 𝑛 (при 𝑛 =0 {1, ...,𝑛} =∅).

𝑚𝑎𝑥(𝑠) (𝑚𝑖𝑛(𝑠)) — максимальный (минимальный) элемент
не пустого множества чисел 𝑠 (значения 𝑚𝑖𝑛(𝑠) и 𝑚𝑎𝑥(𝑠) не для
всех множеств чисел определены, но заведомо определены для
непустых конечных множеств, кроме того 𝑚𝑖𝑛(𝑠)определено для
любого не пустого множества 𝑠⊆{0, 1, . . .}).

1.2. МНОЖЕСТВА
Операции и отношения: ∩, ∪, ∖, ×, ∈, /∈, ⊆ (пересече-

ние, объединение, вычитание, прямое произведение, принадлеж-
ность/не принадлежность элемента множеству, включение мно-
жества).

∅ – пустое множество.
Если 𝑠 – множество и 𝑛∈{1, 2, . . .}, то 𝑠𝑛

𝑑𝑒𝑓
= 𝑠×. . .×𝑠 (пря-

мая
степень множества: {𝑎, 𝑏}1= {{𝑎}, {𝑏}}̸={𝑎, 𝑏} и {𝑎}2×{𝑎}=
{((𝑎, 𝑎), 𝑎)}̸={𝑎}×{𝑎}2={(𝑎, (𝑎, 𝑎))}̸={𝑎}3= {(𝑎, 𝑎, 𝑎)}).

|𝑠| – мощность множества 𝑠.
2𝑠 – множество подмножеств множества 𝑠.

4Приложение приводится в авторской редакции
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1.3. ОТНОШЕНИЯ И ОТОБРАЖЕНИЯ
Множеством отношений (бинарных отношений) (иногда би-

нарные отношения называют также ориентированными графами)
над 𝑄 называется множество всех подмножеств 𝑄×𝑄 (множе-
ство 2𝑄×𝑄) . Тот факт, что (𝑥, 𝑦)∈𝑠, принято записывать следую-
щим образом: 𝑥 𝑠 𝑦.

Для любых отношений 𝑟, 𝑠⊆𝑄×𝑄 (в приведенных да-
лее обозначениях используются квадратные скобки, для то-
го чтобы отличать прямое произведение множеств/отношений
и степень/рефлексивно- транзитивное замыкание отношения от
прямой степени/итерации множества)

∙ 𝑟∙𝑠
𝑑𝑒𝑓
= {(𝑎, 𝑏) : (𝑎, 𝑐) ∈ 𝑟 и (𝑐, 𝑏) ∈ 𝑠} (произведение отно-

шений);
∙ 𝑠[0]

𝑑𝑒𝑓
= {(𝑥, 𝑥) : 𝑥 ∈ 𝑠} (отношение равенства) обозначает-

ся =𝑠 (либо = при известном 𝑠). При этом ̸=𝑠
𝑑𝑒𝑓
= 𝑠2∖=𝑠;

∙ для любого 𝑖∈{1, 2, . . .} 𝑠[𝑖] 𝑑𝑒𝑓
= 𝑠[𝑖−1]

∙𝑠 (степень отноше-
ния);
∙ 𝑠[−1 ] 𝑑𝑒𝑓

= {(𝑎, 𝑏) : (𝑏, 𝑎)∈𝑠} (обозначение 𝑠−1 тоже допу-
стимо);
∙ 𝑠[*] 𝑑𝑒𝑓

= ∪{𝑠[𝑖]:𝑖∈{0, 1, . . .}} – рефлексивно-транзитивное
замыкание:
∙ 𝑑𝑜𝑚(𝑟)

𝑑𝑒𝑓
= {𝑥 : (𝑥, 𝑦)∈𝑟};

∙ 𝑣𝑎𝑙𝑠(𝑟)
𝑑𝑒𝑓
= {𝑦 : (𝑥, 𝑦)∈𝑟}.

1.3.1. Множество эквивалентностей на множестве 𝑄

(всех тех отношений 𝑟⊆𝑄2, которые замкнуты относитель-
но рефлексивно-транзитивного замыкания (𝑟=𝑟[*]) и обращения
(𝑟=𝑟−1)) обозначается 𝐸𝑞𝑢𝑖𝑣𝑎𝑙𝑒𝑛𝑐𝑒𝑠(𝑄) .
1.3.2. Множество линейных порядков на множестве 𝑄

(всех тех отношений 𝑟⊆𝑄2, которые удовлетворяют равен-
ствам: 𝑟=𝑟[*] , 𝑟∩𝑟−1=𝑟 [0] , 𝑟∪𝑟−1=𝑄2), обозначается ⟨ 𝐿𝑖𝑛𝑒

𝑂𝑟𝑑𝑒𝑟𝑠⟩(𝑄)
Если 𝑄 – конечное непустое множество и <<∈⟨ 𝐿𝑖𝑛𝑒

𝑂𝑟𝑑𝑒𝑟𝑠⟩(𝑄) —
линейный порядок на 𝑄, то наибольший по порядку << элемент
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множества 𝑄 обозначается 𝑚𝑎𝑥<<(𝑠).
1.3.3. Множество отображений из 𝑄 в 𝑄′

(таких отношений 𝑓⊆(𝑄∪𝑄′)2, что 𝑑𝑜𝑚(𝑓) = 𝑄, 𝑣𝑎𝑙𝑠(𝑓)⊆𝑄′

и для любого 𝑥∈𝑄 |{𝑦 : (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑓}| = 1) обозначается 𝑄→𝑄′.
Тот факт, что 𝑓∈𝑄→𝑄′, принято записывать следующим об-

разом 𝑓 :𝑄→𝑄′ и для любого 𝑥∈𝑄 тот единственный элемент
𝑦∈𝑄′ для которого (𝑥, 𝑦)∈𝑓 обозначается 𝑓(𝑥).

Отображение 𝑓 :𝑄→𝑄′ называется обратимым, если 𝑓−1∈
𝑣𝑎𝑙𝑠(𝑓)→𝑄.

Отображение 𝑓 :𝑄→𝑄′ называется отображением на 𝑄′, если
𝑣𝑎𝑙𝑠(𝑓) = 𝑄′.

Обратимое отображение 𝑓 :𝑄→𝑄′ на 𝑄′ называется взаимно
однозначным отображением.

Пусть 𝑄⊆{0, 1, . . .}. Тогда отображение 𝑓 :𝑄→{0, 1, . . .} на-
зывается монотонным в том и только в том случае, когда для
любых 𝑛,𝑚∈{0, 1, . . .} из 𝑛6𝑚 следует 𝑓(𝑛)6𝑓(𝑚).

Если 𝑓∈𝑄→𝑄′ и 𝑠 – множество (не требуется 𝑠⊆𝑄), то отоб-
ражение 𝑓∩(𝑠 × 𝑄′) ∈ (𝑠 ∩ 𝑄) → 𝑄′ принято обозначать через
𝑓 |𝑠.

Сужение операции произведения отношений на отображения
(отношение ∙|(𝑠→𝑄)

2) называется операцией композиции отобра-
жений (обозначается ∙).
Обозначения. Несмотря на то, что отображение является мно-
жеством, мы будем использовать для обозначения отображения
𝑓 [𝑛] то же обозначение, которое используется для прямой степе-
ни множества 𝑓𝑛. Конфликт при выборе способа интерпретации
обозначения 𝑠𝑛 должен разрешаться по следующему правилу: ес-
ли множество 𝑠 объявлено как отображение (если указано, что
𝑠∈𝑄→𝑄′ для некоторых множеств 𝑄 и 𝑄′), то запись 𝑠𝑛 следу-
ет интерпретировать как 𝑠[𝑛] , в противном случае как прямая
степень множества 𝑠.

Утверждение 2. Пусть 𝑄 – множество и 𝑟, 𝑟′, 𝑟′′⊆𝑄×𝑄.
Тогда (𝑟∙𝑟

′)∙𝑟
′′=𝑟∙(𝑟

′
∙𝑟

′′) (/1.3/). При этом если 𝑟, 𝑟′∈𝑄→𝑄 (/1.3.3/),
то и 𝑟∙𝑟

′∈𝑄→𝑄. Без
доказательства
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1.4. СТРОКИ И ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ
Отображения (/1.3.3/) из начального отрезка натурального ряда

{1, ...,𝑛}, где 𝑛∈{0, 1, . . .}, во множество 𝑉 (конечные последо-
вательности) называются строками над алфавитом 𝑉 . При этом
отображения из {1, 2, . . .}→𝑉 называются (бесконечными) по-
следовательностями над 𝑉 .
Множество {1, ...,𝑛}→𝑉 (множество всех строк длины 𝑛∈{0, 1, . . .} над алфа-

витом 𝑉 ) обозначается 𝑉 𝑛 (так же как прямая степень множества
𝑉 ).

Множество всех строк над алфавитом 𝑉 обозначается 𝑉 *:
𝑉 *

𝑑𝑒𝑓
= ∪{𝑉 𝑛 : 𝑛∈{0, 1, . . .}}.
Если 𝛼, 𝛽∈𝑉 * – строки над алфавитом 𝑉 , то
∙ 𝑙𝑒𝑛𝑔𝑡ℎ(𝛼) – длина строки 𝛼 (𝑙𝑒𝑛𝑔𝑡ℎ(𝛼)

𝑑𝑒𝑓
= |𝑑𝑜𝑚(𝛼)|);

∙ строка длины 0 называется пустой строкой и обозначается
𝜀 (хотя это не существенно для дальнейшего, но на самом деле ∅=𝜀);
∙ если 𝛼∈𝑉 *∖{𝜀} не пустая строка, то для любого

𝑖∈{1, ...,𝑙𝑒𝑛𝑔𝑡ℎ(𝛼)} 𝛼(𝑖) – 𝑖−й символ строки 𝛼 (поскольку

𝛼∈{1, ...,𝑙𝑒𝑛𝑔𝑡ℎ(𝛼)}→𝑉 ) и 𝑙𝑎𝑠𝑡(𝛼)
𝑑𝑒𝑓
= 𝛼(𝑙𝑒𝑛𝑔𝑡ℎ(𝛼)) – последний

символ строки 𝛼.
∙ результат конкатенации 𝛼 и 𝛽 (результат приписывания 𝛽

после 𝛼) будет в дальнейшем обозначаться 𝛼∧𝛽, либо 𝛼𝛽.
∙ в дальнейшем, когда это не будет вызывать неоднозначно-

сти, элементы алфавита 𝑉 и строки длины 1 будут обозначать-
ся одинаковым образом (иногда символ алфавита 𝑓∈𝑉 будет
обозначать такую строку 𝛼, что 𝑙𝑒𝑛𝑔𝑡ℎ(𝛼) = 1 и 𝛼(1) = 𝑓 ). Но
в тех случаях, когда элемент 𝑎∈𝑉 требуется отличить от стро-
ки 𝑎 длины 1, для обозначения строки используется обозначе-
ние {𝑎} ({𝑎}∈𝑉 1 – это строка длины 1, первым символом кото-
рой является 𝑎). Таким образом {𝑎}(1) = 𝑎 и 𝑙𝑒𝑛𝑔𝑡ℎ({𝑎}) = 1.
∙ любая строка 𝛼∈𝑉 * является (по определению /1.4/) отображе-

нием, а значит (по определению /1.3.3/), и множеством. Поэтому ис-
пользование стандартной нотации приводит к тому, что разные
объекты: 𝛼∧𝛼...∧𝛼 (𝑛 раз) (строка из 𝑉 *) и 𝛼 × 𝛼 ×...× 𝛼 (𝑛
раз), обозначаются одинаковым образом 𝛼𝑛. Поэтому для за-
писи 𝛼∧𝛼...∧𝛼 (𝑛 раз) будет использоваться обозначение 𝛼∧𝑛.
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Определение 8. Пусть 𝑉 – множество. Определим отоб-

ражения 𝑝𝑟𝑒𝑓𝑖𝑥𝑒𝑠:𝑉 *→2(𝑉 *) и 𝑠𝑢𝑓𝑓𝑖𝑥𝑒𝑠:𝑉 *→2(𝑉 *) (/1.4/) следу-

ющим образом: для любой строки 𝛼∈𝑉 * 𝑝𝑟𝑒𝑓𝑖𝑥𝑒𝑠(𝛼)
𝑑𝑒𝑓
=

{𝛼′ : 𝛼′∧𝛽′=𝛼} и 𝑠𝑢𝑓𝑓𝑖𝑥𝑒𝑠(𝛼)
𝑑𝑒𝑓
= {𝛽′ : 𝛼′∧𝛽′=𝛼}.

Определение 9. Пусть 𝑉 – множество. Определим отоб-
ражения 𝑃𝑟𝑒𝑓𝑖𝑥:𝑉 *×{0, 1, . . .}→𝑉 * и 𝐶𝑜𝑛𝑐𝑎𝑡:(𝑉 *)*→𝑉 * сле-
дующим образом.

Для любых 𝜋∈𝑉 * и 𝑖∈{1, 2, . . .}

𝑃𝑟𝑒𝑓𝑖𝑥(𝜋, 𝑖)
𝑑𝑒𝑓
=

⎧⎨⎩ 𝜋, если 𝑖 /∈ 𝑑𝑜𝑚(𝜋) ∪ {0}
𝜋′, если 𝑖 ∈ 𝑑𝑜𝑚(𝜋), 𝑙𝑒𝑛𝑔𝑡ℎ(𝜋′) = 𝑖

и 𝜋′ ∈ 𝑝𝑟𝑒𝑓𝑖𝑥𝑒𝑠(𝜋)
(/1.3.3,1.4,8/).

Для любых 𝜋 ∈ (𝑉 *)*

𝐶𝑜𝑛𝑐𝑎𝑡(𝜋)
𝑑𝑒𝑓
=

⎧⎨⎩
𝜀, если 𝜋 = 𝜀
𝐶𝑜𝑛𝑐𝑎𝑡(𝜋′)∧𝛼, если 𝜋 = 𝜋′∧{𝛼}

и 𝛼 ∈ 𝑉 *
(/1.4/) .

Определение 10. Пусть 𝑉 – множество и 𝑟⊆𝑉×𝑉 – отно-
шение (/1.3/). Продолжением отношения 𝑟 на строки называет-
ся отношение 𝑟′ ⊆𝑉 *×𝑉 * такое, что для любых 𝛼, 𝛽∈𝑉 *(/1.4/)

𝛼 𝑟′ 𝛽 тогда и только тогда, когда выполняются следующие
условия:

∙ 𝑙𝑒𝑛𝑔𝑡ℎ(𝛼) = 𝑙𝑒𝑛𝑔𝑡ℎ(𝛽) (/1.4/)

∙ для любого 𝑖 ∈ {1, ..., 𝑙𝑒𝑛𝑔𝑡ℎ(𝛼)} выполняется отноше-
ние 𝛼(𝑖) 𝑟 𝛽(𝑖)

В дальнейшем продолжение отношения 𝑟 на строки будет
обозначаться [*]𝑟(в частности, для любого отношения 𝑟⊆𝑉×𝑉
𝜀 [*]𝑟𝜀).

Утверждение 3. Пусть 𝑟 ⊆ 𝑉×𝑉 – отношение (/1.3/). Тогда
∙ если 𝑟 ∈𝑉→𝑉 (/1.3.3/), то [*]𝑟∈ 𝑉 *→𝑉 * (/10, 1.3.3/);
∙ если 𝑟 – отношение эквивалентности (/1.3.1/), то [*]𝑟– от-

ношение эквивалентности (/10,1.3.1/). Без
доказательства
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Определение 11. Пусть 𝑆 – множество и <<∈⟨ 𝐿𝑖𝑛𝑒
𝑂𝑟𝑑𝑒𝑟𝑠⟩(𝑆) –

линейный порядок на множестве 𝑆 (/1.3.2/). Для любого конечного
подмножества 𝑠 ⊆ 𝑆 и любого 𝑥 ∈ 𝑠 номером 𝑥 в 𝑠 в соответ-
ствии с порядком << (обозначается 𝑛𝑢𝑚<<,𝑠(𝑥)) называется

число 𝑛𝑢𝑚<<,𝑠(𝑥)
𝑑𝑒𝑓
= |{𝑦 : 𝑦∈𝑠 & 𝑦 << 𝑥}|.

Утверждение 4. Пусть 𝑆 – множество, <<∈⟨ 𝐿𝑖𝑛𝑒
𝑂𝑟𝑑𝑒𝑟𝑠⟩(𝑆) –

линейный порядок на множестве 𝑆 (/1.3.2/) и 𝑠 ⊆ 𝑆 конечное
подмножество. Тогда отображение 𝑛𝑢𝑚<<,𝑠:𝑠→{1, ...,|𝑠|} (/11/)

является обратимым отображением на {1, ...,|𝑠|} (отношение
(𝑛𝑢𝑚𝑠,<<)

−1⊆ 𝑠×{1, 2, . . .} является отображением из 1, ...,|𝑠|}
на 𝑠). Без

доказательства

Замечание . Таким образом, (𝑛𝑢𝑚𝑠,<<)
−1 это такая строка

длины |𝑠| над алфавитом 𝑠, в которой все элементы расположены
по возрастанию (для любого 𝑖∈{1, ...,|𝑠|} выполняется равенство
(𝑛𝑢𝑚<<,𝑠)

−1(𝑖) = 𝑚𝑎𝑥<<({𝑥 : 𝑥∈𝑠&𝑛𝑢𝑚<<,𝑠(𝑥)6𝑖})).

Определение 12. Пусть 𝑄 – конечное множество,
<<∈⟨ 𝐿𝑖𝑛𝑒

𝑂𝑟𝑑𝑒𝑟𝑠⟩(𝑄) - линейный порядок на 𝑄 (/1.3.2/), 𝑠⊆𝑄 и 𝜙:𝑠→𝑄′

некоторое отображение (/1.3.3/). Введем следующие обозначения:
Отображение (𝑛𝑢𝑚𝑠,<<)

−1 :{1, ...,|𝑠|}→𝑄 (/11,1.3/) будем
обозначать 𝑠𝑡𝑟𝑖𝑛𝑔(𝑠,<<) (𝑠𝑡𝑟𝑖𝑛𝑔(𝑠,<<) это такая строка 𝛼∈𝑄|𝑠|, что для

любых 𝑖, 𝑗∈{1, ...,|𝑠|} 𝑖6𝑗 тогда и только тогда, когда 𝛼(𝑖) << 𝛼(𝑗)).
Отображение [*]𝜙(𝑠𝑡𝑟𝑖𝑛𝑔(𝑠,<<)) ∈ 𝑄′|𝑠| (/11,10/) будем обо-

значать 𝑠𝑡𝑟𝑖𝑛𝑔(𝑠,<<,𝜙) (𝑠𝑡𝑟𝑖𝑛𝑔(𝑠,<<,𝜙) это такая строка

𝛽:{1, ...,|𝑠|}→𝑄′, что для любых 𝑖∈{1, ...,|𝑠|} 𝛽(𝑖)=𝜙(𝑠𝑡𝑟𝑖𝑛𝑔(𝑠,<<)(𝑖)):

строка 𝑠𝑡𝑟𝑖𝑛𝑔(𝑠,<<,𝜙) получается из строки 𝜆= 𝑠𝑡𝑟𝑖𝑛𝑔(𝑠,<<) заменой каждого

символа 𝜆(𝑖) на 𝜙(𝜆(𝑖))).

Определение 13. Пусть 𝑉 множество, 𝛼∈𝑉 * -последова-
тельность и 𝑠⊆{1, 2, . . .}. Тогда 𝑠 - подпоследовательностью
последовательности 𝛼 (обозначается 𝑠𝑢𝑏𝑠𝑒𝑞(𝑠, 𝛼)- это последова-

тельность, задаваемая множеством позиций 𝑠∩𝑑𝑜𝑚(𝛼) в строке 𝛼) называется
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такая последовательность 𝛽∈𝑉 *, что |𝑑𝑜𝑚(𝛽)|=|𝑑𝑜𝑚(𝛼)∩𝑠| и
для любого 𝑛∈𝑑𝑜𝑚(𝛽) выполняется равенство

𝛽(𝑛)=𝛼(|{𝑖 : 𝑖∈𝑑𝑜𝑚(𝛼)∩𝑠)&𝑖6𝑛}|).

Утверждение 5. Пусть 𝑉 множество, 𝛼∈𝑉 * (/1.4/) - после-
довательность и 𝑠⊆{1, 2, . . .}. Тогда
𝑠𝑢𝑏𝑠𝑒𝑞(𝑠, 𝛼)=𝑠𝑡𝑟𝑖𝑛𝑔(𝑠∩𝑑𝑜𝑚(𝛼),6,𝛼|𝑠) (/12,13/). Без

доказательства

Определение 14. Пусть 𝑉 множество, 𝑉 ′ ⊆ 𝑉 и
𝜙:𝑉 ′→𝑉 * некоторое отображение. Строковым гомомор-
физмом, порожденным отображением 𝜙, называется отоб-
ражение 𝜙𝑆𝑡𝑟𝑖𝑛𝑔𝑠(𝑉 ):𝑉 *→𝑉 * такое, что для любой строки
𝛼∈𝑉 * и для строки 𝜋∈(𝑉 *)* такой, что 𝑑𝑜𝑚(𝜋)=𝑑𝑜𝑚(𝛼)

и для всех 𝑖∈𝑑𝑜𝑚(𝜋) 𝜋(𝑖)=

{︂
𝜙(𝛼(𝑖)), если 𝛼(𝑖) ∈ 𝑉 ′

{𝛼(𝑖)}, если 𝛼(𝑖) /∈ 𝑉 ′ ,

𝜙𝑆𝑡𝑟𝑖𝑛𝑔𝑠(𝑉 )(𝛼)=𝐶𝑜𝑛𝑐𝑎𝑡(𝜋) (/9/).

1.5. ТЕРМЫ

Определение 15. Множеством функциональных символов
называется множество 𝐹 с определенным на нем отображе-
нием 𝑎𝑟𝑛:𝐹→{0, 1, . . .} (/1.3.3/), которое сопоставляет каждому
элементу 𝑓∈𝐹 неотрицательное целое число – арность.

Замечание . В новосибирской школе вместо термина «мно-
жество функциональных символов» используется термин «сигна-
тура»: сигнатура это пара (𝐹, 𝑎𝑟𝑛), где 𝐹 – множество (функцио-
нальных символов) и 𝑎𝑟𝑛∈𝐹→{0, 1, . . .}.

Определение 16. Пусть 𝐹 –множество функциональных
символов (/15/) и 𝑉 – множество функциональных символов ар-
ности 0, не пересекающееся с 𝐹 (множество переменных).

Множеством 𝑇𝑒𝑟𝑚𝑠(𝐹, 𝑉 ) термов над 𝐹 и переменными
𝑉 называется минимальное множество строк над алфавитом
𝐹∪𝑉 , удовлетворяющее следующим условиям:
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∙ 𝑉 1⊆𝑇𝑒𝑟𝑚𝑠(𝐹, 𝑉 ) (/1.4/);
∙ Если 𝑓∈𝐹 и 𝜋∈𝑇𝑒𝑟𝑚𝑠(𝐹, 𝑉 )𝑎𝑟𝑛(𝑓), то

{𝑓}∧𝐶𝑜𝑛𝑐𝑎𝑡(𝜋)∈𝑇𝑒𝑟𝑚𝑠(𝐹, 𝑉 ) (/9,1.4/).
Термы из множества 𝑇𝑒𝑟𝑚𝑠(𝐹, ∅) (выражения без перемен-

ных) называются основными над множеством функциональных
символов 𝐹 (или основными).

Замечание . Следует обратить внимание на то, что
𝑇𝑒𝑟𝑚𝑠(𝐹, 𝑉 ) = 𝑇𝑒𝑟𝑚𝑠(𝐹 ∪ 𝑉, ∅) и для любых множеств 𝑉 ′, 𝑉 ′′

𝑇𝑒𝑟𝑚𝑠(𝐹, 𝑉 ′∪𝑉 ′′)=𝑇𝑒𝑟𝑚𝑠(𝐹∪𝑉 ′, 𝑉 ′′∖𝑉 ′).
В дальнейшем терм 𝑓𝑡1. . . 𝑡𝑛 = {𝑓}∧𝑡1. . . ∧𝑡𝑛 будет для нагляд-
ности записываться в виде 𝑓(𝑡1,. . . ,𝑡𝑛). То, что такое соглашение
корректно провозглашается в следующем утверждении.

Утверждение 6. Пусть 𝐹 – множество функциональных
символов (/15/) и 𝑉 – множество функциональных символов арно-
сти 0, не пересекающееся с 𝐹 (множество переменных). Тогда
для любого 𝑡∈ 𝑇𝑒𝑟𝑚𝑠(𝐹, 𝑉 ) �̸�=𝜀 и при этом существует и един-
ственна такая последовательность 𝜋 ∈ (𝑇𝑒𝑟𝑚𝑠(𝐹, 𝑉 ) ∖ {𝑡})*,
что 𝑡 = {𝑡(1)}∧𝐶𝑜𝑛𝑐𝑎𝑡(𝜋) (/9/). Без

доказательства

Определение 17. Определим отображения
∙ 𝑡𝑜𝑝𝐹𝑢𝑛𝑐𝑡𝑜𝑟:𝑇𝑒𝑟𝑚𝑠(𝐹, 𝑉 )→𝐹∪𝑉 ,
∙ 𝑆𝑜𝑛𝑠:𝑇𝑒𝑟𝑚𝑠(𝐹, 𝑉 )→ 𝑇𝑒𝑟𝑚𝑠(𝐹, 𝑉 )*
∙ ⟨ 𝑠𝑢𝑏

𝑡𝑒𝑟𝑚𝑠⟩:𝑇𝑒𝑟𝑚𝑠(𝐹, 𝑉 )→2𝑇𝑒𝑟𝑚𝑠(𝐹,𝑉 ) и
∙ для любого множества 𝑊⊆𝑉 𝑣𝑎𝑟𝑠𝑊 :𝑇𝑒𝑟𝑚𝑠(𝐹, 𝑉 )→2𝑉

следующим образом.
Для любых 𝑡∈𝑇𝑒𝑟𝑚𝑠(𝐹, 𝑉 )∪{𝜀} и 𝑊⊆𝑉
∙ 𝑡𝑜𝑝𝐹𝑢𝑛𝑐𝑡𝑜𝑟(𝑡)

𝑑𝑒𝑓
= 𝑡(1) (поскольку 𝑡− не пустая строка,

то значение 𝑡(1) определено).
∙ 𝑆𝑜𝑛𝑠(𝑡) такая (согласно утв.6 единственная) последова-

тельность 𝜋∈𝑇𝑒𝑟𝑚𝑠(𝐹, 𝑉 )*, что 𝑡={𝑡(1)}∧𝐶𝑜𝑛𝑐𝑎𝑡(𝜋)
∙ ⟨ 𝑠𝑢𝑏

𝑡𝑒𝑟𝑚𝑠⟩(𝑡)
𝑑𝑒𝑓
=

{𝜏 : 𝜏∈𝑇𝑒𝑟𝑚𝑠(𝐹, 𝑉 )&𝛼∧𝜏∧𝛽=𝑡&𝛼, 𝛽∈(𝐹∪𝑉 )*}
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∙ 𝑣𝑎𝑟𝑠𝑊 (𝑡)
𝑑𝑒𝑓
= ⟨ 𝑠𝑢𝑏

𝑡𝑒𝑟𝑚𝑠⟩(𝑡)∩𝑊 .
В дальнейшем, когда множество переменных 𝑉 известно из

контекста, вместо записи 𝑣𝑎𝑟𝑠𝑉 (𝑡) будет использоваться со-
кращение 𝑣𝑎𝑟𝑠(𝑡).

Утверждение 7. Для любых 𝑡∈𝑇𝑒𝑟𝑚𝑠(𝐹, 𝑉 ) и 𝜏∈⟨ 𝑠𝑢𝑏
𝑡𝑒𝑟𝑚𝑠⟩(𝑡)

справедливо включение 𝑆𝑜𝑛𝑠(𝜏)∈(⟨ 𝑠𝑢𝑏
𝑡𝑒𝑟𝑚𝑠⟩(𝑡)∖{𝑡})*.

При этом 𝑙𝑒𝑛𝑔𝑡ℎ(𝑆𝑜𝑛𝑠(𝜏))=𝑎𝑟𝑛(𝜏(1))(это утверждение понадобится в

определении /26/). Без
доказательства

1.6. ПОДСТАНОВКИ

Определение 18. Подстановкой (переменных) называется
такое отображение (/1.3.3/) 𝜙:𝑇𝑒𝑟𝑚𝑠(𝐹, 𝑉 )→𝑇𝑒𝑟𝑚𝑠(𝐹, 𝑉 ) (/16/) ,
что для некоторого отображения 𝑓 :𝑉→𝑇𝑒𝑟𝑚𝑠(𝐹, 𝑉 ) (/16/), спра-
ведливо равенство 𝜙=𝑓𝑆𝑡𝑟𝑖𝑛𝑔𝑠(𝐹∪𝑉 )|𝑇𝑒𝑟𝑚𝑠(𝐹,𝑉 ) (/14/).

Множество всех подстановок переменных из 𝑉 принадле-
жащих множеству 𝑇𝑒𝑟𝑚𝑠(𝐹, 𝑉 )→𝑇𝑒𝑟𝑚𝑠(𝐹, 𝑉 ) в дальнейшем
обозначается 𝑠𝑢𝑏𝑠𝑡𝑖𝑡𝑢𝑡𝑖𝑜𝑛𝑠(𝐹, 𝑉 ).

Если 𝜙∈𝑠𝑢𝑏𝑠𝑡𝑖𝑡𝑢𝑡𝑖𝑜𝑛𝑠(𝐹, 𝑉 ) - подстановка, то отображе-
ние 𝑓 :𝑉→𝑇𝑒𝑟𝑚𝑠(𝐹, 𝑉 ) такое, что для любого 𝑥∈𝑉 𝑓(𝑥)=
𝜙({𝑥}) будет обозначаться 𝜙|𝑉 .

Подстановка 𝜙∈𝑠𝑢𝑏𝑠𝑡𝑖𝑡𝑢𝑡𝑖𝑜𝑛𝑠(𝐹, 𝑉 ) называется основной,
если для любой переменной 𝑥∈𝑉 𝜙({𝑥})∈𝑇𝑒𝑟𝑚𝑠(𝐹, ∅) – основной
терм. Множество основных подстановок из 𝑠𝑢𝑏𝑠𝑡𝑖𝑡𝑢𝑡𝑖𝑜𝑛𝑠(𝐹, 𝑉 )
будет обозначаться 𝑣𝑎𝑙𝑢𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛𝑠(𝐹, 𝑉 )

Ядром подстановки 𝜙 ∈ 𝑠𝑢𝑏𝑠𝑡𝑖𝑡𝑢𝑡𝑖𝑜𝑛𝑠(𝐹, 𝑉 ) называется мно-

жество 𝑘𝑒𝑟𝑛𝑒𝑙(𝜙)
𝑑𝑒𝑓
= {𝑥 : 𝑥∈𝑉&𝜙(𝑥) ̸=𝑥} (в частности, ядро

тождественной подстановки – пустое множество).
Обозначения. В дальнейшем для любых подстановок
𝜙,𝜙′∈𝑠𝑢𝑏𝑠𝑡𝑖𝑡𝑢𝑡𝑖𝑜𝑛𝑠(𝐹, 𝑉 ) (/18/) их композиция 𝜙∙𝜙

′ (/1.3,1.3.3/) (в со-

ответствии с последующим утверждением 10 𝜙∙𝜙′∈𝑠𝑢𝑏𝑠𝑡𝑖𝑡𝑢𝑡𝑖𝑜𝑛𝑠(𝐹, 𝑉 )) будет обо-
значаться 𝜙′(𝜙), либо 𝜙′𝜙 (в соответствии с утверждением 2 расстановка скобок

не существенна: 𝜙𝜙′𝜙′′ 𝑑𝑒𝑓
= (𝜙(𝜙′))(𝜙′′)=𝜙(𝜙′(𝜙′′)) ).
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Кроме того, любое множество 𝑆 пар вида 𝑥→𝑡, где 𝑥∈𝑉 ,
𝑡∈𝑇𝑒𝑟𝑚𝑠(𝐹, 𝑉 ), такое что {𝑥→𝑡, 𝑥→𝑡′}⊆𝑆 влечет 𝑡=𝑡′, может
быть использовано для обозначения такой подстановки
𝜙𝑆∈𝑠𝑢𝑏𝑠𝑡𝑖𝑡𝑢𝑡𝑖𝑜𝑛𝑠(𝐹, 𝑉 ), что

𝑘𝑒𝑟𝑛𝑒𝑙(𝜙)⊆{𝑥 : 𝑥→𝑡∈𝑆} и
для любой пары 𝑥→𝑡∈𝑆 𝜙(𝑥)=𝑡.
Например, {𝑥→𝑡} – обозначение для такой подстановки

𝜙∈𝑠𝑢𝑏𝑠𝑡𝑖𝑡𝑢𝑡𝑖𝑜𝑛𝑠(𝐹, 𝑉 ), что 𝜙(𝑥)=𝑡 и для любого 𝑦∈𝑉 ∖{𝑥} вы-
полняется равенство 𝜙(𝑦)=𝑦.

Утверждение 8. Пусть 𝜙:𝑉→𝑇𝑒𝑟𝑚𝑠(𝐹, 𝑉 ) –отображение
из множества переменных во множество термов. Тогда суще-
ствует и единственна подстановка 𝜙′∈𝑠𝑢𝑏𝑠𝑡𝑖𝑡𝑢𝑡𝑖𝑜𝑛𝑠(𝐹, 𝑉 ) та-
кая, что 𝜙′|𝑉=𝜙. Без

доказательства

Следствие 1. Пусть 𝜙,𝜙′∈𝑠𝑢𝑏𝑠𝑡𝑖𝑡𝑢𝑡𝑖𝑜𝑛𝑠(𝐹, 𝑉 ) и
𝑡∈𝑇𝑒𝑟𝑚𝑠(𝐹, 𝑉 ). Тогда 𝜙(𝑡)=𝜙′(𝑡) тогда и только тогда, когда
для любой переменной 𝑥∈𝑣𝑎𝑟𝑠𝑉 (𝑡) 𝜙(𝑥)=𝜙′(𝑥). Без

доказательства

Определение 19. Пусть 𝜙 : 𝑉 → 𝑇𝑒𝑟𝑚𝑠(𝐹, 𝑉 ) –отобра-
жение из множества переменных во множество термов. Под-
становка 𝜙′∈𝑠𝑢𝑏𝑠𝑡𝑖𝑡𝑢𝑡𝑖𝑜𝑛𝑠(𝐹, 𝑉 ) такая, что 𝜙′|𝑉=𝜙 будет на-
зываться 𝜙− подстановкой. В дальнейшем 𝜙− подстановка
𝜙′∈𝑠𝑢𝑏𝑠𝑡𝑖𝑡𝑢𝑡𝑖𝑜𝑛𝑠(𝐹, 𝑉 ) будет обозначаться 𝜙𝑇𝑒𝑟𝑚𝑠(𝐹 ), либо, ес-
ли 𝐹 известно из контекста, 𝜙𝑇𝑒𝑟𝑚𝑠.

Утверждение 9. Пусть 𝜙∈𝑠𝑢𝑏𝑠𝑡𝑖𝑡𝑢𝑡𝑖𝑜𝑛𝑠(𝐹, 𝑉 ) и
𝜓∈𝑣𝑎𝑙𝑢𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛𝑠(𝐹, 𝑉 ). Тогда 𝜓∙𝜙∈𝑣𝑎𝑙𝑢𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛𝑠(𝐹, 𝑉 ) и 𝜙∙𝜓=𝜓.

Без
доказательства

Утверждение 10. Подстановки (/18/) замкнуты относитель-
но операции композиции (/1.3.3/) (Если 𝜙,𝜙′ ∈ 𝑠𝑢𝑏𝑠𝑡𝑖𝑡𝑢𝑡𝑖𝑜𝑛𝑠(𝐹, 𝑉 )
(/18/), то 𝜙∙𝜙

′ ∈ 𝑠𝑢𝑏𝑠𝑡𝑖𝑡𝑢𝑡𝑖𝑜𝑛𝑠(𝐹, 𝑉 ) (/1.3, 1.3.3/)). Без
доказательства
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1.7. СИСТЕМЫ УРАВНЕНИЙ
В последующих определениях вводится понятие системы

уравнений.
Все определения почти стандартны, за тем исключением, что

все уравнения имеют специальный вид: «переменная»= «выра-
жение». Кроме того, накладывается следующее ограничение: у
различных уравнений системы должны быть различные левые
части.

Определение 20. Уравнениями (или равенствами) над мно-
жеством переменных 𝑉 и множеством функциональных симво-
лов 𝐹 (/15/) будем называть элементы множества

𝑒𝑞𝑢𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛𝑠(𝐹, 𝑉 )
𝑑𝑒𝑓
= 𝑉×(𝑇𝑒𝑟𝑚𝑠(𝐹, 𝑉 )∖𝑉 1) (/16/). В дальнейшем

элементы (𝑥, 𝑡)∈𝑒𝑞𝑢𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛𝑠(𝐹, 𝑉 ) будут обозначаться 𝑥=𝑡, где
𝑥∈𝑉 – переменная, а 𝑡∈𝑇𝑒𝑟𝑚𝑠(𝐹, 𝑉 )∖𝑉 1 (/16/)

(𝑒𝑞𝑢𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛𝑠(𝐹, 𝑉 )={𝑥=𝑡 : 𝑥∈𝑉&𝑡∈𝑇𝑒𝑟𝑚𝑠(𝐹, 𝑉 )∖𝑉 1}).

Определение 21. Множество 𝑠⊆𝑒𝑞𝑢𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛𝑠(𝐹, 𝑉 ) (/20/) бу-
дем называть системой уравнений (диагональной системой урав-
нений) над переменными из 𝑉 и функциональными символами
из 𝐹 (/15/), если из 𝑥=𝑡∈𝑠 и 𝑥=𝑡′∈𝑠 следует 𝑡=𝑡′. Множество
всех диагональных систем уравнений над переменными из 𝑉
и функциональными символами из 𝐹 будем обозначать через
𝑆𝑦𝑠𝑡𝑒𝑚𝑠(𝐹, 𝑉 ) (∅∈𝑆𝑦𝑠𝑡𝑒𝑚𝑠(𝐹, 𝑉 )).

Определение 22. На множестве систем уравнений опре-

делим отображение ⟨𝑏𝑜𝑢𝑛𝑑
𝑉 𝑎𝑟𝑠 ⟩:𝑆𝑦𝑠𝑡𝑒𝑚𝑠(𝐹, 𝑉 )→2𝑉 (/21/) следующим

образом: для любой системы 𝑠∈𝑆𝑦𝑠𝑡𝑒𝑚𝑠(𝐹, 𝑉 )

⟨𝑏𝑜𝑢𝑛𝑑
𝑉 𝑎𝑟𝑠 ⟩(𝑠)

𝑑𝑒𝑓
= {𝑥 : 𝑥=𝜏∈𝑠}.

Определение 23. Пусть 𝐹 –множество функциональных
символов (/15/) и 𝑉 - множество переменных (множество функци-
ональных символов арности 0) не пересекающееся с 𝐹 . Опреде-
лим отображение ⟨𝑆𝑦𝑠𝑡𝑒𝑚

𝑇𝑜𝑆𝑢𝑏𝑠⟩:𝑆𝑦𝑠𝑡𝑒𝑚𝑠(𝐹, 𝑉 )→𝑠𝑢𝑏𝑠𝑡𝑖𝑡𝑢𝑡𝑖𝑜𝑛𝑠(𝐹, 𝑉 )
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следующим образом.
Для всех 𝑠∈𝑆𝑦𝑠𝑡𝑒𝑚𝑠(𝐹, 𝑉 ) (/21/) ⟨𝑆𝑦𝑠𝑡𝑒𝑚

𝑇𝑜𝑆𝑢𝑏𝑠⟩(𝑠) это такая под-

становка 𝜙∈𝑠𝑢𝑏𝑠𝑡𝑖𝑡𝑢𝑡𝑖𝑜𝑛𝑠(𝐹, 𝑉 ) (/18/), что 𝑘𝑒𝑟𝑛𝑒𝑙(𝜙)
𝑑𝑒𝑓
= {𝑦 :

𝑦=𝑡∈𝑠&𝑦 ̸=𝑡} (/18/) и для любого 𝑥∈𝑘𝑒𝑟𝑛𝑒𝑙(𝜙) 𝑥=𝜙(𝑥)∈𝑠.

Определение 24. Пусть 𝑠∈𝑆𝑦𝑠𝑡𝑒𝑚𝑠(𝐹, 𝑉 ) (/21/).
Множеством внутренних подстановок системы уравнений 𝑠,
называется наименьшее множество подстановок ⟨𝑠𝑦𝑠𝑡𝑒𝑚𝑆𝑢𝑏𝑠 ⟩(𝑠)⊆
𝑠𝑢𝑏𝑠𝑡𝑖𝑡𝑢𝑡𝑖𝑜𝑛𝑠(𝐹, 𝑉 ), удовлетворяющее следующим условиям:

∙ Для любой системы уравнений 𝑠′⊆𝑠
⟨𝑆𝑦𝑠𝑡𝑒𝑚
𝑇𝑜𝑆𝑢𝑏𝑠⟩(𝑠′) ∈ ⟨𝑠𝑦𝑠𝑡𝑒𝑚𝑆𝑢𝑏𝑠 ⟩(𝑠);

∙ Если 𝜙,𝜙′∈⟨𝑠𝑦𝑠𝑡𝑒𝑚𝑆𝑢𝑏𝑠 ⟩(𝑠), то 𝜙(𝜙′)∈⟨𝑠𝑦𝑠𝑡𝑒𝑚𝑆𝑢𝑏𝑠 ⟩(𝑠).

1.8. ИНТЕРПРЕТАЦИЯ И ПОДОБИЕ ТЕРМОВ И
ПОДСТАНОВОК

Определение 25. Универсальной алгеброй [10, 11] называ-
ется тройка 𝐴= (𝑄,𝐹, 𝜇), где

𝑄 – не пустое множество элементов алгебры,
𝐹 –множество функциональных символов (/15/), такое, что

для любого 𝑞∈𝑄∩𝐹 𝑎𝑟𝑛(𝑞) = 0
𝜇:𝐹→∪{𝑄𝑖→𝑄 : 𝑖∈{0, 1, . . .}} – интерпретация функцио-

нальных символов – отображение, которое каждому 𝑓∈𝐹 ста-
вит в соответствие отображение 𝜙(𝑓):𝑄𝑎𝑟𝑛(𝑓) → 𝑄 (/1.3.3/),
определенное над последовательностями длины 𝑎𝑟𝑛(𝑓) (/1.4/) та-
кое, что для любого 𝑞∈𝑄∩𝐹 𝜇(𝑞)(𝜀) = 𝑞.

Содержательно, ограничение 𝜇(𝑞)(𝜀) = 𝑞 для 𝑞∈𝑄∩𝐹 озна-
чает, что элементы алгебры в качестве функциональных симво-
лов, используются только для обозначения самих себя.

В частности, если для 𝑐∈𝐹 𝑎𝑟𝑛(𝑐) = 0, то областью опре-
деления 𝜙(𝑐) является множество, состоящее из единственного
элемента 𝜀 – последовательность длины 0.

В дальнейшем мы будем пользоваться термином «алгебра»
вместо термина «универсальная алгебра».
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Если 𝑄 и 𝐹– конечные множества, то алгебра называется
конечной.

Определение 26. Пусть 𝐴=(𝑄,𝐹, 𝜇) – алгебра (/25/) и 𝑡∈
𝑇𝑒𝑟𝑚𝑠(𝐹, ∅). Будем говорить, что отображение 𝜙:⟨ 𝑠𝑢𝑏

𝑡𝑒𝑟𝑚𝑠⟩(𝑡)→𝑄
является 𝐴 - интерпретацией терма 𝑡, если для любого 𝜏∈
⟨ 𝑠𝑢𝑏
𝑡𝑒𝑟𝑚𝑠⟩(𝑡) выполняется равенство 𝜙(𝜏)=𝜇(𝜏(1))([*]𝜙(𝑆𝑜𝑛𝑠(𝜏)))

(если 𝜙(𝜏)=𝜇(𝑓)(𝜙(𝜏1),. . . ,𝜙(𝜏𝑛)), где 𝜏=𝑓(𝜏1,. . . ,𝜏𝑛)). В соответствии с
утверждением 7 определение корректно.

Утверждение 11. Пусть 𝐴=(𝑄,𝐹, 𝜇) – алгебра (/25/). Тогда
для любого 𝑡∈𝑇𝑒𝑟𝑚𝑠(𝐹, ∅) существует и единственна 𝐴- интер-
претация. Без

доказательства

Определение 27. Пусть 𝐴=(𝑄,𝐹, 𝜇) – алгебра (/25/). Опре-
делим отображение 𝐼𝑛𝑡𝑒𝑟𝑝𝑟𝑒𝑡𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛𝐴:𝑇𝑒𝑟𝑚𝑠(𝐹, ∅)→𝑄 (/16/) сле-
дующим образом:

для любого 𝑡∈𝑇𝑒𝑟𝑚𝑠(𝐹, ∅) (/16/), 𝐼𝑛𝑡𝑒𝑟𝑝𝑟𝑒𝑡𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛𝐴(𝑡) равно
𝜙(𝑡), где 𝜙 𝐴- интерпретация терма 𝑡 (согласно утверждению
11 определение корректно)

Определение 28. Алгебра 𝐴=(𝑄,𝐹, 𝜇) (/25/) называется вы-
разительной, если {𝐼𝑛𝑡𝑒𝑟𝑝𝑟𝑒𝑡𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛𝐴(𝑡) : 𝑡 ∈ 𝑇𝑒𝑟𝑚𝑠(𝐹, ∅)}=𝑄
Выразительным замыканием 𝐴 (обозначается 𝑒𝑥𝑡𝑒𝑛𝑠𝑖𝑜𝑛(𝐴)) на-
зывается алгебра (𝑄,𝐹 ∪𝑄,𝜇′), такая, что 𝜇′(𝑓)=𝜇(𝑓) для всех
𝑓∈𝐹 .
Содержательно, выразительное замыкание алгебры 𝐴 получается
из 𝐴 добавлением всех ее элементов в качестве констант (функ-
циональных символов нулевой арности).

Определение 29. Пусть 𝐴=(𝑄,𝐹, 𝜇) – алгебра (/25/), и
𝐵=𝑒𝑥𝑡𝑒𝑛𝑠𝑖𝑜𝑛(𝐴) – её выразительное замыкание (/28/). В даль-
нейшем, для любого терма 𝑡∈𝑇𝑒𝑟𝑚𝑠(𝐹∪𝑄, ∅) элемент алгебры
𝐼𝑛𝑡𝑒𝑟𝑝𝑟𝑒𝑡𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛𝐵(𝑡)∈𝑄 будет обозначаться 𝑣𝑎𝑙𝑢𝑒𝐴(𝑡).
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Кроме того, если 𝑉−множество (переменных) не пересека-
ющееся с 𝐹∪𝑄, и 𝜙 ∈ 𝑣𝑎𝑙𝑢𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛𝑠(𝐹 ∪ 𝑄,𝑉 ), то ⟨ 𝑠𝑢𝑏𝑠

𝑉 𝑎𝑙𝑢𝑒⟩𝐴(𝜙)это
такое отображение 𝑓 :𝑉→𝑄, что 𝑓(𝑥)=𝑣𝑎𝑙𝑢𝑒𝐴(𝜙(𝑥)) для всех
𝑥∈𝑉 .

Определение 30. Пусть 𝐴=(𝑄,𝐹, 𝜇) – алгебра (/25/). Будем
говорить, что термы 𝑡1, 𝑡2∈𝑇𝑒𝑟𝑚𝑠(𝐹∪𝑄,𝑉 ∖𝑄) (/16/) подобны
в алгебре 𝐴 (обозначается 𝑡1≡𝐴,𝑡𝑒𝑟𝑚𝑠𝑡2 либо 𝑡1≡𝐴𝑡2), если для
любой основной подстановки 𝜙∈𝑣𝑎𝑙𝑢𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛𝑠(𝑄,𝑉 ∖𝑄) справед-
ливо равенство 𝑣𝑎𝑙𝑢𝑒𝐴(𝜙(𝑡1))=𝑣𝑎𝑙𝑢𝑒𝐴′(𝜙(𝑡2)) (/27/). Будем гово-
рить, что подстановки 𝜙,𝜙′∈𝑠𝑢𝑏𝑠𝑡𝑖𝑡𝑢𝑡𝑖𝑜𝑛𝑠(𝐹∪𝑄,𝑉 ∖𝑄) (/18/) по-
добны в алгебре А (обозначается 𝜙≡𝐴,𝑠𝑢𝑏𝑠𝜙

′, либо 𝜙≡𝐴𝜙
′), ес-

ли для любой переменной 𝑥∈𝑉 ∖𝑄 термы 𝜙(𝑥) и 𝜙′(𝑥) подоб-
ны (𝜙(𝑥)≡𝐴𝜙

′(𝑥)).

Утверждение 12. Пусть 𝐴=(𝑄,𝐹, 𝜇) – алгебра (/25/) и 𝑉
множество (переменных) не пересекающееся с 𝐹∪𝑄. Тогда

∙ ≡𝐴,𝑠𝑢𝑏𝑠∈𝐸𝑞𝑢𝑖𝑣𝑎𝑙𝑒𝑛𝑐𝑒𝑠(𝑠𝑢𝑏𝑠𝑡𝑖𝑡𝑢𝑡𝑖𝑜𝑛𝑠(𝐹∪𝑄,𝑉 )) (/1.3.1/),
∙ ≡𝐴,𝑡𝑒𝑟𝑚𝑠∈𝐸𝑞𝑢𝑖𝑣𝑎𝑙𝑒𝑛𝑐𝑒𝑠(𝑇𝑒𝑟𝑚𝑠(𝐹∪𝑄,𝑉 )) и
∙ для любых 𝜙,𝜓, 𝜙′, 𝜓′∈𝑠𝑢𝑏𝑠𝑡𝑖𝑡𝑢𝑡𝑖𝑜𝑛𝑠(𝐹∪𝑄,𝑉 ) (/18/) и лю-

бых 𝑡, 𝑡′∈𝑇𝑒𝑟𝑚𝑠(𝐹∪𝑄,𝑉 ) (/16/) таких, что 𝜙≡𝐴,𝑠𝑢𝑏𝑠𝜙
′,

𝜓≡𝐴,𝑠𝑢𝑏𝑠𝜓
′ и 𝑡≡𝐴,𝑡𝑒𝑟𝑚𝑠𝑡

′ выполняются отношения
𝜙(𝑡)≡𝐴,𝑡𝑒𝑟𝑚𝑠𝜙

′(𝑡′) и 𝜙𝜓≡𝐴,𝑠𝑢𝑏𝑠𝜙
′𝜓′ (/30/). Без

доказательства

1.9. РЕШЕНИЯ СИСТЕМ УРАВНЕНИЙ
Далее с помощью введенного определения интерпретации

термов определяется понятие решения и параметрического ре-
шения системы уравнений.

Определение 31. Пусть 𝐴=(𝑄,𝐹, 𝜇) – алгебра (/25/),
𝑉 - множество (переменных), не пересекающееся с 𝐹∪𝑄,
и 𝑠 ∈ 𝑆𝑦𝑠𝑡𝑒𝑚𝑠(𝐹, 𝑉 ) – система уравнений (/21/). Отображение
𝜙:𝑉→𝑄 называется решением 𝑠 в 𝐴, если для любого уравне-
ния 𝑥=𝑡∈𝑠 (/20/) справедливо равенство 𝜙(𝑥)=𝑣𝑎𝑙𝑢𝑒𝐴(𝜙𝑇𝑒𝑟𝑚𝑠(𝑡))
(/18,27/) (равенство 𝜙(𝑥)=𝑣𝑎𝑙𝑢𝑒𝐴(𝜙

𝑇𝑒𝑟𝑚𝑠(𝑡)) эквивалентно тож-
деству 𝜙(𝑥) ≡ 𝐴𝜙

𝑇𝑒𝑟𝑚𝑠(𝑡)).
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Множество всех решений системы уравнений 𝑠 в 𝐴 обозна-
чается 𝑠𝑜𝑙𝑢𝑡𝑖𝑜𝑛𝑠(𝑠,𝐴)

Определение 32. Пусть 𝐴=(𝑄,𝐹, 𝜇) – алгебра (/25/),
𝑉 - множество (переменных), не пересекающееся с 𝐹∪𝑄,
и 𝑠 ∈ 𝑆𝑦𝑠𝑡𝑒𝑚𝑠(𝐹, 𝑉 ) – система уравнений (/21/). Отображение
𝜙:𝑉→𝑇𝑒𝑟𝑚𝑠(𝐹∪𝑄,𝑉 ) (/16/) называется параметрическим реше-
нием 𝑠 в 𝐴, если для любого отображения 𝜓:𝑉→𝑄 отображе-
ние ⟨ 𝑠𝑢𝑏𝑠

𝑉 𝑎𝑙𝑢𝑒⟩𝐴(𝜓
𝑇𝑒𝑟𝑚𝑠

(𝜙
𝑇𝑒𝑟𝑚𝑠

)) (/29,19/) является решением 𝑠 в 𝐴 (/31/)

(любое решение является параметрическим решением, но не на-
оборот). Множество всех параметрических решений системы
𝑠∈𝑆𝑦𝑠𝑡𝑒𝑚𝑠(𝐹, 𝑉 ) над 𝐴 будет обозначаться ⟨𝑃𝑎𝑟𝑎𝑚𝑒𝑡𝑟𝑖𝑐

𝑆𝑜𝑙𝑢𝑡𝑖𝑜𝑛𝑠 ⟩𝐴, 𝑉 (𝑠).
Параметрическое решение 𝜙∈⟨𝑃𝑎𝑟𝑎𝑚𝑒𝑡𝑟𝑖𝑐

𝑆𝑜𝑙𝑢𝑡𝑖𝑜𝑛𝑠 ⟩𝐴,𝑉 (𝑠) системы 𝑠
называется полным, если для любого решения 𝜓∈𝑠𝑜𝑙𝑢𝑡𝑖𝑜𝑛𝑠(𝑠,𝐴)
системы 𝑠 существует отображение 𝜆:𝑉→𝑄 такое, что вы-
полняется ⟨ 𝑠𝑢𝑏𝑠

𝑉 𝑎𝑙𝑢𝑒⟩𝐴(𝜆
𝑇𝑒𝑟𝑚𝑠

(𝜙
𝑇𝑒𝑟𝑚𝑠

))=𝜓(𝑥) (/29,19/).
Будем говорить, что параметрическое решение

𝜙∈⟨𝑃𝑎𝑟𝑎𝑚𝑒𝑡𝑟𝑖𝑐
𝑆𝑜𝑙𝑢𝑡𝑖𝑜𝑛𝑠 ⟩𝐴,𝑉 (𝑠) системы 𝑠∈𝑆𝑦𝑠𝑡𝑒𝑚𝑠(𝐹, 𝑉 ), является сво-

бодным решением 𝑠, если 𝜙𝑇𝑒𝑟𝑚𝑠 ∈ ⟨𝑠𝑦𝑠𝑡𝑒𝑚𝑆𝑢𝑏𝑠 ⟩(𝑠) (/19,24/). Множе-
ство всех свободных решений системы 𝑠∈𝑆𝑦𝑠𝑡𝑒𝑚𝑠(𝐹, 𝑉 ) будем
обозначать ⟨ 𝐹𝑟𝑒𝑒

𝑆𝑜𝑙𝑢𝑡𝑖𝑜𝑛𝑠⟩𝐴(𝑠).

Утверждение 13. Пусть 𝐴=(𝑄,𝐹, 𝜇) –алгебра (/25/), 𝑉 -мно-
жество (переменных), не пересекающееся с 𝐹∪𝑄, и
𝜙∈⟨𝑃𝑎𝑟𝑎𝑚𝑒𝑡𝑟𝑖𝑐

𝑆𝑜𝑙𝑢𝑡𝑖𝑜𝑛𝑠 ⟩𝐴,𝑉 (𝑠)-параметрическое решение (/32/) системы ура-
внений 𝑠∈𝑆𝑦𝑠𝑡𝑒𝑚𝑠(𝐹, 𝑉 ) (/21/). Тогда для любой подстановки
𝜓∈𝑠𝑢𝑏𝑠𝑡𝑖𝑡𝑢𝑡𝑖𝑜𝑛𝑠(𝐹∪𝑄,𝑉 ) справедливо включение
𝜓(𝜙𝑇𝑒𝑟𝑚𝑠(𝐹∪𝑄,𝑉 ))∈⟨𝑃𝑎𝑟𝑎𝑚𝑒𝑡𝑟𝑖𝑐

𝑆𝑜𝑙𝑢𝑡𝑖𝑜𝑛𝑠 ⟩𝐴,𝑉 (𝑠). Без
доказательства

Следствие 1. Пусть 𝐴=(𝑄,𝐹, 𝜇) –алгебра (/25/), 𝑉 -мно-
жество (переменных), не пересекающееся с 𝐹∪𝑄, и 𝜙- парамет-
рическое решение (/32/) системы уравнений (/21/) 𝑠∈𝑆𝑦𝑠𝑡𝑒𝑚𝑠(𝐹, 𝑉 )
(𝜙∈

⟨
𝑃𝑎𝑟𝑎𝑚𝑒𝑡𝑟𝑖𝑐
𝑆𝑜𝑙𝑢𝑡𝑖𝑜𝑛𝑠

⟩
𝐴,𝑉 (𝑠)). Тогда для любой основной подстановки

𝜓∈𝑣𝑎𝑙𝑢𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛𝑠(𝐹∪𝑄,𝑉 ) справедливо включение
⟨ 𝑠𝑢𝑏𝑠
𝑉 𝑎𝑙𝑢𝑒⟩𝐴(𝜓𝜙𝑇𝑒𝑟𝑚𝑠(𝐹∪𝑄,𝑉 ))∈𝑠𝑜𝑙𝑢𝑡𝑖𝑜𝑛𝑠(𝑠,𝐴)
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(значение
⟨

𝑠𝑢𝑏𝑠
𝑉 𝑎𝑙𝑢𝑒

⟩
𝐴(𝜓𝜙𝑇𝑒𝑟𝑚𝑠 (𝐹∪𝑄,𝑉 )) определено в силу утв. 9:

𝜓𝜙𝑇𝑒𝑟𝑚𝑠(𝐹∪𝑄,𝑉 )∈𝑣𝑎𝑙𝑢𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛𝑠(𝐹∪𝑄,𝑉 )). Без
доказательства

Следующее утверждение фиксирует, тот факт, что при за-
мене любой переменной в правой части уравнения системы на
правую часть уравнения, описывающего заменяемую перемен-
ную, решения не теряются.

Утверждение 14. (Все свободные решения системы уравне-
ний являются полными решениями). Пусть 𝐴=(𝑄,𝐹, 𝜇) –алгебра
(/25/) и 𝑠∈𝑆𝑦𝑠𝑡𝑒𝑚𝑠(𝐹, 𝑉 ) – система уравнений (/21/). Тогда любое
свободное решение 𝜙:𝑉 → 𝑇𝑒𝑟𝑚𝑠(𝐹, 𝑉 ) (∈

⟨
𝐹𝑟𝑒𝑒

𝑆𝑜𝑙𝑢𝑡𝑖𝑜𝑛𝑠

⟩
𝐴(𝑠) /32/) систе-

мы 𝑠 над 𝐴 является полным решением 𝑠 над 𝐴 (/32/). Без
доказательства

2. Функциональные сети

2.1. СИНТАКСИС

Определение 33. Функциональной сетью называется чет-
верка 𝐺 = (𝑉 ,𝑅,𝐹 ,𝑓𝑢𝑛𝑐𝑡𝑜𝑟), где

∙ 𝑉 – множество вершин;
∙ 𝐹– множество функциональных символов (/15/), такое,

что 𝑉 ∩𝐹=∅;
∙ 𝑓𝑢𝑛𝑐𝑡𝑜𝑟:𝑉 → 𝐹∪𝑉 –такое отображение, что для лю-

бой вершины 𝑥∈𝑉 из 𝑓𝑢𝑛𝑐𝑡𝑜𝑟(𝑥)∈𝑉 следует 𝑓𝑢𝑛𝑐𝑡𝑜𝑟(𝑥)=𝑥;
∙ 𝑅⊆𝑉×{1, 2, . . .}×𝑉 – множество дуг, помеченных на-

туральными числами, такое, что для любой вершины 𝑥∈𝑉
выполняются следующие условия:

∘ Если 𝑓𝑢𝑛𝑐𝑡𝑜𝑟(𝑥)∈𝐹 , то
{(𝑖, 𝑦) : (𝑥, 𝑖, 𝑦)∈𝑅}∈ ({1, ..., 𝑎𝑟𝑛(𝑓𝑢𝑛𝑐𝑡𝑜𝑟(𝑥))} → 𝑉 ) (/15,1.3.3,1.4/);
∘ Если 𝑓𝑢𝑛𝑐𝑡𝑜𝑟(𝑥)=𝑥, то {(𝑖, 𝑦) : (𝑥, 𝑖, 𝑦)∈𝑅}=∅.

Таким образом, если из вершины 𝑥∈𝑉 выходит 𝑛 дуг, то
вершине соответствует функциональный блок 𝑓 с 𝑛 входами
(𝑓𝑢𝑛𝑐𝑡𝑜𝑟(𝑥)=𝑓 , 𝑓∈ 𝐹 и 𝑎𝑟𝑛(𝑓)=𝑛), у которого все входы прону-
мерованы. Если же вершина 𝑥 является висячей (нет выходящих
из 𝑥 дуг), то вершине соответствует функциональный блок, не

44



Системный анализ

имеющий входов (генератор постоянного сигнала) либо входной
сигнал (в случае, когда 𝑓𝑢𝑛𝑐𝑡𝑜𝑟(𝑥)=𝑥).

Функциональная сеть (в дальнейшем сеть) (𝑉 ,𝑅,𝐹 ,𝑓𝑢𝑛𝑐𝑡𝑜𝑟)
называется конечной, если 𝑉 – конечное множество. Везде в
дальнейшем под термином сеть будет подразумеваться конеч-
ная сеть.

Пусть 𝑊 множество, в дальнейшем множество всех таких
конечных сетей 𝐺 = (𝑉 ,𝑅, 𝐹 ′, 𝑓𝑢𝑛𝑐𝑡𝑜𝑟) , что 𝑉⊆𝑊 и 𝐹 ′⊆𝐹 ,
будем обозначать 𝑛𝑒𝑡𝑤𝑎𝑟𝑒𝑠(𝑊,𝐹 ).

Если 𝐺 = (𝑉 ,𝑅, 𝐹 ′, 𝑓𝑢𝑛𝑐𝑡𝑜𝑟) ∈ 𝑛𝑒𝑡𝑤𝑎𝑟𝑒𝑠(𝑊,𝐹 ), то 𝐺.𝑛𝑜𝑑𝑒𝑠
является обозначением для 𝑉 , 𝐺.𝑎𝑟𝑐𝑠 является обозначением для
𝑅 и 𝐺.𝑓𝑢𝑛𝑐𝑡𝑜𝑟 обозначением для 𝑓𝑢𝑛𝑐𝑡𝑜𝑟.

Определение 34. Пусть 𝐺 = (𝑉 ,𝑅, 𝐹 , 𝑓𝑢𝑛𝑐𝑡𝑜𝑟) – функцио-
нальная сеть (/33/), 𝑥 ∈ 𝑉 , 𝑓𝑢𝑛𝑐𝑡𝑜𝑟(𝑥) ̸= 𝑥 и 𝑎𝑟𝑛(𝑓𝑢𝑛𝑐𝑡𝑜𝑟(𝑥)) >
0. Тогда для 𝑖 ∈ {1, ..., 𝑎𝑟𝑛(𝑓𝑢𝑛𝑐𝑡𝑜𝑟(𝑥))} 𝑥[𝑖] –это такая од-

нозначно определенная вершина, что (𝑥, 𝑖, 𝑥[𝑖]) ∈ 𝑅. В слу-
чае, когда 𝑓𝑢𝑛𝑐𝑡𝑜𝑟(𝑥) = 𝑥, либо когда 𝑓𝑢𝑛𝑐𝑡𝑜𝑟(𝑥) ̸= 𝑥 и
𝑖 > 𝑎𝑟𝑛(𝑓𝑢𝑛𝑐𝑡𝑜𝑟(𝑥)), значение 𝑥[𝑖] полагается равным ∅.

Таким образом, если 𝑥 – функциональный блок в сети, то
𝑥[𝑖] – это тот блок, к которому в сети подсоединен 𝑖 - ый вход
блока 𝑥, либо ∅, в случае если у 𝑥 нет входа с номером 𝑖.

В следующем определении уточняется, что такое характери-
стическая система уравнений для функциональной схемы.

Определение 35. Характеристической системой уравнений
для сети 𝑁 = (𝑉 ,𝑅, 𝐹 , 𝑓𝑢𝑛𝑐𝑡𝑜𝑟) ∈ 𝑛𝑒𝑡𝑤𝑎𝑟𝑒𝑠(𝑊,𝐹 ) (/33/) называется
система уравнений 𝑠𝑦𝑠𝑡𝑒𝑚(𝑁) ∈ 𝑆𝑦𝑠𝑡𝑒𝑚𝑠(𝐹, 𝑉 ) (/21/) такая, что

𝑠𝑦𝑠𝑡𝑒𝑚(𝑁)
𝑑𝑒𝑓
= {𝑥 = {𝑓}∧𝜋𝑥 :

𝑥 ∈ 𝑉&𝑓 = 𝑓𝑢𝑛𝑐𝑡𝑜𝑟(𝑥)&𝑓 ̸= 𝑥&𝜋𝑥={(𝑖, 𝑦) : (𝑥, 𝑖, 𝑦) ∈ 𝑅}}
Пояснение. В силу определения /33/
𝜋𝑥= {(𝑖, 𝑦) : (𝑥, 𝑖, 𝑦)∈𝑅}∈𝑉 𝑎𝑟𝑛(𝑓) (/1.4,15/), а значит определение кор-
ректно. Здесь существенным образом используется определение
/1.3.3/ понятия отображения. На содержательном уровне
𝑠𝑦𝑠𝑡𝑒𝑚(𝑁)= {𝑥=𝑓(𝑥[1],. . . , 𝑥[𝑎𝑟𝑛(𝑓)]) : 𝑥∈𝑉&𝑓 = 𝑓𝑢𝑛𝑐𝑡𝑜𝑟(𝑥)&𝑓 ̸=𝑥}
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2.2. ПЛАН ВЫЧИСЛЕНИЯ И ПОДСТАНОВКА ВЫЧИСЛЕНИЯ

Определение 36. Пусть 𝑁 = (𝑉 ,𝑅, 𝐹 , 𝑓𝑢𝑛𝑐𝑡𝑜𝑟) - функцио-
нальная сеть (/33/). Произвольную последовательность
𝜋 ∈ ({1, 2, . . .} → 2𝑉 ∖{∅})∪ (2𝑉 ∖{∅})* (конечную при 𝜋 ∈ (2𝑉 ∖
{∅})*, либо бесконечную при 𝜋 ∈ {1, 2, . . .} → 2𝑉 ∖ {∅}) будем
называть планом настройки сети 𝑁 . Множество всех конечных
планов настройки 𝑁 (множество всех строк над 2𝑉 ∖{∅}) будем
обозначать ⟨𝐶𝑜𝑚𝑝𝑢𝑡𝑒𝑟

𝑃𝑙𝑎𝑛𝑠 ⟩(𝑁), а множество всех планов настройки
𝑁 будем обозначать ⟨𝐴𝑙𝑙𝐶𝑜𝑚𝑝𝑢𝑡𝑒𝑟

𝑃𝑙𝑎𝑛𝑠 ⟩(𝑁).

Определение 37. Пусть 𝑁 = (𝑉 ,𝑅, 𝐹 , 𝑓𝑢𝑛𝑐𝑡𝑜𝑟) -
функциональная сеть (/33/) и 𝑠 ⊆ 𝑉 . Итерационной 𝑠 - подстанов-
кой (обозначается 𝑖𝑡𝑒𝑟𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛𝑁,𝑠) называется такая подстановка
𝜙 ∈ 𝑠𝑢𝑏𝑠𝑡𝑖𝑡𝑢𝑡𝑖𝑜𝑛𝑠(𝐹, 𝑉 ) (/18/), что

𝑘𝑒𝑟𝑛𝑒𝑙(𝜙) = {𝑥 : 𝑥 ∈ 𝑠&𝑓𝑢𝑛𝑐𝑡𝑜𝑟(𝑥) ̸= 𝑥} (/18/) и
для любого 𝑥 ∈ 𝑘𝑒𝑟𝑛𝑒𝑙(𝜙) 𝑥 = 𝜙(𝑥) ∈ 𝑠𝑦𝑠𝑡𝑒𝑚(𝑁) (/35/).

Определение 38. Пусть 𝑁 = (𝑉 ,𝑅, 𝐹 , 𝑓𝑢𝑛𝑐𝑡𝑜𝑟) – функци-
ональная сеть (/33/). Определим отображение
⟨𝐶𝑜𝑚𝑝𝑢𝑡𝑒𝑟

𝑆𝑢𝑏 ⟩𝑁 :⟨𝐶𝑜𝑚𝑝𝑢𝑡𝑒𝑟
𝑃𝑙𝑎𝑛𝑠 ⟩(𝑁) → 𝑠𝑢𝑏𝑠𝑡𝑖𝑡𝑢𝑡𝑖𝑜𝑛𝑠(𝐹, 𝑉 ) (/36,18/) во множе-

ство подстановок следующим образом. Для любой строки
𝛼 ∈ ⟨𝐶𝑜𝑚𝑝𝑢𝑡𝑒𝑟

𝑃𝑙𝑎𝑛𝑠 ⟩(𝑁) (/36/)

∙ если 𝛼=𝜀 (/1.4/), то ⟨𝐶𝑜𝑚𝑝𝑢𝑡𝑒𝑟
𝑆𝑢𝑏 ⟩𝑁 (𝛼) – тождественная под-

становка (𝑘𝑒𝑟𝑛𝑒𝑙(⟨𝐶𝑜𝑚𝑝𝑢𝑡𝑒𝑟
𝑆𝑢𝑏 ⟩𝑁 (𝜀)) = ∅ (/18/)).

∙ если 𝛼 ̸= 𝜀 и 𝛼 = 𝛼(1)∧𝛼′ (/1.4/), то
⟨𝐶𝑜𝑚𝑝𝑢𝑡𝑒𝑟

𝑆𝑢𝑏 ⟩𝑁 (𝛼) = 𝑖𝑡𝑒𝑟𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛𝑁,𝛼(1)⟨𝐶𝑜𝑚𝑝𝑢𝑡𝑒𝑟
𝑆𝑢𝑏 ⟩𝑁 (𝛼′) (/18|Обозначения,37/:

Таким образом
⟨
𝐶𝑜𝑚𝑝𝑢𝑡𝑒𝑟

𝑆𝑢𝑏

⟩
𝑁 (𝛼) = 𝑖𝑡𝑒𝑟𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛𝑁,𝛼(1)(

⟨
𝐶𝑜𝑚𝑝𝑢𝑡𝑒𝑟

𝑆𝑢𝑏

⟩
𝑁 (𝛼′)) =⟨

𝐶𝑜𝑚𝑝𝑢𝑡𝑒𝑟
𝑆𝑢𝑏

⟩
𝑁 (𝛼′)∙ 𝑖𝑡𝑒𝑟𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛𝑁,𝛼(1)).

Множеством подстановок, порождаемых сетью 𝑁 , называется

множество ⟨𝑁𝑒𝑡𝑊𝑜𝑟𝑘
𝑆𝑢𝑏𝑠 ⟩(𝑁)

𝑑𝑒𝑓
= {⟨𝐶𝑜𝑚𝑝𝑢𝑡𝑒𝑟

𝑆𝑢𝑏 ⟩𝑁 (𝛼) : 𝛼 ∈ ⟨𝐶𝑜𝑚𝑝𝑢𝑡𝑒𝑟
𝑃𝑙𝑎𝑛𝑠 ⟩(𝑁)}.

Утверждение 15. Пусть 𝑁 = (𝑉 ,𝑅, 𝐹 , 𝑓𝑢𝑛𝑐𝑡𝑜𝑟) – функци-
ональная сеть (/33/). Тогда ⟨𝑁𝑒𝑡𝑊𝑜𝑟𝑘

𝑆𝑢𝑏𝑠 ⟩(𝑁) = ⟨𝑠𝑦𝑠𝑡𝑒𝑚𝑆𝑢𝑏𝑠 ⟩(𝑠𝑦𝑠𝑡𝑒𝑚(𝑁)).
Без

доказательства
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2.3. СЕМАНТИКА

Определение 39. Говорят, что функциональная сеть
𝑁 = (𝑉 ,𝑅, 𝐹 , 𝑓𝑢𝑛𝑐𝑡𝑜𝑟) (/33/) задана над алгеброй 𝐴 = (𝑄,𝐹 ′, 𝜇)
(/25/), если 𝐹 ⊆ 𝐹 ′ и 𝑉 ∩ (𝐹 ∪𝑄) = ∅ .

Определение 40. Пусть 𝑁 = (𝑉 ,𝑅, 𝐹 , 𝑓𝑢𝑛𝑐𝑡𝑜𝑟) – функ-
циональная сеть (/33/) над алгеброй 𝐴 = (𝑄,𝐹, 𝜇) (/25,39/). Для
любого множества 𝑠⊆𝑉 на множестве 𝑆𝑡𝑎𝑡𝑒𝑠(𝐴,𝑁) (в соответ-

ствии с /2/ 𝑆𝑡𝑎𝑡𝑒𝑠(𝐴,𝑁) = 𝑁.𝑛𝑜𝑑𝑒𝑠 → 𝑄 /33/) определим отображение
𝑠𝑡𝑒𝑝𝐴,𝑁,𝑠 : 𝑆𝑡𝑎𝑡𝑒𝑠(𝐴,𝑁) → 𝑆𝑡𝑎𝑡𝑒𝑠(𝐴,𝑁) следующим образом:
для любого состояния 𝑔 : 𝑉 → 𝑄 𝑠𝑡𝑒𝑝𝐴,𝑁,𝑠(𝑔) это такое отоб-
ражение 𝑔′ : 𝑉 → 𝑄, что

для любого 𝑥 ∈ (𝑉 ∖ 𝑠) ∪ {𝑦 : 𝑦 ∈ 𝑉&𝑓𝑢𝑛𝑐𝑡𝑜𝑟(𝑦) = 𝑦}
𝑔′(𝑥) = 𝑔(𝑥),

а для любого 𝑥 ∈ 𝑠 ∖ {𝑦 : 𝑦 ∈ 𝑉&𝑓𝑢𝑛𝑐𝑡𝑜𝑟(𝑦) = 𝑦} и для по-
следовательности 𝜋 ∈ 𝑄𝑎𝑟𝑛(𝑓𝑢𝑛𝑐𝑡𝑜𝑟(𝑥)) такой, что 𝜋(𝑖) = 𝑔(𝑥[𝑖]),
для всех 𝑖 ∈ 𝑑𝑜𝑚(𝜋), выполняется 𝑔′(𝑥) = 𝜇(𝑓𝑢𝑛𝑐𝑡𝑜𝑟(𝑥))(𝜋) .

Замечание . В частности, для любых 𝑔∈𝑆𝑡𝑎𝑡𝑒𝑠(𝐴,𝑁 ) и
𝑥∈𝑁 .𝑛𝑜𝑑𝑒𝑠 ⟨𝑛𝑜𝑑𝑒

𝑠𝑡𝑒𝑝⟩𝑥(𝑔) =𝑠𝑡𝑒𝑝𝐴,𝑁,{𝑥}(𝑔) (/3,40/).

Определение 41. Пусть 𝑁 = (𝑉 ,𝑅, 𝐹 , 𝑓𝑢𝑛𝑐𝑡𝑜𝑟) – функци-
ональная сеть (/33/) над алгеброй 𝐴 = (𝑄,𝐹, 𝜇) (/25,39/). Определим

отображение ⟨𝑒𝑓𝑓𝑒𝑐𝑡𝑖𝑣𝑒𝑃 𝑙𝑎𝑛𝑠 ⟩𝐴,𝑁 : 𝑆𝑡𝑎𝑡𝑒𝑠(𝐴,𝑁) → 2⟨
𝐶𝑜𝑚𝑝𝑢𝑡𝑒𝑟

𝑃𝑙𝑎𝑛𝑠 ⟩(𝑁) сле-
дующим образом.
Для любого 𝑓 ∈ 𝑆𝑡𝑎𝑡𝑒𝑠(𝐴,𝑁) и 𝜋 ∈ ⟨𝐶𝑜𝑚𝑝𝑢𝑡𝑒𝑟

𝑃𝑙𝑎𝑛𝑠 ⟩(𝑁) 𝜋 ∈ ⟨𝑒𝑓𝑓𝑒𝑐𝑡𝑖𝑣𝑒
𝑃𝑙𝑎𝑛𝑠 ⟩𝐴,𝑁 (𝑓)

тогда и только тогда, когда состояние ⟨𝐶𝑜𝑚𝑝𝑢𝑡𝑒𝑟
𝑅𝑒𝑠𝑢𝑙𝑡 ⟩𝐴,𝑁 (𝑓, 𝜋) яв-

ляется настроенным (/4/: Планы настройки из множества
⟨
𝑒𝑓𝑓𝑒𝑐𝑡𝑖𝑣𝑒

𝑃𝑙𝑎𝑛𝑠

⟩
𝐴,𝑁 (𝑓)

будут планами полной настройки для состояния 𝑓).
Настроечная последовательность 𝜋 называется полной, ес-

ли в ней есть согласованное состояние (если существует 𝑖 ∈
𝑑𝑜𝑚(𝜋), такое, что 𝜋(𝑖)- согласованное состояние). Настро-

ечная последовательность называется избыточной, если в ней
присутствует более одного согласованного состояния.
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Утверждение 16. Пусть 𝑁 = (𝑉 ,𝑅, 𝐹 , 𝑓𝑢𝑛𝑐𝑡𝑜𝑟) – функ-
циональная сеть (/33/) над алгеброй 𝐴 = (𝑄,𝐹, 𝜇) (/25,39/) и
𝑓∈𝑆𝑡𝑎𝑡𝑒𝑠(𝐴,𝑁). Тогда вершина 𝑥∈𝑉 настроена в состоянии 𝑓
в том и только в том случае, когда выполняется ровно одно из
следующих условий:

∙ Либо 𝑓𝑢𝑛𝑐𝑡𝑜𝑟(𝑥)=𝑥
∙ Либо 𝑓𝑢𝑛𝑐𝑡𝑜𝑟(𝑥)=𝑔∈𝐹 и отображение 𝑓 :𝑉→𝑄 являет-

ся решением системы (из одного уравнения) {𝑥={𝑔}∧𝜋}, где
𝜋∈𝑉 𝑎𝑟𝑛(𝑔) и для любого 𝑖∈𝑑𝑜𝑚(𝜋) 𝜋(𝑖)=𝑥[𝑖]. Без

доказательства

Следствие 1. Пусть 𝑁 - функциональная сеть (/33/) над ал-
геброй 𝐴 (/40/). Тогда состояние 𝑓 ∈ 𝑆𝑡𝑎𝑡𝑒𝑠(𝐴,𝑁) (/2/) явля-
ется настроенным (/4/) в том и только в том случае, когда
𝑓 ∈ 𝑠𝑜𝑙𝑢𝑡𝑖𝑜𝑛𝑠(𝑠𝑦𝑠𝑡𝑒𝑚(𝑁), 𝐴). Без

доказательства

Определение 42. Пусть 𝑁 функциональная сеть (/33/) над
алгеброй 𝐴 = (𝑄,𝐹, 𝜇) (/40/). Определим отображения

⟨𝐶𝑜𝑚𝑝𝑢𝑡𝑒𝑟
𝑃𝑟𝑜𝑡𝑜𝑐𝑜𝑙 ⟩𝐴,𝑁 : 𝑆𝑡𝑎𝑡𝑒𝑠(𝐴,𝑁)×⟨𝐴𝑙𝑙𝐶𝑜𝑚𝑝𝑢𝑡𝑒𝑟

𝑃𝑙𝑎𝑛𝑠 ⟩(𝑁) → 𝑆𝑡𝑎𝑡𝑒𝑠(𝐴,𝑁)* и
⟨𝐶𝑜𝑚𝑝𝑢𝑡𝑒𝑟

𝑅𝑒𝑠𝑢𝑙𝑡 ⟩𝐴,𝑁 : 𝑆𝑡𝑎𝑡𝑒𝑠(𝐴,𝑁)× ⟨𝐶𝑜𝑚𝑝𝑢𝑡𝑒𝑟
𝑃𝑙𝑎𝑛𝑠 ⟩(𝑁) → 𝑆𝑡𝑎𝑡𝑒𝑠(𝐴,𝑁)

следующим образом:
∙ Для любых 𝑓 ∈ 𝑆𝑡𝑎𝑡𝑒𝑠(𝐴,𝑁) и 𝜏 ∈ ⟨𝐴𝑙𝑙𝐶𝑜𝑚𝑝𝑢𝑡𝑒𝑟

𝑃𝑙𝑎𝑛𝑠 ⟩(𝑁)

⟨𝐶𝑜𝑚𝑝𝑢𝑡𝑒𝑟
𝑃𝑟𝑜𝑡𝑜𝑐𝑜𝑙 ⟩𝐴,𝑁 (𝑓, 𝜏) это такая последовательность 𝜋 элемен-

тов из 𝑆𝑡𝑎𝑡𝑒𝑠(𝐴,𝑁), которая является последовательностью
минимальной длины, из всех последовательностей, удовлетво-
ряющих следующим условиям:

∘ 1 ∈ 𝑑𝑜𝑚(𝜋) и 𝜋(1) = 𝑓 ;
∘ если 𝑖 ∈ 𝑑𝑜𝑚(𝜏) ∩ 𝑑𝑜𝑚(𝜋), то 𝑖 + 1 ∈ 𝑑𝑜𝑚(𝜋) и при

этом 𝜋(𝑖+ 1) = 𝑠𝑡𝑒𝑝𝐴,𝑁,𝜏(𝑖)(𝜋(𝑖)) (/40/).
∙ Для любого 𝜏 ∈ ⟨𝐶𝑜𝑚𝑝𝑢𝑡𝑒𝑟

𝑃𝑙𝑎𝑛𝑠 ⟩(𝑁)

⟨𝐶𝑜𝑚𝑝𝑢𝑡𝑒𝑟
𝑅𝑒𝑠𝑢𝑙𝑡 ⟩𝐴,𝑁 (𝑓, 𝜏)

𝑑𝑒𝑓
= 𝑙𝑎𝑠𝑡(⟨𝐶𝑜𝑚𝑝𝑢𝑡𝑒𝑟

𝑃𝑟𝑜𝑡𝑜𝑐𝑜𝑙 ⟩(𝑓, 𝜏)) (/1.4/).
Последовательность состояний

𝜋 ∈ ({1, 2, . . .} → 𝑆𝑡𝑎𝑡𝑒𝑠(𝐴,𝑁)) ∪ (𝑆𝑡𝑎𝑡𝑒𝑠(𝐴,𝑁)*) (/40/)

(конечная, при 𝜋 ∈ 𝑆𝑡𝑎𝑡𝑒𝑠(𝐴,𝑁)*, либо бесконечная) называется настро-
ечной последовательностью, если существует план настройки
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𝜏 ∈ ⟨𝐴𝑙𝑙𝐶𝑜𝑚𝑝𝑢𝑡𝑒𝑟
𝑃𝑙𝑎𝑛𝑠 ⟩(𝑁) такой, что 𝜋 = ⟨𝐶𝑜𝑚𝑝𝑢𝑡𝑒𝑟

𝑃𝑟𝑜𝑡𝑜𝑐𝑜𝑙 ⟩(𝜋(1), 𝜏).

Определение 43. Пусть 𝑁 сеть (/33/) над алгеброй 𝐴 (/40/).
Множеством надежных планов настройки сети 𝑁 в алгебре 𝐴
называется такое множество ⟨𝑆𝑎𝐹𝑒

𝑃𝑙𝑎𝑛𝑠⟩𝐴(𝑁) ⊆ ⟨𝐶𝑜𝑚𝑝𝑢𝑡𝑒𝑟
𝑃𝑙𝑎𝑛𝑠 ⟩(𝑁), что

для любых 𝜋 ∈ ⟨𝑆𝑎𝐹𝑒
𝑃𝑙𝑎𝑛𝑠⟩𝐴(𝑁) и 𝑓 ∈ 𝑆𝑡𝑎𝑡𝑒𝑠(𝐴,𝑁) 𝜋 ∈ ⟨𝑒𝑓𝑓𝑒𝑐𝑡𝑖𝑣𝑒

𝑃𝑙𝑎𝑛𝑠 ⟩𝐴,𝑁 (𝑓).

Утверждение 17. Пусть 𝐺 = (𝑉 ,𝑅, 𝐹 , 𝑓𝑢𝑛𝑐𝑡𝑜𝑟) – функцио-
нальная сеть (/33/), 𝐴 = (𝑄,𝐹, 𝜇) – алгебра (/25/) и 𝑠 ⊆ 𝑉 . Тогда для
любого состояния 𝑓 ∈ 𝑆𝑡𝑎𝑡𝑒𝑠(𝐴,𝐺) выполняется тождество
(𝑠𝑡𝑒𝑝𝐴,𝐺,𝑠(𝑓))

𝑇𝑒𝑟𝑚𝑠(𝐹∪𝑄) ≡ 𝐴𝑓
𝑇𝑒𝑟𝑚𝑠(𝐹∪𝑄)(𝑖𝑡𝑒𝑟𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛𝑁,𝑠) (/19/)

(подстановка 𝑖𝑡𝑒𝑟𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛𝑁,𝑠 определена в /37/).

Доказательство. Пусть 𝑥∈𝑉 и 𝜙=𝑓𝑇𝑒𝑟𝑚𝑠(𝐹∪𝑄)(/19/:

𝜙 ∈ 𝑠𝑢𝑏𝑠𝑡𝑖𝑡𝑢𝑡𝑖𝑜𝑛𝑠(𝐹 ∪𝑄,𝑉 )). Достаточно доказать, что
𝑠𝑡𝑒𝑝𝐴,𝐺,𝑠(𝑓)(𝑥)=𝑣𝑎𝑙𝑢𝑒𝐴(𝜙(𝑖𝑡𝑒𝑟𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛𝑁,𝑠)(𝑥)) (/29,40,19,37/). Возмож-
ны следующие варианты: 𝑥/∈𝑠 и 𝑥∈𝑠.

Пусть 𝑥 /∈ 𝑠, либо 𝑓𝑢𝑛𝑐𝑡𝑜𝑟(𝑥) = 𝑥. Tогда 𝑠𝑡𝑒𝑝𝐴,𝐺,𝑠(𝑓)(𝑥) =
𝑓(𝑥) (/40/) (по определению /40/ 𝑠𝑡𝑒𝑝𝐴,𝐺,𝑠). В то же время, поскольку
𝑥 /∈ 𝑘𝑒𝑟𝑛𝑒𝑙(𝜙), то 𝜙(𝑖𝑡𝑒𝑟𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛𝑁,𝑠)(𝑥) = 𝜙(𝑖𝑡𝑒𝑟𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛𝑁,𝑠(𝑥)) = 𝜙(𝑥)

(/37/),
а значит, 𝜙(𝑖𝑡𝑒𝑟𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛𝑁,𝑠)(𝑥) = 𝑓𝑇𝑒𝑟𝑚𝑠(𝐹∪𝑄)(𝑥) = 𝑓(𝑥).

Пусть 𝑥∈ 𝑠 , 𝑓𝑢𝑛𝑐𝑡𝑜𝑟(𝑥)=𝑔 и 𝑔 ̸=𝑥.
Возможны следующие варианты
1) 𝑎𝑟𝑛(𝑔) = 0,
2) 𝑎𝑟𝑛(𝑔) = 𝑛 > 0
В первом случае 𝜙(𝑖𝑡𝑒𝑟𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛𝑠(𝑥)) = 𝜙(𝑔) = 𝑔 (/37/), а значит

𝑣𝑎𝑙𝑢𝑒𝐴(𝜙(𝑖𝑡𝑒𝑟𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛𝐺,𝑠))(𝑥) = 𝜇(𝑔)(𝜀) (/29,37/). В то же время
𝑠𝑡𝑒𝑝𝐴,𝐺,𝑠(𝑓)(𝑥) = 𝜇(𝑔)(𝜀) (/40/), по определению 𝑠𝑡𝑒𝑝𝐴,𝐺,𝑠 (/40/).

Во втором случае 𝑖𝑡𝑒𝑟𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛𝐺,𝑠(𝑥)=𝑔(𝑥[1],. . . , 𝑥[𝑛]) (/37,34/), а
значит
𝑣𝑎𝑙𝑢𝑒𝐴(𝜙(𝑖𝑡𝑒𝑟𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛𝑁,𝑠))(𝑥) = (/29,37/) 𝑣𝑎𝑙𝑢𝑒𝐴(𝜙(𝑖𝑡𝑒𝑟𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛𝐺,𝑠(𝑥))) =

𝐼𝑛𝑡𝑒𝑟𝑝𝑟𝑒𝑡𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛𝐴(𝑔(𝜙(𝑥[1]),. . . , 𝜙(𝑥[𝑛]))) = (/27,37,34/)

𝜇(𝑔)(𝐼𝑛𝑡𝑒𝑟𝑝𝑟𝑒𝑡𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛𝐴(𝜙(𝑥[1])), . . . , 𝐼𝑛𝑡𝑒𝑟𝑝𝑟𝑒𝑡𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛𝐴(𝜙(𝑥[𝑛]))) =
𝑠𝑡𝑒𝑝𝐴,𝐺,𝑠(𝑓)(𝑥) (/27, 34, 40/). Конец

доказательства
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Следствие 1. Пусть 𝑁 = (𝑉,𝑅, 𝐹, 𝑓𝑢𝑛𝑐𝑡𝑜𝑟) – функцио-
нальная сеть (/33/) над алгеброй 𝐴 = (𝑄,𝐹, 𝜇) (/25,40/) и 𝑠⊆𝑉 .
Тогда для любого состояния 𝑓∈𝑆𝑡𝑎𝑡𝑒𝑠(𝐴,𝑁) 𝑠𝑡𝑒𝑝𝐴,𝑁,𝑠(𝑓) =

⟨ 𝑠𝑢𝑏𝑠
𝑉 𝑎𝑙𝑢𝑒⟩𝐴(𝑓𝑇𝑒𝑟𝑚𝑠(𝐹∪𝑄)(𝑖𝑡𝑒𝑟𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛𝑁,𝑠)) (/29,19/). Без

доказательства

Теорема 2. Пусть 𝑁 = (𝑉,𝑅, 𝐹, 𝑓𝑢𝑛𝑐𝑡𝑜𝑟) – функциональ-
ная сеть (/33/) над алгеброй 𝐴 = (𝑄,𝐹, 𝜇) (/25,40/) и
𝜋 ∈ ⟨𝐶𝑜𝑚𝑝𝑢𝑡𝑒𝑟

𝑃𝑙𝑎𝑛𝑠 ⟩(𝑁). Тогда для любого состояния 𝑓∈𝑆𝑡𝑎𝑡𝑒𝑠(𝐴,𝑁) (/40/)

(⟨𝐶𝑜𝑚𝑝𝑢𝑡𝑒𝑟
𝑅𝑒𝑠𝑢𝑙𝑡 ⟩𝐴,𝑁 (𝑓, 𝜋))𝑇𝑒𝑟𝑚𝑠(𝐹∪𝑄) ≡ 𝐴𝑓

𝑇𝑒𝑟𝑚𝑠(𝐹∪𝑄)(⟨𝐶𝑜𝑚𝑝𝑢𝑡𝑒𝑟
𝑆𝑢𝑏 ⟩𝑁 (𝜋)) (/19, 42,

30, 38/).

Доказательство. Проведем индукцию по длине 𝜋.
Базис: 𝜋 =𝜀 (/1.4/). В этом случае утверждение верно, поскольку
⟨𝐶𝑜𝑚𝑝𝑢𝑡𝑒𝑟

𝑅𝑒𝑠𝑢𝑙𝑡 ⟩𝐴,𝑁 (𝑓, 𝜋) = 𝑓 (/42/), а ⟨𝐶𝑜𝑚𝑝𝑢𝑡𝑒𝑟
𝑆𝑢𝑏 ⟩𝑁 (𝜋) (/38/) – тождественная

подстановка.
Шаг индукции. Пусть 𝜋 = 𝜋(1)∧𝜋′ (/1.4/) и пусть
𝛼 = ⟨𝐶𝑜𝑚𝑝𝑢𝑡𝑒𝑟

𝑃𝑟𝑜𝑡𝑜𝑐𝑜𝑙 ⟩𝐴,𝑁 (𝑓, 𝜋) (/42/). Поскольку 𝜋 ̸=𝜀, то 𝑙𝑒𝑛𝑔𝑡ℎ(𝛼) > 1 (/1.4/).
По предположению индукции

(⟨𝐶𝑜𝑚𝑝𝑢𝑡𝑒𝑟
𝑅𝑒𝑠𝑢𝑙𝑡 ⟩𝐴,𝑁 (𝛼(2), 𝜋′))𝑇𝑒𝑟𝑚𝑠(𝐹∪𝑄)≡𝐴

𝛼(2)𝑇𝑒𝑟𝑚𝑠(𝐹∪𝑄)(⟨𝐶𝑜𝑚𝑝𝑢𝑡𝑒𝑟
𝑆𝑢𝑏 ⟩𝑁 (𝜋′)) (/19,42, 30, 38/).

При этом, поскольку ⟨𝐶𝑜𝑚𝑝𝑢𝑡𝑒𝑟
𝑅𝑒𝑠𝑢𝑙𝑡 ⟩𝐴,𝑁 (𝛼(2), 𝜋′) =

⟨𝐶𝑜𝑚𝑝𝑢𝑡𝑒𝑟
𝑅𝑒𝑠𝑢𝑙𝑡 ⟩𝐴,𝑁 (𝛼(1), 𝜋) = ⟨𝐶𝑜𝑚𝑝𝑢𝑡𝑒𝑟

𝑅𝑒𝑠𝑢𝑙𝑡 ⟩𝐴,𝑁 (𝑓, 𝜋) (/42/), то
(⟨𝐶𝑜𝑚𝑝𝑢𝑡𝑒𝑟

𝑅𝑒𝑠𝑢𝑙𝑡 ⟩𝐴,𝑁 (𝑓, 𝜋))𝑇𝑒𝑟𝑚𝑠(𝐹∪𝑄)≡𝐴

(𝛼(2)𝑇𝑒𝑟𝑚𝑠(𝐹∪𝑄))(⟨𝐶𝑜𝑚𝑝𝑢𝑡𝑒𝑟
𝑆𝑢𝑏 ⟩𝑁 (𝜋′)) (/19,42, 30, 38/).

Таким образом, достаточно доказать соотношение
𝛼(2)𝑇𝑒𝑟𝑚𝑠(𝐹∪𝑄)(⟨𝐶𝑜𝑚𝑝𝑢𝑡𝑒𝑟

𝑆𝑢𝑏 ⟩𝑁 (𝜋′))≡𝐴

(𝑓𝑇𝑒𝑟𝑚𝑠(𝐹∪𝑄))(⟨𝐶𝑜𝑚𝑝𝑢𝑡𝑒𝑟
𝑆𝑢𝑏 ⟩𝑁 (𝜋)) (/19, 38, 30/).

Действительно, в силу утверждения 17
𝛼(2)𝑇𝑒𝑟𝑚𝑠(𝐹∪𝑄)≡𝐴𝑓

𝑇𝑒𝑟𝑚𝑠(𝐹∪𝑄)(𝑖𝑡𝑒𝑟𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛𝑁,𝜋(1)) (/19, 30, 37/).
Таким образом, 𝛼(2)𝑇𝑒𝑟𝑚𝑠(𝐹∪𝑄)(⟨𝐶𝑜𝑚𝑝𝑢𝑡𝑒𝑟

𝑆𝑢𝑏 ⟩𝑁 (𝜋′))≡𝐴

𝑓𝑇𝑒𝑟𝑚𝑠(𝐹∪𝑄)(𝑖𝑡𝑒𝑟𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛𝑁,𝜋(1))⟨𝐶𝑜𝑚𝑝𝑢𝑡𝑒𝑟
𝑆𝑢𝑏 ⟩𝑁 (𝜋′).

Но по определению /38/
⟨𝐶𝑜𝑚𝑝𝑢𝑡𝑒𝑟

𝑆𝑢𝑏 ⟩𝑁 (𝑖𝑡𝑒𝑟𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛𝑁,𝜋(1))⟨𝐶𝑜𝑚𝑝𝑢𝑡𝑒𝑟
𝑆𝑢𝑏 ⟩𝑁 (𝜋′) =⟨𝐶𝑜𝑚𝑝𝑢𝑡𝑒𝑟

𝑆𝑢𝑏 ⟩𝑁 (𝜋) (/37,38/).
Конец

доказательства
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Следствие 1. Пусть 𝐺 = (𝑉,𝑅, 𝐹, 𝑓𝑢𝑛𝑐𝑡𝑜𝑟) – функциональ-
ная сеть (/33/), 𝐴 = (𝑄,𝐹, 𝜇) – алгебра (/25/), 𝑓 ∈ 𝑆𝑡𝑎𝑡𝑒𝑠(𝐴,𝐺) -
состояние сети (/40/) и 𝜋 ∈ ⟨𝐶𝑜𝑚𝑝𝑢𝑡𝑒𝑟

𝑃𝑙𝑎𝑛𝑠 ⟩(𝑁) план вычислений.
Тогда ⟨𝐶𝑜𝑚𝑝𝑢𝑡𝑒𝑟

𝑅𝑒𝑠𝑢𝑙𝑡 ⟩𝐴,𝑁 (𝑓, 𝜋) = ⟨ 𝑠𝑢𝑏𝑠
𝑉 𝑎𝑙𝑢𝑒⟩𝐴(𝑓𝑇𝑒𝑟𝑚𝑠(𝐹∪𝑄)⟨𝐶𝑜𝑚𝑝𝑢𝑡𝑒𝑟

𝑆𝑢𝑏 ⟩𝑁 (𝜋)).
Без

доказательства (переформулировка теоремы 2).

Следствие 2. Пусть 𝑁 = (𝑉,𝑅, 𝐹, 𝑓𝑢𝑛𝑐𝑡𝑜𝑟) – сеть (/33/),
𝐴 = (𝑄,𝐹, 𝜇) – алгебра (/25/) и 𝜋 ∈ ⟨𝐶𝑜𝑚𝑝𝑢𝑡𝑒𝑟

𝑃𝑙𝑎𝑛𝑠 ⟩(𝑁) (/36/). Тогда сле-
дующие утверждения равносильны друг другу.

1) 𝜋∈⟨𝑆𝑎𝐹𝑒
𝑃𝑙𝑎𝑛𝑠⟩𝐴(𝑁) (/43/)

2) Отображение ⟨𝐶𝑜𝑚𝑝𝑢𝑡𝑒𝑟
𝑆𝑢𝑏 ⟩𝑁 (𝜋)|𝑉 (/38,18/) является свобод-

ным (а значит полным) решением (/32/) 𝑠𝑦𝑠𝑡𝑒𝑚(𝑁) (/35/) над 𝐴
3) Для любой подстановки 𝜙 ∈ ⟨𝑁𝑒𝑡𝑊𝑜𝑟𝑘

𝑆𝑢𝑏𝑠 ⟩(𝑁) (/38/)

⟨𝐶𝑜𝑚𝑝𝑢𝑡𝑒𝑟
𝑆𝑢𝑏 ⟩𝑁 (𝜋)𝜙 ≡ 𝐴⟨𝐶𝑜𝑚𝑝𝑢𝑡𝑒𝑟

𝑆𝑢𝑏 ⟩𝑁 (𝜋). Без
доказательства

3. Обоснование стратегии Киссинджера

В следующем определении вводится обозначение 𝑡𝑥,𝑛для
терма (/16/) {𝑥 → 𝑡}𝑛(𝑥) (в соответствии с /1.3.3|Обозначения/ 𝜙𝑛 = 𝜙[𝑛] явля-

ется обозначением для подстановки 𝜙𝜙 . . . 𝜙⏟  ⏞  
𝑛 раз

).

Определение 44. В дальнейшем запись 𝑡𝑥,𝑛, где 𝑥 ∈ 𝑉 – пе-
ременная, 𝑡 ∈ 𝑇𝑒𝑟𝑚𝑠(𝐹, 𝑉 ) – терм (/16/), а 𝑛 ∈ {0, 1, . . .}, будет
использоваться для обозначения терма, представляемого запи-
сью {𝑥 → 𝑡}𝑛(𝑥) (/18, 1.3.3|Обозначения,18|Обозначения/: {𝑥 → 𝑡} – подста-
новка, переводящая 𝑥 в 𝑡 и оставляющая остальные переменные
на месте).
Примеры.

1) Если 𝑥 /∈ 𝑣𝑎𝑟𝑠(𝑡) (/17/ если терм 𝑡 не содержит переменной
𝑥), то при всех 𝑛 > 0 𝑡𝑥,𝑛 = 𝑡 (/44/).

2) Если 𝑡=𝑥 (если терм является переменной), то при всех
𝑛 > 0 𝑡𝑥,𝑛=𝑥𝑥,𝑛=𝑥 (/44/).
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Определение 45. Пусть 𝐴 = (𝑄,𝐹, 𝜇) конечная алгебра
(/25/). Будем говорить, 𝐴 – комбинаторная алгебра, если для любо-
го терма 𝑡 ∈ 𝑇𝑒𝑟𝑚𝑠(𝐹, {𝑥}), где 𝑥 /∈ 𝐹 ∪𝑄 и любого 𝑞∈𝑄 суще-
ствует такое 𝑛∈{1, 2, . . .}, что {𝑥→𝑞} 𝑡𝑥,𝑛≡𝐴{𝑥→ 𝑞} 𝑡𝑥,𝑛+1.

В следующем определении (фактически оно повторяет опре-
деление 6 стратегии Киссинджера) вводятся термины и обозна-
чения, используемые при доказательстве.

Определение 46. Пусть 𝑁 = (𝑉 ,𝑅, 𝐹 , 𝑓𝑢𝑛𝑐𝑡𝑜𝑟) конечная
функциональная сеть (/33/) над алгеброй 𝐴 (/40/) и <<∈ ⟨ 𝐿𝑖𝑛𝑒

𝑂𝑟𝑑𝑒𝑟𝑠⟩(𝑉 )
линейный порядок (/1.3.2/) на множестве вершин 𝑉 .

Для любого не настроенного состояния 𝑞 ∈ 𝑆𝑡𝑎𝑡𝑒𝑠(𝐴,𝑁)
(/4,40/) главной не настроенной вершиной (обозначается
⟨𝑐ℎ𝑖𝑒𝑓𝑛𝑜𝑑𝑒⟩𝑁 ,𝐴(<<, 𝑞)) будем называть наименьшую по порядку <<
не настроенную вершину из множества 𝑉 (/4/). В тех случаях, ко-
гда 𝑁 и 𝐴 ясны из контекста будем пользоваться обозначением
⟨𝑐ℎ𝑖𝑒𝑓𝑛𝑜𝑑𝑒⟩(<<, 𝑓) вместо ⟨𝑐ℎ𝑖𝑒𝑓𝑛𝑜𝑑𝑒⟩𝑁,𝐴(<<, 𝑓).

Пусть 𝑓 ∈ 𝑆𝑡𝑎𝑡𝑒𝑠(𝐴,𝑁). План вычислений 𝜋 ∈ ⟨𝐴𝑙𝑙𝐶𝑜𝑚𝑝𝑢𝑡𝑒𝑟
𝑃𝑙𝑎𝑛𝑠 ⟩(𝑁)

называется <<, 𝑓 -планом Киссинджера, если 𝜋 является та-
кой последовательностью минимальной длины из множества
𝑆𝑡𝑎𝑡𝑒𝑠(𝐴,𝑁)* ∪ ({1, 2, . . .} → 𝑆𝑡𝑎𝑡𝑒𝑠(𝐴,𝑁)), что выполняют-
ся следующие условия

∙ если 𝑓 не настроенное состояние, то 1 ∈ 𝑑𝑜𝑚(𝜋) и
𝜋(1) = {⟨𝑐ℎ𝑖𝑒𝑓𝑛𝑜𝑑𝑒⟩(<<, 𝑓)} (/1.3.3,1.4/);

∙ если 𝑖 ∈ 𝑑𝑜𝑚(𝜋) и 𝑔 = ⟨𝐶𝑜𝑚𝑝𝑢𝑡𝑒𝑟
𝑅𝑒𝑠𝑢𝑙𝑡 ⟩𝐴,𝑁 (𝑓, 𝜋|{1, ...,𝑖}) не на-

строенное состояние (/4/), то 𝑖+1 ∈ 𝑑𝑜𝑚(𝜋) (/1.3.3/) и 𝜋(𝑖+1) =
{⟨𝑐ℎ𝑖𝑒𝑓𝑛𝑜𝑑𝑒⟩(<<, 𝑔)} (/40,46/)

Если последовательность 𝜋 ∈ ⟨𝐴𝑙𝑙𝐶𝑜𝑚𝑝𝑢𝑡𝑒𝑟
𝑃𝑙𝑎𝑛𝑠 ⟩(𝑁) является <<, 𝑓 -

планом Киссинджера, то последовательность состояний
⟨𝐶𝑜𝑚𝑝𝑢𝑡𝑒𝑟

𝑃𝑟𝑜𝑡𝑜𝑐𝑜𝑙 ⟩𝐴,𝑁 (𝑓, 𝜋) (/42/) называется (𝑓 ,<<)- настройкой сети 𝑁 .

3.1. РЕГУЛЯРНАЯ УСТОЙЧИВОСТЬ КОМБИНАТОРНЫХ
АЛГЕБР
Ближайшая цель – доказать утверждение 25.следствие 2 о

том, что любая конечная комбинаторная алгебра (/45/) регулярно
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устойчива (доказательство утверждения 26, из которого следует
обратное утверждение, существенно проще и не требует аппара-
та, излагаемого ниже).

На рис 6 представлена схема доказательства утверждения
25.следствие 2.

(в этой схеме не указаны ссылки на используемые утвержде-
ния и определения из других разделов, в частности основным
инструментом доказательства является теорема 2 и ее следствия).

Утв.21: ⟨𝐾𝑒𝑦
𝑆𝑢𝑏𝑠⟩𝐴(𝑁,<<) задает

параметрическое решение 𝑠𝑦𝑠𝑡𝑒𝑚(𝑁 )

Утв.19.следствие 2. Если

𝜙 устойчива, то
(𝜙({𝑥→𝑡}))𝑛(𝑥)≡𝐴𝜙(𝑡)𝑥,𝑛 Опр. 49

⟨
𝐾𝑒𝑦
𝑆𝑢𝑏𝑠

⟩
𝐴

Опр.48 𝑖𝑠𝑜𝑙𝑎𝑡𝑒

Утв.20. В комбинаторной алгебре

𝑡𝑥,|𝑄|+𝑛 ≡𝐴 𝑡𝑥, |𝑄|

Утв.18
{𝑥→𝑡𝑥,𝑚}{𝑥→𝑡𝑥,𝑛} =

{𝑥→𝑡𝑥,𝑛+𝑚} Опр.47
Устойчивые
подстановки

Утв. 25.следствие 2

Утв.
23.следствие 1Утв. 24 (обоснование

обозначений)

Утв. 22. Связь⟨
𝐾𝑒𝑦
𝑆𝑢𝑏𝑠

⟩
𝐴и

⟨
𝐾𝑒𝑦
𝑃𝑙𝑎𝑛

⟩
𝐴

Опр. 50⟨
𝐼𝑡𝑒𝑟𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛
𝑆𝑡𝑟𝑖𝑛𝑔

⟩
Опр. 51

⟨
𝐾𝑒𝑦
𝑃𝑙𝑎𝑛

⟩
𝐴

Опр. 52
⟨
𝑛𝑜𝑛𝑅𝑒𝑑𝑢𝑛𝑑𝑎𝑛𝑡

𝑆𝑒𝑡

⟩

Рис. 6. Схема доказательства

Доказательство 25.следствие 2 проводится в два этапа:
На первом этапе (который заканчивается утверждением 21)
1. В /49/ на вершинах сети (вершины являются переменными

соответствующей сети 𝑁 системы уравнений 𝑠𝑦𝑠𝑡𝑒𝑚(𝑁)) опре-
деляется специальная подстановка ⟨𝐾𝑒𝑦

𝑆𝑢𝑏𝑠⟩𝐴(𝑁,<<) (в /49/ эта под-
становка называется ключом к решению), которая практически не
зависит от дуг исходной сети 𝑁 .

2. В утв. 21 доказывается, что подстановка ⟨𝐾𝑒𝑦
𝑆𝑢𝑏𝑠⟩𝐴(𝑁,<<)

задаёт параметрическое решение системы уравнений 𝑠𝑦𝑠𝑡𝑒𝑚(𝑁)
(хотя для рассматриваемой задачи полнота решения не нужна по-
лучаемое решения оказывается даже полным).
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Единственным трудным промежуточным утверждением в
приводимом далее доказательстве утверждения 21, является ин-
туитивно очевидное утверждение 19.следствие 2. Все предше-
ствующие 19.следствие 2 утверждения служат как промежуточ-
ный материал для доказательства 19.следствие 2.
На втором этапе (заканчивается утверждением 25.следствие 2)

Доказывается, что при настройках сетей над конечными ком-
бинаторными алгебрами, настройка по стратегии Киссинджера
приводит ровно к тому же результату, что и настройка в соот-
ветствии с тем планом настройки, который соответствует подста-
новке ⟨𝐾𝑒𝑦

𝑆𝑢𝑏𝑠⟩𝐴(𝑁,<<) (/49/).
Этот план, обозначаемый ⟨𝐾𝑒𝑦

𝑃𝑙𝑎𝑛⟩𝐴(𝑁,<<) явным образом
описан в определении /51/ (и устроен так, что ⟨𝐾𝑒𝑦

𝑆𝑢𝑏𝑠⟩𝐴(𝑁,<<) =
⟨𝐶𝑜𝑚𝑝𝑢𝑡𝑒𝑟

𝑆𝑢𝑏 ⟩𝑁 (⟨𝐾𝑒𝑦
𝑃𝑙𝑎𝑛⟩𝐴(𝑁,<<))).

Поэтому, поскольку ⟨𝐾𝑒𝑦
𝑆𝑢𝑏𝑠⟩𝐴(𝑁,<<) задает параметрическое

решение план ⟨𝐾𝑒𝑦
𝑃𝑙𝑎𝑛⟩𝐴(𝑁,<<) всегда приводит к согласованно-

му состоянию (об этом лишний раз напоминается в тривиальном
утверждении 22.следствие 1).

Идея доказательства сводится к следующему:
Если из плана настройки ⟨𝐾𝑒𝑦

𝑃𝑙𝑎𝑛⟩𝐴(𝑁,<<) (/51/) сети находящей-
ся в начальном состоянии 𝑓 выбросить все «бесполезные шаги»
(шаги, не изменяющие текущих состояний), то получится <<, 𝑓 -
план Киссинджера (/46/).

«Бесполезные шаги» определены в /52/: это те номера шагов,
которые не входят во множество ⟨𝑛𝑜𝑛𝑅𝑒𝑑𝑢𝑛𝑑𝑎𝑛𝑡

𝑆𝑒𝑡 ⟩𝐴,𝑁,<<(𝑓) (где 𝑓 –
начальное состояние сети 𝑁 над алгеброй 𝐴)

Таким образом, <<, 𝑓 -план Киссинджера (/46/) является под-
последовательностью плана ⟨𝐾𝑒𝑦

𝑃𝑙𝑎𝑛⟩𝐴(𝑁,<<) (/51/), а протокол на-
стройки Киссинджера (𝑓 ,<<)- настройка (/46/)) является подпоследова-
тельностью последовательности ⟨𝐶𝑜𝑚𝑝𝑢𝑡𝑒𝑟

𝑃𝑟𝑜𝑡𝑜𝑐𝑜𝑙 ⟩(𝑓, ⟨𝐾𝑒𝑦
𝑃𝑙𝑎𝑛⟩𝐴(𝑁,<<)).

Доказательство основано на утверждении 23.следствие 1
(все остальные утверждения безыдейны и очевидны, а их дока-
зательства не следует рассматривать иначе как проверку коррект-
ности используемых определений)
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Первый этап При обосновании будут проводиться неко-
торые формальные выкладки с композициями подстановок ви-
да {𝑥→𝑡}, {𝑥→𝑡𝑥,𝑛}, {𝑥→𝑡}𝑛 и т.д. Основной принцип дока-
зательства равенств подобных композиций состоит в следую-
щем. Если 𝜙 и 𝜙′ две подстановки такие, что 𝑘𝑒𝑟𝑛𝑒𝑙(𝜙)⊆{𝑥}
и 𝑘𝑒𝑟𝑛𝑒𝑙(𝜙′)⊆{𝑥}, то 𝜙 = 𝜙′ (𝜙≡𝐴𝜙

′) тогда и только тогда, когда
𝜙(𝑥) = 𝜙′(𝑥) (𝜙(𝑥) ≡𝐴𝜙

′(𝑥)). Более общая форма этого прие-
ма лежит в определении подстановок и сформулирована в утвер-
ждении 8 (определении /30/): две подстановки 𝜙,𝜙′ равны (экви-
валентны) тогда и только тогда, когда для любой переменной 𝑥
равны (эквивалентны) значения 𝜙(𝑥) и 𝜙′(𝑥).

Утверждение 18. Пусть 𝑡∈𝑇𝑒𝑟𝑚𝑠(𝐹, 𝑉 ) и 𝑥∈𝑉 . Тогда для
любых 𝑛,𝑚∈{0, 1, . . .} {𝑥→𝑡𝑥,𝑛}={𝑥→𝑡}𝑛 (/18|Обозначения,44/) и
{𝑥→𝑡𝑥,𝑚}{𝑥→𝑡𝑥,𝑛}={𝑥→𝑡𝑥,𝑛+𝑚}.

Доказательство. Докажем равенство {𝑥→𝑡𝑥,𝑛}={𝑥→𝑡}𝑛
(/18|Обозначения,44/): поскольку 𝑥 единственная переменная которая мо-
жет измениться в этих подстановках, то (утв. /8/) достаточно дока-
зать, что {𝑥→𝑡𝑥,𝑛}(𝑥)={𝑥→𝑡}𝑛(𝑥).

{𝑥→𝑡𝑥,𝑛}(𝑥)=𝑡𝑥,𝑛 ( поскольку {𝑥→𝜏} (/18|Обозначения/) обозначение такой

подстановки 𝜙, что 𝜙(𝑥)=𝜏 )

{𝑥→𝑡}𝑛(𝑥)=𝑡𝑥,𝑛 (по определению /44/ 𝑡𝑥,𝑛). Конец
доказательства .

Определение 47. Пусть 𝐴 = (𝑄,𝐹, 𝜇) – алгебра (/25/) и 𝜙 ∈
𝑠𝑢𝑏𝑠𝑡𝑖𝑡𝑢𝑡𝑖𝑜𝑛𝑠(𝐹 ∪ 𝑄,𝑉 ) (/18/) – подстановка. Будем говорить,

что подстановка 𝜙 ∈ 𝑠𝑢𝑏𝑠𝑡𝑖𝑡𝑢𝑡𝑖𝑜𝑛𝑠(𝐹, 𝑉 ) (/18/) устойчива над 𝐴,
если справедливо тождество 𝜙 ≡ 𝐴𝜙

2 (/30/, если 𝜙 ≡ 𝐴𝜙(𝜙)).
Устойчивые подстановки (/47/) будут играть ключевую роль

при доказательстве утверждения 25.следствие 2.

Утверждение 19. Пусть 𝐴 = (𝑄,𝐹, 𝜇) – алгебра (/25/)

и 𝜙 ∈ 𝑠𝑢𝑏𝑠𝑡𝑖𝑡𝑢𝑡𝑖𝑜𝑛𝑠(𝐹∪𝑄,𝑉 ) (/18/) – устойчивая в 𝐴 подстановка
(/47/). Тогда для любых 𝑥 ∈ 𝑉 ∖ 𝑘𝑒𝑟𝑛𝑒𝑙(𝜙) (/18/) и 𝑡 ∈ 𝑇𝑒𝑟𝑚𝑠(𝐹, 𝑉 )
(/16/) 𝜙{𝑥→ 𝑡}𝜙 ≡ 𝐴{𝑥→ 𝜙(𝑡)}𝜙 (/18,18|Обозначения,30/).
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Доказательство. Поскольку 𝜙 - устойчивая подстановка, то
доказываемое тождество эквивалентно тождеству
𝜙{𝑥→𝑡}𝜙≡𝐴{𝑥→𝜙(𝑡)}𝜙𝜙

В силу определения /30/ отношения ≡𝐴, достаточно дока-
зать, что для любой переменной 𝑦∈𝑉
(𝜙{𝑥→ 𝑡})𝜙(𝑦)≡𝐴({𝑥→ 𝜙(𝑡)}𝜙)𝜙(𝑦) (/30/). Пусть 𝜏 = 𝜙(𝑦)

Докажем равенство (𝜙{𝑥→ 𝑡})(𝜏)={𝑥→𝜙(𝑡)}𝜙(𝜏).
Согласно утверждению 8.следствие 1, для доказательства равен-
ства достаточно для каждой переменной 𝑧∈𝑣𝑎𝑟𝑠(𝜏) доказать ра-
венство (𝜙{𝑥→𝑡})(𝑧)={𝑥→𝜙(𝑡)}𝜙(𝑧).

Пусть 𝑧∈𝑣𝑎𝑟𝑠(𝜏). Возможны варианты 1) �̸�=𝑧 и 2)𝑥=𝑧.
1.Если 𝑧 ̸=𝑥, то (𝜙{𝑥→𝑡})(𝑧)=𝜙(𝑧) и {𝑥→𝜙(𝑡)}𝜙(𝑧)=𝜙(𝑧).
2.При 𝑥=𝑧 (𝜙{𝑥→𝑡})(𝑧)=(𝜙{𝑥→𝑡})(𝑥)=𝜙(𝑡) и
{𝑥→𝜙(𝑡)}𝜙(𝑧)= {𝑥→𝜙(𝑡)}𝜙(𝑥)= {𝑥→𝜙(𝑡)}(𝑥)= 𝜙(𝑡). Конец

доказательства

Следствие 1. Пусть 𝐴 = (𝑄,𝐹, 𝜇) – алгебра (/25/)

и 𝜙 ∈ 𝑠𝑢𝑏𝑠𝑡𝑖𝑡𝑢𝑡𝑖𝑜𝑛𝑠(𝐹 ∪𝑄,𝑉 ) (/18/) – устойчивая в 𝐴 подстанов-
ка (/47/). Тогда для любых 𝑥 ∈ 𝑉 ∖ 𝑘𝑒𝑟𝑛𝑒𝑙(𝜙) (/18/), 𝑡 ∈ 𝑇𝑒𝑟𝑚𝑠(𝐹, 𝑉 )

(/16/) и 𝑛∈{0, 1, . . .} выполняются тождества {𝑥 → 𝜙(𝑡)𝑥,𝑛}(𝜙) ≡ 𝐴

(𝜙({𝑥→ 𝑡}))𝑛𝜙 ≡ 𝐴{𝑥→ 𝜙(𝑡)𝑥,𝑛}𝜙 (/18,44,18|Обозначения ,1.3.3|Обозначения/).

Доказательство.
Проведем индукцию по 𝑛 :
Базис тривиален: (𝜙({𝑥→𝑡}))0𝜙=𝜙 и
{𝑥→𝜙(𝑡)𝑥,0}𝜙={𝑥→𝑥}𝜙=𝜙.
Шаг индукции. Пусть 𝑛 > 0, тогда (𝜙({𝑥→ 𝑡}))𝑛𝜙=
(𝜙({𝑥→𝑡}))𝑛−1𝜙{𝑥→𝑡}𝜙≡𝐴/*индуктивное предположение*/

{𝑥→𝜙(𝑡)𝑥,𝑛-1}𝜙{𝑥→𝑡}𝜙≡𝐴/*утв. 19*/

{𝑥→𝜙(𝑡)𝑥,𝑛−1}{𝑥→𝜙(𝑡)}𝜙= /* утв. 18*/{𝑥→𝜙(𝑡)𝑥,𝑛}𝜙. Конец
доказательства

Следствие 2. Пусть 𝐴 = (𝑄,𝐹, 𝜇) – алгебра (/25/)

и 𝜙 ∈ 𝑠𝑢𝑏𝑠𝑡𝑖𝑡𝑢𝑡𝑖𝑜𝑛𝑠(𝐹 ∪𝑄,𝑉 ) (/18/) – устойчивая в 𝐴 подстанов-
ка (/47/). Тогда для любых 𝑥∈𝑉 ∖𝑘𝑒𝑟𝑛𝑒𝑙(𝜙) (/18/), 𝑡∈𝑇𝑒𝑟𝑚𝑠(𝐹, 𝑉 )
(/16/) и 𝑛∈{0, 1, . . .} выполняется тождество (𝜙({𝑥→𝑡}))𝑛(𝑥)≡𝐴

𝜙(𝑡)𝑥,𝑛 (/44,18|Обозначения,1.3.3|Обозначения/).

56



Системный анализ

Доказательство.
(𝜙({𝑥→𝑡}))𝑛(𝑥)=/*𝜙(𝑥) = 𝑥*/(𝜙({𝑥→𝑡}))𝑛𝜙(𝑥)≡𝐴/*утв.19.следствие 1*/

{𝑥→𝜙(𝑡)𝑥,𝑛}𝜙(𝑥)=/*𝜙(𝑥) = 𝑥*/

{𝑥→𝜙(𝑡)𝑥,𝑛}(𝑥)=𝜙(𝑡)𝑥,𝑛. Конец
доказательства

Утверждение 20. Пусть 𝐴 = (𝑄,𝐹, 𝜇) – конечная комбина-
торная алгебра (/45/). Тогда для любых 𝑡∈𝑇𝑒𝑟𝑚𝑠(𝐹, 𝑉 ) (/16/), 𝑥∈𝑉
и 𝑛∈{0, 1, . . .} 𝑡𝑥,|𝑄|+𝑛 ≡𝐴 𝑡𝑥,|𝑄| (/44,30/). Без

доказательства

Определение 48. Пусть 𝐹 – множество функциональных
символов (/15/) и 𝑊 – множество не пересекающееся с 𝐹 . Опре-
делим отображение
𝑖𝑠𝑜𝑙𝑎𝑡𝑒:𝑛𝑒𝑡𝑤𝑎𝑟𝑒𝑠(𝑊,𝐹 )×2𝑊 → 𝑛𝑒𝑡𝑤𝑎𝑟𝑒𝑠(𝑊,𝐹 ) (/33/) следующим
образом. Для любой сети
𝑁 = (𝑉,𝑅, 𝐹, 𝑓𝑢𝑛𝑐𝑡𝑜𝑟) ∈ 𝑛𝑒𝑡𝑤𝑎𝑟𝑒𝑠(𝑊,𝐹 ) (/33/) и любого множе-
ства 𝑠⊆𝑊 𝑖𝑠𝑜𝑙𝑎𝑡𝑒(𝑁, 𝑠) = (𝑉,𝑅′, 𝐹, 𝑓𝑢𝑛𝑐𝑡𝑜𝑟′) это такая сеть,
что выполняются следующие условия:

∙ 𝑅′ = 𝑅∩((𝑊∖𝑠)×{1, 2, . . .}×(𝑊∖𝑠))
∙ для любого 𝑥∈𝑉

𝑓𝑢𝑛𝑐𝑡𝑜𝑟′(𝑥) =

{︂
𝑥, если 𝑥∈𝑠
𝑓𝑢𝑛𝑐𝑡𝑜𝑟(𝑥), если 𝑥/∈𝑠 .

В дальнейшем вместо записи 𝑖𝑠𝑜𝑙𝑎𝑡𝑒(𝑁, 𝑠) будем использо-
вать запись 𝑁.𝑖𝑠𝑜𝑙𝑎𝑡𝑒(𝑠). При этом будем говорить, что сеть
𝑁.𝑖𝑠𝑜𝑙𝑎𝑡𝑒(𝑠) получается из сети 𝑁 изолированием вершин мно-
жества 𝑠.

Определение 49. Пусть 𝐴 = (𝑄,𝐹, 𝜇) – конечная алгебра
(/25/), 𝑁 = (𝑉 ,𝑅,𝐹 ,𝑓𝑢𝑛𝑐𝑡𝑜𝑟)- конечная сеть (/33/) и << - линей-
ный порядок на 𝑉 . Ключом к решению для тройки (𝐴,𝑁,<<)
назовем - подстановку ⟨𝐾𝑒𝑦

𝑆𝑢𝑏𝑠⟩𝐴(𝑁,<<) ∈𝑠𝑢𝑏𝑠𝑡𝑖𝑡𝑢𝑡𝑖𝑜𝑛𝑠(𝐹, 𝑉 ), ко-
торая определяется индукцией по мощности ⟨𝑏𝑜𝑢𝑛𝑑

𝑉 𝑎𝑟𝑠 ⟩(𝑠𝑦𝑠𝑡𝑒𝑚(𝑁))
следующим образом:

∙ Если |⟨𝑏𝑜𝑢𝑛𝑑
𝑉 𝑎𝑟𝑠 ⟩(𝑠𝑦𝑠𝑡𝑒𝑚(𝑁))| = 0 (если 𝑠𝑦𝑠𝑡𝑒𝑚(𝑁)=∅), то

⟨𝐾𝑒𝑦
𝑆𝑢𝑏𝑠⟩𝐴(𝑁,<<)

𝑑𝑒𝑓
= (= 𝑉 )

𝑇𝑒𝑟𝑚𝑠 - тождественная подстанов-
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ка (𝑘𝑒𝑟𝑛𝑒𝑙(
⟨

𝐾𝑒𝑦
𝑆𝑢𝑏𝑠

⟩
𝐴(𝑁,<<))=∅)

∙ Если |⟨𝑏𝑜𝑢𝑛𝑑
𝑉 𝑎𝑟𝑠 ⟩(𝑠𝑦𝑠𝑡𝑒𝑚(𝑁))| > 0, то

⟨𝐾𝑒𝑦
𝑆𝑢𝑏𝑠⟩𝐴(𝑁,<<)

𝑑𝑒𝑓
= (𝜙(𝑖𝑡𝑒𝑟𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛𝑁,{𝑥}))

|𝑄|𝜙, где
𝑥=𝑚𝑎𝑥<<(⟨𝑏𝑜𝑢𝑛𝑑

𝑉 𝑎𝑟𝑠 ⟩(𝑠𝑦𝑠𝑡𝑒𝑚(𝑁))) и 𝜙=⟨𝐾𝑒𝑦
𝑆𝑢𝑏𝑠⟩𝐴(𝑁.𝑖𝑠𝑜𝑙𝑎𝑡𝑒({𝑥}),<<).

Утверждение 21. Пусть 𝐴 = (𝑄,𝐹, 𝜇) – комбинаторная ал-
гебра (/45/), 𝑁 = (𝑉 ,𝑅, 𝐹 , 𝑓𝑢𝑛𝑐𝑡𝑜𝑟)- конечная сеть (/33/) и << -
линейный порядок на 𝑉 .
Тогда ⟨𝐾𝑒𝑦

𝑆𝑢𝑏𝑠⟩𝐴(𝑁,<<)|𝑉 свободное решение /32/ 𝑠𝑦𝑠𝑡𝑒𝑚(𝑁) над 𝐴.

Доказательство. Проведем индукцией по
|⟨𝑏𝑜𝑢𝑛𝑑

𝑉 𝑎𝑟𝑠 ⟩(𝑠𝑦𝑠𝑡𝑒𝑚(𝑁))|.
Базис: (случай ⟨𝑏𝑜𝑢𝑛𝑑

𝑉 𝑎𝑟𝑠 ⟩(𝑠𝑦𝑠𝑡𝑒𝑚(𝑁))=∅) тривиален (все элементы
𝑆𝑡𝑎𝑡𝑒𝑠(𝐴,𝑁) являются решениями и тождественная подстановка
принадлежит ⟨𝑁𝑒𝑡𝑊𝑜𝑟𝑘

𝑆𝑢𝑏𝑠 ⟩(𝑁)= ⟨𝑠𝑦𝑠𝑡𝑒𝑚𝑆𝑢𝑏𝑠 ⟩(𝑠𝑦𝑠𝑡𝑒𝑚(𝑁)) (/24/ и утв. 15)).
Индуктивный шаг. Пусть ⟨𝑏𝑜𝑢𝑛𝑑

𝑉 𝑎𝑟𝑠 ⟩(𝑠𝑦𝑠𝑡𝑒𝑚(𝑁))̸=∅. Положим

𝑥
𝑑𝑒𝑓
= 𝑚𝑎𝑥<<(⟨𝑏𝑜𝑢𝑛𝑑

𝑉 𝑎𝑟𝑠 ⟩(𝑠𝑦𝑠𝑡𝑒𝑚(𝑁))), 𝑁 ′ 𝑑𝑒𝑓
= 𝑁.𝑖𝑠𝑜𝑙𝑎𝑡𝑒({𝑥}),

𝜃𝑥
𝑑𝑒𝑓
= 𝑖𝑡𝑒𝑟𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛𝑁,{𝑥}, 𝜏

𝑑𝑒𝑓
= 𝜃𝑥(𝑥) и 𝜙

𝑑𝑒𝑓
= ⟨𝐾𝑒𝑦

𝑆𝑢𝑏𝑠⟩𝐴(𝑁 ′, <<).
Тогда 𝑠𝑦𝑠𝑡𝑒𝑚(𝑁 ′)=𝑠𝑦𝑠𝑡𝑒𝑚(𝑁)∖{𝑥=𝜏} и {𝑥=𝜏}∈𝑠𝑦𝑠𝑡𝑒𝑚(𝑁).

Поскольку 𝜙∈⟨𝑁𝑒𝑡𝑊𝑜𝑟𝑘
𝑆𝑢𝑏𝑠 ⟩(𝑁) (по индуктивному предположению) и

𝑖𝑡𝑒𝑟𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛𝑁,{𝑥}∈⟨𝑁𝑒𝑡𝑊𝑜𝑟𝑘
𝑆𝑢𝑏𝑠 ⟩(𝑁) (/38,24/), то

⟨𝐾𝑒𝑦
𝑆𝑢𝑏𝑠⟩𝐴(𝑁,<<)∈⟨𝑠𝑦𝑠𝑡𝑒𝑚𝑆𝑢𝑏𝑠 ⟩(𝑠𝑦𝑠𝑡𝑒𝑚(𝑁)) (/24, 38/ и утв.15). Следователь-

но, для доказательства утверждения достаточно убедиться в
том, что ⟨𝐾𝑒𝑦

𝑆𝑢𝑏𝑠⟩𝐴(𝑁,<<)|𝑉 = ((𝜙 𝜃𝑥)
|𝑄|𝜙)|𝑉 является пара-

метрическим решением (/32/) 𝑠𝑦𝑠𝑡𝑒𝑚(𝑁) в 𝐴. Для этого до-
статочно доказать, что для любого уравнения 𝑦=𝑡∈𝑠𝑦𝑠𝑡𝑒𝑚(𝑁)
(𝜙 𝜃𝑥)

|𝑄|𝜙(𝑦)≡𝐴(𝜙 𝜃𝑥)
|𝑄|𝜙(𝑡).

Возможны следующие варианты 𝑦=𝑥 и 𝑦 ̸=𝑥.
Пусть 𝑦=𝑥. Тогда 𝑡=𝜏 . Необходимо доказать тождество
𝑡𝑙𝑒𝑓𝑡𝑝𝑎𝑟𝑡 = (𝜙 𝜃𝑥)

|𝑄|𝜙(𝑥)≡𝐴(𝜙 𝜃𝑥)
|𝑄|𝜙(𝜏) = 𝑡𝑟𝑖𝑔ℎ𝑡𝑝𝑎𝑟𝑡.

Поскольку (по индуктивному предположению) 𝜙|𝑉− свободное реше-
ние 𝑠𝑦𝑠𝑡𝑒𝑚(𝑁 ′), то (теорема 2.следствие 2 пункты 2 и 3) 𝜙𝜙≡𝐴𝜙, следова-
тельно 𝜙 - устойчивая подстановка.

Учитывая устойчивость 𝜙, преобразуем терм 𝑡𝑟𝑖𝑔ℎ𝑡𝑝𝑎𝑟𝑡 =
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(𝜙 𝜃𝑥)
|𝑄|𝜙(𝜏) следующим образом:

𝑡𝑟𝑖𝑔ℎ𝑡𝑝𝑎𝑟𝑡=(𝜙 𝜃𝑥)
|𝑄|𝜙(𝜏) = /*𝜃𝑥 = {𝑥→𝜏}*/

(𝜙 {𝑥→𝜏})|𝑄|𝜙({𝑥→𝜏}(𝑥))=((𝜙 {𝑥→𝜏})|𝑄|𝜙{𝑥→𝜏})(𝑥)=
(𝜙 {𝑥→𝜏})|𝑄|+1(𝑥)≡𝐴/*утв.19.следствие 2*/ 𝜙(𝑡)𝑥,|𝑄|+1.
Аналогично
𝑡𝑙𝑒𝑓𝑡𝑝𝑎𝑟𝑡 = (𝜙 𝜃𝑥)

|𝑄|𝜙(𝑥)=//𝜙(𝑥) = 𝑥

(𝜙 𝜃𝑥)
|𝑄|(𝑥)≡𝐴 /*утв.19.следствие 2*/ 𝜙(𝑡)𝑥,|𝑄|.

Тождество 𝜙(𝑡)𝑥,|𝑄|≡𝐴𝜙(𝑡)
𝑥,|𝑄|+1 справедливо в силу утвержде-

ния 20.
Пусть 𝑦 ̸=𝑥. Поскольку 𝜙|𝑉 параметрическое решение (по предпо-
ложению индукции), то 𝜓𝜙(𝑦)≡𝐴𝜓𝜙(𝑡) для любой подстановки
𝜓∈𝑠𝑢𝑏𝑠𝑡𝑖𝑡𝑢𝑡𝑖𝑜𝑛𝑠(𝐹, 𝑉 ) в том числе и для 𝜓 = (𝜙 𝜃𝑥)

|𝑄|. Конец
доказательства

Второй этап
Определение 50. Определим отображение

⟨𝐼𝑡𝑒𝑟𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛𝑆𝑡𝑟𝑖𝑛𝑔 ⟩:{1, 2, . . .}×{0, 1, . . .}→{1, 2, . . .}* следующим образом
для любых 𝑛∈{1, 2, . . .} и 𝑚∈{0, 1, . . .} ⟨𝐼𝑡𝑒𝑟𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛𝑆𝑡𝑟𝑖𝑛𝑔 ⟩(𝑛,𝑚)={︂
𝜀, если 𝑚 = 0
((⟨𝐼𝑡𝑒𝑟𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛

𝑆𝑡𝑟𝑖𝑛𝑔 ⟩(𝑛,𝑚− 1)∧{𝑚})∧𝑛
)∧⟨𝐼𝑡𝑒𝑟𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛

𝑆𝑡𝑟𝑖𝑛𝑔 ⟩(𝑛,𝑚− 1), если 𝑚 > 0

Если 𝑉 множество и 𝑓 : {1, ..., 𝑛} → 𝑉 отображение, то
строку [*]𝑓 (⟨𝐼𝑡𝑒𝑟𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛

𝑆𝑡𝑟𝑖𝑛𝑔 ⟩(𝑛,𝑚)) (/10/) будем обозначать ⟨𝐼𝑡𝑒𝑟𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛
𝑃𝑟𝑜𝑡𝑜𝑐𝑜𝑙 ⟩𝑓 (𝑛,𝑚).

Пример 9. ⟨𝐼𝑡𝑒𝑟𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛𝑆𝑡𝑟𝑖𝑛𝑔 ⟩(2,0)=𝜀

⟨𝐼𝑡𝑒𝑟𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛𝑆𝑡𝑟𝑖𝑛𝑔 ⟩(2, 1) = ((𝜀∧{1})∧2)∧𝜀= {1}∧{1} (=“11”)
⟨𝐼𝑡𝑒𝑟𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛𝑆𝑡𝑟𝑖𝑛𝑔 ⟩(2, 2) =((⟨𝐼𝑡𝑒𝑟𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛𝑆𝑡𝑟𝑖𝑛𝑔 ⟩(2, 1)∧{2})∧2)∧⟨𝐼𝑡𝑒𝑟𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛𝑆𝑡𝑟𝑖𝑛𝑔 ⟩(2, 1) =
(({1}∧{1}∧{2})∧2)∧({1}∧{1}) =
{1}∧{1}∧{2}∧{1}∧{1}∧{2}∧{1}∧{1} (=“11211211”).∙

Определение 51. Пусть 𝑁 = (𝑉,𝑅, 𝐹, 𝑓𝑢𝑛𝑐𝑡𝑜𝑟)- конечная
сеть (/33/), 𝐴 = (𝑄,𝐹, 𝜇) – конечная алгебра (/25/), << - линей-
ный порядок на 𝑉 , 𝑠 = ⟨𝑏𝑜𝑢𝑛𝑑

𝑉 𝑎𝑟𝑠 ⟩(𝑠𝑦𝑠𝑡𝑒𝑚(𝑁)) и 𝑓 :{1, ...,|𝑠|}→𝑉 1

отображение такое, что для любого 𝑖 ∈ 𝑑𝑜𝑚(𝑓) выполняется
равенство 𝑓(𝑖) = {𝑛𝑢𝑚𝑠,<<

−1(𝑖)}.
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Ключевым планом для тройки (𝐴,𝑁,<<) назовем после-
довательность ⟨𝐾𝑒𝑦

𝑃𝑙𝑎𝑛⟩𝐴(𝑁,<<)∈⟨𝐶𝑜𝑚𝑝𝑢𝑡𝑒𝑟
𝑃𝑙𝑎𝑛𝑠 ⟩(𝑁), равную последова-

тельности ⟨𝐼𝑡𝑒𝑟𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛𝑃𝑟𝑜𝑡𝑜𝑐𝑜𝑙 ⟩𝑓 (|𝑄|, |𝑠|).

Утверждение 22. Пусть 𝑁 = (𝑉,𝑅, 𝐹, 𝑓𝑢𝑛𝑐𝑡𝑜𝑟)- конечная
сеть (/33/), 𝐴 = (𝑄,𝐹, 𝜇) – конечная алгебра (/25/) и << - линейный
порядок на 𝑉 . Тогда
⟨𝐾𝑒𝑦
𝑆𝑢𝑏𝑠⟩𝐴(𝑁,<<) = ⟨𝐶𝑜𝑚𝑝𝑢𝑡𝑒𝑟

𝑆𝑢𝑏 ⟩𝑁 (⟨𝐾𝑒𝑦
𝑃𝑙𝑎𝑛⟩𝐴(𝑁,<<)). Без

доказательства

Следствие 1. Пусть 𝐴 = (𝑄,𝐹, 𝜇) – комбинаторная алгеб-
ра (/45/), 𝑁 = (𝑉,𝑅, 𝐹, 𝑓𝑢𝑛𝑐𝑡𝑜𝑟)- конечная сеть (/33/) и << - линей-
ный порядок на 𝑉 . Тогда для любого состояния 𝑓∈𝑆𝑡𝑎𝑡𝑒𝑠(𝐴,𝑁)
состояние ⟨𝐶𝑜𝑚𝑝𝑢𝑡𝑒𝑟

𝑅𝑒𝑠𝑢𝑙𝑡 ⟩𝐴,𝑁 (𝑓, ⟨𝐾𝑒𝑦
𝑃𝑙𝑎𝑛⟩𝐴(𝑁,<<)) является настроен-

ным.

Доказательство. Пусть 𝜋 =⟨𝐾𝑒𝑦
𝑃𝑙𝑎𝑛⟩𝐴(𝑁,<<).

Поскольку (утв.22) ⟨𝐾𝑒𝑦
𝑆𝑢𝑏𝑠⟩𝐴(𝑁,<<) =⟨𝐶𝑜𝑚𝑝𝑢𝑡𝑒𝑟

𝑆𝑢𝑏 ⟩𝑁 (𝜋),
то (Теорема 2.следствие 1)

⟨𝐶𝑜𝑚𝑝𝑢𝑡𝑒𝑟
𝑅𝑒𝑠𝑢𝑙𝑡 ⟩𝐴,𝑁 (𝑓, 𝜋) = ⟨ 𝑠𝑢𝑏𝑠

𝑉 𝑎𝑙𝑢𝑒⟩𝐴(𝑓𝑇𝑒𝑟𝑚𝑠(𝐹∪𝑄)⟨𝐾𝑒𝑦
𝑆𝑢𝑏𝑠⟩𝐴(𝑁,<<)).

Поскольку (в силу утв.21) ⟨𝐾𝑒𝑦
𝑆𝑢𝑏𝑠⟩𝐴(𝑁,<<)|𝑉 - параметрическое

решение 𝑠𝑦𝑠𝑡𝑒𝑚(𝑁), то (в силу утв.13.следствие 1)

⟨ 𝑠𝑢𝑏𝑠
𝑉 𝑎𝑙𝑢𝑒⟩𝐴(𝑓𝑇𝑒𝑟𝑚𝑠(𝐹∪𝑄)⟨𝐾𝑒𝑦

𝑆𝑢𝑏𝑠⟩𝐴(𝑁,<<))- решение 𝑠𝑦𝑠𝑡𝑒𝑚(𝑁),
а значит ⟨𝐶𝑜𝑚𝑝𝑢𝑡𝑒𝑟

𝑅𝑒𝑠𝑢𝑙𝑡 ⟩𝐴,𝑁 (𝑓, 𝜋)− согласованное состояние. Конец
доказательства

Утверждение 23. Пусть 𝑛∈{1, 2, . . .}, 𝑚∈{0, 1, . . .} и
𝜋=⟨𝐼𝑡𝑒𝑟𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛𝑆𝑡𝑟𝑖𝑛𝑔 ⟩(𝑛,𝑚). Тогда для любого 𝑖∈𝑑𝑜𝑚(𝜋)

⟨𝐼𝑡𝑒𝑟𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛𝑆𝑡𝑟𝑖𝑛𝑔 ⟩(𝑛, 𝜋(𝑖)− 1) ∈ 𝑠𝑢𝑓𝑓𝑖𝑥𝑒𝑠(𝑃𝑟𝑒𝑓𝑖𝑥(𝑖− 1, 𝜋)).

Доказательство. Для любых 𝑘 ∈ {1, ...,𝑚} и 𝛼 ∈ {1, ...,𝑚}*
обозначим множество
{𝑖 : 𝑖 ∈ 𝑑𝑜𝑚(𝛼)&𝛼(𝑖) = 𝑘} через ⟨ 𝑉 𝑎𝑟

𝑂𝑐𝑐𝑢𝑟𝑟𝑒𝑛𝑐𝑒𝑠⟩(𝑘, 𝛼),
множество {𝛼(𝑖) : 𝑖 ∈ 𝑑𝑜𝑚(𝛼)&𝑘 6 𝛼(𝑖)} через ⟨𝑛𝑜𝑡𝐿𝑒𝑠𝑠

𝑉 𝑎𝑙𝑠 ⟩(𝑘, 𝛼),
а строку 𝑃𝑟𝑒𝑓𝑖𝑥(𝑚𝑖𝑛(⟨ 𝑉 𝑎𝑟

𝑂𝑐𝑐𝑢𝑟𝑟𝑒𝑛𝑐𝑒𝑠⟩(𝑘, 𝛼)), 𝛼) через ⟨ 𝑓𝑖𝑟𝑠𝑡
𝑃𝑟𝑒𝑓𝑖𝑥⟩(𝑘, 𝛼).

По определению /50/ ⟨𝐼𝑡𝑒𝑟𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛𝑆𝑡𝑟𝑖𝑛𝑔 ⟩(𝑛,𝑚)

⟨ 𝑓𝑖𝑟𝑠𝑡
𝑃𝑟𝑒𝑓𝑖𝑥⟩(𝑘, 𝜋)=⟨𝐼𝑡𝑒𝑟𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛𝑆𝑡𝑟𝑖𝑛𝑔 ⟩(𝑛, 𝑘 − 1)∧{𝑘}.
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Следовательно для доказательства утверждения достаточно
доказать, что для любого 𝑖∈⟨ 𝑉 𝑎𝑟

𝑂𝑐𝑐𝑢𝑟𝑟𝑒𝑛𝑐𝑒𝑠⟩(𝑘, 𝜋) выполняется
⟨ 𝑓𝑖𝑟𝑠𝑡
𝑃𝑟𝑒𝑓𝑖𝑥⟩(𝑘, 𝜋)∈𝑠𝑢𝑓𝑓𝑖𝑥𝑒𝑠(𝑃𝑟𝑒𝑓𝑖𝑥(𝑖, 𝜋)).

Докажем, что для любого 𝑖∈⟨ 𝑉 𝑎𝑟
𝑂𝑐𝑐𝑢𝑟𝑟𝑒𝑛𝑐𝑒𝑠⟩(𝑘, 𝜋)

⟨ 𝑓𝑖𝑟𝑠𝑡
𝑃𝑟𝑒𝑓𝑖𝑥⟩(𝑘, 𝜋)∈𝑠𝑢𝑓𝑓𝑖𝑥𝑒𝑠(𝑃𝑟𝑒𝑓𝑖𝑥(𝑖, 𝜋)).

Доказательство проведем индукцией мощности множества
⟨𝑛𝑜𝑡𝐿𝑒𝑠𝑠

𝑉 𝑎𝑙𝑠 ⟩(𝑘, 𝑃𝑟𝑒𝑓𝑖𝑥(𝑖, 𝜋)).
Базис. |⟨𝑛𝑜𝑡𝐿𝑒𝑠𝑠

𝑉 𝑎𝑙𝑠 ⟩(𝑘, 𝑃𝑟𝑒𝑓𝑖𝑥(𝑖, 𝜋))| = 1. В этом случае
⟨𝑛𝑜𝑡𝐿𝑒𝑠𝑠

𝑉 𝑎𝑙𝑠 ⟩(𝑘, 𝑃𝑟𝑒𝑓𝑖𝑥(𝑖, 𝜋)) = {𝑘}. Следовательно, (по определению /50/⟨
𝐼𝑡𝑒𝑟𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛
𝑆𝑡𝑟𝑖𝑛𝑔

⟩
(𝑛,𝑚)), для некоторого 𝑛′∈{1, ...,𝑛}

𝑃𝑟𝑒𝑓𝑖𝑥(𝑖, 𝜋) = ⟨ 𝑓𝑖𝑟𝑠𝑡
𝑃𝑟𝑒𝑓𝑖𝑥⟩(𝑘, 𝜋)∧𝑛

′
. Таким образом,

⟨ 𝑓𝑖𝑟𝑠𝑡
𝑃𝑟𝑒𝑓𝑖𝑥⟩(𝑘, 𝜋) ∈ 𝑠𝑢𝑓𝑓𝑖𝑥𝑒𝑠(𝑃𝑟𝑒𝑓𝑖𝑥(𝑖, 𝜋)).

Шаг индукции. Пусть |⟨𝑛𝑜𝑡𝐿𝑒𝑠𝑠
𝑉 𝑎𝑙𝑠 ⟩(𝑘,𝑃𝑟𝑒𝑓𝑖𝑥(𝑖, 𝜋))|>1,

𝑘′ =𝑚𝑎𝑥(⟨𝑛𝑜𝑡𝐿𝑒𝑠𝑠
𝑉 𝑎𝑙𝑠 ⟩(𝑘,𝑃𝑟𝑒𝑓𝑖𝑥(𝑖, 𝜋))) и 𝛼 =⟨ 𝑓𝑖𝑟𝑠𝑡

𝑃𝑟𝑒𝑓𝑖𝑥⟩(𝑘′, 𝜋). Тогда
⟨ 𝑉 𝑎𝑟
𝑂𝑐𝑐𝑢𝑟𝑟𝑒𝑛𝑐𝑒𝑠⟩(𝑘, 𝛼)̸=∅ (по определению /50/

⟨
𝐼𝑡𝑒𝑟𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛
𝑆𝑡𝑟𝑖𝑛𝑔

⟩
(𝑛,𝑚)) и для любого

𝑖′∈⟨ 𝑉 𝑎𝑟
𝑂𝑐𝑐𝑢𝑟𝑟𝑒𝑛𝑐𝑒𝑠⟩(𝑘, 𝛼) ⟨ 𝑓𝑖𝑟𝑠𝑡

𝑃𝑟𝑒𝑓𝑖𝑥⟩(𝑘)∈𝑠𝑢𝑓𝑓𝑖𝑥𝑒𝑠(𝑃𝑟𝑒𝑓𝑖𝑥(𝑖′, 𝜋)) (по индук-

тивному предположению).
Следовательно, для любых 𝑛′∈{1, 2, . . .} и

𝑖′′ ∈ ⟨ 𝑉 𝑎𝑟
𝑂𝑐𝑐𝑢𝑟𝑟𝑒𝑛𝑐𝑒𝑠⟩(𝑘, 𝛼∧𝑛′

) ⟨ 𝑓𝑖𝑟𝑠𝑡
𝑃𝑟𝑒𝑓𝑖𝑥⟩(𝑘) ∈ 𝑠𝑢𝑓𝑓𝑖𝑥𝑒𝑠(𝑃𝑟𝑒𝑓𝑖𝑥(𝑖′′, 𝛼𝑛)).

В то же время (по определению /50/
⟨
𝐼𝑡𝑒𝑟𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛
𝑆𝑡𝑟𝑖𝑛𝑔

⟩
(𝑛,𝑚)) существует 𝑛′′∈

{1, ...,𝑛+1} такое, что 𝑃𝑟𝑒𝑓𝑖𝑥(𝑖, 𝜋) = 𝑃𝑟𝑒𝑓𝑖𝑥(𝑖, 𝛼∧𝑛′′
). Конец

доказательства

Следствие 1. Пусть 𝐴 = (𝑄,𝐹, 𝜇) – конечная комбинатор-
ная алгебра (/45/), 𝑁 = (𝑉,𝑅, 𝐹, 𝑓𝑢𝑛𝑐𝑡𝑜𝑟)− конечная сеть (/33/),
<< - линейный порядок на 𝑉 , 𝜋 =⟨𝐾𝑒𝑦

𝑃𝑙𝑎𝑛⟩𝐴(𝑁,<<), 𝑖∈𝑑𝑜𝑚(𝜋) и
𝜋(𝑖) = {𝑥}. Тогда для любого состояния 𝑓∈𝑆𝑡𝑎𝑡𝑒𝑠(𝐴,𝑁) все вер-
шины множества 𝑉 ∖{𝑦 : 𝑥 << 𝑦} являются настроенными в
состоянии ⟨𝐶𝑜𝑚𝑝𝑢𝑡𝑒𝑟

𝑃𝑟𝑜𝑡𝑜𝑐𝑜𝑙 ⟩(𝑓, 𝜋)(𝑖).

Доказательство. Пусть 𝑁 ′ = 𝑁.𝑖𝑠𝑜𝑙𝑎𝑡𝑒{(𝑦 : 𝑥 << 𝑦}).
В силу утверждения 23 𝑃𝑟𝑒𝑓𝑖𝑥(𝑖 − 1, 𝜋) = 𝜋′∧𝜋′′, где 𝜋′′ =

⟨𝐾𝑒𝑦
𝑃𝑙𝑎𝑛⟩𝐴(𝑁 ′, <<), а 𝜋′ ∈ ⟨𝐶𝑜𝑚𝑝𝑢𝑡𝑒𝑟

𝑃𝑙𝑎𝑛𝑠 ⟩(𝑁).
Таким образом, для подстановок

𝜙 =⟨𝐶𝑜𝑚𝑝𝑢𝑡𝑒𝑟
𝑆𝑢𝑏 ⟩𝑁 (𝑃𝑟𝑒𝑓𝑖𝑥(𝑖− 1, 𝜋))∈⟨𝑁𝑒𝑡𝑊𝑜𝑟𝑘

𝑆𝑢𝑏𝑠 ⟩(𝑁),
𝜙′∈⟨𝐶𝑜𝑚𝑝𝑢𝑡𝑒𝑟

𝑆𝑢𝑏 ⟩𝑁 (𝜋′)∈⟨𝑁𝑒𝑡𝑊𝑜𝑟𝑘
𝑆𝑢𝑏𝑠 ⟩(𝑁) и
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𝜙′′ =⟨𝐶𝑜𝑚𝑝𝑢𝑡𝑒𝑟
𝑆𝑢𝑏 ⟩𝑁 (𝜋′′)∈⟨𝑁𝑒𝑡𝑊𝑜𝑟𝑘

𝑆𝑢𝑏𝑠 ⟩(𝑁) выполняется соотношение (опр

/38/
⟨
𝐶𝑜𝑚𝑝𝑢𝑡𝑒𝑟

𝑆𝑢𝑏

⟩
𝑁 ) 𝜙 = 𝜙′𝜙′′.

В силу утверждения 22 𝜙′′ =⟨𝐾𝑒𝑦
𝑆𝑢𝑏𝑠⟩𝐴(𝑁 ′, <<), а, следовательно

(утв.21), 𝜙′′|𝑉 – параметрическое решение (/32/) 𝑠𝑦𝑠𝑡𝑒𝑚(𝑁 ′) над 𝐴.
В таком случае (утв. 13.следствие 1) ⟨ 𝑠𝑢𝑏𝑠

𝑉 𝑎𝑙𝑢𝑒⟩𝐴(𝑓𝑇𝑒𝑟𝑚𝑠(𝐹∪𝑄,𝑉 )𝜙′𝜙′′)- ре-
шение 𝑠𝑦𝑠𝑡𝑒𝑚(𝑁 ′) над 𝐴.
Поскольку (Теорема 2.следствие 1) ⟨ 𝑠𝑢𝑏𝑠

𝑉 𝑎𝑙𝑢𝑒⟩𝐴(𝑓𝑇𝑒𝑟𝑚𝑠(𝐹∪𝑄,𝑉 )𝜙′𝜙′′) =

⟨𝐶𝑜𝑚𝑝𝑢𝑡𝑒𝑟
𝑅𝑒𝑠𝑢𝑙𝑡 ⟩𝐴,𝑁 (𝑓, 𝑃𝑟𝑒𝑓𝑖𝑥(𝑖 − 1, 𝜋)) = 𝜋(𝑖), то (утв 16.следствие 1) со-

стояние 𝜋(𝑖) сети 𝑁 ′ настроено, а значит (опр. /4/) настроены все
вершины из множества 𝑁.𝑖𝑠𝑜𝑙𝑎𝑡𝑒({𝑦 : 𝑥 << 𝑦}). Конец

доказательства

Определение 52. Пусть 𝐴 = (𝑄,𝐹, 𝜇) – конечная алгебра
(/25/), 𝑁 = (𝑉,𝑅, 𝐹, 𝑓𝑢𝑛𝑐𝑡𝑜𝑟)- конечная сеть (/33/), << - линейный
порядок на 𝑉 и 𝜋 =⟨𝐾𝑒𝑦

𝑃𝑙𝑎𝑛⟩𝐴(𝑁,<<).
Определим отображения
⟨𝑛𝑜𝑛𝑅𝑒𝑑𝑢𝑛𝑑𝑎𝑛𝑡

𝑆𝑒𝑡 ⟩𝐴,𝑁,<<:𝑆𝑡𝑎𝑡𝑒𝑠(𝐴,𝑁)→2{1, 2, . . .} и
⟨𝑛𝑜𝑛𝑅𝑒𝑑𝑢𝑛𝑑𝑎𝑛𝑡

𝑃𝑙𝑎𝑛 ⟩𝐴,𝑁,<<:𝑆𝑡𝑎𝑡𝑒𝑠(𝐴,𝑁)→{1, 2, . . .}* следующим обра-
зом:
Для любого 𝑓∈𝑆𝑡𝑎𝑡𝑒𝑠(𝐴,𝑁)

∙ ⟨𝑛𝑜𝑛𝑅𝑒𝑑𝑢𝑛𝑑𝑎𝑛𝑡
𝑆𝑒𝑡 ⟩𝐴,𝑁,<<(𝑓)

𝑑𝑒𝑓
= {𝑖 : 𝑖 ∈ 𝑑𝑜𝑚(𝜋)&

⟨𝐶𝑜𝑚𝑝𝑢𝑡𝑒𝑟
𝑃𝑟𝑜𝑡𝑜𝑐𝑜𝑙 ⟩(𝑓, 𝜋)(𝑖) ̸= ⟨𝐶𝑜𝑚𝑝𝑢𝑡𝑒𝑟

𝑃𝑟𝑜𝑡𝑜𝑐𝑜𝑙 ⟩(𝑓, 𝜋)(𝑖+ 1)}
∙ ⟨𝑛𝑜𝑛𝑅𝑒𝑑𝑢𝑛𝑑𝑎𝑛𝑡

𝑃𝑙𝑎𝑛 ⟩𝐴,𝑁,<<(𝑓) это строка которая является мо-
нотонным и взаимно-однозначным отображением из множе-
ства {1, ...,|⟨𝑛𝑜𝑛𝑅𝑒𝑑𝑢𝑛𝑑𝑎𝑛𝑡

𝑆𝑒𝑡 ⟩𝐴,𝑁,<<(𝑓)|} на ⟨𝑛𝑜𝑛𝑅𝑒𝑑𝑢𝑛𝑑𝑎𝑛𝑡
𝑆𝑒𝑡 ⟩𝐴,𝑁,<<(𝑓).

Утверждение 24. Пусть 𝐴 = (𝑄,𝐹, 𝜇) – конечная алгебра
(/25/), 𝑁 = (𝑉,𝑅, 𝐹, 𝑓𝑢𝑛𝑐𝑡𝑜𝑟) - конечная сеть (/33/), << - линейный
порядок на 𝑉 , 𝜏 = ⟨𝐾𝑒𝑦

𝑃𝑙𝑎𝑛⟩𝐴(𝑁,<<), 𝑓 ∈ 𝑆𝑡𝑎𝑡𝑒𝑠(𝐴,𝑁),
𝑠 = ⟨𝑛𝑜𝑛𝑅𝑒𝑑𝑢𝑛𝑑𝑎𝑛𝑡

𝑆𝑒𝑡 ⟩𝐴,𝑁,<<(𝑓) и 𝜋 = 𝑠𝑢𝑏𝑠𝑒𝑞(𝑠, 𝜏)
(𝜋 -подпоследовательность, протокола 𝜏 , порожденная множеством 𝑠⊆𝜏 ). Тогда
для любого 𝑖 ∈ ⟨𝑛𝑜𝑛𝑅𝑒𝑑𝑢𝑛𝑑𝑎𝑛𝑡

𝑆𝑒𝑡 ⟩𝐴,𝑁,<<(𝑓) выполняются следующие
равенства:

1) 𝜋(𝑛𝑢𝑚𝑠,6(𝑖))= 𝜏(𝑖),
2) ⟨𝐶𝑜𝑚𝑝𝑢𝑡𝑒𝑟

𝑃𝑟𝑜𝑡𝑜𝑐𝑜𝑙 ⟩(𝑓, 𝜋)(𝑛𝑢𝑚𝑠,6(𝑖)) = ⟨𝐶𝑜𝑚𝑝𝑢𝑡𝑒𝑟
𝑃𝑟𝑜𝑡𝑜𝑐𝑜𝑙 ⟩(𝑓, 𝜏)(𝑖)

Доказательство.
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1. Поскольку 𝑛𝑢𝑚𝑠,6:𝑠→{1, ...,|𝑠|} взаимно-однозначное
отображение (утв. 4), то равенство 𝜋(𝑛𝑢𝑚𝑠,6(𝑖))= 𝜏(𝑖) для всех
𝑖∈𝑠 равносильно равенству 𝜋(𝑗) = 𝜏(𝑛𝑢𝑚𝑠,6

−1(𝑗)) для всех
𝑗∈𝑑𝑜𝑚(𝜋).

Равенство 𝜋(𝑗) = 𝜏(𝑛𝑢𝑚𝑠,6
−1(𝑗)) следует из утвержде-

ния 5: 𝜋 = 𝑠𝑢𝑏𝑠𝑒𝑞(𝑠, 𝜏) = /*утв. 5*/ 𝑠𝑡𝑟𝑖𝑛𝑔(𝑠 ∩ 𝑑𝑜𝑚(𝜏),6, 𝜏) =
/*𝑠 ⊆ 𝑑𝑜𝑚(𝜏)*/= 𝑠𝑡𝑟𝑖𝑛𝑔(𝑠,6, 𝜏) =/*опр./12/*/ = 𝑛𝑢𝑚𝑠,6

−1
∙𝜏 , где ∙

- операция композиции отображений. Таким образом 𝜋(𝑗) =
(𝑛𝑢𝑚𝑠,6

−1
∙𝜏)(𝑗) = 𝜏(𝑛𝑢𝑚𝑠,6

−1 (𝑖)). (В частности 𝜋(1) =
𝜏(𝑚𝑖𝑛(𝑠))).

2.Равенство
⟨𝐶𝑜𝑚𝑝𝑢𝑡𝑒𝑟

𝑃𝑟𝑜𝑡𝑜𝑐𝑜𝑙 ⟩(𝑓, 𝜋)(𝑛𝑢𝑚𝑠,6(𝑖) + 1)= ⟨𝐶𝑜𝑚𝑝𝑢𝑡𝑒𝑟
𝑃𝑟𝑜𝑡𝑜𝑐𝑜𝑙 ⟩(𝑓, 𝜏)(𝑖+ 1) является

следствием (по определению /42/
⟨
𝐶𝑜𝑚𝑝𝑢𝑡𝑒𝑟
𝑃𝑟𝑜𝑡𝑜𝑐𝑜𝑙

⟩
) равенства 𝜋(𝑛𝑢𝑚𝑠,6(𝑖)) =

𝜏(𝑖) (это равенство доказано в пункте 1. утв 24). Действительно,
пусть 𝑔 = ⟨𝐶𝑜𝑚𝑝𝑢𝑡𝑒𝑟

𝑃𝑟𝑜𝑡𝑜𝑐𝑜𝑙 ⟩(𝑓, 𝜋)(𝑛𝑢𝑚𝑠,6(𝑖))= ⟨𝐶𝑜𝑚𝑝𝑢𝑡𝑒𝑟
𝑃𝑟𝑜𝑡𝑜𝑐𝑜𝑙 ⟩(𝑓, 𝜏)(𝑖) и

𝑚 = 𝜋(𝑛𝑢𝑚𝑠,6(𝑖))= 𝜏(𝑖). Тогда (по определению /42/) 𝑠𝑡𝑒𝑝𝐴,𝑁,𝑚(𝑔) =

⟨𝐶𝑜𝑚𝑝𝑢𝑡𝑒𝑟
𝑃𝑟𝑜𝑡𝑜𝑐𝑜𝑙 ⟩(𝑓, 𝜋)(𝑛𝑢𝑚𝑠,6(𝑖) + 1)= ⟨𝐶𝑜𝑚𝑝𝑢𝑡𝑒𝑟

𝑃𝑟𝑜𝑡𝑜𝑐𝑜𝑙 ⟩(𝑓, 𝜏)(𝑖+ 1).
Вместе с тем (по определению /52/

⟨
𝑛𝑜𝑛𝑅𝑒𝑑𝑢𝑛𝑑𝑎𝑛𝑡

𝑆𝑒𝑡

⟩
и по определению

/42/
⟨
𝐶𝑜𝑚𝑝𝑢𝑡𝑒𝑟
𝑃𝑟𝑜𝑡𝑜𝑐𝑜𝑙

⟩
) ⟨𝐶𝑜𝑚𝑝𝑢𝑡𝑒𝑟

𝑃𝑟𝑜𝑡𝑜𝑐𝑜𝑙 ⟩(𝑓, 𝜋)(𝑛𝑢𝑚𝑠,6(1))= /*опр/52/*/𝑓= /*опр/42/*/

⟨𝐶𝑜𝑚𝑝𝑢𝑡𝑒𝑟
𝑃𝑟𝑜𝑡𝑜𝑐𝑜𝑙 ⟩(𝑓, 𝜏)(1). Конец

доказательства

Утверждение 25. Пусть 𝐴 = (𝑄,𝐹, 𝜇) – комбинаторная ал-
гебра (/45/), 𝑁 = (𝑉,𝑅, 𝐹, 𝑓𝑢𝑛𝑐𝑡𝑜𝑟)− конечная сеть (/33/), << -
линейный порядок на 𝑉 и 𝜋 =⟨𝐾𝑒𝑦

𝑃𝑙𝑎𝑛⟩𝐴(𝑁,<<). Тогда для любого
состояния 𝑓∈𝑆𝑡𝑎𝑡𝑒𝑠(𝐴,𝑁) и любого 𝑖∈⟨𝑛𝑜𝑛𝑅𝑒𝑑𝑢𝑛𝑑𝑎𝑛𝑡

𝑆𝑒𝑡 ⟩𝐴,𝑁,<<(𝑓)
𝜋(𝑖) = {⟨𝑐ℎ𝑖𝑒𝑓𝑛𝑜𝑑𝑒⟩𝑁,𝐴(<<, ⟨𝐶𝑜𝑚𝑝𝑢𝑡𝑒𝑟

𝑃𝑟𝑜𝑡𝑜𝑐𝑜𝑙 ⟩(𝑓, 𝜋)(𝑖))}.

Доказательство. Пусть 𝜋(𝑖) = {𝑥}. В соответствии с утвер-
ждением 23.следствие 1 все вершины множества 𝑉 ∖{𝑦 : 𝑥 <<
𝑦} являются настроенными в состоянии ⟨𝐶𝑜𝑚𝑝𝑢𝑡𝑒𝑟

𝑃𝑟𝑜𝑡𝑜𝑐𝑜𝑙 ⟩(𝑓, 𝜋)(𝑖). По-
скольку ⟨𝐶𝑜𝑚𝑝𝑢𝑡𝑒𝑟

𝑃𝑟𝑜𝑡𝑜𝑐𝑜𝑙 ⟩(𝑓, 𝜋)(𝑖)̸=⟨𝐶𝑜𝑚𝑝𝑢𝑡𝑒𝑟
𝑃𝑟𝑜𝑡𝑜𝑐𝑜𝑙 ⟩(𝑓, 𝜋)(𝑖 + 1) (по определению /52/⟨

𝑛𝑜𝑛𝑅𝑒𝑑𝑢𝑛𝑑𝑎𝑛𝑡
𝑆𝑒𝑡

⟩
𝐴,𝑁,<<(𝑓)), то вершина 𝑥 не настроена в состоянии

⟨𝐶𝑜𝑚𝑝𝑢𝑡𝑒𝑟
𝑃𝑟𝑜𝑡𝑜𝑐𝑜𝑙 ⟩(𝑓, 𝜋)(𝑖). Таким образом, 𝑥 –минимальная по порядку
<< вершина не настроенная в состоянии ⟨𝐶𝑜𝑚𝑝𝑢𝑡𝑒𝑟

𝑃𝑟𝑜𝑡𝑜𝑐𝑜𝑙 ⟩(𝑓, 𝜋)(𝑖). В
таком случае (определение /46/) 𝑥 =⟨𝑐ℎ𝑖𝑒𝑓𝑛𝑜𝑑𝑒⟩𝑁,𝐴(<<,⟨𝐶𝑜𝑚𝑝𝑢𝑡𝑒𝑟

𝑃𝑟𝑜𝑡𝑜𝑐𝑜𝑙 ⟩(𝑓, 𝜋)(𝑖)).
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Конец
доказательства

Следствие 1. Пусть 𝐴 = (𝑄,𝐹, 𝜇) – конечная комбина-
торная алгебра (/45/), 𝑁 = (𝑉,𝑅, 𝐹, 𝑓𝑢𝑛𝑐𝑡𝑜𝑟)- конечная сеть
и << - линейный порядок на 𝑉 . Тогда для любого состояния
𝑓∈𝑆𝑡𝑎𝑡𝑒𝑠(𝐴,𝑁) подпоследовательность
𝑠𝑢𝑏𝑠𝑒𝑞(⟨𝑛𝑜𝑛𝑅𝑒𝑑𝑢𝑛𝑑𝑎𝑛𝑡

𝑆𝑒𝑡 ⟩𝐴,𝑁,<<(𝑓),⟨𝐾𝑒𝑦
𝑃𝑙𝑎𝑛⟩𝐴(𝑁,<<)) ∈ ⟨𝐶𝑜𝑚𝑝𝑢𝑡𝑒𝑟

𝑃𝑙𝑎𝑛𝑠 ⟩(𝑁)
последовательности ⟨𝐾𝑒𝑦

𝑃𝑙𝑎𝑛⟩𝐴(𝑁,<<) ∈ ⟨𝐶𝑜𝑚𝑝𝑢𝑡𝑒𝑟
𝑃𝑙𝑎𝑛𝑠 ⟩(𝑁) является

<<, 𝑓 -планом Киссинджера (/46/).

Доказательство. Пусть 𝑠 = ⟨𝑛𝑜𝑛𝑅𝑒𝑑𝑢𝑛𝑑𝑎𝑛𝑡
𝑆𝑒𝑡 ⟩𝐴,𝑁,<<(𝑓),

𝜏 = ⟨𝐾𝑒𝑦
𝑃𝑙𝑎𝑛⟩𝐴(𝑁,<<) и 𝜋 = 𝑠𝑢𝑏𝑠𝑒𝑞(𝑠, 𝜏).

Возможны следующие варианты 𝑠 =∅ и 𝑠 ̸=∅.
Если 𝑠 = ∅, то (опр /13/ 𝑠𝑢𝑏𝑠𝑒𝑞(∅, 𝜏)) 𝜋 = 𝜀 и (опр /52/

⟨
𝑛𝑜𝑛𝑅𝑒𝑑𝑢𝑛𝑑𝑎𝑛𝑡

𝑆𝑒𝑡

⟩
)

𝑓 = ⟨𝐶𝑜𝑚𝑝𝑢𝑡𝑒𝑟
𝑅𝑒𝑠𝑢𝑙𝑡 ⟩𝐴,𝑁 (𝑓, 𝜋) следовательно (утв 22.следствие 1) 𝑓 настроен-

ное состояние. Следовательно (в соответствии с определением /46/) 𝜋 =𝜀
является <<, 𝑓 -планом Киссинджера (/46/).

Пусть 𝑠 ̸=∅. В силу определения /46/ достаточно убедиться в
том, что для любого 𝑖∈𝑑𝑜𝑚(𝜋)
𝜋(𝑖) = {⟨𝑐ℎ𝑖𝑒𝑓𝑛𝑜𝑑𝑒⟩𝑁,𝐴(<<,⟨𝐶𝑜𝑚𝑝𝑢𝑡𝑒𝑟

𝑃𝑟𝑜𝑡𝑜𝑐𝑜𝑙 ⟩(𝑓, 𝜋)(𝑖))}.
По определению /13/ 𝑠𝑢𝑏𝑠𝑒𝑞(𝑠, 𝜏) последнее равносильно,

тому, что для любого 𝑗∈𝑠 𝜋(𝑛𝑢𝑚𝑠,6(𝑗))=
{⟨𝑐ℎ𝑖𝑒𝑓𝑛𝑜𝑑𝑒⟩𝑁,𝐴(<<,⟨𝐶𝑜𝑚𝑝𝑢𝑡𝑒𝑟

𝑃𝑟𝑜𝑡𝑜𝑐𝑜𝑙 ⟩(𝑓, 𝜋)(𝑛𝑢𝑚𝑠,6(𝑗)))}.
Согласно утв. 24 ⟨𝐶𝑜𝑚𝑝𝑢𝑡𝑒𝑟

𝑃𝑟𝑜𝑡𝑜𝑐𝑜𝑙 ⟩(𝑓, 𝜋)(𝑛𝑢𝑚𝑠,6(𝑗))=⟨𝐶𝑜𝑚𝑝𝑢𝑡𝑒𝑟
𝑃𝑟𝑜𝑡𝑜𝑐𝑜𝑙 ⟩(𝑓, 𝜏)(𝑗) и

𝜋(𝑛𝑢𝑚𝑠,6(𝑗))= 𝜏(𝑗), а согласно утв.25
𝜏(𝑖) ={⟨𝑐ℎ𝑖𝑒𝑓𝑛𝑜𝑑𝑒⟩𝑁,𝐴(<<,⟨𝐶𝑜𝑚𝑝𝑢𝑡𝑒𝑟

𝑃𝑟𝑜𝑡𝑜𝑐𝑜𝑙 ⟩(𝑓, 𝜏)(𝑖))}. Конец
доказательства

Следствие 2. (Достаточность условия комбинаторности в
теореме 1) Любая конечная комбинаторная алгебра (/45/) являет-
ся регулярно устойчивой (/7/). Без

доказательства

3.2. УСТОЙЧИВЫЕ И РЕГУЛЯРНО УСТОЙЧИВЫЕ АЛГЕБРЫ
Следующий пример демонстрирует тот факт, что существу-

ют конечные устойчивые алгебры (/7/), которые не являются ком-
бинаторными (/45/).
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Пример 10. Пусть 𝐹 = {∅, 𝑣, 𝑎, 𝑓} – множество функцио-
нальных символов (/15/), для которого 𝑎𝑟𝑛(∅) = 𝑎𝑟𝑛(𝑣) = 0,
𝑎𝑟𝑛(𝑎) = 1 и 𝑎𝑟𝑛(𝑓) = 2. Пусть 𝜏 = {𝑥 → 𝑣}((𝑓(𝑥, 𝑎(𝑥)))𝑥,2)=
𝑓(𝑓(𝑣, 𝑎(𝑣)), 𝑎(𝑓(𝑣, 𝑎(𝑣)))) ∈ 𝑇𝑒𝑟𝑚𝑠(𝐹, ∅) (/18,44,16/).

Рассмотрим множество 𝑄 = (⟨ 𝑠𝑢𝑏
𝑡𝑒𝑟𝑚𝑠⟩(𝜏)∖{𝜏})∪{∅} (/17/: 𝑄 =

{𝑣, 𝑎(𝑣), 𝑓(𝑣, 𝑎(𝑣)), 𝑎(𝑓(𝑣, 𝑎(𝑣))),∅}) и алгебру 𝐴𝜏= (𝑄,𝐹, 𝜇) (/25/), в кото-
рой 𝜇 определено следующим образом:

∙ если 𝑐∈{∅, 𝑣}, то 𝜇(𝑐)(𝜀) = 𝑐,

∙ для любого 𝑡∈𝑄 𝜇(𝑎)(𝑡) =

{︂
𝑎(𝑡), если 𝑎(𝑡) ∈ 𝑄
∅, если 𝑎(𝑡) /∈ 𝑄

;

∙ для любых 𝑡, 𝑡′∈𝑄

𝜇(𝑓)(𝑡, 𝑡′) =

⎧⎨⎩
𝑓(𝑡, 𝑡′), если 𝑓(𝑡, 𝑡′)∈𝑄
𝑣, если 𝑓(𝑡, 𝑡′) = 𝜏
∅, если 𝑓(𝑡, 𝑡′) /∈ 𝑄∪{𝜏}

На рис 7 представлено строение этой алгебры в виде табли-
цы операций (7𝑎) и в виде функциональной сети (7б) (вершина
соответствующая элементу алгебры ∅ на рис. 7б не изображена).

Эта алгебра не является комбинаторной (/45/), поскольку для
терма 𝑡 = 𝑓(𝑥, 𝑎(𝑥))∈𝑇𝑒𝑟𝑚𝑠(𝐹, {𝑥}) (/16/) выполняется равенство
𝑣𝑎𝑙𝑢𝑒𝐴𝜏 ({𝑥→𝑣}𝑡𝑥,2)=𝑣 (/27, 18,44/) и в то же время
𝑣𝑎𝑙𝑢𝑒𝐴𝜏 ({𝑥→𝑣}𝑡)=𝑓(𝑣, 𝑎(𝑣))̸=𝑣 (/27, 18/).

Вместе с тем, для любой функциональной сети (/33/)

𝐺 =(𝑊,𝑅, {∅, 𝑣, 𝑎, 𝑓}, 𝑓𝑢𝑛𝑐𝑡𝑜𝑟), для любого состояния
𝑔 ∈ 𝑆𝑡𝑎𝑡𝑒𝑠(𝐴𝜏 , 𝐺) (/40/) и любого линейного порядка
<<∈ ⟨ 𝐿𝑖𝑛𝑒

𝑂𝑟𝑑𝑒𝑟𝑠⟩(𝑊 ), такого, что из 𝑓𝑢𝑛𝑐𝑡𝑜𝑟(𝑥)=𝑓 и 𝑓𝑢𝑛𝑐𝑡𝑜𝑟(𝑦)=𝑎
следует 𝑥 << 𝑦 (𝑔,<<)- настройка (/46/) является полной (/41/).

Без
доказательства∙

Оставшаяся часть раздела посвящена доказательству того,
что любая некомбинаторная алгебра (/45/) не является регулярно
устойчивой (/7/).

Определение 53. Определим отображение
𝐸𝑞𝑁𝑒𝑡 : 𝑒𝑞𝑢𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛𝑠(𝐹, {𝑥}) → 𝑛𝑒𝑡𝑤𝑎𝑟𝑒𝑠(𝑇𝑒𝑟𝑚𝑠(𝐹, ∅), 𝐹 ) (/20,33/) сле-
дующим образом. Для любого уравнения 𝑥=𝑡 ∈ 𝑒𝑞𝑢𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛𝑠(𝐹, {𝑥})
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𝑥 𝜇(𝑎)(𝑥)

𝑣 𝑎(𝑣)

𝑎(𝑣) ∅

𝑓(𝑣, 𝑎(𝑣)) 𝑎(𝑓(𝑣, 𝑎(𝑣)))

𝑎(𝑓(𝑣, 𝑎(𝑣))) ∅

∅ ∅

𝑥1
𝑥2 𝑣 𝑎(𝑣) 𝑓(𝑣, 𝑎(𝑣)) 𝑎(𝑓(𝑣, 𝑎(𝑣))) ∅

𝑣 ∅ 𝑓(𝑣, 𝑎(𝑣)) ∅ ∅ ∅

𝑎(𝑣) ∅ ∅ ∅ ∅ ∅

𝑓(𝑣, 𝑎(𝑣)) ∅ ∅ ∅ 𝑣 ∅

𝑎(𝑓(𝑣, 𝑎(𝑣))) ∅ ∅ ∅ ∅ ∅

∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅

б) 𝑣

𝑎(𝑣)

𝑓(𝑣, 𝑎(𝑣))

𝑎(𝑓(𝑣, 𝑎(𝑣)))

𝜇(𝑎):

𝜇(𝑓):𝑎)

Рис. 7. Устойчивая некомбинаторная алгебра.

(/20/) 𝐸𝑞𝑁𝑒𝑡(𝑥=𝑡)= (⟨ 𝑠𝑢𝑏
𝑡𝑒𝑟𝑚𝑠⟩(𝑡)∖{𝑥}, 𝑅, 𝐹, 𝑡𝑜𝑝𝐹𝑢𝑛𝑐𝑡𝑜𝑟) (/17/) такая

сеть (/33/), что (𝜏, 𝑖, 𝜏 ′)∈𝑅 тогда и только тогда, когда выполня-
ется одно из следующих условий:

∙ либо 𝑆𝑜𝑛𝑠(𝜏)(𝑖) = 𝑥 и 𝜏 ′=𝑡 (/17/);
∙ либо 𝑆𝑜𝑛𝑠(𝜏)(𝑖)=𝜏 ′ (/17/).

Утверждение 26. (Необходимость условия комбинаторно-
сти в теореме 1.) Пусть 𝐴 = (𝑄,𝐹, 𝜇) – конечная неком-
бинаторная алгебра (/45/). Тогда существует такое уравнение
𝑢∈𝑒𝑞𝑢𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛𝑠(𝐹, {𝑥}) (/20/), что для некоторого линейного поряд-
ка << (/1.3.1/) на множестве вершин схемы 𝐸𝑞𝑁𝑒𝑡(𝑢) (/53/), су-
ществует такое состояние 𝑓∈𝑆𝑡𝑎𝑡𝑒𝑠(𝐴,𝐸𝑞𝑁𝑒𝑡(𝑢)) (/40, 53/), что
(𝑓 ,<<)- настройка (/46/) схемы 𝐸𝑞𝑁𝑒𝑡(𝑢) не является полной (/41/).

Доказательство. Поскольку 𝐴 – некомбинаторная алгебра
(/45/), существуют терм 𝑡 ∈ 𝑇𝑒𝑟𝑚𝑠(𝐹, {𝑥}) (/16/), 𝑞∈𝑄 и целое
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𝑘 > 1 такие, что 𝑣𝑎𝑙𝑢𝑒𝐴({𝑥 → 𝑞}𝑡𝑥,𝑘)=𝑞 и 𝑣𝑎𝑙𝑢𝑒𝐴({𝑥 → 𝑞}𝑡)̸=𝑞
(/27, 18, 44/).

Рассмотрим схему 𝑁 = 𝐸𝑞𝑁𝑒𝑡(𝑥 = 𝑡) (/53/) и состояние
𝑓∈𝑆𝑡𝑎𝑡𝑒𝑠(𝐴,𝑁) (/40/) такое, что для любой вершины
𝜏 ∈ ⟨ 𝑠𝑢𝑏

𝑡𝑒𝑟𝑚𝑠⟩(𝑡)∖{𝑡} (/17/ в соответствии с определением /53/ вершины 𝐸𝑞𝑁𝑒𝑡 явля-

ются подтермами 𝑡) 𝑓(𝜏)=𝑣𝑎𝑙𝑢𝑒𝐴({𝑥 → 𝑞}(𝜏)) (/27,18/). Это состояние
не согласовано (/4/), и единственной не настроенной вершиной (/4/)

является вершина 𝑥 (поскольку 𝑣𝑎𝑙𝑢𝑒𝐴({𝑥→𝑞} (𝑡))̸=𝑞 (/27, 18/)).
Рассмотрим такой линейный порядок (/1.3.2/) << на множе-

стве ⟨ 𝑠𝑢𝑏
𝑡𝑒𝑟𝑚𝑠⟩(𝑡)∖{𝑡} (/17/) (<<∈

⟨
𝐿𝑖𝑛𝑒

𝑂𝑟𝑑𝑒𝑟𝑠

⟩
(
⟨

𝑠𝑢𝑏
𝑡𝑒𝑟𝑚𝑠

⟩
(𝑡) ∖ {𝑡}) ) , в котором вер-

шина 𝑥 является наибольшей (/1.3.2/). Тогда (𝑓 ,<<)- настройка схе-
мы𝑁 (/46/) – бесконечная последовательность (не является полной (/41/)).
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ЧИСЛЕННЫЕ ЭКСПЕРИМЕНТЫ С ВАРИАНТАМИ 
АЛГОРИТМОВ ВНУТРЕННИХ ТОЧЕК 

НА НЕЛИНЕЙНЫХ ЗАДАЧАХ 
ПОТОКОРАСПРЕДЕЛЕНИЯ 

Зоркальцев В. И.1, Медвежонков Д. С.2 
(ФГБУН Институт систем энергетики  
им. Л.А. Мелентьева СО РАН, Иркутск) 

 
Представлены результаты сравнительных экспериментальных 
исследований вариантов алгоритмов внутренних точек на 
нелинейных моделях потокораспределения. В экспериментах 
выявлено преимущество линейных весовых коэффициентов, 
деленных на множители Лагранжа, перед квадратичными. 
Установлено, что при использовании двойственных алгорит-
мов требуемая точность решения достигается быстрее, чем 
при использовании прямых алгоритмов внутренних точек.  
 
Ключевые слова: прямые и двойственные алгоритмы внут-
ренних точек, весовые коэффициенты, нелинейные задачи 
потокораспределения. 

1. Введение 

В работах [7, 13, 14] рассматривается класс задач выпукло-
го программирования с линейными ограничениями и сепара-
бельной целевой функцией, обладающих свойством симметрич-
ной двойственности. Этим термином названа ситуация, когда 
двойственная к двойственной задаче оптимизации совпадает с 
                                         
1 Валерий Иванович Зоркальцев, доктор технических наук, профессор, 
заведующий лабораторией (zork@isem.sei.irk.ru). 
2 Дмитрий Сергеевич Медвежонков, младший научный сотрудник 
(dmitry@isem.sei.irk.ru). 
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исходной. Наличие симметричной двойственности даёт ряд 
преимуществ, в том числе возможность поиска решения исход-
ной оптимизации на основе алгоритмов поиска оптимального 
решения двойственной задачи. 

Основная цель данной статьи – изложить результаты срав-
нительных экспериментальных исследований вариантов алго-
ритмов внутренних точек для решения задач нелинейной опти-
мизации, обладающих свойством симметричной двойственнос-
ти. Свойство симметричной двойственности позволяет 
использовать не только так называемые прямые алгоритмы 
внутренних точек (осуществляющих монотонное улучшение 
решения исходной задачи оптимизации), но и двойственные 
алгоритмы внутренних точек (осуществляющие монотонное 
улучшение решения двойственной задачи оптимизации).  

В данной статье рассматривается класс алгоритмов внут-
ренних точек, пионерами в разработке которых в конце 60-х и в 
70-х годах прошлого века были отечественные ученые 
С.М. Анциз, И.И. Дикин, Ю.Г. Евтушенко, В.Г. Жадан, 
В.И. Зоркальцев [1, 4, 5, 6, 9]. В дальнейшем с 80-х годов про-
шлого века эти алгоритмы привлекли повышенное внимание во 
всём мире. Частными случаями рассматриваемых в этой статье 
алгоритмов являются широко известные алгоритмы под назва-
нием affine scaling method и dual affine scaling method. 

К настоящему времени можно считать общепринятым, что 
в результате проведенных теоретических и многочисленных 
экспериментальных исследований установлена высокая вычис-
лительная эффективность рассматриваемых алгоритмов внут-
ренних точек. Например, они, как правило, позволяют быстрее 
получать решения задач линейного программирования разной 
размерности, чем хорошо отработанные в результате многолет-
ней вычислительной практики алгоритмы симплекс-метода. 

В силу конструктивных особенностей обсуждаемых алго-
ритмов (обуславливающих их вычислительную эффективность) 
для их теоретического обоснования нельзя воспользоваться 
стандартной техникой, изложенной, например, Зангвиллом [8]. 
К настоящему времени полученные результаты теоретического 
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обоснования алгоритмов внутренних точек рассматриваемого 
здесь типа относятся в основном к их использованию для реше-
ния задач линейного и отчасти квадратичного программирова-
ния. Хотя уже с 70-х годов прошлого века эти алгоритмы ус-
пешно применяются при реализации многих моделей энергети-
ки, относящихся к другим классам задач математического 
программирования. В этой связи особый интерес представляют 
экспериментальные исследования алгоритмов. Как показывает 
практика предыдущих экспериментальных исследований, их 
результаты бывают полезны для выработки рекомендаций по 
использованию вариантов алгоритмов в конкретных типах задач 
и для последующего теоретического обоснования алгоритмов. 

Здесь будет рассматриваться две альтернативы в выборе ва-
риантов алгоритмов внутренних точек. Одна из них – правила 
задания так называемых «весовых коэффициентов», с помощью 
которых во вспомогательной задаче определения направления 
улучшения решения учитываются ограничения-неравенства 
исходной задачи оптимизации. В [10–12] на основе аксиомати-
ческого подхода вводятся и обсуждаются различные возможные 
правила задания этих коэффициентов, приводящих к алгорит-
мам, которые обладают разными свойствами. Наиболее извест-
ными являются так называемые квадратичные весовые коэффи-
циенты, введенные в первых работах по данному типу 
алгоритмов внутренних точек И.И. Дикиным [4]. Результаты 
развития такого алгоритма и практические приложения отраже-
ны в монографии [5]. В дальнейшем в работах зарубежных 
авторов такой алгоритм внутренних точек получил название 
«affine scaling method». 

У данного алгоритма есть одна нехорошая в вычислитель-
ном отношении особенность, проявляющаяся уже при решении 
задачи линейного программирования. При оптимизации в об-
ласти допустимых решений шаг, с которым осуществляется 
улучшение решения по выбранному направлению, неограничен-
но возрастает. Это означает, что на финальных итерациях неиз-
бежные малые погрешности в решении вспомогательной задачи 
выбора направления корректировки решения сильно проявляют-
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ся в вычислительном процессе, в том числе через выход из 
области допустимых решений.  

В целях борьбы с этим негативным явлением было предло-
жено вместо квадратичных весовых коэффициентов на финаль-
ных итерациях использовать линейные весовые коэффициенты, 
деленные на оценки предыдущих итераций множителей Ла-
гранжа соответствующих ограничений-неравенств [11]. После-
дующие экспериментальные исследования [2] показали, что 
таким вариантом алгоритмов внутренних точек вполне можно 
пользоваться не только на финальных, но и на всех итерациях. 
Теоретические исследования [12] показали, что эти алгоритмы 
обладают, так же как и алгоритмы с квадратичными весовыми 
коэффициентами, линейной скоростью сходимости, асимптоти-
чески не зависящей от исходных данных задачи, и могут обла-
дать сверхлинейной скоростью сходимости. Практический 
интерес и интерес для дальнейших теоретических исследований 
представляет выяснение вопроса на основе экспериментальных 
расчетов: как соотносятся по времени счета эти два варианта 
алгоритмов на задачах с нелинейной целевой функцией? 

Вторая альтернатива – выбор между «прямыми» и «двойст-
венными» алгоритмами внутренних точек. Прямые алгоритмы 
осуществляют монотонное улучшение исходной задачи оптими-
зации в области решений, удовлетворяющих в строгой форме её 
ограничениям-неравенствам. На этапе ввода в область допусти-
мых решений на каждой итерации происходит сокращение всех 
компонент вектора абсолютных значений невязок ограничений-
равенств. На втором этапе осуществляется процесс оптимизации 
(монотонного улучшения значения целевой функции) в области 
допустимых решений исходной задачи. 

При этом на каждой итерации при решении вспомогатель-
ной задачи выбора направления корректировки решения выра-
батывается также приближение к решению двойственной зада-
чи. Как было подмечено еще в 70-х годах И.И. Дикиным, 
приближения к решению двойственной задачи хотя и не моно-
тонно в каком либо смысле, но значительно лучше (быстрее) 
сходятся к оптимальному решению двойственной задачи, чем 
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сходятся монотонно улучшаемые решения исходной задачи к её 
оптимальному решению. В дальнейшем этот факт получил 
теоретическое обоснование [10] на задачах ЛП. 

Двойственный алгоритм внутренних точек осуществляет 
монотонное улучшение решения двойственной задачи. При этом 
на каждой итерации вырабатывается и приближение к решению 
исходной задачи. В этом случае, по аналогии с предыдущим, 
следует ожидать более быструю сходимость приближений ис-
ходной задачи к её оптимальному решению, чем сходимость 
приближений двойственной задачи двойственной задачи к её 
оптимальному решению. Важно также отметить, что для рас-
сматриваемых здесь задач легко получить стартовую точку 
двойственной задачи, удовлетворяющую всем её ограничениям-
неравенствам в строгой форме. Оба эти момента позволяют 
надеяться, что двойственные алгоритмы могут быть более эф-
фективными для определения с заданной точностью оптималь-
ного решения исходной задачи оптимизации. 

Заметим, что у всех четырех рассматриваемых здесь алго-
ритмов объем вычислений на каждой итерации (при решении 
одной и той же задачи) одинаков. Это позволяет использовать 
число итераций для достижения решения с одной и той же 
заданной точностью в качестве сравнительного показателя 
времени счета. 

Конкретным объектом экспериментальных исследований 
данной статьи будут нелинейные модели потокораспределения 
[3, 7, 13–16]. Этим термином объединяются нелинейные (с 
затратами на перевозки нелинейно зависящими от объемов 
перевозок) транспортные задачи, а также электрические цепи и 
гидравлические цепи (моделирующие транспортировку по 
трубопроводам воды, нефти или нефтепродуктов). 

2. Взаимно-двойственные задачи оптимизации 

Заданы матрица A размера m  n и множество номеров 
J = {1, …, n}. Множества L, H являются некоторыми подмноже-
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ствами J. Также заданы: вектор b  Rm, вектор c  Rn, величины 
jx , j  L,  и jx , j  H, при этом jj xx   для HLj  .  

Обозначим Z множество функций из R в R, которые равны 
нулю в нуле и имеют непрерывные возрастающие производные. 
Причем производные этих функций равны нулю в нуле и изме-
няются от –∞ до +∞.  

Заметим, что любой функции из Z можно поставить в соот-
ветствие сопряженную функцию из Z, производная которой 
является обратной функцией к производной исходной функции. 
Такой переход к новой функции равносилен применению к 
исходной функции преобразования Лежандра–Фенхеля, извест-
ного из выпуклого анализа. 

Пусть задан набор функций Fj(xj), j  J, принадлежащих 
множеству Z. Введем функции от векторов Rn: 




Jj
jj xFxF )()( . 

Рассмотрим задачу выпуклой оптимизации с выпуклой сепара-
бельной целевой функцией и линейными ограничениями с 
вектором переменных x  Rn: 
(1) ( ) minTF x c x   
(2) Ax b , 
(3) jjx x , Lj , 
(4) jj xx  , Hj . 

Назовем (1)–(4) исходной задачей оптимизации. Расширен-
ным решением исходной задачи назовем набор, состоящий из 
вектора исходных переменных x, вектора u  Rm множителей 
Лагранжа ограничений (2), векторов l  Rn  и h  Rn, содержа-
щих множители Лагранжа ограничений (3) и (4), причем lj = 0, 
j  J \ L и hj = 0, j  J \ H, а также вектора y  Rn с компонентами 
yj = fj(xj), где fj – производная Fj, j  J. 

Обозначим Фj функцию из Z, полученную в результате пре-
образования Лежандра–Фенхеля из функции Fj  Z, j  J. Вве-
дем функцию от вектора y  Rn: 




Jj
jj yy )()( .  
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В [7] установлено, что двойственную задачу оптимизации к 
задаче (1)–(4) можно записать в виде 
(5) min)( T  

 Hj
jj

Lj
jj hxlxuby  

(6) uAhlcy T , 
(7) Ljl j  ,0 ; Hjh j  ,0 , 
(8) LjJjl j  ,,0 ;   HjJjh j  ,,0 . 

Здесь переменными являются векторы y  Rn, u  Rm и ком-
поненты векторов l  Rn и h  Rn соответственно при j  L и 
j  H. 

Расширенным решением двойственной задачи назовем на-
бор, состоящий из векторов её переменных y, u, l, h, а также 
вектора x  Rn множителей Лагранжа ограничений (6). 

Рассмотрим систему уравнений и неравенств, включающую 
условия (2)–(4), (8) и дополнительные ограничения: 
(9) )( jjj xfy  , Jj , 

(10) uAhlcy T ,  

(11)  )][)(( T
jjjjj uAcxfl , Lj , 

(12)  ))(][( T
jjjjj cxfuAh , Hj . 

Здесь fj – производная функции Fj, j  J, а (α)+=max{0, α}. 
В [7] обосновывается справедливость утверждений сле-

дующей теоремы, которая говорит о возможности восстановить 
решение исходной задачи по решению двойственной. Это дает 
право пользоваться двойственными алгоритмами внутренних 
точек для решения задач потокораспределения. 

Теорема. Если ограничения исходной задачи (1)–(4) совме-
стны, то решение этой задачи существует и единственно, реше-
ние двойственной задачи (5)–(8) существует и единственно по 
вектору y, решение системы уравнений и неравенств (2)–(4), (8), 
(9)–(12) существует, единственно по векторам x, y и совпадает с 
расширенными решениями исходной и двойственной задач. В 
противном случае решения исходной и двойственной задач не 
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существуют, система уравнений и неравенств (2)–(4), (8), (9)–
(12) несовместна. 

Замечание. Ограничения (11), (12) заменяют известные в 
оптимизации условия дополняющей нежесткости. Эти ограни-
чения лучше в вычислительном отношении, чем билинейные 
условия дополняющей нежесткости. 

3. Прямые алгоритмы внутренних точек 

Итерационный процесс прямых алгоритмов внутренних то-
чек решения исходной задачи (1)–(4), заключается в последова-
тельном построении нового приближения: 
(13) k

k
kk sλxx 1 , 

где sk – направление корректировки текущего приближения, λk – 
величина шага вдоль этого направления. Процесс начинается из 
точки x0, которая удовлетворяет ограничениям-неравенствам 
(3)–(4) в строгой форме. Считаем, что матрица A имеет полный 
ранг, целевая функция в (1) дважды дифференцируема. Обозна-
чим )( jj xf   – вторую производную функции Fj(xj), j  J. 

В этом алгоритме выделяются два этапа вычислений. Сна-
чала осуществляется ввод в область допустимых решений, в 
процессе которого уменьшаются невязки ограничений-равенств 
(2). На втором этапе осуществляется оптимизация в области 
допустимых решений.  

Алгоритм итеративно будет повторять перечисленный в 
пунктах 1–6 набор действий. 

Пункт 1.  Вычисление вектора невязки ограничений (2) для 
текущего k-го приближения xk  Rn: 
(14) kk Axbr  . 

Вычислим величину  
 }:max{ Iir k

i
k
A  .  

Зададим δ>0 – параметр алгоритма, характеризующий допусти-
мую невязку ограничений-равенств (2). Если выполняется нера-
венство 
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(15)  k
A , 

то xk принадлежит с требуемой точностью допустимой относи-
тельно ограничений-равенств (2) области. В этом случае алго-
ритм переходит на этап оптимизации в области допустимых 
решений. Если условие (15) не выполняется, то алгоритм остает-
ся на этапе ввода в область допустимых решений. 

Пункт 2.  Решение вспомогательной задачи поиска направ-
ления корректировки sk текущего приближения xk. В зависимо-
сти от этапа, на котором находится алгоритм, эта задача запи-
сывается по-разному. Возможны два случая. 

I. Если алгоритм находится на этапе ввода в допустимую 
область, то решаем вспомогательную задачу относительно s: 

(16) min,
)(

2
1 2


Jj

k
j

j

d
s

 

(17) krAs  . 
Величины dj

k, j  J – положительные весовые коэффициен-
ты, изменяющиеся по итерациям. Используется два варианта их 
определения. 

1) Квадратичные весовые коэффициенты: 
(18) 2)( j

k
j

k
j xxd  , если Lj  и Hj , 

(19) 2)( k
jj

k
j xxd  , если Hj  и Lj , 

(20) 2)),(min( k
jjj

k
j

k
j xxxxd  , если Lj  и Hj . 

2) Линейные весовые коэффициенты, деленные на прибли-
жения к множителям Лагранжа 1k

jl , 1k
jh  ограничений (3), (4): 

(21) ),max(/)( 1
2

 k
jj

k
j

k
j lxxd  , если Lj  и Hj , 

(22) ),max(/)( 1
2

 k
j

k
jj

k
j hxxd  , если Hj  и Lj , 

(23) ,
),,max(
),min(

11
2




 k

j
k
j

k
jjj

k
jk

j hl
xxxx

d


 если Lj  и Hj . 

Здесь 2 – параметр, представленный некоторым малым 
числом и позволяющий избежать деления на ноль; параметры 
lj

k–1, hj
k–1 – это двойственные оценки, вычисляемые на предыду-
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щей итерации алгоритма (если алгоритм на первой итерации, то 
положим lj

0 = 0, hj
0 = 0). 

При j  L  H значение коэффициентов dj
k приравнивается 

числу k = max{1, 2, 3}, где 1
 = max{xj

k – xj: j  L\H}, 
}\:max{2 LHjxx k

jj  , }:},min{max{3 HLjxxxx k
jjj

k
j  . 

Отметим, что на этом этапе согласно (13), (14), (17) выпол-
няется соотношение 
(24) k

k
k rr )1(1  , 

поэтому на каждой итерации происходит сокращение абсолют-
ных значений всех компонент вектора невязок балансовых 
ограничений rk, если k ограничено сверху единицей.  

Найдем решение задачи (16), (17), используя правило мно-
жителей Лагранжа. Выразим компоненты s из условий опти-
мальности этой задачи:  
(25) j

k
jj uAds ][ T , Jj , 

здесь u  Rm – вектор множителей Лагранжа ограничений (17). 
Обозначим Dk – диагональную матрицу c элементами dj

k на 
главной диагонали. Подставим полученные в (25) выражения 
для s в систему уравнений (17). Получаем систему линейных 
уравнений относительно вектора u: 
(26) kk ruAAD T . 

Матрица ADkAT – симметричная, положительно определен-
ная. Решив систему (26), получим вектор uk. Затем вычислим 
компоненты вектора sk, использую правило (25).  

II. Если алгоритм находится на этапе оптимизации в облас-
ти допустимых решений, решаем вспомогательную задачу поис-
ка направления корректировки текущего приближения в виде 

(27)     min,
)(

2
1)(

2
1)(

2
2  

 Jj
k
j

j

Jj
j

k
jj

Jj
jj

k
jj d

s
sxfscxf  

(28) .0As  
Здесь величины dj

k, j  J вычисляются так же, как и на эта-
пе ввода в область допустимых решений. 
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Найдем решение задачи (27), (28), используя правило мно-
жителей Лагранжа. Выразим компоненты вектора s:  

(29)     1

T )()(







k
j

k
jj

j
k
jjj

j
dxf

cxfuA
s , Jj , 

Используем обозначения: Gk – диагональная матрица c n 
элементами вида (fj

(xj
k) + (dj

k)–1)–1 на главной диагонали, f(xk) – 
вектор с элементами fj(xj

k), j  J. Подставим полученные в (29) 
выражения для компонент вектора s в систему уравнений (28). 
Получим систему линейных уравнений относительно вектора u: 
(30) 0)( T  c)f(xuAAG kk . 

Решив систему (30), получим вектор uk. Затем вычислим sk, 
используя (29).  

Пункт 3.  Проверка выполнения критерия остановки. Про-
верим для текущего приближения к решению задачи (1)–(4) 
выполнение условий (2)–(4), (8), (9)–(12). Рассчитаем величины 
lj

k, hj
k по формулам (11), (12). Далее рассчитаем компоненты 

вектора yk по формулам: 
(31) jj

kk
j cuAy  ][ T ,  )(\ HLJj  , 

(32) k
j

k
jjj

kk
j hlcuAy  ][ T , HLj  . 

Рассчитаем величину 
(33) }:)(max{ Jjxfy k

jj
k
j

k
Y  . 

Если справедливо условие max{Y
k, A

k }<, где  – пара-
метр допустимой погрешности решения, то найдено решение 
задачи (1)–(4)) с требуемой точностью. В этом случае завершаем 
работу алгоритма, иначе переходим к следующему пункту. 

Пункт 4.  Определение шага корректировки решения. Вы-
числим шаг до ближайшей границы допустимой области, зада-
ваемой ограничениями-неравенствами, по формуле: 
(34) ),min( HLLH   , 
где  0,:))((min 1  

j
k
j

k
jjL sLjsxx , 

  0,:))((min 1  
j

k
j

k
jjH sHjsxx . 
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Выбор итогового шага k корректировки решения зависит 
от этапа, на котором находится алгоритм.  

1) Если алгоритм находится на этапе ввода в область до-
пустимых решений, то итоговый шаг k вычислим по правилу: 
 )1,min( LHk   , где 10    (например, 7,0 ). 

Здесь  – параметр метода, который используется, чтобы 
после корректировки приближение к решению оставалось внут-
ри допустимой по ограничениями-неравенствами области.  

2) Если алгоритм находится на этапе оптимизации в облас-
ти допустимых решений, то сначала найдем величину P, решив 
задачу одномерной минимизации целевой функции (1) из точки 
xk по направлению sk: 
(35) }0:)()({minarg T

LH
kkkk

R
P sxcsxF 





.  

А затем вычислим итоговый шаг k корректировки решения:  
(36) ),min( PLHk   . 

Пункт 5.  Вычисление следующего приближения. Осущест-
вим итеративный переход, используя найденные sk и k: 
 k

k
kk sxx 1 . 

4. Двойственные алгоритмы внутренних точек 

Двойственный алгоритм решает двойственную задачу  
(5)–(8). Он отличается от прямого алгоритма тем, что для 
него несложно априори сформировать допустимое по ограни-
чениям-равенствам (6) решение, для которого все ограниче-
ния-неравенства (7) выполняются в строгой форме. Поэтому 
одним из преимуществ рассматриваемых двойственных 
алгоритмов внутренних точек является то, что в них сразу со 
стартовой точки начинается процесс оптимизации в области 
допустимых решений.  

Для реализации алгоритма необходимо, чтобы целевая 
функция в (5) была дважды дифференцируемой. Обозначим 
j

(yj) – вторую производную функции Фj(yj), j  J. 
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Зададим  начальное приближение искомых векторов 
y0  Rn, u0  Rm, l0  Rn и h0  Rn так, чтобы векторы началь-
ного приближения удовлетворяли равенствам (6), (8) и нера-
венствам (7) в строгой форме. Таким образом, алгоритм 
будет работать на одном этапе – этапе оптимизации в облас-
ти допустимых решений. 

Пункт 1.  Поиск направления корректировки текущего 
приближения. Найдем векторы yk, uk, lk, hk, являющиеся 
решением задачи 

(37) 
min,

)(
2
1)(

2
1

))((
2
1)(

22

2



















Hj
k
j

j

Lj
k
j

j

Hj
jj

Lj
jj

Ii
ii

Jj
j

k
jj

Jj
j

k
jj

p
h

q
l

hx

lxubyyyy 

 

(38) 0T  hluAcy , 
(39) LJjl j \,0  ,  HJjh j \,0  . 

Для вычисления знаменателей qj
k и pj

k функций штрафа в 
целевой функции (37) использовались два способа. 

1) Квадратичные весовые коэффициенты: 
(40) 2)( k

j
k
j lq  , Lj ; 2)( k

j
k
j hp  , Hj . 

2) Линейные весовые коэффициенты, деленные на множи-
тели Лагранжа: 
(41) 1/  k

j
k
j

k
j lq  , Lj ; 1/  k

j
k
j

k
j hp  , Hj . 

Здесь величины j
k–1, j

k–1 являются приближениями к мно-
жителям Лагранжа ограничений-неравенств (7) задачи (5)–(8). 
Причем, j

k = xj
k–1 – xj, j  L, а 1 k

jj
k
j xx , j  H. Величина  

xj
k–1 – это компонента вектора множителей Лагранжа xk–1 огра-

ничений-равенств (6). Вектор xk–1 вычисляется на предыдущей 
итерации алгоритма (для первой итерации алгоритма зададим 
j

0=1, j
0=1). 

Найдем решение задачи (37)–(39) используя правило мно-
жителей Лагранжа. Выразим компоненты векторов y, l, h  из 
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системы, полученной приравниванием нулю производных 
функции Лагранжа: 
(42)  k

jj
k
jjjj yyxy   ))(( , Jj , 

(43) k
jjjj qxxl )(  , Lj , 

(44) k
jjjj pxxh )(  , Hj . 

Подставим полученные выражения в (38), выразим из по-
лучившихся уравнений вектор двойственных оценок x:  
(45) )( T kk ΠuAHx  . 
Здесь Hk – диагональная матрица c n элементами вида  
((j

(yj
k))–1 + qj

k + pj
k)–1 на главной диагонали; Пk – диагональная 

матрица c n элементами вида     k
jj

k
jj

k
jj

k
jjj pxqxxxc  1)(  

на главной диагонали. Для элементов матриц Hk и Пk справед-
ливы соотношения: 
(46) 0k

jq , LJj \ ; 0k
jp , HJj \ . 

Подставим выражение (45) для x в уравнение (2). Получим 
систему линейных уравнений относительно вектора u:  
(47) bΠuAAH kk  )( T . 

Считаем, что матрица A имеет полный ранг. Тогда матрица 
AHkAT – симметричная, положительно определенная. Решив 
систему (47), получим вектор uk. Затем найдем векторы yk, lk, 
hk, используя (39), (42)–(44), и вектор двойственных перемен-
ных xk, используя (45). 

Пункт 2.  Проверка выполнения критерия остановки. Про-
верим для текущего приближения к решению выполнение усло-
вий (2)–(4), (8), (9)–(12). Рассчитаем следующие величины: 
 }|:)(max{| Jjxy k

j
k
jj

k
XY   ,

 }|:)][)((max{| LjluAcxf k
jj

kT
jjj

k
L   ,  

 }|:))(]([max{| HjhcxfuA k
jjjjj

kTk
H   , 

 }:)max{( Ljxx k
jj

k
xL   , }:)max{( Hjxx j

k
j

k
xH   . 
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Если справедливо условие    k
xH

k
xL

k
H

k
L

k
XY ,,,,max , 

где  – параметр допустимой погрешности вычислений, то 
условия оптимальности решаемой задачи оптимизации выпол-
нены с требуемой точностью. В этом случае завершаем работу 
алгоритма, иначе переходим к пункту 3. 

Пункт 3.  Выбор шага корректировки текущего прибли-
жения. Сначала определим шаг корректировки до ближайшей 
границы допустимой области, задаваемой ограничениями-
неравенствами. Шаг до ближайшей границы определяется по 
формуле LH = min{L, H}, где 
  0,:)(min  k

j
k
j

k
jL lLjll , 

  0,:)(min  k
j

k
j

k
jH hHjhh . 

Найдем величину P, решив задачу одномерной минимиза-
ции целевой функции (5) по направлению, задаваемому векто-
рами yk, uk, lk, hk: 

(48) 
}.0:)()(

)()({minarg T

LH
Hj

k
j

k
jj

Lj

k
j

k
jj

kkkk

R
P

hhxllx

uubyy













  

Вычислим итоговый шаг k корректировки решения: 
(49) ),min( PLHk   , где 10   , (например, 7,0 ). 

Пункт 4.  Вычисление следующего приближения. Осущест-
вим итеративный переход, используя шаг корректировки k: 
 k

k
kk yyy  1 ;     k

k
kk uuu  1 ;   

 k
jk

k
j

k
j lll  1 , Lj ;     0k

jl , LJj \ ;      

 k
jk

k
j

k
j hhh  1 , Hj ;    0k

jh , HJj \ .      

5. Результаты экспериментальных исследований 

Была выполнена программная реализация прямых и двой-
ственных алгоритмов внутренних точек для решения задач 
потокораспределения на языке С++.  
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В экспериментальных расчетах использовались два вариан-
та прямого и два варианта двойственного алгоритмов внутрен-
них точек с двумя видами весовых коэффициентов: квадратич-
ными и линейными коэффициентами, деленными на 
приближения к множителям Лагранжа. В таблице 1 приводятся 
характеристики решенных в ходе эксперимента задач и резуль-
таты расчетов для них. Критерием остановки алгоритмов было 
выполнение условий (2)–(4), (8), (9)–(12) с максимальной невяз-
кой не более 0,1.  

Таблица 1. Результаты расчетов задач потокораспределения с 
использованием четырех вариантов алгоритмов  

Характеристики задач Количество итераций для вариантов 
алгоритмов внутренних точек 

Прямой Двойств Прямой Двойств 
Узлов Вет-

вей 

Двуст. 
огра-

ничен. 

Ак-
тивн. 
огра-
нич. 

Квадратичн. ве-
совые коэффиц. 

Линейные весо-вые 
коэффиц. 

25 39 25 3 30 47 24 16 
25 39 35 9 63 42 38 20 
25 48 40 4 25 24 15 15 
25 48 40 11 112 46 60 20 
50 60 25 7 47 35 37 23 
50 60 50 8 83 41 74 24 
50 136 88 39 118 64 25 31 
50 136 100 19 70 34 25 21 
100 116 20 10 64 15 42 24 
100 116 81 7 70 39 24 22 
100 195 79 37 65 250 32 27 
100 195 90 15 44 28 32 26 
200 300 150 10 56 31 26 18 
200 300 150 26 121 39 39 23 
338 712 500 11 108 86 27 23 
338 712 500 16 96 79 39 31 

Cреднее геометрическое: 66,7 44,4 32,5 22,3 
 
Расчеты показывают, что прямой и двойственный алгорит-

мы с линейными весовыми коэффициентами в среднем в два 
раза быстрее (по числу итераций) своих аналогов с квадратич-
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ными  коэффициентами. Двойственные алгоритмы в среднем в 
полтора раза быстрее своих прямых аналогов.  

Кроме того, был проведен эксперимент для сравнения ско-
рости достижения требуемой точности решения прямым и 
двойственным алгоритмом по исходным и по двойственным 
переменным. Точность проверялась относительно предвари-
тельно найденного с большой точностью решения. В таблице 2 
приводятся результаты расчетов по выборке из 6 задач, для 
которых условия (2)–(4), (8), (9)–(12) выполнялись с точностью 
0,01 на последней итерации. 

Таблица 2. Сравнение скорости достижения требуемой точно-
сти решения по исходным и по двойственным переменным 

 Расчеты прямым алгоритмом  Расчеты двойственным  
алгоритмом  

Число 
узлов, 
число 
ветвей 

Кол-
во 

ите-
рац. 

Точность 
решения по 
исходным 
перемен.    

Точность 
решения по 
двойствен. 
перемен. 

Кол-
во 

ите-
рац. 

Точность 
решения по 
исходным 
перемен.   

Точность 
решения по 
двойствен. 
перемен. 

25, 39 29 8,04E-06 2,85E-08 20 2,85E-08 1,20E-03 
25, 48 29 1,04E-05 7,91E-07 21 2,90E-08 2,60E-03 
50, 60 34 7,95E-05 3,11E-07 24 1,27E-08 1,59E-03 

50, 136 32 2,26E-05 1,83E-07 25 4,21E-06 1,07E-03 
100, 116 31 1,51E-05 4,70E-07 32  1,26E-09 1,53E-03 
100, 195 30 4,05E-06 4,19E-08 24 2,00E-06 1,81E-03 

Из таблицы 2 следует, что при использовании прямого ал-
горитма требуемая точность решения достигается быстрее по 
двойственным переменным, чем по исходным. Для двойствен-
ного алгоритма требуемая точность достигается быстрее по 
исходным переменным, чем по двойственным.  

5. Заключение 

Проведены экспериментальные исследования прямых и 
двойственных алгоритмов внутренних точек с различными 
способами выбора весовых коэффициентов на нелинейных 
задачах потокораспределения. 
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Показано, что варианты прямых и двойственных алгорит-
мов с линейными весовыми коэффициентами, деленными на 
множители Лагранжа, в среднем в два раза быстрее по числу 
итераций, чем варианты алгоритмов с квадратичными весовыми 
коэффициентами. Установлено, что при использовании двойст-
венных алгоритмов требуемая точность решения достигается в 
среднем в полтора раза быстрее, чем при использовании прямых 
алгоритмов.  

Сделан вывод, что при использовании прямого алгоритма 
требуемая точность решения достигается быстрее по двойствен-
ным переменным, чем по исходным. Для двойственного алго-
ритма требуемая точность достигается быстрее по исходным 
переменным, чем по двойственным.  

В связи с результатами экспериментов справедлива следующая 
рекомендация: для более быстрого нахождения решения исходной 
задачи с заданной точностью целесообразно использовать двойст-
венные алгоритмы внутренних точек с линейными весовыми коэф-
фициентами, деленными на множители Лагранжа. 
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О СРЕДНИХ ВЕЛИЧИНАХ 

Орлов А. И.1 
(Московский государственный технический университет 

им. Н.Э. Баумана, Москва) 
 

Приведены новые результаты в теории средних. Введены 
взвешенные средние I типа, соответствуют элементам вы-
борки, и II типа, соответствующие членам вариационного 
ряда. Прослежена эволюция представлений о расстоянии 
Кемени и медиане Кемени. Предложена модифицированная 
медиана Кемени, удобная для вычислений и позволяющая избе-
жать эффекта «центра дырки от бублика». Как обобщение 
медианы Кемени введены и изучены эмпирические и теорети-
ческие средние в пространствах произвольной природы. Для 
них доказаны законы больших чисел. 

 
Ключевые слова: взвешенные средние, расстояние Кемени, 
медиана Кемени, эмпирические средние, теоретические 
средние, законы больших чисел. 

1. Введение 

В системном анализе и теории принятия решений широко 
используются средние величины [16, 19]. Классические резуль-
таты теории средних собраны в монографии главы итальянской 
статистической школы Коррадо Джини [3]. За прошедшее время 
получены новые результаты, которым и посвящена статья.  

Так, при усреднении чисел обнаружено наличие двух типов 
взвешенных средних – I типа, соответствующих элементам 

                                         
1 Александр Иванович Орлов, доктор технических наук, доктор 
экономических наук, кандидат физико-математических наук, про-
фессор (prof-orlov@mail.ru). 
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выборки, и II типа, соответствующих членам вариационного 
ряда.  

Развитие математического инструментария решения при-
кладных задач, прежде всего в экспертных технологиях и со-
циологии, привело к необходимости использования средних 
значений в пространствах нечисловой природы. Сначала в 
качестве средних значений бинарных отношений применяли 
медианы Кемени. Затем оптимизационный подход к построению 
средних величин стал стержнем нечисловой статистики [17] – 
новой области прикладной математической статистики. Эти 
новые разделы теории средних величин также рассмотрены в 
статье. 

2. Взвешенные средние I и II типов 

Исходные статистические данные, обработка которых необ-
ходима для принятия управленческих решений, во многих 
случаях рассматриваются как выборка x1, x2, …, xn, т.е. значения 
n независимых случайных величин для некоторого элемента 
пространства элементарных событий, на котором они определе-
ны. Если упорядочить элементы выборки, то получим вариаци-
онный ряд x(1)   x(2)  x(3)  …  x(n). 

Для описания совокупности в целом используют средние 
величины. При реальных расчетах применяют средние двух 
типов. Первый тип – степенные средние, частными случаями 
которых являются среднее арифметическое, среднее квадратиче-
ское, среднее гармоническое. Среднее геометрическое является 
пределом степенного среднего, когда показатель степени стре-
мится к 0). Более общим видом средних являются средние по 
Колмогорову: 

(1) 1

1

1 ( )
n

i
i

F F x
n





 
 
 
 , 

где F – строго монотонная функция, F–1 – обратная к ней.  
Второй тип – структурные средние, прежде всего медиана и 

мода, а также члены вариационного ряда, минимум, максимум, 
квартили, децили.  
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Применение теории измерений позволило установить, как 
выбирать средние в соответствии со шкалами, в которых изме-
рены исходные данные [16, 17, 19]. Так, для данных, измерен-
ных в порядковой шкале, допустимыми средними являются 
только члены вариационного ряда. В частности, при нечетном 
объеме выборки – выборочная медиана, при четном – левая и 
правая медианы (т.е. два центральных члена вариационного 
ряда). В шкале интервалов из всех средних по Колмогорову 
можно использовать только среднее арифметическое. В шкале 
отношений из всех средних по Колмогорову допустимы только 
степенные средние и среднее геометрическое. 

Взвешенные средние (синоним: средние взвешенные) – это 
средние величины, в которых усредняемые величины учитыва-
ются по-разному, в соответствии с весовыми коэффициентами. 
Выделим два типа взвешенных средних. Для средних I типа 
весовые коэффициенты соответствуют элементам выборки. Для 
средних II типа весовые коэффициенты соответствуют членам 
вариационного ряда. 

Пусть a1, a2, …, an – весовые коэффициенты (веса), т.е. не-
отрицательные числа, в сумме составляющие 1. Удобно ввести 
случайные величины X(a1, a2, …, an) и Y(a1, a2, …, an), такие, что 
P(X = x1) = a1, P(X = x2) = a2, …, P(X =  xn) = an, в то время как 
P(Y = x(1)) = a1, P(Y = x(2)) = a2, …, P(Y = x(n)) = an. Таким обра-
зом, случайные величины X и Y принимают одни и те же значе-
ния (перечисленные в выборке x1, x2, …, xn), но, вообще говоря, с 
разными вероятностями. Если все веса равны между собой (и 
равны 1/n), то распределения случайных величин X и Y совпа-
дают (и называются эмпирическим распределением).  

Взвешенные средние легко определить с помощью введен-
ных случайных величин X и Y. Среднее взвешенное арифмети-
ческое I типа – это математическое ожидание X, т.е.  

(2) 



n

i
ii xaXM

1

)( . 

Среднее взвешенное арифметическое II типа – это математиче-
ское ожидание Y, т.е. 
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(3) 
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Ясно, что результаты расчетов по формулам (2) и (3), вообще 
говоря, различны. 

Среднее взвешенное по Колмогорову I типа – это
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Среднее взвешенное по Колмогорову II типа – это
 

(5)   







 




n

i
i ixFa

n
FYFMF

1

11 ))((1))(( . 

Аналогично вводятся выборочная взвешенная медиана 
I типа – медиана случайной величины X, вероятности совпаде-
ния которой с элементами выборки равны заданным весам, и 
выборочная взвешенная медиана II типа – медиана случайной 
величины Y, вероятности совпадения которой с членами вариа-
ционного ряда равны заданным весам. 

При использовании взвешенных средних величин в задачах 
системного анализа и принятия решений необходимо указывать 
тип средних, поскольку от типа средних зависят численные 
значения. В Московском государственном техническом универ-
ситете им. Н.Э. Баумана при преподавании дисциплины «При-
кладная статистика» и в Московском физико-техническом ин-
ституте при преподавании дисциплины «Методы анализа 
данных» понятия средних взвешенных величин I типа и II типа 
входят в учебные программы, однако в научной и учебной 
литературе разделение средних взвешенных величин I типа и 
II типа нам не встречалось. Разделение необходимо, поскольку 
для одних и тех же исходных числовых данных значения одно-
именных средних взвешенных I и II типов различаются, что при 
практической работе может привести к недоразумениям. 
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3. Расстояние Кемени и медиана Кемени 

При анализе истории и нынешнего состояния экспертных 
оценок в нашей стране [12, 18, 20] выявлена исключительная 
роль расстояния и медианы Кемени в развитии теории эксперт-
ных оценок. Несколько ранее была окончательно сформулиро-
вана в развернутом виде современная парадигма прикладной 
статистики [15, 17], и оказалось, что центральным ядром стати-
стических методов является статистика в пространствах произ-
вольной природы, а центральным результатом – закон больших 
чисел в таких пространствах, состоящий в стремлении эмпири-
ческих средних к теоретическому, причем определение эмпири-
ческого среднего является непосредственным обобщением ме-
дианы Кемени, построенной с помощью расстояния Кемени. 
Таким образом, в этих двух взаимосвязанных научно-
практических областях центральным понятием является медиа-
на Кемени, что оправдывает ее подробное обсуждение в настоя-
щей статье.  

Обсудим, какой смысл вкладывают сегодня в понятие «рас-
стояние Кемени». 

Первоисточник – книга Дж. Кемени и Дж. Снелла «Mathe-
matical Models in the Social Sciences» (1963), изданная на русском 
языке в 1972 г. в переводе Б.Г. Миркина под названием «Кибер-
нетическое моделирование. Некоторые приложения» [6]. В ней 
рассмотрен класс бинарных отношений, названных «упорядоче-
ниями». Различные авторы использовали также названия «ран-
жировки со связями» [23], «квазисерии» [9], «совершенные 
квазипорядки» [24]. В настоящее время мы используем термин 
«кластеризованные ранжировки» [2, 15, 17, 20]. 

Первое достижение Дж. Кемени – аксиоматическое введе-
ние расстояния между кластеризованными ранжировками (из 
предыдущих работ Дж. Кемени (см., в частности, [26]) ясно, что 
авторство этого достижения принадлежит именно ему). 

Как известно, любое бинарное отношение, определенное на 
конечном множестве из k элементов, может быть поставлено в 
соответствие квадратной матрице из 0 и 1 порядка k. Пусть A и 
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B – два бинарных отношения, которым соответствуют матрицы 
||a(i, j)|| и ||b(i, j)|| соответственно. В [6] приведена система акси-
ом, из которой выведен вид расстояния d(A, B) между кластери-
зованными ранжировками A и B: 
(6) 

1 ,
( , ) | ( , ) ( , ) |

i j k
d A B a i j b i j

 

   

(вид расстояния из [6] приведен с точностью до множителя). 
Этот результат Дж. Кемени породил большое число аналогич-
ных исследований, посвященных выводу вида тех или иных 
расстояний в различных пространствах из подходящих систем 
аксиом. Так, Б.Г. Миркин и Л.Б. Черный вывели расстояние (6) 
между упорядоченными [10] и неупорядоченными [11] разбие-
ниями, автор этой статьи – между толерантностями (см., напри-
мер, [15, 17]). В сводке (не вполне полной) работ по этому на-
правлению [22] приведена 161 литературная ссылка. 

Автор настоящей статьи должен взять на себя ответствен-
ность за перенос названия «расстояние Кемени» на расстояния 
вида (6) в произвольных пространствах бинарных отношений. 
Именно такое определение мы включили в энциклопедию  
«Вероятность и математическая статистика» [1, с. 230]. 

Рассмотрим различные варианты медиан Кемени.  
Пусть ответы экспертов представлены как упорядочения 

(кластеризованные ранжировки) A(1), A(2), …, A(n). В книге 
Дж. Кемени и Дж. Снелла [6] в качестве итогового мнения 
комиссии экспертов предложено применять «медиану Кемени», 
т.е. результат минимизации суммы расстояний Кемени от мне-
ний экспертов до произвольного бинарного отношения X: 
(7) 

1
( (1), (2),..., ( )) arg min ( ( ), ).

X Z j n
med A A A n d A j X

  

   

В [6] мнения экспертов – кластеризованные ранжировки, 
минимизация проводится по пространству Z всех кластеризо-
ванных ранжировок. Автор настоящей статьи должен взять на 
себя ответственность за перенос названия «медиана Кемени» на 
случай произвольных пространств бинарных отношений  
[1, с. 229–230]. При этом согласно определению в Энциклопе-
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дии минимизация проводится по тому же пространству бинар-
ных отношений, в котором лежат мнения экспертов. 

Напрашивается следующий шаг в обобщении медианы Ке-
мени: пусть ответы экспертов лежат в пространстве W, в то 
время как минимизация проводится по пространству Z. В общем 
виде такая постановка впервые обсуждалась в [21]. 

Если пространства Z и W различны, возникают новые эф-
фекты. Например, если Z – пространство всех бинарных отно-
шений, то согласно формуле (7) медиана Кемени находится 
элементарно – по правилу большинства (если в определенной 
клетке описывающих мнения экспертов матриц единиц больше 
половины, то в итоговой матрице ставим единицу, аналогично 
для нулей; если ровно половина, то можно поставить либо 0, 
либо 1, медиана Кемени является множеством из нескольких 
бинарных отношений). Этот факт с завидной регулярностью 
обнаруживают и публикуют наивные авторы. В то же время 
если W и Z – одно и то же пространство кластеризованных 
ранжировок, то известные алгоритмы Б.Г. Литвака [8] и 
В.Н. Жихарева [4, 17] нахождения медианы Кемени достаточно 
сложны.  

Множество B, по которому проводится минимизация, мо-
жет не быть пространством бинарных отношений, а составлено 
по иным принципам. В педагогических целях мы использовали 
в учебниках [15, 17, 20] множество B из небольшого числа 
элементов (порядка 10), что позволяло ограничиться ручным 
счетом.  

Вместо рассмотренной выше классической медианы Кемени 
предлагаем применять модифицированную медиану Кемени, в 
которой B = {A(1), A(2), …, A(n)}. Для нее итоговое мнение 
комиссии экспертов всегда совпадает с мнением одного из 
экспертов, что позволяет избежать эффекта «центра дырки от 
бублика» (если предположить, что мнения экспертов равномер-
но распределены по поверхности тора, то классическая медиана 
Кемени – центр «дырки от бублика», что делает ее расчет бес-
смысленным). 
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Изучение свойств медианы Кемени продолжается [28, 29]. 
Накапливается опыт ее практического применения [7, 25]. 

С научной точки зрения актуально сравнение медианы Ке-
мени с другими методами нахождения коллективного мнения 
экспертов, мнения которых выражены бинарными отношения-
ми. В частности, если ответы экспертов – кластеризованные 
ранжировки, то методы на основе медианы Кемени и модифи-
цированной медианы Кемени целесообразно сопоставить с 
методами средних арифметических рангов, медиан рангов, 
согласования кластеризованных ранжировок [2].  

4. Эмпирические и теоретические средние 

Одна из основных статистических процедур – вычисление 
средних величин для тех или иных совокупностей данных. 
Законы больших чисел гласят: эмпирические средние сходятся к 
теоретическим. В классическом варианте: выборочное среднее 
арифметическое при определенных условиях сходится по веро-
ятности при росте числа слагаемых к математическому ожида-
нию. На основе законов больших чисел обычно доказывают 
состоятельность различных статистических оценок. В целом эта 
тематика занимает заметное место в теории вероятностей и 
математической статистике.  

Однако математический аппарат при этом основан на свой-
ствах сумм случайных величин (векторов, элементов линейных 
пространств). Следовательно, он непригоден для изучения 
вероятностных и статистических проблем, связанных со случай-
ными объектами нечисловой природы. Это такие объекты, как 
бинарные отношения, нечеткие множества, вообще элементы 
пространств без векторной структуры. Объекты нечисловой 
природы все чаще встречаются в прикладных исследованиях. 
Много конкретных примеров приведено в [15, 17, 20]. Поэтому 
необходимо научиться усреднять различные нечисловые дан-
ные, т.е. определять эмпирические и теоретические средние в 
пространствах произвольной природы. Кроме того, представля-
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ется полезным получение законов больших чисел в пространст-
вах нечисловой природы.  

Для осуществления описанной научной программы необхо-
димо решить следующие задачи. 

А. Определить понятие эмпирического среднего. 
Б. Определить понятие теоретического среднего. 
В. Ввести понятие сходимости эмпирических средних к 

теоретическому. 
Г. Доказать при тех или иных комплексах условий сходи-

мость эмпирических средних к теоретическому. 
Д. Обобщив это доказательство, получить метод обоснова-

ния состоятельности различных статистических оценок. 
Е. Дать применения полученных результатов при решении 

конкретных задач. 
Образцом для определения средних величин является ме-

диана Кемени. Пусть X – пространство произвольной природы, 
x1, x2, x3, ..., xn – его элементы. Чтобы ввести эмпирическое 
среднее для x1, x2, x3, ..., xn, будем использовать действительно-
значную (т.е. с числовыми значениями) функцию f(x, y) двух 
переменных со значениями в X. В стандартных математических 
обозначениях: f : X2  R1. Величина f(x, y) интерпретируется как 
показатель различия между x и y: чем f(x, y) больше, тем x и y 
сильнее различаются. В качестве f можно использовать расстоя-
ние в Х (в частности, расстояние Кемени, если X – одно из про-
странств бинарных отношений), квадрат расстояния и т.п.  

Определение 1.  Средней величиной для совокупности 
x1, x2, ..., xn (относительно меры различия f), обозначаемой лю-
бым из трех способов: xср = En(f) = En(x1, x2, x3, ..., xn; f), называем 
решение оптимизационной задачи 

(8) 
1

( , ) min, .
n

i
i

f x y y X


   

Это определение согласуется с классическими определе-
ниями средних величин. Если Х = R1, f(x, y) = (x – y)2, то xср – 
выборочное среднее арифметическое. Если же Х = R1, 
f(x, y) = |x – y|, то при n = 2k + 1 имеем хср = x(k + 1), при n = 2k 
эмпирическое среднее является отрезком [x(k), x(k + 1)]. Здесь 
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через x(i) обозначен i-й член вариационного ряда, построенного 
по x1, x2, ..., xn, т.е. i-я порядковая статистика. Таким образом, 
при Х = R1, f(x, y) = |x – y| решение задачи (8) дает естественное 
определение выборочной медианы. Правда, несколько отли-
чающееся от определения, обычно предлагаемого в курсах «Об-
щей теории статистики», в котором при n = 2k медианой назы-
вают полусумму двух центральных членов вариационного ряда 
(x(k) + x(k+1))/2. Иногда x(k) называют левой медианой, а 
х(k + 1) – правой медианой [17]. 

Решением задачи (8) является множество En(f), которое мо-
жет быть пустым, состоять из одного или многих элементов. 
Выше приведен пример, когда решением является отрезок. Если 
Х = R1 \ {х0}, f(x, y) = (x – y)2, а среднее арифметическое выборки 
равно х0, то En(f) пусто.  

При моделировании реальных ситуаций часто можно при-
нять, что Х состоит из конечного числа элементов. Тогда множе-
ство En(f) всегда непусто – минимум на конечном множестве 
обязательно достигается. 

Понятия случайного элемента x = x() со значениями в Х, 
его распределения, независимости случайных элементов исполь-
зуем согласно [1]. Будем считать, что функция f измерима отно-
сительно -алгебры, участвующей в определении случайного 
элемента x = x(). Тогда f(x(), y) при фиксированном y является 
действительнозначной случайной величиной. Предположим, что 
она имеет математическое ожидание. 

Определение 2.  Теоретическим средним E(x, f) (другими 
словами, математическим ожиданием) случайного элемента  
x = x() относительно меры различия f называется решение 
оптимизационной задачи  
(9) ( ( ), ) min, .Mf x y y X    

Это определение, как и для эмпирических средних, согласу-
ется с классическим. Если Х = R1, f(x, y) = (x – y)2, то 
Е(x, f) = М(x()) – обычное математическое ожидание. При этом 
Мf(x(), y) – дисперсия случайной величины x = x(). Если же 
Х = R1, f(x, y) = |x – y|, то E(x, f) = [a, b], здесь a = sup{t:  
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F(t)  0,5}, b = inf{t: F(t)  0,5}, где F(t) – функция распределе-
ния случайной величины x = x(). Если график F(t) имеет пло-
ский участок на уровне F(t) = 0,5, то медиана – теоретическое 
среднее в смысле определения 2 – является отрезком. В класси-
ческом случае обычно говорят, что каждый элемент отрезка 
[a; b] является одним из возможных значений медианы. По-
скольку наличие указанного плоского участка – исключитель-
ный случай, то обычно решением задачи (9) является множество 
из одного элемента a = b – классическая медиана распределения 
случайной величины x = x().  

Теоретическое среднее E(x, f) можно определить лишь то-
гда, когда Мf(x(), y) существует при всех y  X. Оно может 
быть пустым множеством, например, если Х = R1\{х0}, f(x, y) =  
= (x – y)2, x0 = М(x()). И то, и другое исключается, если Х ко-
нечно. Однако и для конечных Х теоретическое среднее может 
состоять не из одного, а из многих элементов. Отметим, однако, 
что в множестве всех распределений вероятностей на Х подмно-
жество тех распределений, для которых E(x, f) состоит более чем 
из одного элемента, имеет коразмерность 1, поэтому основной 
является ситуация, когда множество E(x, f) содержит единствен-
ный элемент. 

5. Существование средних величин 

Под существованием средних величин будем понимать 
непустоту множеств решений соответствующих оптимизаци-
онных задач. 

Если Х состоит из конечного числа элементов, то минимум 
в задачах (8) и (9) берется по конечному множеству. А потому, 
как уже отмечалось, эмпирические и теоретические средние 
существуют.  

Ввиду важности проблемы существования средних величин 
в пространствах общей природы приведем теоремы и их доказа-
тельства. Топологические термины и результаты будем исполь-
зовать в соответствии с классической монографией [5]. Так, 
топологическое пространство называется бикомпактным в том и 
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только в том случае, когда из каждого его открытого покрытия 
можно выбрать конечное подпокрытие [5, с. 183].  

Теорема 1.  Пусть Х – бикомпактное пространство, функция 
f непрерывна на Х2 (в топологии произведения). Тогда эмпири-
ческое и теоретическое средние существуют. 

Доказательство.  Функция f(xi, y) от y непрерывна, сумма 
непрерывных функций непрерывна, непрерывная функция на 
бикомпакте достигает своего минимума, откуда и следует за-
ключение теоремы относительно эмпирического среднего.  

Перейдем к теоретическому среднему. По теореме Тихонова 
[5, с. 194] из бикомпактности Х вытекает бикомпактность Х2. 
Для каждой точки (x, y) из Х2 рассмотрим  /2-окрестность в Х2 в 
смысле показателя различия f, т.е. множество  
(10) ( , ) {( , ) :| ( , )) ( , ) | / 2}.U x y x y f x y f x y        

Поскольку f непрерывна, то множества U(x, y) открыты в 
рассматриваемой топологии в Х2. По теореме Уоллеса [5, с. 193] 
существуют открытые (в Х) множества V(x) и W(y), содержащие 
x и y соответственно и такие, что их декартово произведение 
V(x)  W(y) целиком содержится внутри U(x, y). 

Рассмотрим покрытие Х2 открытыми множествами 
V(x)  W(y). Из бикомпактности Х2 вытекает существование 
конечного подпокрытия {V(xi)  W(yi), i = 1, ..., m}. Для каждого 
х из Х рассмотрим все декартовы произведения V(xi)  W(yi), 
куда входит точка (x, y) при каком-либо y. Таких декартовых 
произведений и их первых множителей V(xi) конечное число. 
Возьмем пересечение таких первых множителей V(xi) и обозна-
чим его Z(x). Это пересечение открыто, как пересечение конеч-
ного числа открытых множеств, и содержит точку х. Из покры-
тия бикомпактного пространства X открытыми множествами 
Z(x) выберем открытое подпокрытие Z1, Z2, ..., Zk. 

Покажем, что если x(1) и x(2) принадлежат одному и тому 
же Zj при некотором j, то  
(11) sup{| ( (1), ) ( (2), ) |, } .f x y f x y y X     

Пусть Zj = Z(x0) при некотором x0. Пусть V(xi)  W(yi), 
i  I, – совокупность всех тех исходных декартовых произведе-
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ний из системы {V(xi)  W(yi), i = 1, ..., m}, куда входят точки 
(x0, y) при различных y. Покажем, что их объединение содержит 
также точки (x(1), у) и (x(2), у) при всех y. Действительно, если 
(х0, y) входит в V(xi)  W(yi), то y входит в W(yi), а x(1) и x(2) 
вместе с x0 входят в V(xi), поскольку x(1), x(2) и x0 входят в Z(x0). 
Таким образом, x(1) и x(2) принадлежат V(xi)  W(yi), а потому 
согласно определению V(xi)  W(yi) справедливы неравенства 
(12) | ( ( ), ) ( , ) | / 2, 1,2,i if x y f x y      
откуда и следует неравенство (11).  

Поскольку Х2 – бикомпактное пространство, то функция f 
ограничена на Х2, а потому существует математическое ожида-
ние Mf(x(), y) для любого случайного элемента x(), удовлетво-
ряющего приведенным выше условиям согласования топологии, 
связанной с f, и измеримости, связанной с x(). Если х1 и х2 
принадлежат одному открытому множеству Zj, то  
|Mf(x1, y) – Mf(x2, y)| < , а потому функция g(y) = Mf(x(), y) 
непрерывна на Х. Поскольку непрерывная функция на биком-
пактном множестве достигает своего минимума, т.е. существуют 
такие точки z, на которых g(z) = inf{g(y), y  X}, то теорема 1 
доказана.  

В ряде интересных для приложений ситуаций Х не является 
бикомпактным пространством. Например, если Х = R1. В этих 
случаях приходится наложить на показатель различия f некото-
рые ограничения, например, так, как это сделано в теореме 2. 

Теорема 2.  Пусть Х – топологическое пространство, непре-
рывная (в топологии произведения) функция f: X2  R1 неотри-
цательна, симметрична (т.е. f(x, y) = f(y, x) для любых x и y из 
X), существует число D > 0 такое, что при всех x, y, z из X  
(13) ( , ) { ( , ) ( , )}.f x y D f x z f z y   

Пусть в Х существует точка x0 такая, что при любом поло-
жительном R множество {x: f(x, x0)  R} является бикомпактным. 
Пусть для случайного элемента x(), согласованного с топологи-
ей в рассмотренном выше смысле, существует 
g(x0) = Mf(x(), x0). 
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Тогда существуют (т.е. непусты) математическое ожидание 
E(x, f) и эмпирические средние En(f). 

Замечание.  Условие (13) – некоторое обобщение неравен-
ства треугольника. Например, если g – метрика в X, а f = gp при 
некотором натуральном p, то для f выполнено соотношение (13) 
с D = 2p.  

Доказательство.  Изучим функцию g(y) = Mf(x(), y). В со-
ответствии с условием (13) имеем 
(14) 0 0( ( ), ) { ( ( ), ) ( , )}.f x y D f x x f x y    

Поскольку по условию теоремы g(x0) существует, а потому 
конечно, то из оценки (14) следует существование и конечность 
g(y) при всех y из Х. Докажем непрерывность этой функции. 

Рассмотрим шар (в смысле меры различия f) радиуса R с 
центром в x0:, т.е. множество K(R) = {x: f(x, x0) < R}, R > 0. В 
соответствии с условием теоремы K(R) как подпространство 
топологического пространства Х является бикомпактным. Рас-
смотрим произвольную точку х из Х. Справедливо разложение 

(15) 
),()(()),((

)()(()),(()),((
RKxyxf

RKxyxfyxf






 

где (C) – индикатор множества С. Из разложения (15) сле-
дует, что 

(16) 
).()(()),((

)()(()),(()(
RKxyxMf

RKxyxMfyg






 

Рассмотрим второе слагаемое в (16). В силу (14) 

(17) 
))}.()((),())()((

)),(({))()(()),((

0

0

RKxyxfRKx
xxfDRKxyxf







 

Возьмем математическое ожидание от обеих частей (17): 

(18) 
)).()((),(})),(({

))()(()),((

00 RKxPyxDftxxftdPD

RKxyxMf

R











 

В правой части (18) оба слагаемых стремятся к 0 при без-
граничном возрастании R: первое – в силу того, что  
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(19) ,))),((()),(()( 0
0

00  


txxftdPxxMfxg   

второе – в силу того, что распределение рассматриваемого 
случайного элемента сосредоточено на Х и  
(20) .)(\

0




RKX
R
  

Пусть U(x) – такая окрестность х (т.е. открытое множество, 
содержащее х), для которой sup{f(y, x), y  U(x)} < +. Посколь-
ку f(y, x0)  D(f(x0, x) + f(x, y)), то на основе неравенства (18) 
заключаем, что при безграничном возрастании R  
(21) 0))()(()),((  RKxyxMf   
равномерно по y  U(x). Пусть R(0) таково, что левая часть (21) 
меньше  > 0 при R > R(0) и, кроме того, y  U(x)  K(R(0)). 
Тогда при R > R(0)  

(22) 
.2))()(()),((

))()(()),((|)()(|






RKxxxMf
RKxyxMfxgyg

 

Нас интересует поведение выражения в правой части фор-
мулы (22) при y  U(x). Рассмотрим f1 – сужение функции f на 
замыкание декартова произведения множеств U(x)  K(R), и 
случайный элемент x1() = x() (x()  K(R)). Тогда 
(23) 1 1 1( ( ), ) ( ( ) ( )) ( ( ), ) ( )Mf x y x K R Mf x y g y       
при y  U(x), а непрерывность функции g1(y) из (23) была дока-
зана в теореме 1. Последнее означает: существует окрестность 
U1(x) точки х такая, что  
(24) 1 1 1 1| ( ( ), ) ( ( ), ) |Mf x y Mf x x     
при y  U1(x). Из (22) и (24) вытекает, что  
(25) | ( ) ( ) | 3g y g x    
при y  U(x)  U1(x), что и доказывает непрерывность функ-
ции g(x). 

Докажем существование математического ожидания E(x, f). 
Пусть число R(0) таково, что  

(26) 1( ( ) ( (0))) .
2

P x K R    
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Пусть H – некоторая константа, значение которой будет вы-
брано позже. Рассмотрим точку х из множества K(HR(0))С – 
дополнения K(HR(0)), т.е. из внешности шара радиуса HR(0) с 
центром в х0. Пусть x()  K(R(0)). Тогда в силу неравенства 
f(x0, x)  D{f(x0, x()) + f(x(), x)} имеем 

(27) 0 0
1 (0)( ( ), ) ( , ) ( , ( )) (0).HRf x x f x x f x x R
D D

      

Выбирая H достаточно большим, получим с учетом условия 
(26), что при x  K(HR(0))С справедливо неравенство 

(28) 1 (0)( ( ), ) (0) .
2

HRMf x x R
D

    
 

 

Можно выбрать H так, чтобы правая часть (28) превос-
ходила g(x0).  

Сказанное означает, что Argmin g(x) достаточно искать 
внутри бикомпактного множества K(HR(0)). Из непрерывности 
функции g вытекает, что ее минимум достигается на указанном 
бикомпактном множестве, а потому – и на всем Х. Существова-
ние (непустота) теоретического среднего E(x, f) доказана.  

Докажем существование эмпирического среднего En(f). Есть 
искушение проводить его дословно так же, как и доказательство 
существования математического ожидания E(x, f), лишь с заме-
ной 1/2 в формуле (28) на частоту попадания элементов выборки 
xi в шар K(R(0)). Эта частота, очевидно, стремится к вероятности 
попадания случайного элемента x в K(R(0)), большей 1/2 в 
соответствии с (26). Однако это рассуждение показывает лишь, 
что вероятность непустоты En(f) стремится к 1 при безграничном 
росте объема выборки. Точнее, оно показывает, что  
(29) lim { ( ) ( ) ( (0))} 1.n nn

P E f E f K HR


      

Поэтому пойдем другим путем, не опирающимся к тому же 
на вероятностную модель выборки. Положим 
(30) 0(1) max{ ( , ), 1,2,..., }.iR f x x i n   

Если х входит в дополнение шара K(HR(1)), то аналогично 
(27) имеем  
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(31) 0
(1)( , ) (1).i

HRf x x R
D

   

При достаточно большом H из (30) и (31) следует, что  

(32) 0
1 1

( , ) (1) ( , ), { ( (1))} .
n n

C
i i

i i
f x x nR f x x x K HR

 

     

Из (32) следует, что Argmin достаточно искать на K(HR(1)). 
Заключение теоремы 2 вытекает из того, что на бикомпактном 
пространстве K(HR(1)) минимизируется непрерывная функция. 

Теорема 2 полностью доказана. Перейдем к законам боль-
ших чисел.  

6. О формулировках законов больших чисел 

Пусть x, x1, x2, …, xn – независимые одинаково распределен-
ные случайные элементы со значениями в Х. Закон больших 
чисел – это утверждение о сходимости эмпирических средних к 
теоретическому среднему (математическому ожиданию) при 
росте объема выборки n, т.е. утверждение о том, что  
(33) 1 2 3( ) ( , , ,..., ; ) ( , ).n n nE f E x x x x f E x f   
при n  . Однако и слева, и справа в формуле (33) стоят, 
вообще говоря, множества. Поэтому понятие сходимости в (33) 
требует обсуждения и определения.  

В силу классического закона больших чисел при n   

(34) ),(),(1
1

yxMfyxf
n

n

i
i 



 

в смысле сходимости по вероятности, если правая часть сущест-
вует (теорема А.Я. Хинчина, 1923 г.). 

Если пространство Х состоит из конечного числа элементов, 
то из соотношения (34) легко вытекает (см., например, [13, 
с. 192–193]), что 
(35) .1)},()({lim 


fxEfEP nn

 

Другими словами, En(f) является состоятельной оценкой E(x, f). 
Если E(x, f) состоит из одного элемента, E(x, f) = {x0}, то со-

отношение (35) переходит в следующее: 



 
Системный анализ  

 105 

(36) .1}}{)({lim 0 


xfEP nn
 

Однако с прикладной точки зрения доказательство соотно-
шений (35)–(36) не дает достаточно уверенности в возможности 
использования En(f) в качестве оценки E(x, f). Причина в том, 
что в процессе доказательства объем выборки предполагается 
настолько большим, что при всех y  X одновременно левые 
части соотношений (34) сосредотачиваются в непересекающихся 
окрестностях правых частей. 

Замечание.  Если в соотношении (34) рассмотреть сходи-
мость с вероятностью 1, то аналогично (35) получим так назы-
ваемый усиленный закон больших чисел [13, с. 193–194]. Со-
гласно этой теореме с вероятностью 1 эмпирическое среднее 
En(f) входит в теоретическое среднее E(x, f), начиная с некоторо-
го объема выборки n, вообще говоря, случайного, n = n(). Мы 
не будем останавливаться на сходимости с вероятностью 1, 
поскольку в соответствующих постановках, подробно разобран-
ных в монографии [13], нет принципиальных отличий от случая 
сходимости по вероятности. 

Если Х не является конечным, например, Х = R1, то соотно-
шения (35) и (36) неверны. Поэтому необходимо искать иные 
формулировки закона больших чисел. В классическом случае 
сходимости выборочного среднего арифметического к матема-
тическому ожиданию можно записать закон больших чисел так: 
для любого  > 0 справедливо предельное соотношение 
(37)  1 1lim ( ( ) , ( ) ) 1.

n
P x M x M x 


     

В этом соотношении, в отличие от (35), речь идет о попада-
нии эмпирического среднего En(f), совпадающего в рассматри-
ваемом частном случае со средним арифметическим результатов 
наблюдений, не непосредственно внутрь теоретического средне-
го E(x, f), а в некоторую окрестность теоретического среднего. 

Обобщим эту формулировку. Как задать окрестность теоре-
тического среднего в пространстве произвольной природы? 
Естественно взять его окрестность, определенную с помощью 
какой-либо метрики. Однако полезно обеспечить на ее дополне-
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нии до Х отделенность множества значений Мf(x(), y) как 
функции y от минимума этой функции на всем Х. 

Поэтому мы сочли целесообразным определить такую окре-
стность с помощью самой функции Мf(x(), y). 

Определение 3.  Для любого  > 0 назовем -пяткой функ-
ции g(x) множество 
(38) ( ) { : ( ) inf{ ( ), } , }.K g x g x g y y X x X       

Таким образом, в -пятку входят все те х, для которых зна-
чение g(x) либо минимально, либо отличается от минимального 
(точнее, от инфимума – точной нижней грани) не более чем на . 
Так, для X = R1 и функции g(x) = х2 минимум равен 0, а -пятка 
имеет вид интервала (–0,5; 0,5). В формулировке (37) классиче-
ского закона больших чисел утверждается, что при любом  > 0 
вероятность попадания среднего арифметического в 2-пятку 
математического ожидания стремится к 1. Поскольку  > 0 
произвольно, то вместо 0,5-пятки можно говорить о -пятке, т.е. 
перейти от (37) к эквивалентной записи 
(39)  2

1lim ( [ ( ) ] ) 1.
n

P x K M x x 


    

Соотношение (39) допускает непосредственное обобщение 
на общий случай пространств произвольной природы. 

СХЕМА ЗАКОНА БОЛЬШИХ ЧИСЕЛ. 
Пусть x, x1, x2, …, xn – независимые одинаково распределен-

ные случайные элементы со значениями в пространстве произ-
вольной природы Х с показателем различия f: X2  R1. Пусть 
выполнены некоторые математические условия регулярности 
(они формулируются в конкретных теоремах). Тогда для любого 
 > 0 справедливо предельное соотношение 
(40)  lim ( ) ( ( , ) 1.nn

P E f K E x f
   

Аналогичным образом может быть сформулирована и об-
щая идея усиленного закона больших чисел. Ниже приведены 
две конкретные формулировки «условий регулярности».  
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7. Теоремы о законах больших чисел 

Законы больших чисел.  Начнем с рассмотрения естест-
венного обобщения конечного множества – бикомпактного 
пространства Х. 

Теорема 3.  В условиях теоремы 1 справедлив закон боль-
ших чисел – соотношение (40). 

Доказательство.  Воспользуемся построенным при доказа-
тельстве теоремы 1 конечным открытым покрытием 
{Z1, Z2, ..., Zk} пространства Х таким, что для него выполнено 
соотношение (11). Построим на его основе разбиение Х на непе-
ресекающиеся множества W1, W2, ..., Wm (объединение элементов 
разбиения W1, W2, ..., Wm составляет Х). Это можно сделать 
итеративно. На первом шаге из Z1 следует вычесть Z2, ..., Zk – это 
и будет W1. Затем в качестве нового пространства надо рассмот-
реть разность Х и W1, а покрытием его будет {Z2, ..., Zk}. И так 
до k-го шага, когда последнее из рассмотренных покрытий будет 
состоять из единственного открытого множества Zk. Остается из 
построенной последовательности W1, W2, ..., Wk вычеркнуть 
пустые множества, которые могли быть получены при осущест-
влении описанной процедуры (поэтому, вообще говоря, m может 
быть меньше k).  

В каждом из элементов разбиения W1, W2, ..., Wm выберем 
по одной точке, которые назовем центрами разбиения и соответ-
ственно обозначим w1, w2, ..., wm. Это и есть то конечное множе-
ство, которым можно аппроксимировать бикомпактное про-
странство Х. Пусть y входит в Wj. Тогда из соотношения (11) 
вытекает, что 

(41) 
1 1

1 1( , ) ( , ) .
n n

i i i
i i

f x y f x w
n n


 

    

Перейдем к доказательству соотношения (40). Возьмем про-
извольное  > 0. Рассмотрим некоторую точку b из E(x, f). Дока-
зательство будет основано на том, что с вероятностью, стремя-
щейся к 1, для любого y вне K(E(x, f)) выполнено неравенство 
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(42) 
1 1

1 1( , ) ( , ).
n n

i i
i i

f x y f x b
n n 

   

Для обоснования этого неравенства рассмотрим все элемен-
ты разбиения W1, W2, ..., Wm, имеющие непустое пересечение с 
внешностью -пятки K(E(x, f)). Из неравенства (41) следует, что 
для любого y вне K(E(x, f)) левая часть неравенства (42) не 
меньше 

(43) 
1

1min ( , ) ,
n

i jj i
f x w

n




   
 
  

где минимум берется по центрам всех элементов разбиения, 
имеющим непустое пересечение с внешностью -пятки. Возьмем 
теперь в каждом таком разбиении точку vi, лежащую вне  
δ-пятки K(E(x, f)). Тогда из неравенств (11) и (43) следует, что 
левая часть неравенства (42) не меньше 

(44) .2),(1min
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В силу закона больших чисел для действительнозначных 
случайных величин (т.е. обычного закона больших чисел теории 
вероятностей) каждая из участвующих в соотношениях (42) и 
(44) средних арифметических имеет своими пределами соответ-
ствующие математические ожидания, причем в соотношении 
(42) эти пределы не менее Mf(x1, b) +  – 2, поскольку точки vi 
лежат вне -пятки K(E(x, f)). Следовательно, при  – 2 > 0 и 
достаточно большом n, обеспечивающем необходимую близость 
рассматриваемого конечного числа средних арифметических к 
их математическим ожиданиям, справедливо неравенство (42). 

Из неравенства (42) следует, что пересечение En(f) с 
внешностью множества K(E(x, f)) пусто. При этом точка b 
может входить в En(f), а может и не входить. Во втором слу-
чае En(f) состоит из иных точек, входящих в K(E(x, f)). Тео-
рема 3 доказана.  

Если Х не является бикомпактным пространством, необхо-
димо суметь оценить рассматриваемые суммы «на периферии», 
вне бикомпактного ядра, которое обычно выделяется естествен-
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ным путем. Один из возможных комплексов условий сформули-
рован выше в теореме 2. 

Теорема 4.  В условиях теоремы 2 справедлив закон боль-
ших чисел, т.е. соотношение (40). 

Доказательство.  Будем использовать обозначения, вве-
денные в теореме 2 и при ее доказательстве. Пусть r и R, r < R, – 
положительные числа. Рассмотрим точку х в шаре K(r) и точку y 
вне шара K(R). Поскольку f(x0, y) < D{f(x0, x)  + f(x, y)}, то 

(45) 0 0
1( , ) ( , ) ( , ) .Rf x y f x y f x x r
D D

     

Положим 

(46) 
1

1( ) ( , ) ( , ).
n

n n i
i

g x g x f x x
n




    

Сравним gn(x0) и gn(y). Выборку x1, x2, …, xn разобьем на 
две части. В первую часть включим те элементы выборки, кото-
рые входят в K(r), во вторую – все остальные (т.е. лежащие вне 
K(r)). Множество индексов элементов первой части обозначим 
I = I(n, r). Тогда в силу неотрицательности f имеем 

(47) 1( ) ( , ),n i
i I

g y f x y
n 

   

а в силу неравенства (45)  

(48) ( , ) | ( , ) |,i
i I

Rf x y r I n r
D

   
 

  

где |I(n, r)| – число элементов в множестве индексов I(n, r). 
Следовательно, на основе (47) и (48) заключаем, что для опреде-
ленной формулой (46) функции gn(y) справедливо неравенство 

(49) 1( ) ,n
Rg y r J

n D
   
 

 

где J = |I(n, r)| – биномиальная случайная величина B(n, p) с 
вероятностью успеха p = P{xi()  K(r)}. По теореме Хинчина 
для gn(x0) справедлив (классический) закон больших чисел. 
Пусть  > 0. Выберем n1 = n1() так, чтобы при n > n1 было вы-
полнено соотношение  
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(50) 0 0{ ( ) ( ) } ,nP g x g x      
где g(x0) = Mf(x1, x0). Выберем r так, чтобы вероятность успеха 
p > 0,6. По теореме Бернулли можно выбрать натуральное число 
n2 (как функцию ) так, чтобы при n > n2 было выполнено нера-
венство 
(51) { 0,5 } 1 .P J n     
Выберем R так, чтобы 

(52) 0
1 ( ) .
2

R r g x
D

    
 

 

Тогда  
(53) ( ) ( )K g K R   
и согласно (49)–(52) при n > n3 = max(n1, n2) с вероятностью не 
менее 1 –  выполнено неравенство gn(y) > gn(x0) для любого y 
вне K(R). Из (53) следует, что минимизировать gn достаточно 
внутри бикомпактного шара K(R), при этом En(f) не пусто и 
(54) { ( ) ( )} 1 2 .nP E f K R     

Пусть Gn и G – сужения gn и g(x) = Mf(x(), x), соответ-
ственно, на K(R) как функций от х. В силу (53) справедливо 
равенство  
(55) )()( RKGK   
Согласно доказанной выше теореме 3 найдется n4 = n4() такое, 
что при n > n4 
(56) .1)}()({ 0   gKGKP n  

Согласно (54) K0(Gn) = En(f) при n > n3 с вероятностью не 
менее 1 – 2. Следовательно, при n > n5() = max(n3, n4) имеем 
(57) ,31)}()({   gKfEP n  
что и завершает доказательство теоремы 4.  

Справедливы и иные варианты законов больших чисел, по-
лученные, в частности, в статье [14]. Первое доказательство 
закона больших чисел (в весьма частном случае) было получено 
еще Дж. Кемени [27]. 
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8. Изучение свойств медианы Кемени при конечных 
объемах выборок 

Рассмотрим на основе развитой выше теории частный слу-
чай пространств нечисловой природы – пространства бинарных 
отношений на конечном множестве и медианы Кемени как 
способ нахождения эмпирического среднего. Поскольку число 
бинарных отношений на конечном множестве конечно, то эмпи-
рические и теоретические средние для произвольных показате-
лей различия существуют и справедливы доказанные выше 
законы больших чисел.  

Бинарные отношения, в частности, упорядочения, часто ис-
пользуются для описания мнений экспертов. Тогда расстояние 
Кемени измеряет близость мнений экспертов, а медиана Кемени 
позволяет находить итоговое усредненное мнение комиссии 
экспертов. Расчет медианы Кемени обычно включают в инфор-
мационное обеспечение систем принятия решений с использо-
ванием оценок экспертов. Речь идет, например, о математиче-
ском обеспечении автоматизированного рабочего места 
«Математика в экспертизе» (АРМ «МАТЭК») [20], пред-
назначенного, в частности, для использования при проведении 
экспертиз в задачах экологического страхования. Поэтому 
представляет большой практический интерес численное изуче-
ние свойств медианы Кемени при конечном объеме выборки. 
Такое изучение дополняет описанную выше асимптотическую 
теорию, в которой объем выборки предполагается безгранично 
возрастающим (n  ). 

С помощью специально разработанной программной сис-
темы В.Н. Жихарев вместе с нами провел ряд серий численных 
экспериментов по изучению свойств выборочных медиан Кеме-
ни (в пространстве ранжировок без связей). Представление о 
полученных результатах дается таблице 1, взятой из статьи [4]. 
В каждой серии методом статистических испытаний определен-
ное число раз моделировался случайный и независимый выбор 
экспертных ранжировок, а затем находились все медианы Кеме-
ни для смоделированного набора мнений экспертов. При этом в 
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сериях 1–5 распределение ответа эксперта предполагалось рав-
номерным на множестве всех ранжировок. В серии 6 это рас-
пределение являлось монотонным относительно расстояния 
Кемени с некоторым центром (о понятии монотонности см. [17, 
гл.1] ), т.е. вероятность выбора определенной ранжировки убы-
вала с увеличением расстояния Кемени этой ранжировки от 
центра. Таким образом, серии 1–5 соответствуют ситуации, 
когда у экспертов нет почвы для согласия, нет группировки их 
мнений относительно некоторого единого среднего группового 
мнения, в то время как в серии 6 есть единое мнение – описан-
ный выше центр, к которому тяготеют ответы экспертов.  

Таблица 1. Результаты вычислительного эксперимента по 
изучению медианы Кемени  
Номер серии 1 2 3 4 5 6 
Число испытаний 100 1000 50 50 1000 1000 
Количество объектов 5 5 7 7 5 5 
Количество экспертов 10 30 10 30 10 10 
Частота непустого 
пересечения 0,85 0,58 0,52 0,2 0,786 0,911 

Среднее отношение 
диаметров 0,283 0,124 0,191 0,089 0,202 0,044 

Средняя мощность 
медианы 5,04 2,41 6,4 2,88 3,51 1,35 

Максимальная мощ-
ность медианы 30 14 19 11 40 12 

 
Результаты, приведенные в таблице 1, можно комментиро-

вать разными способами. Неожиданным явилось большое число 
элементов в выборочной медиане Кемени – как среднее, так и 
особенно максимальное. Одновременно обращает на себя вни-
мание убывание этих чисел при росте числа экспертов и особен-
но при переходе к ситуации реального существования группово-
го мнения (серия 6). Достаточно часто один из ответов экспертов 
входит в медиану Кемени (т.е. пересечение множества ответов 
экспертов и медианы Кемени непусто), а диаметр медианы как 
множества в пространстве ранжировок заметно меньше диамет-
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ра множества ответов экспертов. По этим показателям – наи-
лучшее положение в серии 6. Грубо говоря, всяческие «патоло-
гии» в поведении медианы Кемени наиболее резко проявляются 
в ситуации, когда ее применение не имеет содержательного 
обоснования, т.е. когда у экспертов нет основы для согласия, их 
ответы равномерно распределены на множестве ранжировок. 

Увеличение числа испытаний в 10 раз при переходе от се-
рии 1 к серии 5 не очень сильно повлияло на приведенные в 
таблице характеристики, поэтому представляется, что суть дела 
выявляется при числе испытаний (в методе Монте-Карло), 
равном 100 или даже 50. Увеличение числа объектов или экс-
пертов увеличивает число элементов в рассматриваемых про-
странствах ранжировок, а потому уменьшается частота попада-
ния какого-либо из мнений экспертов внутрь медианы Кемени. 
А также отношение диаметра медианы к диаметру множества 
экспертов и число элементов медианы Кемени (среднее и мак-
симальное). Можно сказать так: увеличение числа объектов или 
экспертов уменьшает степень дискретности задачи, приближает 
ее к непрерывному случаю, а потому уменьшает выраженность 
различных «патологий». 

Есть много интересных направлений исследований, кото-
рые здесь не рассматриваем. Они связаны со сравнением медиа-
ны Кемени с другими методами усреднения мнений экспертов, 
например, с нахождением итогового упорядочения по методу 
средних рангов [20]. А также с использованием малых окрест-
ностей ответов экспертов для поиска входящих в медиану 
ранжировок (с целью сокращения расчетов). Или с построением 
теоретических и численных оценок скорости сходимости в 
законах больших чисел.  

Центральная роль в нечисловой статистике эмпирических и 
теоретических средних, законов больших чисел и их обобщений, 
предназначенных для изучения решений экстремальных стати-
стических задач, продемонстрирована в [17, 20]. Современная 
теория экспертных оценок является прикладным «зеркалом» 
нечисловой статистики. Значение постановок настоящей статьи 
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для разработки и применения экспертных технологий обсужда-
ется в [18, 20]. 
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В статье рассматриваются интеллектуальные системы на 
основе колонок. Приводятся основные понятия и определения. 
Формулируются прямая и обратная задачи. Приводятся реше-
ния этих задач и оценки вычислительной эффективности. На 
этой основе предлагается решение задачи классификации и 
доказывается возможность реализации произвольных булевых 
функций. В конце дается оценка классов задач, которые могут 
решаться с помощью интеллектуальных систем на основе 
колонок.  

 
Ключевые слова: искусственный интеллект, интеллектуаль-
ные системы на основе колонок, колонка. 

1. Введение 

Начало работ над рассматриваемой моделью интеллекту-
альных систем связано с публикациями [4] и [5], которые, с 
одной стороны, помогли составить примерные представления об 
общем облике систем на основе колонок, с другой, позволили 
выделить элементарные задачи, без решения которых невоз-
можно функционирование таких систем, а также помогли оста-
новить свой выбор на простом математическом объекте, исполь-
зуемом в качестве колонки. Вообще, простота, высокий уровень 
общности и невведение новых понятий и ограничений до тех 
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пор, пока в этом не возникает настоятельная необходимость, – 
это те положения, которые в значительной мере определяли 
процесс построения модели. Полученная в результате модель 
систем на основе колонок чрезвычайно проста. 

Имеется пусть и очень большое, но конечное множество 
имен, которые используются для наименования объектов произ-
вольной природы. В этом множестве выделяются непересекаю-
щиеся подмножества, получившие название областей имен. В 
реальных задачах выделение областей может быть связано, 
например, с типизацией или с выделением «миров» (domains), 
как в некоторых реализациях Пролога. Одной из важнейших 
причин выделения областей является требование обеспечить 
отсутствие случайных совпадений имен в различных частях 
большой системы и тем самым исключить возможность возник-
новения соответствующих ошибок. Для рассматриваемой моде-
ли не важно, какие причины могут приводить к выделению 
областей. Главное, эти причины существуют и это нашло отра-
жение в модели.  

Под образом понимается любое конечное множество имен, 
принадлежащих тем или иным областям имен. Образы, входя-
щие в любое множество образов, могут быть наименованы при 
помощи имен некоторой области, т.е. каждому образу из множе-
ства может быть сопоставлено его имя. Упорядоченная пара 
(имя образа, образ) получила название колонки.  

Система на основе колонок представляет собой одно или 
несколько множеств колонок и работающий с ними механизм 
(машина колонок), который, получая информацию о внешнем 
мире в виде образов, формирует новые колонки, изменяет или 
удаляет уже существующие и выполняет другие необходимые 
операции. В основе процесса накопления знаний в подобных 
системах лежит запоминание новых образов под определенными 
именами. При этом элементарными базовыми задачами, без 
которых невозможно функционирование системы, являются 
прямая задача – по образу получить его имя, и обратная – по 
имени получить соответствующий образ.  
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Для данной модели систем на основе колонок сразу возни-
кают три основных вопроса: 

1. Что из себя представляют множества колонок, с которыми 
придется иметь дело системе? 

2. Существуют ли методы решения базовых задач? 
3. Какие вообще задачи могут решать такие простые сис-

темы? 
Ответу на эти вопросы и посвящена данная работа. 
В разделе 2 приводятся основные понятия и определения, 

относящиеся к системам на основе колонок: имя, образ, колонка, 
индекс как множество колонок. Рассматриваются первичные 
колонки и колонки с классами. Показана связь между индексом 
как множеством колонок и обычным индексом, заданным в виде 
таблицы ссылок. В разделе 3 сначала показывается существова-
ние решения базовых задач для любого типа образов. Затем для 
образов в виде конечных неупорядоченных множеств и конеч-
ных последовательностей или векторов предлагается более 
эффективный метод решения. Наконец в разделе 4 показано как 
базовые задачи используются для решения более сложных задач. 
Сначала рассматривается задача классификации, затем доказы-
вается возможность реализации в системах на основе колонок 
произвольных булевых функций. На основе этих результатов 
дается оценка тех классов задач, для которых могут использо-
ваться интеллектуальные системы на основе колонок.  

2. Основные понятия 

2.1. ИМЕНА, ОБРАЗЫ, КОЛОНКИ 
Рассматривается конечное множество U – множество имен 

некоторых объектов произвольной природы. Не ограничивая 
общности, будем считать, что оно является подмножеством 
множества целых чисел Z. Множество U конечное, однако ника-
ких ограничений на его размеры не накладывается. При необхо-
димости его всегда можно увеличить, добавив необходимое 
число элементов.  
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В множестве имен U выделяются непересекающиеся под-
множества имен, получившие название областей имен. При 
необходимости любая область имен может быть в любой момент 
расширена, а также может быть введена новая область имен. 

Любое конечное множество имен, принадлежащих тем или 
иным областям имен, называется образом. 

Рассмотрим некоторое конечное множество образов P. Его 
можно перенумеровать, используя для этого элементы некото-
рой области имен U, |U| = |P|: 
 P = {pi | i  U }, 
где |  | – мощность множества. То, что образы множества P 
перенумерованы, означает, что установлено взаимно однознач-
ное соответствие : i  pi между областью имен U и множест-
вом образов P. 

Колонкой называется упорядоченная пара (i, pi), где i – имя 
колонки, pi = (i) – образ, содержащийся в колонке. Колонка 
обозначается как (i | pi). Также будет использоваться обозначе-
ние i  pi. В этом случае будем говорить, что имя колонки i 
является ссылкой или указателем на содержащийся в колонке 
образ pi. В свою очередь, часто будет говориться, что образ pi 
имеет имя i или известен под именем i. Под этим будет подразу-
меваться то, что образ pi содержится в колонке (i | pi). Отображе-
ние : i  pi будет называться отображением наименования. 

2.2. ПЕРВИЧНЫЕ КОЛОНКИ 
В образы колонок могут входить имена других колонок, 

т.е. имя в образе одной колонки может быть именем другой 
колонки и служить указателем на соответствующий образ. В 
образ также могут входить имена, которые еще не использо-
вались для наименования ни одного образа. Такие не связан-
ные ни с одним образом имена будут называться чистыми 
или пустыми именами. Положив, что чистое имя ссылаются 
на пустое множество, его можно рассматривать как колонку 
вида (i | ) или i  . Таким образом, можно считать, что в 
образе одной колонки содержатся имена других колонок, 
каждое из которых служит указателем на соответствующий 
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образ, возможно, пустой. В результате образуется показанная 
на рис. 1 сложная структура колонок (для наглядности на 
рисунке дублируются имена колонок). 

 
Рис. 1. Структура из колонок 

Рассматриваемые простейшие колонки называются первич-
ными колонками. Множество первичных колонок будет обозна-
чаться как C1. 

2.3. ФАКТОРИЗАЦИЯ КОЛОНОК, КОЛОНКИ С КЛАССАМИ  
Отличительной особенностью первичных колонок C1 явля-

ется взаимно однозначное соответствие между единственным 
именем и единственным образом. Однако реально может воз-
никнуть необходимость в том, чтобы образ имел несколько 
имен. Следовательно, должны иметься несколько колонок с 
разными именами и одним и тем же образом. Если рассмотреть 
отображение наименования : i  p, которое имени ставит в 
соответствие образ, то все эти имена образуют класс эквива-
лентности, состоящий из имен с одним и тем же образом, т.е. 
имеет место факторизация колонок по образу. Взаимно одно-
значное соответствие между именем колонки и образом сохра-
няется, но как взаимно однозначное соответствие класса имен, 
указывающих на один и тот же образ: [i]  p, где [i] – класс 
эквивалентных имен. Отображение наименования : [i]  p 
определяется как ([i]) = (ik) для ik  [i]. Таким образом, 
кроме колонок C1 необходимо также рассматривать и колонки 
вида ([i] | pi): 
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 p  …  p              p 
   …            
 i1  …  im            [i] = {i1, …, im} 

 
Пусть теперь имеет место противоположный случай, когда 

несколько образов имеют одно и то же имя. Теперь класс экви-
валентности возникает по отображению  –1: p  i, которое 
образу ставит в соответствие его имя. В класс входят все образы 
с одним и тем же именем, т.е. имеет место факторизация коло-
нок по имени. Так же, как и в предыдущем случае, взаимно 
однозначное соответствие сохраняется. Однако на этот раз в 
виде взаимно однозначного соответствия класса образов, имею-
щих одно и то же имя: i  [p], где [p] – класс эквивалентных 
образов. Отображение  –1: [p]  i определяется как  
 –1([p]) =  –1(pk) для pk  [p]. Таким образом, кроме колонок 
C1 также должны рассматриваться и колонки вида (i | [p]): 

 

 p1 … pm            [p] = {p1, …, pm} 
   …            
  i  …  i               i 

 
Объединив два рассмотренных выше случая факторизации, 

получим колонки вида ([i] | [pi]). Множество таких колонок 
будет называться множеством колонок с классами и обозна-
чаться через C2. Колонки множества C2 – это колонки, имена 
которых могут представлять классы эквивалентных имен, а 
состоящие из них образы – классы эквивалентных образов. 
Очевидно, C1  C2. 

Колонки множества C2 можно привести к виду, когда обра-
зы колонок не являются классами эквивалентности, т.е. когда 
классы эквивалентности встречаются только среди имен. 

Пусть имеется некоторая колонка (i | [p])  C2, где образ ко-
лонки – это класс [p] = {p1, …, pm}, m > 1. Используем m чистых 
имен ik для того, чтобы наименовать все образы pk, входящие в 
класс эквивалентности [p]. Получим m колонок (ik | pk). Сформи-
руем образ {i1, …, im}, состоящий из имен этих колонок. Тогда 
исходную колонку (i | [p]) можно заменить m + 1 колонкой 
(i | {i1, …, im}), (ik | pk), k = 1, …, m :  
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                                                     p1       pm                                    
                                                       …   

i  [p] = i  {p1, …, pm}      i  {i1, …, im} 
 

На месте колонки (i | [p]) появилась первичная колонка 
(i | {i1, …, im}) и m колонок (ik | pk). Действуя аналогичным обра-
зом, можно привести конечное множество колонок C2 к виду, 
когда классы эквивалентности будут встречаться только среди 
имен.  

2.4. ИНДЕКС  
Индексом называется любое конечное множество колонок. 

Если это специально не оговаривается, то считается, что ин-
декс – неупорядоченное множество колонок 

Состав любого индекса может меняться за счет добавления 
или удаления колонок. Одна колонка – это также индекс, следо-
вательно, множество колонок C2 входит в множество индексов. 
Поэтому добавление и удаление колонок индекса – это операции 
на множестве индексов. Эти операции будут называться сложе-
нием и вычитанием индексов и обозначаться через + и .  

Как уже говорилось, любая колонка – это индекс. Интерес-
но, что справедливо и обратное – индекс можно представить как 
колонку. Действительно, как и любое конечное множество коло-
нок, индекс можно наименовать, используя некоторое чистое 
имя i для образа, который состоит из имен входящих в индекс 
колонок. Имя этой колонки-индекса можно интерпретировать 
как имя индекса. 

 

  pk      pl        pm                            pk      pl        pm 
    …   …                                  …   …   
  k, …, l, …, m                  i  {k, …, l, …, m} 
 
 Индекс как безымянное           Индекс как колонка – наименованное 
 множество колонок                   множество колонок 

 
Из этих колонок-индексов в свою очередь могут образовы-

ваться индексы и т.д. Можно выделить уровни индекса по по-
строению: L1 – индексы из колонок, L2 – индексы из колонок-
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индексов уровня L1, L3 – индексы из колонок-индексов уровня L2 
и т.д. Принадлежность колонки-индекса к одному из уровней 
может интерпретироваться как положение индекса в иерархии 
индексов (рис. 2). 

 
Рис. 2. Уровни индекса по построению 

В качестве примера рассмотрим конечное множество 
A = {A1, …, An}, где Ak – индексы уровня L1. Легко видеть, что 
A – это индекс уровня L2. Для этого достаточно воспринимать 
наши обозначения Ak как имена соответствующих колонок-
индексов. Можно явным образом наименовать индексы Ak, 
используя для этого чистые имена ak , k = 1, …, n . В результате 
будем иметь индекс A  уровня L2, состоящий из колонок-
индексов ak  Ak, где ссылка указывает на образ } , ... , { 1

k
m

k
k

ii , 
состоящий из имен колонок индекса Ak : 
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        A1        An                                       k
m

k
k

pp  , ... ,1  
            …                                              …    
 A = {a1, …, an},       ak  Ak  =  ak  } , ... , { 1

k
m

k
k

ii  
 
                                                                      Ak   
Любой из уровней индекса является множеством колонок и, 

следовательно, может быть наименован, т.е. представлен в виде 
колонки. Образ колонки-уровня Lk состоит из имен всех коло-
нок-индексов, образующих уровень Lk. Имя колонки может 
интерпретироваться как имя уровня Lk. 

Вообще, какие бы причины ни приводили к формированию 
тех или иных множеств колонок, не будет получено ничего 
кроме колонок. Это одна из основных особенностей модели, 
основанной на колонках. 

2.5. ПРЕДСТАВЛЕНИЕ ИНДЕКСА В ВИДЕ ТАБЛИЦЫ 
Индекс A может быть представлен в виде таблицы, состоя-

щей из вертикальных колонок (столбцов) переменной высоты. В 
нижней строке таблицы, под чертой, имена колонок. Над име-
нем каждой колонки перечислены все имена, входящие в образ 
колонки. По умолчанию считается, что в таблице имена колонок 
и имена в образах принадлежат различным областям имен.  

Для индекса в виде неупорядоченного множества колонок 
порядок записи колонок в таблице может быть произвольным. 
Если образы представляют собой неупорядоченные множества 
имен, то и порядок записи имен в образах колонок также может 
быть произвольным.  

Если образы в колонках индекса представляют собой упо-
рядоченные множества, то запись имен в образах колонок вы-
полняется в определенном порядке, например, снизу вверх, т.е. 
первое имя образа в первой строке над чертой, второе – во вто-
рой и т.д. 

Индекс, состоящий из первичных колонок, может быть сра-
зу записан в виде таблицы. Для более сложных колонок могут 
потребоваться дополнительные преобразования. 
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Пусть A – представленный в виде таблицы индекс с неупо-
рядоченными образами, не содержащий пустых колонок. Тогда 
для него можно построить обратный индекс, который будет 
обозначаться как A–1. Для этого берется множество Up всех имен, 
содержащихся в образах всех колонок индекса A. Каждое имя, 
принадлежащее Up, используются как имя одной из колонок 
формируемого обратного индекса A–1. При этом в образ колонки 
индекса A–1 с именем k  Up включаются те и только те имена 
колонок индекса A, которые содержат k в своем образе. Другими 
словами, если имя k  Up содержится только в образах колонок 
(i1 | p1), …, (im | pm)  A, то колонка обратного индекса A–1 с 
именем k будет иметь вид (k | {i1, …, im}). 

Например, в колонку с именем 4 приведенного ниже обрат-
ного индекса A–1 включены имена колонок 2 и 3 – имена всех 
колонок индекса A, которые содержат в образе имя 4. 

 
        A                           A–1                       (A–1) –1 

 5            5  
5 4        3   5 4  
3 3 5     2 3 2   3 3 5 
1 2 4   1 2 1 2 1   1 2 4 
1 2 3   1 2 3 4 5   1 2 3 

 
Если для приведенного в примере индекса A–1 построить 

обратный индекс (A–1)–1, то снова будет получен индекс A. Мож-
но показать [2], что для представленного в виде таблицы индек-
са A с неупорядоченными образами, не содержащего пустых 
колонок, существует единственный обратный индекс  
A–1, причем (A–1)–1 = A. 

2.6. ВРЕМЯ, СОБЫТИЯ 
С помощью образов могут быть представлены временные 

процессы. Для этого используются образы в виде конечных 
последовательностей вида p = (i1, …, ik), il  Ul, 1  k  n, где 
Uk – область имен k-й координаты, n – максимальная размер-
ность рассматриваемых конечных последовательностей. Для 
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того чтобы последовательность p = (i1, …, in) можно было рас-
сматривать как временной процесс, достаточно сопоставить 
порядковым номерам координат дискретные моменты 
времени k  tk, k = 1, …, n. 

Абстрактный образ, который может быть привязан к любо-
му конечному отрезку дискретного времени соответствующей 
длины, получил название шкалы времени. Более точно под 
шкалой времени  = (t1, t2, …, tn) понимается образ в виде конеч-
ной последовательности с именами из области имен моментов 
времени T. При этом имена, являющиеся координатами шкалы 
, образуют упорядоченную последовательность, т.е. из k > i 
следует, что tk > ti, где tk, ti  T. Также возможны шкалы c обрат-
ным порядком, где из k > i следует, что tk < ti. Тот факт, что 
момент времени tk является координатой шкалы времени , 
будет обозначаться как tk   и про него будет говориться, что 
это элемент или момент шкалы . 

Может существовать несколько шкал времени. По умолча-
нию считается, что элементы различных шкал принадлежат 
различным областям имен.  

Для того чтобы привязать колонку (i | p) к моменту време-
ни t шкалы , достаточно сформировать колонку (t | i). В резуль-
тате образуется цепочка ссылок t  i  p. При этом факториза-
ция по моменту времени t, т.е. факторизация по имени t, 
приведет к формированию образа из имен всех колонок, отно-
сящихся к этому моменту времени: 

 

 p1   p2      pm                   p1  p2       pm  
       …                          …   
  i1     i2      im      t  {i1,  i2, …, im} 
        …  
   t      t       t  
Любая колонка вида (t | pt) называется событием, а образ 

pt – состоянием в момент времени t  . На приведенной выше 
схеме событиями являются колонки (t | ik) и (t | {i1, i2, …, im}). 
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2.7. УПОРЯДОЧЕННЫЙ ИНДЕКС 
Наличие образов в виде конечных упорядоченных мно-

жеств, приводит к появлению упорядоченных множеств коло-
нок, т.е. упорядоченных индексов или индексов с упорядоченным 
множеством колонок. Ниже показан безымянный упорядочен-
ный индекс, состоящий из колонок (ik | pk): 

 

  p1 p2       pm             p1  p2        pm 
      …       =            …    
 (i1, i2, …, im)            i1,  i2, …,  im 

 
Практический интерес представляет упорядоченный индекс, 

колонки которого представляют собой m последних событий.  
Пусть имеется некоторая шкала времени  = (1, 2, …, n). 

Рассмотрим упорядоченный индекс Am, число колонок которого 
не превосходит m, где 1 < m < n. Первоначально индекс Am = . 
В момент времени 1 в индекс Am добавляется колонка (1 | s1), в 
момент времени 2 – колонка (2 | s2) и т.д., где sk – состояние в 
момент времени k  . В момент времени m индекс Am будет 
состоять из колонок (1 | s1), (2 | s2), …, (m | sm), т.е. будет содер-
жать m последних событий. Так как индекс Am не может содер-
жать более чем m колонок, то в момент времени m + 1 из него 
сначала необходимо удалить самую старую колонку (1 | s1), и 
только потом можно будет добавить новую колонку 
(m + 1 | sm+1). Индекс Am по-прежнему будет содержать m по-
следних событий. Аналогично, в момент времени m + 2 будет 
удалена самая старая колонка (2 | s2) и добавлена новая 
(m + 2 | sm+2) и т.д. В любой момент времени k, m  k < n, 
индекс Am будет содержать m колонок 
(k  m + 1 | skm+1), …, (k | sk), представляющих собой m послед-
них событий.  

3. Системы на основе колонок,  
прямая и обратная задачи  

В общем виде интеллектуальную систему на основе колонок 
можно представить в виде одного или нескольких конечных 
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множеств колонок, т.е. индексов, и работающего с ними меха-
низма, который, получая информацию о внешним мире в виде 
образов, формирует новые колонки, изменяет уже существую-
щие, удаляет ненужные и выполняет другие необходимые опе-
рации (рис. 3). 

...

 

Механизм работы с 
колонками 

Операции с колонками 

Множества колонок 
 

Рис. 3. Система на основе колонок 

Знания в рассматриваемых системах представлены с помо-
щью колонок, а в основе процесса накопления знаний лежит 
запоминание новых образов под определенными именами. 
Очевидно, базовыми задачами для подобных систем являются 
прямая задача – по образу получить его имя, и обратная зада-
ча – по имени получить соответствующий образ. 

Существует общий метод решения этих задач, применимый 
к любым типам образов. Этим методом является метод, исполь-
зующий поэлементное сравнение.  

Известные системе образы хранятся в индексе A, который 
представляет собой множество колонок вида (i | pi), где pi – 
образ, известный под именем i. В исходном состоянии A = . 
Любой образ p, для которого надо решить прямую задачу по-
элементно сравнивается с образами всех колонок индекса A. 
Если найден совпадающий образ pi, то его имя, т.е. имя колонки 
(i | pi)  A, является именем образа p и решением прямой задачи. 
В противном случае выбирается некоторое чистое имя ip из 
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соответствующей области имен и выполняется сложение 
A + (ip | p). Если образ p появится снова, то поэлементное срав-
нение даст для него имя ip . 

Еще более просто решается обратная задача. Если имеется 
имя i, для которого необходимо решить обратную задачу, то 
соответствующий образ равен образу pi колонки (i | pi)  A. Если 
колонки с таким именем не существует, то i – чистое имя.  

Очевидно, для образов тех или иных типов могут существо-
вать более эффективные методы решения прямой и обратной 
задачи. Например, применение хэш-функций для образов в виде 
конечных последовательностей или векторов может значительно 
сократить объемы поэлементного сравнения. Для этих же обра-
зов более эффективным оказывается и метод пересечений. 

Идея метода пересечений восходит к книжному алфавитно-
му указателю. В нем для каждой рубрики приведено множество 
указателей на те страницы книги, где эту рубрику можно обна-
ружить. Запросу из нескольких рубрик, очевидно, соответствует 
пересечение множеств указателей для этих рубрик. Подобные 
методы с таблично заданными индексами используются в поис-
ковых машинах интернета, в частности, в Google [3]. В работах 
[1, 5] метод пересечений применяется для решения задач распо-
знавания. 

Далее в разделе метод пересечений рассматривается приме-
нительно к базовым задачам для наиболее очевидных и простых 
типов образов – образов в виде конечных неупорядоченных 
множеств и образов в виде конечных последовательностей или 
векторов. Предлагаемый в данной работе метод характеризуется 
полным отсутствием необходимости в поэлементном сравнении. 
Кроме того, для обратной задачи предложено решение, в кото-
ром для того, чтобы обеспечить компромисс между быстродей-
ствием и объемом требуемой памяти, используется упорядочен-
ный индекс. 
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3.1. МЕТОД ПЕРЕСЕЧЕНИЙ ДЛЯ ОБРАЗОВ В ВИДЕ 
КОНЕЧНЫХ НЕУПОРЯДОЧЕННЫХ МНОЖЕСТВ 

3.1.1. ПРЯМАЯ ЗАДАЧА 
Будем полагать, что образы представляют собой конечные 

неупорядоченные множества имен вида p = {i1, …, im}, m  1, 
где ik  U, U – некоторая область имен. Очевидно, любой такой 
образ p  P, где P – множество всех подмножеств множества U, 
исключая пустое.  

Для решения прямой задачи будет использоваться индекс A. 
В исходном состоянии индекс A = .  

Пусть на вход системы пришел некоторый образ p1  P. Так 
как система еще ничего не знает, то p1 – новый неизвестный 
образ. У системы есть область имен U, которые она может 
использовать для наименования неизвестных образов. Если 
через Up  U обозначить множество имен всех известных обра-
зов, то для наименования образа p1 система может взять любое 
чистое имя из U \Up. Пусть выбрано имя i1. Для запоминания 
образа p1 под именем i1 выполняется сложение A + (p1 | {i1}), т.е. 
к индексу A добавляется n1 = |p1| колонок (k | {i1}) для всех эле-
ментов k  p1.  

Если системе опять будет предъявлен образ p1, то пересече-
ние n1 образов колонок индекса A для всех имен k  p1, очевид-
но, даст множество, состоящее из одного имени i1, под которым 
системе известен образ p1, т.е. }{ 1

1

iak
pk



 , где ak – образ колон-

ки (k | ak)  A.  
Обозначим через (p) пересечение образов колонок 

(k | ak)  A для всех имен k  p, т.е. k
pk
ap


 )( . При этом 

будем полагать, что если в индексе A отсутствует колонка с 
именем k, то ak = . 

Предположим, что теперь на вход поступил некоторый об-
раз p2  P. Рассмотрим для него пересечение (p2). Очевидно, 
равенство (p2) = {i1} возможно только в том случае, если 
p2  p1, |p2|  |p1|. Причем при |p2| = |p1| имеет место равенство 
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p2 = p1. Если же p2  p1, то всегда (p2) = , так как в индексе A 
просто отсутствуют колонки с именами, принадлежащими 
множеству p2 \ p1.  

Следовательно, для образа p2 возможны три случая: 
1. (p2) = {i1}, |p2| = |p1| при p2 = p1;  
2. (p2) = {i1}, |p2|  |p1| при p2  p1; 
3. (p2) =  при p2  p1. 
Если рассматривается вариант задачи, когда система рабо-

тает с образами одинаковой мощности, возможны только слу-
чаи 1 и 3. При этом равенство (p2) =  является признаком 
того, что образ p2 неизвестен системе и его надо запомнить. При 
(p2) = {i1} образ p2 известен системе под именем i1 и p2 = p1. 

Если же на вход системы поступают образы различной 
мощности, то равенство (p2) =  также является признаком 
того, что образ p2 неизвестен системе и его надо запомнить. 
Однако при (p2) = {i1} возможны случаи 1 и 2 – либо входной 
образ известен под именем i1, либо входной образ неизвестен, но 
представляет собой подмножество образа, известного под име-
нем i1. Чтобы выделить случай 2, необходимо выполнить срав-
нение мощностей образов. Для этого в системе используется 
функция n(i), которая определена на множестве Up и задана с 
помощью множества пар (аргумент, значение). Каждый раз, 
когда система запоминает новый образ p, в определение функ-
ции n(i) добавляется новая пара (i, |p|), где i – имя, под которым 
запоминается образ p, |p| – его мощность. 

Вернемся к моменту, когда на вход системы поступил неко-
торый образ p2. Если (p2) = {i1} и n(i1) = |p2|, то образ p2 извес-
тен системе под именем i1 и p2 = p1 . 

Если (p2) =  или если (p2) = {i1}, но n(i1)  |p2|, то 
образ p2 является новым и его надо запомнить. Системой выби-
рается любое чистое имя i2  U \Up, под которым теперь будет 
известен образ p2, и выполняется сложение A + (p2 | {i2}). В 
определение функции n(i) добавляется новая пара (i2, |p2|), а 
решением прямой задачи для образа p2 будет имя i2. 
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Очевидно, при выполнении сложения A + (p2 | {i2}) фак-
торизация по имени приведет к тому, что любая колонка 
индекса A с именем k  p1 p2 будет иметь вид (k | {i1, i2}). 
Если рассмотреть все возможные образы индекса A, то фак-
торизация по образу показывает, что полученный в результа-
те сложения индекс A состоит из трех колонок (p1 \ p2 | {i1}), 
(p1 p2 | {i1, i2}) и (p2 \ p1 | {i2}), где p1 \ p2 , p1 p2 и p2 \ p1 – 
классы эквивалентности. 

Аналогично тому, как это делалось для образа p2 , будут за-
поминаться и другие новые образы p3, p4, p5 и т.д. Запоминание l 
новых образов можно представить в виде цепочки сложений: 

 |)|,()(  ,}){|(
11

kk

l

k

l

k
kk piinipA


  , 

где ik – имя образа pk .  
Запоминание любого образа p будет выполняться только 

при условии, что (p) =  или (p)   и n(i)  |p| для i  (p). 
Покажем, что в этом случае при появлении любого образа p  P 
всегда можно однозначно сказать, известен ли этот образ, и 
определить его имя. 

Рассмотрим любой образ p  P. Пусть (p) = . Это оз-
начает, что образ p не предъявлялся системе, так как в про-
тивном случае по построению существовали бы колонки для 
k  p и пересечение (p) содержало бы имя, под которым 
известен образ p. 

Пусть теперь (p)   и n(i)  |p| для i  (p). Это также 
означает, что образ p не предъявлялся системе, так как в про-
тивном случае по построению пересечение (p) содержало бы 
имя i, под которым известен образ p, и выполнялось бы равенст-
во n(i) = | p |. 

Наконец, пусть (p)   и существует по крайней мере одно 
имя i  (p), для которого n(i) = | p |. Это означает, что образ p 
известен системе под именем i. Покажем, что такое имя является 
единственным.  

Предположим, что i, i (p), i  i и n(i) = n(i ) = |p|. Так 
как образ p не может одновременно получить сразу два имени, 
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то это означает, что он сначала получил одно имя, а потом в 
одном из повторных предъявлений – второе. Это невозможно по 
построению, т.е. i = i, и если существует такое имя i  (p), что 
n(i) = |p|, то это имя является единственным. 

Таким образом, рассмотренный метод дает решение прямой 
задачи для любого образа p  P. Схему его работы можно опи-
сать следующим образом. 

В исходном состоянии A =  и n(i) = .  
1. Для предъявленного образа p  P вычисляется пересече-

ние (p).  
2. Если (p)   и i  (p) такое, что n(i) = |p|, то имя i 

единственное, представляет собой имя, под которым известен 
образ p, и является решением прямой задачи.  

3. В противном случае, если (p) =  или (p)  , но 
n(i)  |p| для i , образ p является новым. Для него выбирается 
любое чистое имя i  U \Up , выполняется сложение A + (p | {i}), 
а в определение функции n(i) добавляется пара (i, |p|). Имя i, под 
которым теперь будет известен образ p, является решением 
прямой задачи. 

Здесь необходимо сделать одно важное замечание. Выбор 
для нового образа чистого имени из множества U \Up обеспечи-
вает выполнение условия, которое для правильной работы при-
веденного метода является необходимым. Это условие состоит в 
том, что каждый образ получает единственное уникальное имя, 
т.е. разные образы не могут иметь одно и то же имя. 

Легко показать, что при нарушении этого условия рассмот-
ренный метод не сможет различать образы.  

Действительно, пусть два разных образа p1 и p2 имеют одно 
и тоже имя i и |p1| = |p2| = n. Рассмотрим любой образ p3, |p3| = n, 
который имеет часть элементов из образа p1, а оставшуюся часть 
из образа p2. Очевидно, образ p3 не равен образам p1 и p2, но при 
этом (p3) = (p1) = (p2) = i и |p3| = |p1| = |p2| = n(i), т.е данный 
метод не сможет отличить образ p3 от образов p1 и p2. 
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3.1.2. ОБРАТНАЯ ЗАДАЧА 
Обратная задача состоит в том, чтобы по имени образа i 

получить сам образ pi. Она будет решаться обычным образом. 
Для этого кроме индекса A будет использоваться дополнитель-
ный индекс B, в который при запоминании образа p под именем 
i будет добавляться колонка (i | p).   

В начале работы A = , B =  и n(i) = .   
Если образ p является новым, то для него выбирается неко-

торое чистое имя i  U \Up и выполняются сложения 
A + (p | {i}), B + (i | p). В определение функции n(i) добавляется 
пара (i, |p|). Таким образом, процесс запоминания l новых обра-
зов можно представить цепочкой сложений: 

 |)|,()(  ,)|(  ,}){|(
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   . 

Пусть решается обратная задача и предъявлено некоторое 
имя i  U. Если имя i представляет собой имя известного об-
раза, т.е. i  Up , то решением обратной задачи является образ pi 
колонки (i | pi )  B. В противном случае имя i является чистым. 

Нетрудно заметить, что B = A–1. Для доказательства доста-
точно использовать определение обратного индекса по отноше-
нию к колонкам (pk | {ik}) и (ik | pk). 

ПРИМЕР. Пусть индексы A, B и функция n(i) имеют вид: 
  
           A                                             B 

            3  
3 3 3   n(i)    3 4 2  
1 2 1 2  i 1 2 3  1 2 1  
1 2 3 4  n 2 2 3  1 2 3  

 
Легко видеть, что системе известны три образа: образ {1, 3} 

под именем 1, образ {2, 4} под именем 2 и образ {1, 2, 3} под 
именем 3.  

Пусть на входе появился образ p = {1, 2, 3}. Пересечение 
(p) = {3} и n(3)  |p| = 3. Следовательно, образ p известен сис-
теме под именем 3. 
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Пусть теперь пришел образ p = {2, 3}. Пересечение 
(p) = {3}, но n(3)  3  |p| . Следовательно, образ p является 
новым. Для него выбирается имя 4  U \Up. Выполняется сло-
жение A + (p | {4}) и B + (4 | p), а в определение функции n(i) 
добавляется пара (4, 2). В результате получим: 

 
          A                                                     B 

 4 4           3  
3 3 3   n(i)     3 4 2 3 
1 2 1 2  i 1 2 3 4  1 2 1 2 
1 2 3 4  n 2 2 3 2  1 2 3 4 

 
Если на входе опять появится образ p = {2, 3}, то 

(p) = {3, 4}, причем n(4) = |p| = 2, что означает, что образ p 
известен системе под именем 4. 

Пусть теперь решается обратная задача и предъявлено 
имя i = 3. Так как i  Up, то образ pi равен образу колонки 3 
индекса B, т.е. pi = {1, 2, 3}.  

Приведенное выше решение обратной задачи имеет один 
недостаток – в индексе B должны сохраняться все известные 
образы. В результате значительно возрастает объем требуемой 
памяти. Очевидным выходом является сохранение в индексе B 
лишь части известных образов, например, тех, которые встре-
чаются на отрезке из m последних моментов времени. При этом 
индекс B будет представлять собой упорядоченный индекс, 
содержащий m последних событий, каждое из которых связано с 
появлением некоторого образа на входе системы (см. раз-
дел 2.7). Для всех остальных образов может использоваться 
более медленная схема восстановления образа путем просмотра 
колонок индекса A [2]. 
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3.2. МЕТОД ПЕРЕСЕЧЕНИЙ ДЛЯ ОБРАЗОВ В ВИДЕ 
КОНЕЧНЫХ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТЕЙ ИЛИ 
ВЕКТОРОВ 
Рассмотрим теперь прямую и обратную задачи для образов 

в виде конечных последовательностей или векторов. Будем 
полагать, что в этом случае, образы p = (i1, i2, …, im) принадле-

жат множеству m
n

m
PP

1
  , где Pm = U1  …  Um, Uk – область 

имен k-й координаты. Длина или размерность последовательно-
сти p будет обозначаться через |p|. 

При решении прямой задачи будет использоваться индекс 
A = {A1, A2, …, An}, который представляет собой индекс 
уровня L2 (см. раздел 2.4), где Ak – индекс для k-й координаты. 

Кроме индекса A также будет использоваться функция m(i), 
которая будет содержать длину известных последовательностей. 
В исходном состоянии Ak =  (k = 1, …, n), m(i) = . Запомина-
ние нового образа p = (i1, i2, …, im) под некоторым именем i 
выполняется как покоординатное сложение Ak + (ik | {i}), 
k = 1, …, m, где ik – имя, являющимся k-й координатой входного 
образа p:   
 })}.{|(  , ...  }),{|({}){|( 11 iiAiiAipA mm   

Кроме этого, в определение функции m(i) добавляется па-
ра (i, | p |). Таким образом, запоминание системой l новых 
образов можно представить в виде цепочки сложений: 

 |)|,()(,}){|(
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  ,  

где
kpi  – имя образа pk.  

Обозначим через (p) покоординатное пересечение 

ki

m

k
ap

1
)(


  , где 

kia – образ колонки (ik | kia )  Ak, ik – имя, 

являющееся k-й координатой входного образа p. 
Пусть на вход системы пришел некоторый образ 

p = (i1, i2, …, im).  
Очевидно, если образ p неизвестен и не является подпосле-

довательностью известных образов, то (p) = . Если (p)   
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и |p|  m(i) для i  (p), то образ p также неизвестен, но его 
координаты совпадают с частью координат известных образов, 
имена которых принадлежат множеству (p). Наконец, если 
(p)   и существует имя i  (p), такое, что |p| = m(i), то образ 
p известен под именем i. Причем в последнем случае такое имя 
единственное, так как повторное запоминание известного образа 
под другим именем невозможно. 

Схема работы метода имеет вид. 
В исходном состоянии Ak =  (k = 1, …, n), m(i) = .  

1. Для появившегося образа p  P вычисляется покоорди-
натное пересечение (p).  

2. Если (p)   и i  (p) такое, что n(i) = |p|, то имя i 
единственное, представляет собой имя образа p и является ре-
шением прямой задачи. 

3. В противном случае, если (p) =  или (p)  , но 
n(i)  |p| для i  (p), образ p является новым. Для него выби-
рается любое чистое имя i  U \Up , выполняется сложение 
A + (p | {i}), а в определение функции m(i) добавляется па-
ра (i, |p|). Имя i, под которым теперь будет известен образ p, 
является решением прямой задачи.  

Как и ранее необходимым условием для правильной работы 
метода является то, что каждый образ получает единственное 
уникальное имя, что обеспечивается выбором чистого имени из 
множества U \Up. При нарушении этого условия метод не смо-
жет различать образы. 

Действительно, пусть образы p1 и p2, имеющие одно и то же 
имя i, отличаются всеми координатами и |p1| = |p2|. Тогда, взяв 
образ той же размерности, у которого одна часть координат 
равна координатам образа p1, а вторая часть – координатам 
образа p2, получим образ p3, отличный от p1 и p2. При этом, 
очевидно, (p3) = (p1) = (p2) = i и |p3| = |p1| = |p2| = m(i), т.е 
метод не сможет отличить образ p3 от образов p1 и p2. 

Обратная задача решается аналогично тому, как это дела-
лось для образов в виде неупорядоченных множеств. При этом 
используется дополнительный индекс B, с которым при запоми-
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нании образа p складывается колонка (i | p). Запоминание l 
новых образов можно представить цепочкой сложений: 

 |)|,()(,)|(,}){|(
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   ,  

где 
kpi – имя образа pk. 

ПРИМЕР. Пусть для n = 3 имеются следующие индексы A, 
B и функция m(i): 

 
        A1                    A2                   A3                       B                         

             3 2 2 
4  2  2     4   3 1 1 2 
1  3  3 4 1   3 2  1 3 3 1 
1 2 3  1 2 3  1 2 3  1 2 3 4 

 
    m(i) 

i 1 2 3 4 
m 2 3 3 3 

 
Легко видеть, что в индексе A = {A1, A2, A3} под именем 1 

запомнен образ (1, 3), под именем 2 – образ (3, 1, 3), под име-
нем 3 – образ (3, 1, 2), а под именем 4 – образ (1, 2, 2). 

Пусть на вход пришел образ p = (3, 1, 2). Пересечение 
(p), равное пересечению образа колонки индекса A1 с име-
нем 3, образа колонки индекса A2 с именем 1 и образа колон-
ки индекса A3 с именем 2, будет состоять из одного имени 3, 
при этом m(3) = 3. Это означает, что на входе образ, извест-
ный под именем 3.  

Пусть теперь на входе появился образ p = (3, 1). Пересече-
ние (p) = {2, 3}, но m(2)  m(3)  2. Следовательно, p – это 
неизвестный новый образ. Из множества U \Up для него выби-
рается имя 5. Затем выполняются сложения A + ((3, 1) | 5) и 
B + (5 | (3, 1)), а в определение функции m(i) добавляется пара 
(5, 2). В результате получим: 
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        A1                    A2                   A3                         B         
  5  5         3 2 2  
4  2  2     4   3 1 1 2 1 
1  3  3 4 1   3 2  1 3 3 1 3 
1 2 3  1 2 3  1 2 3  1 2 3 4 5 

 
    m(i) 

i 1 2 3 4 5 
m 2 3 3 3 2 

 
Если на входе снова появится образ p = (3, 1), то пересече-

ние (p) = {2, 3, 5}, причем m(5) = 2. Следовательно, на входе 
образ, известный под именем 5.  

Пусть теперь решается обратная задача и на вход пришло 
имя i = 3. Так как i  Up, то образ pi равен образу колонки 3 
индекса B, т.е. pi = (3, 1, 2). 

3.3. ВЫЧИСЛИТЕЛЬНАЯ ЭФФЕКТИВНОСТЬ МЕТОДА 
ПЕРЕСЕЧЕНИЙ 
Пусть решается прямая задача для образов в виде конечных 

последовательностей или векторов одинаковой размерности. 
Пусть также l – это число запомненных образов, n – размерность 
вектора, m – число возможных значений каждой координаты.  

Рассмотрим число операций, которые необходимо выпол-
нить при решении прямой задачи методом поэлементного срав-
нения и с помощью рассмотренного выше метода пересечений. 

При поэлементном сравнении известные системе образы 
хранятся в индексе A, который представляет собой множество 
колонок вида (i | pi), где pi – образ, известный под именем i. Если 
на входе появился некоторый вектор p = (i1, i2, …, in), то для 
решения прямой задачи выполняется его покоординатное срав-
нение с образами всех колонок индекса A. Если найден совпа-
дающий образ pi, то его имя, т.е. имя колонки (i | pi)  A, являет-
ся именем образа p и решением прямой задачи. Максимальное 
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число операций, которые при этом необходимо выполнить, 
равно OM = nl. 

Оценим теперь число операций, необходимое для решения 
прямой задачи при помощи метода пересечений с использовани-
ем индекса A = {A1, A2, …, An}. Каждая из m колонок индекса Ak 
(k = 1, …, n) содержит в среднем l / m имен. При вычислении 
пересечения (p) необходимо выполнить OA = nl / m операций, 
т.е. в m раз меньше чем при покоординатном сравнении. Други-
ми словами, чем больше имен использует система для пред-
ставления значений координат, т.е. чем точнее она отражает 
реальные объекты, тем она быстрее работает1. При большой 
величине m выигрыш по сравнению с покоординатным сравне-
нием может быть довольно значительным. Например, пусть 
запомнено l = 105 образов размерности n = 102, каждая коорди-
ната которых может иметь m = 103 значений. Тогда при покоор-
динатном сравнении необходимо выполнить 10 млн. операций, 
а при вычислении пересечения (p) только 10 тыс. операций. 
Кроме этого, следует отметить, что метод пересечений хорошо 
распараллеливается. 

Оценки памяти, необходимой для этих двух методов, сов-
падают. И в том, и в другом случае в памяти должно храниться 
nl целых чисел.  

4. Классы задач, для решения которых могут 
использоваться системы на основе колонок 

Базовые задачи служат основой для решения других за-
дач. В данном разделе это сначала будет показано на примере 
задачи классификации, а затем будет доказана возможность 
реализации в рассматриваемых системах произвольных 
булевых функций. Эти результаты позволят оценить те клас-

                                         
1 Аналогичное утверждение справедливо и для образов в виде неупо-
рядоченных множеств. В этом случае m – число различных имен, 
участвующих в формировании образов. 
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сы задач, для которых могут применяться интеллектуальные 
системы на основе колонок.  

4.1. ЗАДАЧА КЛАССИФИКАЦИИ 
Рассмотрим задачу классификации, в которой любой объект 

из некоторой проблемной области описывается с помощью 
образа p  P и принадлежит одному или нескольким классам 
объектов. Задача состоит в том, чтобы по входному образу p  P 
определить, к какому классу или классам он принадлежит. 

Одно из основных отличий данной задачи от рассмотрен-
ных выше связано с наименованием неизвестных образов. Если 
ранее система присваивала новому образу любое имя из имею-
щихся у нее чистых имен, то теперь она должна связать этот 
образ с совершенно определенным множеством имен классов.  

Будем полагать, что для каждого нового образа система 
имеет возможность получить множество имен классов, к 
которым этот образ принадлежит. В этом случае для решения 
задачи классификации можно применить любой из методов 
решения прямой задачи, используя дополнительный индекс B 
для запоминания имен классов. Действительно, если входной 
образ p является новым, то достаточно его запомнить под 
именем ip – прямая задача, а в индекс B добавить колон-
ку (ip | qp), где } ..., ,{ 1 pnp ccq   – множество имен классов, к 

которым принадлежит образ p, ck  Uq, Uq – область имен 
классов. Тогда при предъявлении образа p сначала определя-
ется его имя ip, а затем по нему колонка (ip | qp) индекса B. 
Образ этой колонки qp и есть множество имен классов, к 
которым принадлежит входной образ p. 

4.2. БУЛЕВЫ ФУНКЦИИ 
Рассмотрим произвольную булеву функцию f: Bn  B, 

B = {0, 1}. Она определяет разбиение Bn на классы эквивалент-
ности: 

}0)(|{0  xfBxB nn , 
}1)(|{1  xfBxB nn , 
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где nnn BBB 10  , nn BB 10  . 
Очевидно, для того чтобы реализовать функцию f с помо-

щью системы на основе колонок, достаточно решить задачу 
классификации для двух классов nB0  и nB1 . Положим для на-
глядности, что классы nB0  и nB1 получили имена 0 и 1 из некото-
рой области имен Uq. Тогда для любого вектора p  Bn будем 
иметь: если p принадлежит классу с именем 0, то функ-
ция f (p) = 0; если же p принадлежит классу с именем 1, то 
f(p) = 1. 

Так как мы имеем дело с разбиением множества Bn всего на 
два класса, то задачу можно значительно упростить, оставив 
только один класс, например, nB1 . Тогда для p  Bn, если p 
принадлежит классу 1, то f (p) = 1, в противном случае f(p) = 0. 

Данная задача классификации может быть решена так, как 
это описывалось в предыдущем разделе. При этом может ис-
пользоваться любой подходящий метод решения прямой задачи. 
Таким образом, любая булева функция f: Bn  B, B = {0, 1} 
может быть реализована в системе на основе колонок. 

Покажем более подробно, как это будет выглядеть при ис-
пользовании метода пересечений.  

Итак, пусть образы представляют собой вектора p  P, 
n
BUP  , где UB = {0, 1} – область имен для любой координаты. 

Так как все вектора имеют одну и ту же размерность, а 
класс всего один, то функцию m(i) и индекс B можно опустить. 

Сначала при помощи индекса A = {A1, …, An} запоминают-
ся все вектора класса nB1 :  

 
1
( |{ })

l

k k
k

A p i


 ,  

где n
k Bp 1 , ik – имя вектора pk, || 1

nBl  .  
В результате системе известны только вектора класса nB1 . 

Других векторов она не знает.  
Далее система работает только в режиме классификации. 

Пусть p  P – произвольный входной вектор. Если (p)  , то 
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вектор p известен системе, nBp 1  и f(p) = 1. В противном случае 
f(p) = 0.  

Этот результат показывает возможность решения с помо-
щью рассматриваемых систем тех задач, для которых может 
применяться логический подход. Это относится и к логическому 
выводу, используемому, в частности, в синтетических задачах. 
Вместе с результатами раздела 4.1 это позволяет говорить о 
принципиальной возможности применения интеллектуальных 
систем на основе колонок для решения различных задач класси-
фикационного и синтетического типа. 
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Сетевые модели в управлении
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ПРИМЕНЕНИЕ ИДЕЙ ПРОГНОЗИРУЮЩЕГО
УПРАВЛЕНИЯ В СИНТЕЗЕ СТАБИЛИЗИРУЮЩЕГО

УПРАВЛЕНИЯ СЕТЕВЫМИ ОБЪЕКТАМИ1

Жучков Р. Н.2

(Арзамасский политехнический институт (филиал)
Нижегородского государственного технического университета

им. Р.Е. Алексеева, Арзамас)

Рассматривается линейная система, в которой регулятор об-
менивается информацией с объектом управления через сеть, в
которой возможны потери пакетов данных. Строится дина-
мический регулятор с обратной связью по вектору выхода. Для
получения оценки вектора состояния в любой момент дискрет-
ного времени k используются методы теории прогнозирующего
управления, которые позволяют избежать необходимости явно-
го учета смены структурного состояния системы в моменты
потери пакетов данных.

Ключевые слова: прогнозирующее управление, фильтр Калмана,
сетевые системы управления, линейные матричные неравенства,
линейные дискретные системы.

Основные идеи прогнозирующего управления

Модель прогнозирующего управления относится к классу
алгоритмов управления, которые используют модели предсказа-
ния будущих реакций системы. Изначально подход разрабатывал-
ся для удовлетворения специфических потребностей управления
электростанций и нефтеперерабатывающих заводов. В настоящее

1 Работа выполнена при частичной финансовой поддержке РФФИ
(грант 13-08-01092_а) и Министерства образования и науки РФ, ФЦП
«КАДРЫ» (соглашение 8846).

2 Роман Николаевич Жучков, аспирант, (roman_jkv@mail.ru).
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время прогнозирующее управление можно найти в самых раз-
личных областях применения: пищевой, автомобильной и аэро-
космической промышленности.

Суть подхода в следующем: на каждом интервале управле-
ния алгоритм пытается оптимизировать будущее поведение пове-
дение системы путем вычисления последовательности будущих
управлений. Последовательность управлений рассчитывается та-
ким образом, чтобы оптимизировать будущее поведение системы
в течение интервала времени, получившего название горизонта
предсказаний. Первое управление из полученной последователь-
ности отправляется объекту, и в следующий момент времени за-
дача управления решается заново, используя обновленные изме-
рения.

Идеи прогнозирующего управления можно проследить до
1960х годов [12], но интерес к этим методам начал быстро расти
только в 1980х годах после публикаций первых работ по прогно-
зирующему управлению: Identification and Command (IDCOM)
[19], динамическому матричному управлению (Dynamic Matrix
Control [9, 10]) и первому всестороннему изложению идей обоб-
щенного прогнозирующего управления Generalized Predictive
Control (GPC) [6, 7]. Хотя в изначальном виде идеи, лежащие в
основе DMC и GPC, схожи, DMC был задуман для многомерно-
го управления с ограничениями, в то время как GPC в первую
очередь подходит для одной переменной, а также адаптивного
управления.

Название «прогнозирующее управление» связано с идеей ис-
пользования явной модели объекта, который используется для
предсказания будущего поведения выхода системы. Это предска-
зание позволяет решать задачи оптимального управления в ре-
альном времени, где ошибки слежения, а именно отличия между
предсказанным выходом и желаемым выходом сведены к мини-
муму за время горизонта предсказания, при условии ограничений
на входы и выходы. Когда модель является линейной, то задача
оптимизации является квадратичной, если показатель качества
представляется через L2 норму, или линейной, если выражает-
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ся через L1/L∞-норму. Полученное управление применяется в
соответствии с основным принципом прогнозирующего управ-
ления: в момент времени t только первый член из предсказан-
ной последовательности оптимальных управлений применяется
к объекту. Затем решается задача управления для времени t + 1.

Рис. 1. Предсказательное управление

На рис. 1 показана основная идея прогнозирующего управле-
ния [17]. Мы ограничимся обсуждением системы с одним входом
и одним выходом. Будем рассматривать систему с дискретным
временем. Текущее состояние обозначено как шаг t. На рисун-
ке показаны две траектории: пунктирная – идеальная траектория
и предсказанная траектория (обозначена точками). Предсказан-
ная траектория начинается с текущего момента t и определяет
траекторию, двигаясь по которой объект должен вернуться на
идеальную траекторию. Прогнозирующий регулятор имеет соб-
ственную модель, которая используется для прогнозирования по-
ведения системы внутри горизонта предсказаний. В простейшем
случае мы можем попытаться выбрать предсказанную траекто-
рию таким образом, чтобы совместить ее с идеальной в конце
горизонта предсказаний.

Вопросы возможности оптимизации в реальном времени,
устойчивости и качества широко изучены для систем, описы-
ваемых линейными моделями (книги [3–5, 8, 16, 20]). Значитель-
ный прогресс в применении прогнозирующего управления для
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гибридных систем, дискретных систем, систем с логическими
условиями, эвристического анализа был получен в [2].

Приведем несколько результатов, полученных в области про-
гнозирующего управлении для управления сетевыми системами.
В [15] предложено стабилизирующее управление для сетевой си-
стемы с потерями пакетов данных между сенсором и регуля-
тором. В [11] предложен метод для случая двусторонней поте-
ри данных. В этой работе зависящая от потери пакетов данных
функция Ляпунова используется для стабилизации замкнутой си-
стемы. В [13] авторы предложили сетевую систему управления,
которая использует предсказания, чтобы компенсировать запаз-
дывания сигналов и потери пакетов данных при передаче между
объектом и системой управления. Для того чтобы анализировать
свойства системы, они ввели понятие последовательности пред-
сказаний, что позволяет определять свойства сети, необходимые
для достижения устойчивости замкнутой системы.

В предыдущих работах автора [1] потеря пакетов данных
рассматривалась как одно из структурных состояний сетевой си-
стемы управления. Однако, если говорить об объекте управления,
то в такие моменты он не переходит в какое-то новое состояние,
продолжая функционировать в обычном режиме. Переключение
сконструированной системы управления в другое структурное
состояние характеризует не сам объект, для которого строится
контур управления, но информацию о нем.

С этой точки зрения применение принципов прогнозирую-
щего управления очень привлекательно именно с точки зрения
нахождения системы в одном структурном состоянии, когда ин-
формация о ней доступна. Хотя нужно помнить, что иногда эта
информация будет предсказанной, а не истинной.

Сформулируем здесь основные идеи, использованные в
предыдущей работе при построении алгоритмов управления се-
тевыми системами управления. Во-первых, принималась гипоте-
за о возможности разделения системы на объект и наблюдатель.
После этого матрицы усиления для наблюдателя и регулятора на-
ходились по отдельности. Во-вторых, для наблюдателя и регу-
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лятора рассматривались возможности потери пакетов данных и
находились либо разные матрицы усиления для разных струк-
турных состояний, либо единая матрица для всех структурных
состояний.

Используя идеи прогнозирующего управления управления,
алгоритм управления сетевой системой предлагается модифици-
ровать следующим образом: введем горизонт предсказаний, рав-
ный максимально возможному количеству потерянных пакетов
данных. Эта величина является характеристикой сетевого канала
обмена данными и может быть выбрана с запасом. Далее вводят-
ся два буфера: с измерениями и управлениями, в которых будут
храниться предсказанные измерения и управления. Ниже будет
показано, как для построения оценки вектора состояния с учё-
том прогнозирующего управления используется алгоритм филь-
тра Калмана. Основываясь на предсказаниях текущего и буду-
щих состояний объекта управления строится последовательность
управлений, которая высылается объекту. Обратим здесь внима-
ние на то обстоятельство, что в отличие от работы [18], напри-
мер, будет использоваться одна и та же матрица усиления обрат-
ной связи для текущего и будущих моментов времени. Сделано
это из того предположения, что изначально для системы может
быть найдена единая матрица усиления обратной связи и потери
пакетов данных не меняют ее структуру.

1. Схема функционирования системы

Пусть имеется сетевая система управления, изображенная на
рис. 2. Работа ее построена следующим образом:

1) объект управления формирует измерения в виде текущего
и предсказанных измерений на несколько шагов вперед (го-
ризонт событий);

2) объект управления пересылает сформированный пакет си-
стеме управления;
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Рис. 2. Сетевая система управления

3) если потери пакета не произошло, принятый пакет записы-
вается в буфер; в случае, если произошла потеря, берутся
предсказанные для этого шага измерения из буфера;

4) строится наблюдатель;

5) формируется пакет из оценки состояния на текущий мо-
мент и предсказанные состояния на несколько шагов впе-
ред;

6) пакет пересылается объекту управления;

7) на стороне объекта управления, если не произошло потери
пакета, полученный пакет записывается в буфер;

8) берется управление либо с текущего момента, либо пред-
сказания с предыдущих шагов.

2. Уравнения системы

Рассмотрим линейную систему с разностным уравнением
следующего вида:

xk+1 = Axk + Buk,(1)

yk = Cxk,
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где xk+1 – n-мерный вектор состояния перехода; xk – n-мерный
вектор исходного состояния; uk – m-мерный вектор управления;
yk – l-мерный вектор измерений; k – дискретное время, выражен-
ное в числе интервалов дискретности длительности ∆t; матрицы
A ∈ Rn×n и B ∈ Rn×m – матрицы перехода вектора состояния и
усиления вектора управления соответственно.

Как и ранее [1], введем гипотезу о возможности разделения и
будем искать управление и оценку вектора состояния по отдель-
ности. Полезным свойством использования прогнозирующего яв-
ляется то, что нет необходимости учитывать переключения систе-
мы при построении стабилизирующего управления uk = −Gx̂k,
так как даже при потери пакета данных можно использовать со-
храненную в буфере информацию с предыдущих шагов. В дан-
ном случае будем использовать метод функций Ляпунова и ли-
нейные матричные неравенства для нахождения матрицы усиле-
ния обратной связи G. В случае отсутствия переключений фор-
мулы являются тривиальными и поэтому не здесь приводятся.

Замечание 1. Обратим внимание на то, что в отличие от
предыдущей работы [1], где система меняла свои структурные
состояния, гипотеза о возможности разделения системы может
быть легко доказана. Для этого рассмотрим систему (1) и наблю-
датель, записанный для этой системы:

xk+1 = Axk −BGx̂k,(2)

x̂k+1 = Axk −BGx̂k + K(yk − Cx̂k).

Можно показать, что, перейдя во втором уравнении от вектора
оценки к вектору ошибки x̃ = x − x̂, система (2) запишется в
следующем виде:

xk+1 = (A−BG)xk + BGx̃k,(3)

x̃k+1 = (A−KC)x̃k,

или в матричном виде:[
xk+1

x̃k+1

]
=

[
A−BG BG

0 A−KC

] [
xk

x̃k

]
.(4)
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Видно, что система (4) имеет блочную верхнетреугольную матри-
цу, собственные значения которой равны собственным значениям
блочно-диагональной матрицы (или собственным значениям раз-
деленной системы).

Итак, основная задача теперь состоит в том, чтобы обладать
оценкой вектора состояния для любого дискретного момента вре-
мени k, в независимости от того, замкнут ли сетевой канал об-
мена данными. Для этого, опираясь на идеи прогнозирующего
управления, сформируем расширенный вектор состояния:

xk+1 = Axk + Buk,(5)

xk+2 −Axk+1 = Buk+1,

xk+N+1 −Axk+N = Buk+N ;

yk = Cxk,(6)

yk+1 = Cxk+1,

yk+2 = Cxk+2,
...

yk+N = Cxk+N .

Здесь N – размер буфера (горизонта событий).
Перепишем систему (5) в следующем виде:


I 0 ... 0 0
−A I 0 ... 0

...
...

...
...

...
0 0 ... −A I




xk+1

xk+2

xk+3
...

xk+N+1

 =(7)


A 0 0 ... 0
0 0 0 ... 0
0 0 0 ... 0
...

...
...

...
...

0 0 0 ... 0




xk

xk+1

xk+2
...

xk+N

 +


B 0 0 ... 0
0 B 0 ... 0
0 0 B ... 0
...

...
...

...
...

0 0 0 ... B




uk

uk+1

uk+2
...

uk+N

 ,
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yk

yk+1

yk+2
...

yk+N

 =


C 0 0 ... 0
0 C 0 ... 0
0 0 C ... 0
...

...
...

...
...

0 0 0 ... C




xk

xk+1

xk+2
...

xk+N

 .(8)

Введем расширенные вектора состояния и измерений X =
[xk xk+1 ... xk+N ], Y = [yk yk+1 ... yk+N ], тогда система (7)
запишется в следующем виде:

A+Xk+1 = A0Xk + B0uk,(9)

Yk = C0Xk.

Обратим внимание, что в векторе измерений Yk только изме-
рения yk являются действительным выходом системы 1, осталь-
ной набор yk+1, ..., yk+N – это предсказанные измерения, которые
могут быть сформированы из оценки расширенного вектора со-
стояния, например.

В уравнениях (5)–(9) отсутствуют внешние возмущения, хотя
в системе 1 допустимо их появление. Объяснение здесь следую-
щее: при прогнозировании будущих состояний и измерений мы
исходим из того предположения, что в исходной системе шумы,
если они существуют, имеют нулевое математическое ожидание.
В нашем случае эти шумы будут скомпенсированы при построе-
нии оценки вектора состояния с помощью использования филь-
тра Калмана.

Для определения состояния системы (9) будем использовать
уравнения линейного фильтра Калмана:
(10) X̂k+1 = A−1

+ A0X̂k + A−1
+ BUk + K(Y − C0X̂k).

В случае потери пакета данных матрица C0 не меняется.
Замечание 2. В случае потери пакета данных логично бы
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выглядело использование матрицы C0 следующего вида:

(11) Y =


C 0 0 ... 0
0 C 0 ... 0
0 0 C ... 0
...

...
...

...
...

0 0 0 ... 0

 ,

где отсутствующий пакет заменен нулями. Однако численные
эксперименты показали, что такая замена ухудшает характери-
стики процесса сходимости фильтра Калмана, оригинальная вер-
сия которого чувствительна к сменам структурных состояний си-
стемы.

Неизменная же матрица C0 говорит о том, что вместо поте-
рянных измерений используются не нулевые данные, а последние
полученные измерения.

Отметим здесь, что внутри горизонта предсказаний прогно-
зируемые состояния и измерения выбираются для каждой си-
стемы индивидуально. Они могут зависеть от таких факторов,
как динамика системы и уровень внешнего воздействия. Еще раз
напомним здесь основную идею прогнозирующего управления:
внутри горизонта предсказаний модель поведения системы выби-
рается исходя из желаемого поведения системы, и поэтому может
варьироваться в довольно широких пределах.

3. Пример

В качестве примера рассмотрим задачу построения стабили-
зирующего управления полетом квадрокоптера. Линейная систе-
ма, характеризующая малые отклонения от положения равнове-
сия по каналу угла крена и нулевого положения в пространстве,
была взята из [14].

Для непрерывного времени система может быть записана
следующим образом:

φ̈ =
1
I
Γ,(12)

ẍ = −gφ +
1

Lm
Γ +

1
m

dt.(13)
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Здесь m – масса квадрокоптера; I – момент инерции относитель-
но оси X; L – расстояние от плоскости винтов до двигателя; dt –
случайное воздействие, которое может характеризовать силу вет-
ра, например.

Введем новый вектор неизвестных X =
[
φ φ̇ x ẋ

]
и по-

ложим в качестве измеряемых величин φ̇ и x.
Для внесения возмущений в систему будем использовать

функцию dt следующего вида (см. рис. 3).

Рис. 3. Случайное воздействие

В качестве параметров системы (12) выберем следующие
значения: m = 6 кг, L = 200 мм, I = 0, 24 кг · м2.

Тогда матрицы дискретной системы примут следующий вид:

A =


1, 0000 0, 0200 0 0

0 1, 0000 0 0
−0, 0020 −0, 0000 1, 0000 0, 0200
−0, 1962 −0, 0020 0 1, 0000

 ,

B =


0, 0008
0, 0833
0, 0002
0, 0166

 .

157



Управление большими системами. Выпуск 46

В работе [14] показано, что при выбранных параметрах си-
стема (12) является неустойчивой.

При построении системы выберем размер буфера N = 5. В
общем случае размер буфера должен выбираться исходя из про-
гнозируемого количества последовательно потерянных пакетов
данных и возможностей вычислительной системы. В случае пре-
вышения прогнозируемого числа потерянных пакетов вероятен
уход системы со стабилизированной траектории.

Приведем траектории стабилизированной системы
(см. рис. 4).

Рис. 4. Траектории стабилизированной системы

Кроме того, приведем распределение количества потерянных
пакетов данных (см. рис. 5).

Видно, что система стабилизирована, несмотря на большое
количество потерянных пакетов данных.
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Рис. 5. Количество потерянных пакетов
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Предложен новый подход к разработке схемы управления 
межрегиональными автобусными перевозками, базирующийся 
на созданным авторами методе независимой многовариантной 
экспертизы (НМВЭ). Отличительная особенность НМВЭ 
состоит в том, что выявляются и разрабатываются вариан-
ты решения независимых проблем, покрывающих исходную 
задачу. Эффективность метода подтверждена результатами 
его применения к конкретной прикладной задаче. 
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Ключевые слова: межрегиональные автобусные перевозки, 
организационное управление, регулирование рынка, незави-
симая многовариантная экспертиза. 

1. Введение 

В работе [2] была поставлена задача организации и управ-
ления рынком межрегиональных автобусных перевозок, там же 
отмечалось, что одним из наиболее проблемных направлений 
межрегиональных пассажирских автоперевозок являются пере-
возки между Северо-Кавказским федеральным округом (СКФО) 
и Москвой. В работе [1] было показано, что проблема регулиро-
вания рынка межрегиональных автобусных перевозок плохо 
поддается формализации, требует учёта множества факторов, не 
отражаемых в статистической отчетности, а также согласования 
противоречивых интересов сторон, участвующих в процессе 
пассажирских перевозок. При решении такого рода проблем 
невозможно обойтись без экспертов, т.е. специалистов, по роду 
своей работы хорошо знакомых с теми или иными аспектами 
исследуемой проблемы. Однако классические методы эксперти-
зы в данном случае неприменимы. В [1] для решения постав-
ленной задачи была разработана модификация метода коллек-
тивной многовариантной экспертизы [3, 4, 7] – метод 
независимой многовариантной экспертизы (НМВЭ). Такая 
экспертиза предназначена для решения межведомственных 
проблем, требующих учёта интересов значительных групп 
людей, причём интересы разных групп, как правило, не совпа-
дают, а иногда противоречат друг другу.  

Ради справедливости необходимо отметить, что метод 
НМВЭ помимо существенных преимуществ по отношению к 
классическим методам коллективной экспертизы [3, 6], имеет 
один недостаток – значимо более высокие требования к квали-
фикации и опыту консалтинговой группы, организующей и 
проводящей экспертизу. Как следствие, существенно возрастают 
нагрузки на консультантов и ответственность за качество про-
водимой экспертизы. 
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Поскольку настоящая работа в основном посвящена резуль-
татам проведенной экспертизы по решению конкретной при-
кладной задачи – формирование системы управления межрегио-
нальными автобусными перевозками между Северо-Кавказским 
федеральным округом и Москвой, то основные теоретические и 
процедурно-алгоритмические аспекты метода НМВЭ далее 
изложены конспективно, чтобы читатель понимал основные 
положения и особенности реализации метода НМВЭ. Подробное 
описание метода содержится в [1], все заинтересованные в 
детальном ознакомлении с таким описанием могут получить его 
в этой публикации. 

2. Основные этапы НМВЭ 

В соответствии с предложенным в [1] методом, процедура 
НМВЭ разбивается на следующие шесть этапов: 

1. На первом этапе составляется предварительный список 
специалистов и участников рынка, которые потенциально могут 
быть экспертами. Желательно, чтобы в этом списке по возмож-
ности были представлены все основные заинтересованные 
стороны. На этом этапе активно используются процедуры типа 
«снежный ком» [6]. 

2. На втором этапе в процессе интервью с потенциальными 
экспертами из предварительного списка формируется список из 
n относительно независимых проблем Cpr = {PR1, …, PRn}, где 
PRi – формальное описание i-й проблемы. Такие формальные 
описания должны удовлетворять следующим условиям. Во-
первых, эти проблемы в совокупности покрывают общую про-
блему экспертизы PRcom (в нашем случае это разработка системы 
управления межрегиональными автобусными перевозками 
между СКФО и Москвой). Во-вторых, сами проблемы должны 
быть достаточно независимы. В [1] показано, что это означает 
в теоретико-множественных терминах. На этом же этапе из 
общего списка Cpr выделяется подсписок проблем 

1{ ,...,  }
nk

nk nk nk
pr nC PR PR , по способам решения которых, имеются 
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различные мнения (нет консенсуса), где nk
iPR  – формальное 

описание i-й проблемы, для которой нет консенсуса, а  
nnk – общее число таких проблем. При этом при формировании 
этого подсписка консультанты оценивают качество и убеди-
тельность аргументации потенциальных экспертов.  

3. На третьем этапе производится оценка компетентности по-
тенциальных экспертов. Алгоритм оценки компетентности, 
разработанный в рамках НМВЭ, существенно отличается от 
процедуры оценки условной компетентности, используемой в 
классических схемах коллективной многовариантной эксперти-
зы [3, 4, 7]. В нашем случае необходимо оценивать компетент-
ность эксперта не в целом по исследуемой задаче, а по каждой 
из n относительно независимых проблем из списка Cpr, и в 
первую очередь – по проблемам из подсписка nk

prC  (по способам 
решения которых нет консенсуса). В [1] приведено описание 
предложенного итерационного алгоритма оценки компетентно-
сти. Информация, используемая алгоритмом, формируется из 
результатов заполнения трёх типов анкет для j-го (оцениваемо-
го) эксперта. На (t + 1)-й итерации компетентность j-го эксперта 
по проблеме PRi оценивается как средневзвешенная сумма оце-
нок этого эксперта другими экспертами и консультантами: 

(1) 
1 2

1 2

1
1 ( )

1
1

1

1( ) ( ) ( ), 1,...,
( )

l l
t t s
j i s i j il l

st
s i

s

u PR v PR k PR j l
v PR

 


 




 


, 

где l1 – число экспертов, оценивавших j-го эксперта по проблеме 
PRi;  l2 – число консультантов, оценивавших j-го эксперта по 
проблеме PRi;  1 в (l1 + l2 + 1) соответствует самооценке j-го 
эксперта по проблеме PRi;  ( ) ( )s

j ik PR  – оценка j-го эксперта s-м 

экспертом по проблеме PRi, а ( )t
s iv PR  – веса, определяемые на  

t-й итерации уравнением 

(2) 
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Для каждой из оценок 1( )t
j iu PR  подсчитывается нижняя 

граница доверительного интервала 1, ( )t L
j
 . Затем проверяется 

гипотеза, что интервал (a, b) с заданным уровнем доверительной 
вероятности (в работе выбиралось значение 0,9) включает мате-
матическое ожидание случайной величины 1( )t

j iu PR , где a и b – 
заранее выбранные константы. 

Выбор констант а и b в значительной степени осуществля-
ется экспертным путём и требует определённого опыта при 
решении конкретных задач описанного типа. В нашем случае 
величина а выбирается из требования минимально допустимого 
уровня компетентности потенциального эксперта (в шкале 
[0, 1]). Очевидно, что выбор порога а в значительной степени 
определяется «потенциалом» набора экспертов, из которого 
выбираются те, кто будет участвовать в экспертизе. В работе 
значение а для различных проблем PRi выбиралось в диапазоне 
0,5–0,7, в зависимости от «сложности» самой проблемы. Значе-
ние константы b напрямую зависит от размера выборки и дис-
персии оценок компетентности для тестируемого набора экспер-
тов. В работе b = (0,8 – 0,9)а для «обычных» выборок и b = 0,7а 
– для малых выборок (с экспертной поправкой, зависящей от 
дисперсии оценок, полученных в результате тестирования) [1]. 

Если гипотеза выполняется, то j-й эксперт считается компе-
тентным по проблеме PRi, и некомпетентным – в противном 
случае. В результате получаем распределение экспертов по 
группам компетенции по проблеме PRi (компетентен – некомпе-
тентен), а также с помощью (1) и (2) новые значения весовых 
коэффициентов 1( )t

s iv PR . Алгоритм прекращает работу на 
(N + 1)-й итерации, при условии, что для всех s справедливо 
равенство 1( ) ( )N N

s i s iv PR v PR . На этой итерации определяются 
окончательные оценки компетентности j-го эксперта по пробле-
ме PRi для всех i и j. 

На первом (начальном) шаге алгоритма производится про-
стое усреднение (без взвешивания) оценок ( ) ( )s

j ik PR , поскольку 
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только на этом шаге появятся первые оценки уровня компетент-
ности экспертов, которые будут использованы при расчёте весов 

( )t
s iv PR  для второго шага (t = 2).  

4. На четвёртом этапе происходит формирование эксперт-
ных комиссий. Для каждой проблемы, по схеме решения кото-
рой среди компетентных (для этой проблемы) экспертов достиг-
нут консенсус, создаётся единственная экспертная комиссия, 
состоящая из таких экспертов. В задачу каждой такой комиссии 
входит подготовка для ЛПР развёрнутых предложений по схеме, 
бизнес-плану, правовой и нормативной базе и пр., необходимых 
для решения этой проблемы.  

Для разработки решения каждой из проблем nc
iPR , по кото-

рым имеются разногласия (не достигнут консенсус), формирует-
ся несколько экспертный комиссий, в каждую из которых входят 
компетентные эксперты, имеющие приблизительно одинаковые 
мнения по решению этой конкретной проблемы (а не по сово-
купности проблем, как в [3, 4, 7]). В [1] был разработан специ-
альный алгоритм формирования таких экспертных комиссий, 
использующий экспертно-классификационный подход к анализу 
и структуризации многомерных данных [5]. В результате при-
менения этого алгоритма к имеющимся данным, для каждой 
проблемы nc

iPR  будет получено распределение компетентных 
(по этой проблеме) экспертов по ropt экспертным комиссиям, где 
ropt – число таких комиссий, полученное с помощью экспертно-
компьютерной процедуры выбора оптимального числа классов в 
задачах кластерного анализа [5]. 

Следует подчеркнуть, что процедура формирования экс-
пертных комиссий, в каждую из которых входят «единомыш-
ленники» по экспертируемой условно-независимой проблеме 

nc
iPR , весьма устойчива к возможному влиянию мнения боль-

шинства (даже подавляющего большинства – «мейнстрима»), 
что свойственно многим процедурам коллективной экспертизы 
[3, 4]. Дело в том, что распределение экспертов по комиссиям 
происходит исключительно на основании информации о близо-
сти точек зрения экспертов на способы решения проблемы nc

iPR , 
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при условии, что все они являются компетентными по этой 
проблеме. 

5. На этом этапе и происходит собственно работа сформи-
рованных экспертных комиссий. Для проблем nc

iPR , по кото-
рым сформировано несколько экспертных комиссий, как и в 
[4, 7], организуется перекрёстная экспертиза вариантов ре-
шения: каждая комиссия разрабатывает свой вариант пред-
ложений по решению проблемы (вариант №1) и высказывает 
критические замечания о вариантах, разработанных другими 
комиссиями. На следующем шаге каждая комиссия анализи-
рует полученные от других комиссий замечания на вариант 
№1 и формирует вариант №2, учитывающий эти замечания и 
т.д. Перекрёстная экспертиза заканчивается на шаге N, на 
котором для каждой комиссии комплекты: варианты №N и 
№(N – 1) плюс замечания на них других экспертных комис-
сий полностью совпадают. Результатом обсуждения является 
либо некий согласованный вариант, либо перечень вариантов 
с указанием преимуществ и недостатков каждого из них. 
Эксперты участвуют в обсуждении заочно, получая от кон-
сультантов полную информацию о мнениях других экспертов 
и результаты их статистической обработки. 

Гипотетически возможны случаи, когда выявленный на-
бор проблем не является полностью независимым, т.е. выбор 
варианта решения некоторой проблемы будет зависеть от 
того, какие решения будут приняты по другим проблемам. В 
таких случаях процедура перекрестной экспертизы становит-
ся многоэтапной. А именно, на каждом этапе перекрестной 
экспертизы экспертные комиссии по i-й условно-независимой 
проблеме получают результаты этого же этапа перекрестной 
экспертизы по j-й проблеме (согласованный вариант либо 
перечень вариантов с указанием преимуществ и недостатков 
каждого из них). На следующем этапе проводится следующий 
цикл перекрестной экспертизы для экспертных комиссий по 
i-й условно-независимой проблеме с учётом полученных 
результатов. Этап является заключительным, если его резуль-
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таты для всех комиссий по всем взаимосвязанным проблемам 
являются идентичными. 

6. По итоговым результатам обсуждения консалтинговая 
группа разрабатывает проект решения проблемы в целом с 
указанием преимуществ и недостатков предлагаемого решения. 
В [4] окончательное решение предлагается оставить за руково-
дством организации (ЛПР). В нашем случае функции ЛПР 
может выполнять представительство (филиал) Агентства авто-
мобильного транспорта Министерства транспорта РФ в СКФО. 

3. Основные проблемы, подлежащие обсуждению  

В [1] на первых двух этапах экспертизы в качестве предва-
рительных результатов были сформулированы следующие 
проблемы, подлежащие обсуждению: 

1. Разработать порядок формирования, утверждения, функ-
ционирования и ликвидации межрегиональных маршрутов 
регулярных перевозок, а также соответствующей нормативной 
базы. В частности, необходимо ответить на вопросы: 

1.1. Кто может выступать в роли перевозчика (юридическое 
лицо, индивидуальный предприниматель и т.п.). 

1.2. Каким требованиям должен удовлетворять перевозчик 
(требования к маршрутам, транспортным средствам, расписа-
нию перевозок, безопасности перевозок и т.п.). 

1.3. Порядок формирования тарифов на перевозки.  
1.4. Порядок пользования услугами автовокзалов, автостан-

ций и парковочных стоянок. 
2. Решить проблему конечных пунктов следования междуго-

родных автобусов, прибывающих из СКФО. Здесь возможны 
следующие варианты: 

2.1. Сохранить существующую ситуацию, когда конечными 
пунктами являются рынки и торговые центры на территории 
Москвы (вариант, больше всего устраивающий пассажиров). 

2.2. Установить в качестве конечных пунктов автовокзалы 
и парковочные зоны вблизи конечных станций метро (вариант, 
больше всего устраивающий городские службы г. Москва). 
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2.3. Компромиссные варианты, ограничивающие набор ко-
нечных пунктов, время стоянки и т.п. 

3. Решить проблему повышения антитеррористической безо-
пасности. Здесь возможны следующие варианты: 

3.1. Установить ограничения на заказные междугородные 
рейсы (например, на множество конечных пунктов) с целью 
уменьшить долю нелегальных рейсов. 

3.2. Установить для регулярных рейсов порядок продажи 
билетов с обязательным предъявлением паспорта (как это дела-
ется на авиа- и железнодорожном транспорте). 

3.3. Установить ту или иную форму контроля перевозимых 
грузов. 

Очевидно, что любые дополнительные ограничения ухуд-
шают рыночную ситуацию, поэтому здесь необходимо найти 
компромисс между степенью безопасности и интересами участ-
ников рынка. 

4. Следует ли создать на уровне СКФО организацию для цен-
трализованного решения проблем регулирования рынка авто-
бусных перевозок? Какие функции было бы целесообразно 
поручить этой организации: 

4.1. Ведение переговоров с администрацией г. Москвы по 
отстаиванию интересов участников рынка межрегиональных 
автобусных перевозок со стороны СКФО. 

4.2. Централизованную продажу билетов на межрегиональ-
ные рейсы. 

4.3. Развитие инфраструктуры межрегиональных автобус-
ных перевозок. 

5. В случае положительного решения по вопросу 4, какую 
правовую форму должна иметь такая организация.  

6. Какие правовые акты, и на каком уровне должны быть 
приняты для реализации решений по пунктам 1–5. 

В настоящей статье рассматриваются результаты, получен-
ные на последующих этапах экспертизы.  
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4. Результаты экспертизы  

На первом этапе экспертизы был сформирован предвари-
тельный список из более сотни кандидатов в эксперты из числа 
участников рынка и представителей заинтересованных органи-
заций (см. таблицу 1). 

Заметим, что относительное количество экспертов, пред-
ставляющих участников рынка и разные организации, не имеет 
особого значения, поскольку решения принимаются не голосо-
ванием, а исходя из предлагаемой экспертами аргументации, 
причем эксперты, стоящие на разных позициях, не контактиру-
ют друг с другом, обмениваясь мнениями только через консуль-
тантов.  

Таблица 1. Представительство участников рынка и организа-
ций в экспертизе 

Участники рынка и организации Кол-во 
экспертов 

Перевозчики (индивидуальные предприниматели) 16 
Перевозчики (юридические лица) 14 
Специалисты по автоперевозкам из НИИ и ВУЗов 16 
Представители администрации и транспортной 
инфраструктуры субъектов СКФО 

25 

Представители Правительства и организаций 
транспортной инфраструктуры г. Москвы 

12 

Представители Министерства транспорта и авто-
транспортных организаций Московской области 

6 

Агентство автотранспорта Минтранса РФ 3 
Российский автотранспортный союз 2 
Московский транспортный союз 4 
Некоммерческое партнерство «Единая транспорт-
ная система «Автобусные линии страны» 

3 

Некоммерческое партнерство «Развитие автовокза-
лов страны» 

3 
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В соответствии с методикой экспертизы эксперты последо-
вательно обсуждали приведенные выше проблемы 1–6. При 
наличии разных мнений проводилась перекрестная экспертиза: 
консультанты сообщали мнения одних экспертов другим (их 
оппонентам), возражения вторых – первым и т.д., до тех пор, 
пока эксперты либо приходили к общему мнению, либо уже не 
могли привести новые аргументы. 

Обсуждение дало следующие результаты. 
1. По проблеме 1 возникли следующие разногласия: 

1.1. Эксперты из ГКУ «Организатор перевозок» и один экс-
перт из Агентства автомобильного транспорта предлагали не 
регистрировать в качестве регулярных перевозчиков простые 
товарищества, мотивируя это тем, что в таком случае имеется 
риск массового образования мнимых товариществ, которые 
будут использовать «серые схемы», вплоть до перепродажи 
маршрутов. Однако другие эксперты, лучше знающие реальную 
ситуацию, убедительно показали, что при небольших объемах 
рынка и фактическом доминировании на нём индивидуальных 
предпринимателей такой опасности нет. 

1.2. Эксперты из Агентства автомобильного транспорта 
предлагали отказывать в регистрации маршрута, если он дубли-
рует ранее установленные межрегиональный маршруты и, кроме 
того, не позволяет существенным образом улучшить транспорт-
ное обслуживание населения, либо дополнительные объемы 
перевозок, предусмотренные таким маршрутом, могут быть 
выполнены перевозчиком, который осуществляет перевозки по 
ранее установленному маршруту. Однако они не смогли опро-
вергнуть доводы оппонентов, указавших, что критерии «дубли-
рования» невозможно точно определить; кроме того, подобные 
нормы ограничивают допуск на рынок новых перевозчиков, что 
влечет снижение уровня конкуренции и, как следствие, качества 
обслуживания пассажиров.  

По остальным вопросам, касающимся технических требо-
ваний к транспортным средствам, минимальной информации, 
предоставляемой перевозчиком в заявлении о регистрации 
маршрута, порядке и сроках рассмотрения таких заявлений, а 
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также порядка прекращения регистрации при нарушении пере-
возчиком установленных требований, разногласий между экс-
пертами не было. В целях стимулирования рынка, право уста-
навливать тарифы, решено предоставить перевозчикам, с 
условием не увеличивать тарифы чаще, чем раз в год. Владелец 
автовокзала (автостанции) не вправе отказаться от заключения 
договора с перевозчиком, которому выдано свидетельство об 
осуществлении перевозок по межрегиональному маршруту, в 
состав которого включен автовокзал (автостанция). Тарифы за 
услуги автовокзала (автостанции) должны быть едиными для 
всех перевозчиков. 

2. По проблеме 2 разногласия возникли по вопросу о конеч-
ных пунктах межрегиональных маршрутов в Москве. Эксперты 
из ГКУ «Организатор перевозок» требовали установить в каче-
стве конечных пунктов автовокзалы и парковочные зоны вблизи 
конечных станций метро (ссылаясь на очень сложную транс-
портную обстановку в Москве). Этот вариант оказался неприем-
лемым для перевозчиков, основными пассажирами которых 
являются «челноки», везущие грузы на рынки и торговые цен-
тры. Помимо этого чисто «рыночного» довода они выдвинули 
следующий аргумент: поскольку грузы все равно должны быть 
доставлены в торговые точки, их децентрализованная доставка 
самими пассажирами еще более ухудшит транспортную обста-
новку, так как значительно растянет процесс во времени и в 
пространстве. Кроме того, анализ, проведенный специалистами 
из ГКУ «Организатор перевозок» по просьбе и с участием кон-
сультантов, показал, что у всех торговых точек на самом деле 
есть возможность кратковременной парковки автобуса для 
выгрузки товаров. В результате был принят вариант 2.2, устраи-
вающий перевозчиков и пассажиров, с условием, что по оконча-
нии разгрузки автобус отгоняется в согласованную зону парков-
ки, формирование таких зон, их обустройство и контроль 
функционирования находится в компетенции Департамента 
транспорта Правительства Москвы. Список таких парковок и 
условия их эксплуатации согласовываются с Агентством авто-
мобильного транспорта Минтранса РФ. 
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3. По проблеме 3 разногласий не было: все эксперты придер-
живались мнения, что единственно приемлемый способ повы-
сить антитеррористическую безопасность – установить для 
регулярных рейсов порядок продажи билетов с обязательным 
предъявлением паспорта (как это делается на авиа- и железно-
дорожном транспорте). Введение ограничений на множество 
конечных пунктов или дополнительных (не предусмотренных 
действующим законодательством) мер по контролю перевози-
мых грузов существенно ухудшит рыночную ситуацию, польза 
же от такого рода мер проблематична. Вместе с тем, учитывая, 
что решения, принятые по проблемам 1 и 2, максимально облег-
чают доступ на рынок, эксперты предложили для повышения 
антитеррористической безопасности ввести административную 
ответственность (в основном в виде штрафа): 

–  за посадку в автобус пассажира, следующего без именного 
билета; 

–  за размещение автобусов, используемых на межрегиональ-
ных маршрутах, в ночное время в неустановленных местах;  

–  за посадку пассажиров в неустановленных местах; 
–  за использование на межрегиональных маршрутах автобу-

сов, на которые не выдана карта соответствующего маршрута 
или с иными характеристиками, чем это предусмотрено данной 
картой. 

4. По проблемам 4 и 5 было принято решение отложить об-
суждение до завершения реорганизации Министерства транс-
порта РФ. Когда реально начнет работу Агентство автомобиль-
ного транспорта РФ и его региональные представительства, 
будет большая ясность по вопросу о том, какие функции можно 
поручить таким представительствам и нужно ли создавать еще 
одну организацию для централизованного выполнения каких-
либо вспомогательных функций по поддержке рынка межрегио-
нальных автобусных перевозок. Тогда же можно будет вернуть-
ся к проблеме 6 (о необходимых правовых актах). 
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5. Заключение 

Разработан новый метод коллективной многовариантной 
экспертизы (независимая многовариантная экспертиза 
(НМВЭ)), учитывающий особенности задачи управления межре-
гиональными автобусными перевозками. Метод НМВЭ имеет 
следующие значимые отличия от обычных методов коллектив-
ной многовариантной экспертизы:  

–  заочная форма работа экспертов, когда каждый эксперт 
получает информацию об оценках других экспертов из той же 
экспертной комиссии от консультантов; по этой же схеме рабо-
тает процедура перекрёстной экспертизы;  

–  разработана новая процедура выявления относительно не-
зависимых проблем, связанных с исходной задачей; совокупное 
решение этих независимых проблем обеспечивает решение 
исходной задачи в целом; 

–  в рамках НМВЭ разработан новый алгоритм оценки ком-
петентности экспертов, который использует процедуру «взвеши-
вания» оценок каждого из группы экспертов, проводящих оце-
нивание компетентности некоторого эксперта, с помощью 
коэффициента, зависящего от уровня его компетентности; 

–  разработана специальная процедура формирования экс-
пертных комиссий, использующая высокоэффективные алго-
ритмы кластерного анализа и выбора оптимального числа 
классов. 

Приведены результаты проверки эффективности разрабо-
танного метода НМВЭ на примере решения конкретной при-
кладной задачи – формирование системы управления межрегио-
нальными автобусными перевозками между Северо-Кав-казским 
федеральным округом и Москвой. 
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ИМИТАЦИОННОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ 
СОЦИАЛЬНОГО ПАРТНЕРСТВА В СИСТЕМЕ 

ДОПОЛНИТЕЛЬНОГО ПРОФЕССИОНАЛЬНОГО 
ОБРАЗОВАНИЯ 

Дьяченко В. К.1, Тарасенко Л. В.2, Угольницкий Г. А.3 
(Южный федеральный университет, Ростов-на-Дону) 

 
Предлагается теоретико-игровая модель социального парт-
нерства в системе дополнительного профессионального обра-
зования. Описываются подходы к идентификации модели и ее 
исследованию на основе имитационного моделирования. 

 
Ключевые слова: социальное партнерство, дополнительное 
профессиональное образование, имитационное моделирова-
ние, идентификация, динамические игры. 

1. Введение 

Проблема дополнительного профессионального образова-
ния (ДПО), несомненно, актуальна [1, 4, 9–11]. Система профес-
сионального образования должна быть достаточно гибкой для 
того, чтобы готовить кадры, соответствующие требованиям 
рынка и способные при необходимости изменять свою специа-
лизацию. Одним из наиболее эффективных путей решения этой 
проблемы является развитие социального партнерства, позво-
ляющего объединить и обеспечить совместное участие в подго-

                                         
1 Владимир Константинович Дьяченко, магистр прикладной мате-
матики и информатики (v.k.diachenko@gmail.com). 
2 Лариса Викторовна Тарасенко, доктор социологических наук, 
профессор (socmodel@mail.ru). 
3 Геннадий Анатольевич Угольницкий, доктор физико-
математических наук, профессор (ougoln@mail.ru). 
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товке кадров всех связанных с этим субъектов: работодателей, 
образовательных учреждений и студентов.  

Под социальным партнерством  в сфере ДПО понимается 
особая система совместной деятельности между субъектами 
образовательного процесса, характеризующаяся доверием, 
общими целями и ценностями, обеспечивающая подготовку 
высококвалифицированных специалистов, конкурентоспособ-
ных и мобильных на рынке труда. 

Будем рассматривать в качестве участников социального 
партнерства учебные заведения (и их преподавателей), студен-
тов, работодателей (предприятия и организации). Это партнер-
ство на практике проявляется в распространении образователь-
ных договоров, расширении мест учебно-производственной 
практики, обеспечении участия предприятий в учебно-
воспитательном процессе, практической подготовке специали-
стов, принятии выпускников на работу и т. д. 

Результатом социально-партнерского взаимодействия явля-
ется  рост качества обучения студентов, в том числе количества 
студентов, получивших повышенный уровень квалификации и 
мотивацию к изучению новых технологий. 

Социальное партнерство в образовании рассматривалось мно-
гими авторами, но моделирование этого процесса развито слабо 
[14, 16, 17]. Первые авторские разработки представлены в [12].  

Представленная в данной работе модель позволяет провести 
исследование партнерства в системе ДПО относительно уровня 
профессиональной подготовки. Создана теоретико-игровая 
модель, её исследование проведено в режиме имитационного 
моделирования [2, 3, 6, 7, 8, 13]. В работе использовались стати-
стические данные и результаты опросов относительно ДПО и 
качества подготовки специалистов [5, 11]. Описаны принципы 
определения параметров модели. С помощью компьютерной 
имитации проанализировано поведение модели для определен-
ного набора сценариев, сделаны некоторые выводы и даны 
рекомендации. 
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2. Модель социального партнерства в системе ДПО  

2.1. ОБЩЕЕ ОПИСАНИЕ МОДЕЛИ 
В предлагаемой модели рассматривается социальное парт-

нерство между следующими субъектами: работодателями, сту-
дентами и вузом. 

Целевые функции субъектов: 

 ;)(max,))(),(),(),((
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CBPPP UtutxtututugJ 
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N = {P, B, C} – множество субъектов управления, а именно: 
Р – работодатель; В – ВУЗ; С – студент; 
Уравнение динамики состояния модели: 

(2) 0)0()),(),(),(),(()()1( xxtutututxftxtx CBP  . 
Здесь up(t), uB(t), uC(t) – стратегии поведения указанных 

субъектов, описывающие усилия, направленные на развитие 
системы социального партнерства. Для количественного изме-
рения усилий под ними понимается финансирование данной 
системы субъектами. Таким образом, они получают возмож-
ность стимулировать её развитие с помощью ассигнования 
денежных средств из своего бюджета; 

Up, UB, UC – области допустимых стратегий поведения; 
JP, JB, JC – функционалы выигрыша субъектов; 
gP, gB, gC - текущие функции выигрыша субъектов. 
Т = 4 (период 5 лет). 
Стратегии определяют долю годового бюджета, которую 

субъект ассигнует на ДПО: 
uPi(t) – доля годового бюджета, которую каждый опрошен-

ный работодатель готов тратить на ДПО, UPi=[0,1]; 
uCj(t) – доля годового бюджета, которую каждый опрошен-

ный слушатель готов тратить на ДПО, UCj=[0,1]; 
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uB(t) – доля годового бюджета, которую ВУЗ готов тратить 
на ДПО, UB = [0, 1]. 

Данная модель универсальна, причем в качестве субъектов 
рассматриваются множества, состоящие из различных элемен-
тов, статистические данные и данные опросов для которых 
известны. Таким образом, они являются одновременно субъек-
тами управления и респондентами: P = {P1, …, Pr} определяет 
конечное множество учреждений; C = {C1, …, CS} – конечное 
множество студентов (слушателей курсов ДПО); поскольку 
исследование основано на статистических данных Южного 
федерального университета, то рассматривается один ВУЗ: В. 

 Элементы определяются исходя из количества участвую-
щих в социальном партнерстве и проходящих соответствующие 
анкетирования субъектов. Конкретные числовые данные о коли-
честве субъектов определяются согласно данным опросов и 
собранной статистики. В модели рассматривается следующая 
ситуация: множество Работодатель представлено пятью органи-
зациями, а множество Студент соответствует группе из десяти 
человек. 

Стратегии поведения субъектов в определенный момент 
времени вычисляются как среднее арифметическое стратегий 
элементов соответствующих множеств. 

Стратегия поведения Р:  

(3) 5=r где ,)( ;)(1)(
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.   

Стратегия поведения С:  

(4) 10=s где ,)( );(1)(
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s
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.   

Стратегия поведения В:  
(5) BBB Ututu )();(    .  

Увеличение мощности рассматриваемых множеств не по-
влечет принципиальных изменений результатов моделирования, 
однако будет иметь следующие технические последствия: 



 
Управление в социально-экономических системах 

 183 

1) относительно стратегий управления – изменится общая 
стратегия множества субъектов, которая определяется как сред-
нее арифметическое стратегий элементов; 

2) относительно данных опросов – изменится начальное 
значение переменной состояния модели, поскольку она опреде-
ляется на основе статистических данных, полученных для опре-
деленного набора субъектов. 

Переменная состояния модели x(t), в зависимости от иден-
тификации конкретной модели, определяет количественный 
показатель, характеризующий определенное свойство системы. 
Далее будет рассмотрена идентификация модели относительно 
уровня профессиональной подготовки студентов; 

 f – функция изменения переменной состояния модели в за-
висимости от действий субъектов. 

Для задания системной динамики используем логистиче-
ское уравнение (уравнение динамики численности) Ферхюльста. 
В качестве f берем: 

(6) );)(1)(())(),(),(())(),(),(),((
K
txtxtututuhtutututxf СBPCBP   

Таким образом, вместо постоянного коэффициента прирос-
та в базовой модели Ферхюльста здесь используется функция h , 
зависящая от действий субъектов. Если 0h , то уровень под-
готовки растет, иначе он падает (как и в базовой модели). В 
данной работе рассмотрен случай 0h (см. (7)); в дальнейшем 
предполагается учесть и вторую возможность; 

K – максимально возможное в данных условиях значение 
переменной состояния модели; 

h – функция прироста:   

(7) ;,, ;1;0 );())(),(),((
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ai – относительные веса факторов влияния;  
При оценке роста рассматриваем влияние стратегий субъек-

тов, оценивая при этом соответствующие веса. 
Так как максимальное значение суммарного влияния рав-

но единице и социальные партнеры преследуют общие цели, 
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логично рассмотреть равные значения факторов весов. Но в 
данной системе более значимая роль возлагается на студентов,  
ведь именно они являются будущими специалистами и в первую 
очередь развитие системы ДПО сказывается на них. Исходя из 
этих соображений, значения весов выбраны следующим образом 
(см. таблицу 1): 

Таблица 1. Относительные веса факторов влияния ai 
Вес 

фактора 
i 

Работода-
тель 

ВУЗ 
 

Студент 
 

ai 0,3 0,3 0,4 

 
Согласно основной гипотезе исследования,  более развитые 

социально-партнерские отношения соответствуют более высо-
кому уровню подготовки. Так как социально-партнерские отно-
шения зависят от усилий всех партнеров, то целесообразно 
исследовать два варианта параметризации функций выигрыша 
субъектов. 

1) Эгоистический подход. Если говорить о текущем периоде 
времени, то естественно считать, что gi  убывает по ui  и возрас-
тает по остальным аргументам («принцип безбилетника»). Этот 
вариант рассматривает эгоистический подход – экономия субъ-
ектом личных усилий. 

Таким образом, возникает задача согласования частных 
(экономия усилий) и общих интересов в системе социального 
партнерства. В этом случае в качестве функций выигрыша мы 
берем: 

 (8) ;,,,, ;
)(1

)()()(
))(),(),(),(( CBPkji

tub
txbtubtub

txtututug
ii

xkkjj
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bi – относительные веса;  
2) Кооперативный подход. Такая параметризация описыва-

ет желаемое (идеальное) состояние более развитых отношений в 
системе социального партнерства, когда ее субъекты доброволь-
но и осознанно вкладывают ресурсы в развитие партнерства. 
Этот вариант определяет кооперативный подход, где функции 
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выигрыша субъектов становятся возрастающими по всем аргу-
ментам: 
(9) CBPitxbtubtubtubtxtututug i

xC
i
CB

i
BP

i
PCBPi ,,, )()()()())(),(),(),((  ; 

bj
i – относительная значимость фактора для субъекта i 

(i = P, B, C;  j = P, B, C, x). 
Определение значений  bi и  bj

i предусматривает анализ вза-
имосвязей, отражающих социальные, экономические и другие 
связи между субъектами. 

Отметим, что значениями функций gi (а соответственно и 
общих функционалов выигрыша субъектов Ji, i = Р, В, С) вы-
ступают некоторые абстрактные полезности, являющиеся ре-
зультатом развития системы социального партнерства по тому 
или иному сценарию. Здесь следует сделать два замечания. Во-
первых, в реальной жизни выигрыши субъектов по своей при-
роде являются векторами, т.е. включают несколько показателей. 
Однако теория игр с векторными функциями выигрыша пока 
находится в зачаточном состоянии. Во-вторых, использование 
даже скалярных критериев выигрыша с ясным «физическим» 
смыслом (например, дохода) было бы, несомненно, более убеди-
тельным. Но и идентификация таких показателей представляет 
отдельную сложную задачу, поэтому пока мы ограничиваемся 
сравнительным анализом различных значений абстрактной 
полезности при разных вариантах развития социального парт-
нерства. 

2.2.ИДЕНТИФИКАЦИЯ МОДЕЛИ УПРАВЛЕНИЯ 
ДИНАМИКОЙ УРОВНЯ ПРОФЕССИОНАЛЬНОЙ 
ПОДГОТОВКИ  

Будем считать, что переменная состояния модели x(t) харак-
теризует уровень профессиональной подготовки студентов. 

При оценке начального уровня подготовки использовалась 
методика Дональда Киркпатрика [15]. Он описал модель оценки 
эффективности обучения, согласно которой существует четыре 
уровня оценки результатов обучения. Мы оцениваем эти показа-
тели с помощью статистических данных анализа результатов 
анкетирования работодателей и студентов [5, 11]: 
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1) Реакция: насколько обучение и преподавание понрави-
лось участникам. При оценке используем результаты опроса по 
оцениванию студентами качества преподавания различных 
дисциплин в Южном федеральном университете. 

2) Усвоение: какие навыки, техники работы и умения были 
получены. Рассматриваем данные об успеваемости студентов. 
Этот показатель также зависит от наличия соответствующей 
информационной и материально-технической базы, позволяю-
щей получить и усвоить новые знания и умения. 

3) Поведение: как в результате обучения изменилось пове-
дение, действия участников в рабочей обстановке, умеют ли 
обучаемые выполнять все предлагаемые задания и представлять 
результаты своего труда. Использовались результаты опросов, 
проведенных среди работодателей. 

4) Результат: каковы результаты обучения, удовлетворен-
ность профессиональностью выпускников. При оценке рассмат-
ривались данные опросов среди работодателей по теме «Уровень 
профессиональных знаний и навыков выпускников». 

На данном этапе начальное значение уровня профессио-
нальной подготовки оцениваем с помощью очевидной формулы 

(10) 



4

1
0 4

1
i

ixx . 

При задании xi рассматриваются результаты опросов и ста-
тистические данные относительно оценки профессиональных 
характеристик молодых специалистов, оценки студентами каче-
ства преподавания в ЮФУ, удовлетворенности информацион-
ной и материально-технической базой образовательного процес-
са и другие. Данные соответствующих таблиц представлены в 
отчетах [5, 11]. Они даны в виде процентов и рассматриваются в 
рамках модели в виде долей единицы. Ответы типа «Удовлетво-
рен», «Скорее удовлетворен», «Очень высокое» и «Высокое» 
означают удовлетворенность и их значения в рамках определен-
ного вопроса складываются. Вариант «Затрудняюсь ответить» 
означает, что участник опроса  может склоняться как к положи-
тельной оценке, так и к отрицательной. Мы разделяем их в 
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соотношении 1:1, соответственно считаем ½ от данного показа-
теля. C учетом этого получаются следующие значения:   
 [0,911;  0,823;  0,559;  0,617]x   

K = 1 – максимально возможное в данных условиях значе-
ние уровня профессиональной подготовки; 

Определение факторов влияния и весов проведено с помо-
щью рассмотрения взаимосвязей, отношений между субъектами 
и их целей по нижеописанным принципам: 

1) Эгоистический подход. 
Данный подход предусматривает экономию личных уси-

лий. Основная роль принадлежит Студенту – только он своими 
усилиями способен добиться результата и именно его уровень 
подготовки играет роль в данной модели. Далее по убыванию 
идут ВУЗ (предоставляющий базу для обучения) и Работодатель 
(определяющий требования на рынке труда). Соответственно, 
если субъекты выбирают данный вариант, то они в большей 
степени заинтересованы экономией средств, нежели ростом 
уровня подготовки. Значения весов факторов влияния bi пред-
ставлены в таблице 2. 

Таблица 2. Относительные веса факторов влияния bi 

Вес 
фактора j Работо-

датель ВУЗ Студент 
Уровень 
подго-
товки 

4 
bi 0,25 0,3 0,35 0,1 

 
2) Кооперативный подход. 
Студент. Целью партнерства является получение знаний и 

повышения уровня подготовки. Соответственно со стороны 
Студента наибольшим значением оценивается фактор уровня 
подготовки – он и является определяющим. Чуть меньше оцени-
ваются свои усилия. Значимость ВУЗа и Работодателя равны и 
составляют минимальные значения. 
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ВУЗ. Максимально оценивает значимость своих усилий – 
ведь на его базе происходит подготовка специалистов. Далее 
стоит значимость Студента и уровня подготовки, они оценива-
ются чуть меньшими равными значениями. Работодатель влияет 
сравнительно в небольшой степени на процесс обучения, соот-
ветственно оценивает минимальным значением. 

Работодатель. Его цель в первую очередь повышение уров-
ня подготовки кадров, далее равными значениями оцениваются 
значимость усилий Студента и своих собственных. Роль ВУЗа 
определяется минимальным значением, ведь он обучает в ос-
новном по общей программе, а на получения  специалистом  
необходимых навыков (в большинстве случаев получаемых в 
рамках не основной программы обучения) влияют остальные 
факторы. 

Значимости факторов приведены в таблице 3. 

Таблица 3. Относительная значимость фактора j для субъек-
та i, ( bj

i , i =P, B, C;  j = P, B, C, x) 
Значимость 
фактора j для 
субъекта i 

Работо-
датель ВУЗ Студент 

Уровень 
подготовки 

Работодатель 2/8 1/8 2/8 3/8 

ВУЗ 1/8 3/8 2/8 2/8 

Студент 1/7 1/7 2/7 3/7 
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2.3. ПЛАНИРОВАНИЕ И ПРОВЕДЕНИЕ 
ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫХ ЭКСПЕРИМЕНТОВ 

Стратегии исследования 
Исследование модели проводилось в имитационном режиме 

с помощью метода сценариев [3,6]. Сценарии формируются 
согласно возможному поведению субъектов. Исходя из смысла 
рассматриваемого сценария финансирования, определяются и 
задаются определенные стратегии субъектов. 

Для простоты будем задавать сразу стратегии субъектов без 
расчета среднего арифметического стратегий его элементов. При 
этом для каждого сценария, в разрезе одного периода времени, 
значения стратегий субъектов возьмем равными, т.е. 
uP(t) = uC(t) = uB(t) = uO(t), при t = 0, …, 4. Это означает, что у 
всех субъектов доли ассигнования денежных средств в опреде-
ленный рассматриваемый период времени равны. В работе 
рассмотрено шесть сценариев финансирования:  

1) Максимальный – соответствует максимально возможно-
му финансированию, когда весь бюджет выделяется на ДПО. 
Стратегии задаются следующим образом: uO(t) = 1; 

2) Средний – задает промежуточные значения, когда поло-
вина бюджета ассигнуется на ДПО. В этом случае стратегии 
определяются так: uO(t) = 0,5; 

3) Минимальный – определяет значение, при котором ас-
сигнуется малая часть бюджета. Рассматриваются следующие 
стратегии: uO(t) = 0,2; 

4) Отсутствия финансирования – предполагает, что средст-
ва на ДПО выделяться не будут. Стратегии: uO(t) = 0; 

5) Уменьшения финансирования – задает ситуацию, когда 
изначально на ДПО выделяется некоторая значительная часть 
бюджета и со временем происходит уменьшение финансирова-
ния до небольшого значения. Значения стратегий субъектов 
управления: uO(t) = 0,8 – 0,15t; 

6) Увеличения финансирования – описывает ситуацию 
противоположную сценарию уменьшения финансирования. 
Стратегии субъектов: uO(t) = 0,2 + 0,15t. 
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В первых четырёх сценариях стратегии остаются неизмен-
ными в течение рассматриваемых периодов, а в пятом и шестом 
происходит изменение долей ассигнования денежных средств в 
разных периодах.  

Обработка и анализ результатов моделирования 
Обработка проводилась с помощью анализа графиков и 

сравнения значений целевых функций и переменной состояния 
модели для различных сценариев. Графики целевых функций 
Работодателя при сценарии увеличения и уменьшения финанси-
рования приведены на рис. 1, а для сценария максимального 
финансирования и отсутствия финансирования на рис. 2. Функ-
ция J1p(t) соответствует целевой функции Работодателя PJ  из 
(1) при использовании функций выигрыша эгоистического 
подхода, аналогично J2p(t), но при использовании функций 
выигрыша кооперативного подхода. 

 

 
Рис. 1. Сравнение графиков роста целевой функции Работода-
теля при сценариях уменьшения и увеличения финансирования  
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Рис. 2. Сравнение графиков роста целевой функции Работода-
теля при сценариях максимального и отсутствия финансиро-

вания 

Как и следовало ожидать, наилучшие результаты достига-
ются при использовании сценария максимального финансиро-
вания, а наихудшие при отсутствии финансирования. Значения 
целевых функций и переменной состояния относительно сцена-
риев располагаются по убыванию следующим образом: макси-
мальный, уменьшения финансирования, средний, увеличения 
финансирования, минимальный и отсутствия финансирования.  

На рис. 3 представлено сравнение динамики роста уровня 
профессиональной подготовки в зависимости от используемого 
сценария по периодам.  

При этом для сценария увеличения и уменьшения финанси-
рования в течение рассматриваемого временного отрезка про-
слеживается следующее поведение функций выигрыша: при 
сценарии уменьшения – значения функций выигрыша вначале 
показывают высокие значения, но уменьшаются к окончанию 
рассматриваемого временного отрезка, а для сценария увеличе-
ния – наоборот. Это означает, что субъекты, начиная «много» 
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вкладывать в ДПО в начале, устанавливают высокое значение 
переменной состояния. Это позволяет со временем понижать 
долю ассигнований. При этом установившийся уровень будет 
способствовать хорошим результатам социального партнерства 
в ближайшей перспективе.  

 
Рис. 3. Сравнение уровня профессиональной подготовки при 

различных сценариях 

Сравнение значений целевых функции субъектов показало, 
что нельзя сказать, что кто-то больше выигрывает от партнерст-
ва, а кто-то меньше. При рассмотрении каждой конкретной 
стратегии значения целевой функции для определенного субъек-
та на фоне остальных может принимать как наибольшее (это 
свидетельствует о том, что данная стратегия этому субъекту 
подходит больше, чем другим), так и наименьшее значение 
(относительно значений целевых функций других субъектов) – 
при другой стратегии.  

Для двух вариантов функций выигрыша (эгоистический и 
кооперативный подход) проведено сравнение значений целевых 
функций. Сущность этих подходов качественно раскрывается с 
течением времени. С ростом финансирования наблюдается 
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увеличение разрыва между подходами. Сравнение наглядно 
демонстрирует преимущества более высокого уровня социаль-
ной интеграции: значение целевой функции в случае коопера-
ции показывает большее значение по сравнению с эгоистиче-
ским подходом: для субъекта Работодатель в 3,75 раза 
(отсутствие финансирования) и 1,64 раза (максимальный сцена-
рий), соответственно для Студента при тех же сценариях в 4,29 
раза и в 2,04 раза; для ВУЗа в 2,5 раза при отсутствии финанси-
рования и в 1,76 раза при медианном сценарии. 

3. Заключение 

В статье описана проблема развития ДПО, причины её по-
явления, обоснована актуальность развития партнерских отно-
шений в данной области и рассмотрены основные субъекты. 
Построена математическая модель социального партнерства в 
системе дополнительного профессионального образования. 
Проведена идентификация параметров и оценка весов факторов 
влияния  в соответствии с данными социологических опросов. 
Для исследования модели  был использован метод сценариев 
имитационного моделирования. 

Применение сценария максимально возможного финанси-
рования денежных средств ведет к развитию сферы ДПО и 
показывает самый быстрый рост уровня подготовки и удовле-
творенности совместной деятельностью партнерами.  

Одним из основных результатов является вывод о необхо-
димости объединения усилий субъектов социального партнерст-
ва. Действительно,  на рассматриваемом периоде использование 
функций выигрыша кооперативного подхода, характеризующих 
более развитые социально-партнерские отношения, приводит к 
ускоренному росту значений целевых функций субъектов по 
сравнению с эгоистическим подходом. Это демонстрирует пре-
имущества более высокого уровня социальной интеграции. 

В любом случае, реализация программы социального парт-
нерства требует обязательного объединения усилий всех субъек-
тов. Именно оно позволит объединить все заинтересованные  в 
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подготовке специалистов стороны, способствуя увеличению 
уровня профессиональной подготовки и достижению субъекта-
ми своих целей.  
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МЯГКИЕ ВЫЧИСЛЕНИЯ КАК ПУТЬ 
К ПРЕОДОЛЕНИЮ НЕ-ФАКТОРОВ В ЗАДАЧАХ 
ОЦЕНКИ ЖИЗНЕСПОСОБНОСТИ ПРОЕКТОВ 

Колоденкова А. Е.1 
(Уфимский государственный авиационный  

технический университет, Уфа) 
 

Рассматриваются теоретические аспекты НЕ-факторов и 
методы их учета в задачах оценки жизнеспособности проек-
тов. Предлагаются нечетко-множественный, нечетко-
интервальный и генетический подходы к решению данной 
задачи на основе формирования многокритериальной оценки и 
выборе приемлемой проектной альтернативы. Данные подходы 
позволяют повысить обоснованность принятия решения о 
возможности реализации проекта и за счет этого снизить 
риск его неудачного завершения. 

 
Ключевые слова: проект, НЕ-факторы, оценка жизнеспособ-
ности проекта, мягкие вычисления. 

1. Введение 

В современных условиях разработка проектов в области 
энергетики, транспорта, связи и других отраслей промышленно-
сти является крайне важной для российской экономики. С рос-
том масштабов и сложности таких проектов, вовлечением в них 
большого числа участников и организаций, возрастанием требо-
ваний к срокам его осуществления, использованию финансовых, 
материальных и трудовых ресурсов появляется потребность в 

                                         
1 Анна Евгеньевна Колоденкова, кандидат технических наук, доцент 
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повышении эффективности управления проектами за счет спе-
циальных (профессиональных) методов управления, позволяю-
щих осуществлять контроль проектов и обеспечивать их выпол-
нение в срок и в рамках заданного бюджета [3, 8, 11, 12].  

В связи с этим все большую актуальность и значимость с 
финансовой, экономической и других точек зрения приобретают 
проблемы концептуального проектирования и, в частности, 
оценки жизнеспособности проекта, направленной на выявление 
и снижение возможных проектных рисков, а также на сокраще-
ние управленческих ошибок, принимаемых руководителем 
проекта в условиях неопределенности. 

Несмотря на большое число работ многих отечественных и 
зарубежных авторов, посвященных различным научно-
исследовательским и опытно-конструкторским проектам, про-
блема оценки жизнеспособности проекта до сих пор остается 
открытой, а существующие модели проектов не позволяют 
рассматривать все ресурсы во взаимосвязи, контролировать и 
управлять проектом на любой стадии, работать с несколькими 
проектами одновременно, а также не обеспечивают необходи-
мый уровень объективности оценок.  

В настоящей работе рассмотрены методы вычислительного 
интеллекта, позволяющие преодолеть НЕ-факторы в задачах 
оценки жизнеспособности проектов.  

2. Особенности НЕ-факторов в концептуальном 
проектировании проектов 

В настоящее время методология управления проектами, 
бесспорно, является оправдавшей себя на практике новой фор-
мой управленческой деятельности. Достигнутое развитие управ-
ления проектами в современной теории и практике, накоплен-
ные знания и опыт по управлению проектами в различных 
сферах сделали возможным и необходимым создание системной 
модели [5]. По мнению В.И. Воропаева и Г.И. Секлетовой, 
«системная модель необходима для того, чтобы: выработать 
общий язык и терминологию; создать основу для разработки 
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моделей, методов и средств решения задач управления проекта-
ми …». 

В связи с этим на основе систематизации обзора литератур-
ных источников на рис. 1 предложена системная модель управ-
ления проектом, основными элементами которой являются: 
основные ограничения, учитывающиеся при согласовании 
разнообразных требований проекта; функции управления проек-
том, осуществляющиеся разработчиками на всех стадиях жиз-
ненного цикла (ЖЦ) проекта; методы и технологии учета НЕ-
факторов, использующиеся при разрешении сложных слабо-
структурированных и неструктурированных проблем.  
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Рис. 1. Системная модель управления проектом 
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На рис. 1 серым цветом выделены те функции и методы, ко-
торым будут посвящены следующие разделы статьи. Отметим, 
что приведенное разделение методов учета НЕ-факторов носит 
условный характер, поскольку на практике они пересекаются и 
взаимодействуют между собой на различных этапах принятия 
решения.  

В настоящей работе под оценкой реалистичности проекта, 
именуемой часто как реализуемость (В.В. Липаев), осуществи-
мость (С. Орлик, И. Соммервилл (I. Sommerville)) или жизнеспо-
собность (И.И. Мазур, А.Е. Колоденкова) понимается наличие 
необходимых ресурсов для осуществления и условий для реали-
зации проекта. Однако такая оценка сопровождается НЕ-
факторами [13, 14], негативно влияющими на ход выполнения 
проекта и, прежде всего, на планирование работ и принятие 
управленческих решений по проекту. Сюда можно отнести 
неполноту исходных данных для проектирования, изменение 
требований, сроков и объема выделяемых ресурсов на проекти-
рование, высокую занятость разработчиков.  

В работе [11] дан обзор НЕ-факторов, а также введены их 
классификация и методы их учета применительно к задаче 
оценки жизнеспособности проекта. Среди НЕ-факторов, затруд-
няющих оценку жизнеспособности проекта, выделены следую-
щие: неточность (величина, которая может быть получена с 
точностью, не превышающей некоторый порог, определенный 
природой соответствующего параметра), нечеткость (величина, 
связанная с отсутствием точных границ соответствующего 
параметра), неоднозначность (величина, отражающая множест-
во альтернатив оцениваемого параметра неравномерно с точки 
зрения некоторой конкретной семантики).  

Из теории и практики системной инженерии известно, что 
учитывать НЕ-факторы при управлении проектами только лишь 
формальными методами невозможно. Здесь весьма перспектив-
но использование бурно развивающегося в рамках теории ис-
кусственного интеллекта научного направления, провозглашен-
ного Л. Заде и получившего название «мягкие вычисления» 
(Soft Computing) или «вычислительный интеллект» 
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(Computational Intelligence) [17], позволяющие «устранить» 
неопределенности и придать проблеме оценки жизнеспособно-
сти проекта количественную определенность. 

3. Состояние развития методов и технологий 
мягких вычислений в задачах оценки 
жизнеспособности проектов 

Мягкие вычисления положены в основу многочисленных 
программ («Real World Computing», «New Information Processing 
Technology» и др.) разработки и создания адаптивных, эволю-
ционирующих, сверхвысокопроизводительных вычислительных 
машин шестого поколения и, в отличие от традиционных жест-
ких вычислений (Hard Computing), нацелены на максимальное 
приспособление к реальной действительности.  
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Рис. 2. Классификация вычислительных методов и технологий 

учета НЕ-факторов в задачах оценки  
жизнеспособности проектов 
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На рис. 2 предложена классификация вычислительных ме-
тодов и технологий учета НЕ-факторов в задачах оценки жизне-
способности проектов.  

Применительно к оценке жизнеспособности проекта наибо-
лее интересны следующие составляющие: нечеткие методы, 
байесовские сети доверия, генетические алгоритмы и агентный 
подход. Далее рассмотрим жизнеспособность проекта на базе 
концепции нечетких, интервальных подходов и генетических 
алгоритмов. 

4. Нечетко-множественный и нечетко-
интервальный подходы к оценке 
жизнеспособности проекта 

В последнее десятилетие среди различных направлений вы-
числительного интеллекта на одно из ведущих мест все больше 
претендует теория нечетких множеств [2, 7].  

При решении задач, в которых доминирующими факторами 
являются неточность и неполнота информации, особую роль 
играют лингвистические переменные, значениями которых 
являются слова и предложения естественного языка [7].  

Таким образом, теория нечетких множеств позволяет дать 
строгое математическое описание в действительности расплыв-
чатых утверждений, реализуя тем самым попытку преодолеть 
лингвистический барьер между человеком, суждения и оценки 
которого являются приближенными и нечеткими.  

В ситуации, когда информация о ресурсах проекта является 
неполной и нечеткой, целесообразно использовать нечетко-
множественный подход, описанный в работах [9–11], основан-
ный на использовании аппарата нечетких множеств и лингвис-
тических переменных. 

Идея нечетко-множественного подхода к оценке жизне-
способности проекта заключается в анализе построенных аль-
тернатив разработки проекта в виде сетевых графиков выполне-
ния проектных работ формировании специально 
сформированного нечеткого показателя жизнеспособности ∆(i) 
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в виде критического пути, длительность которого представляет-
ся нечетким числом 
 ∆(i) = [T(i)–, T(i)+],  i = 1, …, m, 
с возможностью последующего выбора приемлемой альтернати-
вы 
 D = arg max {μD(F1), μD(F2), …, μD(Fm)}, 
где T(i)–, T(i)+ – минимальное и максимальное время выполнения 
i-й альтернативы;  μD(Fm) – функция принадлежности альтерна-
тив;  m – число альтернатив разработки проекта. 

Решение задачи расчета показателя ∆(i) сводится к нахожде-
нию по имеющейся функции принадлежности объема работ и 
известной производительности разработчиков функции принад-
лежности времени работ. В основу предлагаемого подхода 
положен образ нечеткого множества при четком и нечетком 
отображении, позволяющий рассчитывать в виде трапециевид-
ного нечеткого числа ожидаемые времена выполнения работ, за 
которые может быть выполнен заданный объем работ.  

В случае, когда имеется лишь интервальная исходная ин-
формация, т.е. известны лишь границы изменения значений 
анализируемого параметра разрабатываемого проекта, целесо-
образно к оценке жизнеспособности проекта использовать не-
четко-интервальный подход [11]. 

Идея нечетко-интервального подхода заключается в анали-
зе построенных альтернатив разработки проекта в виде сетевых 
графиков выполнения проектных работ и формировании ска-
лярных интервальных многокритериальных оценок вида 
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альтернатив xi  X; m – число альтернатив разработки проекта; n 
– количество частных критериев. 

Таким образом, предлагаемые выше подходы позволяют на 
стадии анализа жизнеспособности проекта принять решение 
либо об отказе от анализируемого варианта проекта, либо о 
запуске его в производство, либо о формировании его новых 
альтернативных вариантов в условиях неточной и нечеткой 
исходной информации. 

5. Генетические алгоритмы в задачах управления 
проектами: исследования, практическое 
применение, программные средства 

Другим перспективным направлением исследований в об-
ласти вычислительного интеллекта являются генетические 
алгоритмы, сформулированные в 1975 г. Д. Холландом 
(J. Holland), являются алгоритмами поисковой оптимизации, 
основанными на математическом моделировании биологических 
механизмов с помощью принципов популяционной генетики, 
позволяющими находить оптимальные решения.  

Основным преимуществом генетических алгоритмов явля-
ется универсальность, простота их реализации, а также относи-
тельно высокая скорость работы в задачах с неопределенными 
исходными данными, для которых нет четких алгоритмов реше-
ния. Однако при всех видимых достоинствах основными их 
недостатками является относительно высокая вычислительная 
стоимость и отсутствие гарантии того, что будет найдено опти-
мальное решение за приемлемое время [6].  

В период бурного расцвета информационных технологий 
идеи Д. Холланда и его последователей находят все более 
широкое применение для решения задач календарного пла-
нирования с ограниченными ресурсами, которые относятся к 
классу NP-трудных задач; комбинаторных задач, а также 
задач поиска оптимальных решений, формирования моделей 
и прогнозирования значений различных показателей [4, 15]. 
По утверждению Д. Холланда, «в больших и сложных про-
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блемных областях, при определенных условиях, генетические 
алгоритмы будут, как правило, показывать оптимальные или 
близкие к ним результаты».  

В последние годы на рынке программного обеспечения поя-
вилось множество специализированных и универсальных про-
граммных средств, реализующие генетические алгоритмы 
[1, 16]. Наиболее известными и популярными в России являются 
следующие программные средства, применяемые в задачах 
оценки жизнеспособности проектов (рис. 3).  
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Рис. 3. Классификация программных средств,  

реализующие генетические алгоритмы  
в задачах оценки жизнеспособности проектов 

Однако приходится констатировать, что большинство про-
граммных средств разработано под определенные практические 
задачи; имеют ограниченный набор генетических операторов и 
тестовых функций; продаются по высокой цене; плохо приспо-
соблены для модификаций, а также не позволяют сохранять 
результаты поиска. В связи с этим необходимо создавать инст-
рументальные средства (программные системы), которые позво-
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ляли бы исследовать и доказывать эффективность предложен-
ных методик на тестовых функциях в решении практических 
задач.  

6. Применение генетического алгоритма  
к оценке жизнеспособности проекта 

В ситуации, когда исходные данные о ресурсах (финансо-
вых, временных, трудовых и др.) на проектирование являются 
нечеткими и часто изменяющимися, автором предлагается к 
оценке жизнеспособности проекта использовать подход с при-
менением генетического алгоритма. 

Идея предложенного подхода к оценке жизнеспособности 
проекта заключается в анализе возможных альтернатив разра-
ботки проекта. Оценка каждой i-й альтернативы разработки 
проекта осуществляется на основе найденной ожидаемой стои-
мости альтернативы s(xi), i = 1, …, m, и формировании интер-
вальной многокритериальной оценки P(xi). 

Прежде чем приступать к описанию формальной схемы 
оценки жизнеспособности проекта, опишем вводимые допу-
щения:  

 во-первых, разработано и анализируется четыре альтерна-
тивы разработки проекта (x1, x2, x3, x4);  

 во-вторых, рассмотрено четыре частных критерия жизне-
способности альтернатив, представленные в виде нечетких 
трапециевидных чисел, причем их границы не пересекаются;  

 в-третьих, частный критерий стоимости альтернатив обо-
значен через s(xi), s(xi) = (si,1, si,2, si,3, si,4) (si,1 – пессимистическая 
оценка стоимости; [si,2; si,3] – интервал возможной стоимости;  
si,4 – оптимистическая оценка стоимости), i = 1, …, 4. 

Пусть имеется ограниченное множество из m допустимых 
альтернатив разработки проекта X = {x1, x2, …, xi}, где каждая 
альтернатива xi  X, i = 1, …, m, оценивается кортежем из n 
(ненормализованных) интервальных частных критериев 

)( ij xkK  , j = 1, …, n. Ставится задача нахождения вектора 
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ожидаемой стоимости для каждой i-й альтернативы разработки 
проекта: 
 s(xi) = (si,1, si,2, si,3, si,4), i = 1, …, m, 
применительно к оценке обобщенной полезности, характери-
зующей жизнеспособность каждой i-й альтернативы разработки 
проекта: 

 



n

j
i

н
j

н
ji xpwxP

1
)()( , 1,...,i m , j = 1, …, n, 

с возможностью последующего выбора приемлемой альтернативы. 
Здесь н

jw  – нормализованный интервальный коэффициент 
относительной важности j-го частного критерия альтернатив 
xi  X;  )( i

н
j xp  – нормализованные интервальные частные кри-

терии альтернатив xi  X ( 1)(0  i
н
j xp ). 

Таким образом, задача оценки жизнеспособности альтернатив 
разработки проекта описывается следующей целевой функцией  

(1) maxxpwxP
n

j
i

н
j

н
ji 

1
)()( , xi  X, 

и ограничениями 
(2) ];[ maxjminj

н
jw  ,  

(3) maximin sxss  )( , 

где 



n

j
minj

1
1 , 




n

j
maxj

1
1 ;  smin и smax – значения минимальной 

и максимальной стоимости альтернативы. 
Поскольку решаемая задача имеет комбинаторный характер 

и может быть сформулирована как поиск наилучшего решения, 
то целесообразно применить генетический алгоритм, состоящий 
из следующих десяти шагов: 

На первом шаге вводятся исходные данные: kj(xi) – ненор-
мализованные интервальные частные критерии альтернатив;  
smin и smax – значения минимальной и максимальной стоимо-
сти альтернативы;  kol – количество итераций;  d – позиция 
кроссинговера;  q – позиция мутации;  wj – интервальный 
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коэффициент относительной важности j-го частного критерия 
альтернатив.  

На втором шаге определяются необходимые условия опти-
мизации: целевая функция (1) и ограничения (2)–(3).  

На третьем шаге формируются особи-родители (четыре 
варианта векторов стоимости для каждой i-й альтернативы 
разработки проекта) с использованием генератора случайных 
чисел и учетом ограничения (3):  
 ),,,()( Р

4,1
Р

3,1
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2,1
Р
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Р ssssxs  , ),,,()( Р
4,2

Р
3,2
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Р
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Р
1,33

Р ssssxs  , ),,,()( Р
4,4

Р
3,4

Р
2,4

Р
1,44

Р ssssxs  . 
На четвертом шаге производится операция одноточечного 

кроссинговера над полученными вариантами особей-родителей 
(точка кроссинговера d < 4). В результате операции кроссинго-
вера получается 12 особей-потомков:  
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Получаемые особи-потомки проверяются на соответствие 

заданному ограничению (3).  
На пятом шаге производится операция одноточечной му-

тации полученных 12 особей-потомков (точка мутации q < 4). 
Из пришедшей особи-потомка получается новая особь-потомок с 
мутированными генами ),,,()( М

4,1
М

1,1
М
,1

М
1,11

М ssssxs qq   с учетом 
ограничения (3). Аналогичным образом данная операция произ-
водится и над остальными особями-потомками. 

На шестом шаге осуществляется нормализация частных 
критериев )( i

н
j xp  для каждой i-й альтернативы разработки 

проекта 
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jw  относительной важ-
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где kj(xi) – интервал j-го частного критерия i-й альтернативы 
разработки проекта;  

jk  – максимальный интервал j-го частного 

критерия на данном множестве альтернатив xi  X;  wj – интер-
вальный коэффициент относительной важности j-го частного 
критерия;  ];[ maxjminj

н
jw   – нормированный интервальный 

коэффициент относительной важности j-го частного критерия. 
Аналогичные расчеты производятся и для критерия стоимости. 

Следует заметить, что интервальные частные критерии 
kj(xi), j = 1, …, n, не должны пересекаться, поскольку только в 
этом случае устанавливаются отношения «больше» или «мень-
ше» [11]. 

На седьмом шаге рассчитываются значения целевой функ-
ции (3) для всех особей популяции, а именно для всех вариантов 
векторов ожидаемой стоимости альтернатив проекта. 

На восьмом шаге отбираются четыре особи (четыре векто-
ра) из 12 возможных с наибольшими значениями целевой функ-
ции, которые будут родителями для следующей итерации (поко-
ления), или же в случае выполнения всех итерации – 
результатом вычислений. 

В предложенной задаче рассматривается четыре альтерна-
тивы разработки проекта, т.е. отбирается всего четыре вектора 
ожидаемой стоимости альтернатив проекта. Отбор особей про-
изводится ранговым методом, т.е. особи популяции ранжируют-
ся по значениям их функции приспособленности (ранжирование 
проводится по возрастанию величин). Так как оценки обобщен-
ной полезности P(xi) представлены в виде трапециевидных 
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нечетких чисел, то для выбора наилучшей альтернативы проекта 
применяется метод Чью–Парка, позволяющий каждому трапе-
циевидному числу поставить в соответствии четкое число Ср 
(P(xi)).  

На девятом шаге сохраняются полученные результаты и 
производится проверка останова. Если заданное количество 
итерации выполнено, то переходим к 10 шагу, иначе возвраща-
емся к 4 шагу. 

На десятом шаге осуществляется вывод результатов (век-
торы ожидаемой стоимости альтернатив s(xi) и оценки Ср (P(xi)) 
для каждой i-й альтернативы разработки проекта). 

Заметим, что генетический алгоритм не совершенен, по-
скольку работает с задачей, являющейся упрощенной моделью 
реального процесса оценки жизнеспособности проекта и учиты-
ваются не все частные критерии. 

Пример.  Целью вычислительных экспериментов является 
нахождение оптимального решения задачи оценки жизнеспо-
собности альтернативы разработки проекта для возможности 
дальнейшей его реализации. Далее рассмотрим работу генетиче-
ского алгоритма, описанного выше на конкретном примере.  

Пусть имеется четыре альтернативы (x1, x2, x3, x4) разработ-
ки проекта, описываемые совокупностью четырех частных 
критериев жизнеспособности: k1 – время выполнения проекта, 
мес.;  k2 – трудоемкость реализации проекта, чел./мес.;  
k3 – вероятность успеха проекта в условиях возникновения 
ситуаций, при которых цели, поставленные в проекте, могут 
быть не достигнуты полностью или частично, а также пример-
ная стоимость проекта s(xi) = [600; 800] тыс. руб. (i = 1, …, 4). 
Ставится задача оценки альтернатив с возможностью после-
дующего выбора приемлемой альтернативы разработки проекта. 

Расчетные значения частных критериев для каждой альтер-
нативы представлены в таблице 1.  

Предположим, что основе опроса мнения группы разработ-
чиков известны следующие весовые коэффициенты относитель-
ной важности частных критериев в виде трапециевидных чисел: 
 w1 = [3; 3,5; 3,8; 4,5],  w2 = [1; 1,3; 1,5; 2], 
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 w3 = [2; 2,4; 2,6; 3],  w4(s) = [3; 3,2; 3,5; 4]. 
где w4(s) – весовой коэффициент относительной важности кри-
терия стоимости альтернативы. 

Таблица 1. Расчетные значения частных критериев  
жизнеспособности альтернатив 

Частные критерии 
жизнеспособности альтернатив Альтернативы 

проекта 
k1 k2 k3 

x1 [9,2; 9,4; 9,6; 9,9] [17; 19; 20; 21] [0,8; 0,82; 0,83; 0,84] 

x2 [12; 12,4; 12,7; 13] [6; 7; 9; 10] [0,84;0,85;0,86;0,87] 

x3 [8; 8,2; 8,4; 8,5] [22; 23; 25; 26] [0,7; 0,72; 0,73; 0,74] 

x4 [10;10,3;10,4;10,5] [10; 12; 15; 17] [0,87; 0,88; 0,89; 0,9] 
 
Начальные значения параметров генетического алгоритма 

следующие: точка кроссовера (скрещивания) – 1; точка мута-
ции – 1; количество итераций – 10.  

В результате тестовой работы разработанного программно-
го обеспечения, особенностью которого является работа с интер-
вальными значениями, были получены следующие решения, 
представленные в таблице 2. 

Таблица 2. Результаты оптимизации 
Альтернативы 

проекта 
Вектор стоимости 

проекта 
Оценка обобщен-
ной полезности 

x1 [643; 692; 732; 784] 0,677 
x2 [643; 692;787; 791] 0,668 
x3 [660; 674;787; 797] 0,261 
x4 [643; 692;772; 795] 0,543 

 
Из таблицы 2 видно, что альтернатива x1 со значениями 

стоимости [643; 692; 732; 784] и соответствующей ей обобщен-
ной полезностью F(x1) = 0,677 является наилучшей альтернати-
вой разработки проекта. 
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Вектор распределения [643; 692; 732; 784] означает, что ре-
ализация альтернативы x1 разработки проекта составит от 643 до 
784 тыс. руб.  

7. Перспективные исследования жизнеспособности 
проектов в условиях неопределенности 

На сегодняшний день методы вычислительного интеллекта 
далеко не исчерпали свой потенциал, так как наблюдается их 
совершенствование во всех высокотехнологичных отраслях 
экономики (Минобороны России, МВД России, МЧС России и 
другие федеральные органы исполнительной власти) и многих 
отраслях промышленности (оборонная, атомная, машинострое-
ние и др.). Это особенно важно в современном мире, в котором 
общество не может успешно развиваться без рационального 
управления сложными проектами. 

Весьма перспективными направлениями вычислительного 
интеллекта в области концептуального проектирования, которые 
могут привести к качественным изменениям в технике и техно-
логиях, являются многоагентные технологии для решения задач 
распределения ресурсов при управлении проектом, а также 
метод рассуждений на основе прецедентов (CBR-метод) для 
решения задачи выбора жизнеспособного проекта в условиях, 
когда невозможно или нецелесообразно построение математиче-
ских моделей. 

8. Заключение 

В настоящей работе предложен подход к оценке жизнеспо-
собности проектов с применением генетического алгоритма для 
информационно-управляющих и вычислительных систем, в 
основе которого лежит нахождение ожидаемой стоимости аль-
тернативы проекта, а также формирование интервальных мно-
гокритериальных оценок проекта.  

Предлагаемый подход отличается от известных тем, что, во-
первых, частные критерия жизнеспособности альтернатив про-
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екта представлены в виде нечетких трапециевидных чисел; во-
вторых, позволяет руководителям проекта на ранней стадии его 
разработки выполнить сравнительный анализ различных вари-
антов реализации проектов, что приводит к повышению обосно-
ванности принятия решения о возможности его реализации в 
условиях неточной и нечеткой исходной информации, тем са-
мым снижает риск его неудачного завершения; в-третьих, по-
зволяет формализовать процедуру оценки проекта, что делает ее 
возможным реализовать в виде программной компоненты в 
информационно-управляющих и вычислительных системах. 
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1. Введение 

Одной из ключевых проблем в теории управления в 

социальных и экономических системах является проблема 
минимизации потерь из-за отсутствия полной информации, 

необходимой для принятия управленческих решений. При этом 

специфика социально-экономических систем позволяет 
выделить отдельный класс задач – в которых необходимая 

информация для принятия решений недоступна лицу, 

принимающему решения, но доступна другим участникам 

системы, интересы которых затрагивают принимаемые 
решения – задачи принятия решений в условиях неполной 

асимметричной информированности [11]. Для данного класса 

задач исследуется возможность разработки механизмов, в 
которых лицо, принимающее решение, получает необходимую 

для этого информацию от остальных участников системы и 

которые позволяют получать эффективные решения, позволяю-

щие достигать максимальной суммарной полезности всех 
участников системы . 

В рамках современной теории разработки механизмов при-

нятия решений в социально-экономических системах (mecha-
nism design) можно выделить два класса задач: разработку меха-

низмов в условиях нетрансферабельной полезности, когда 

передача полезности между участниками системы невозможна, 
и в условиях трансферабельной полезности – когда возможна 

передача полезности между участниками системы.  

При этом классическим результатом, например [2, 27], яв-

ляется тот факт, что для первого класса задач за счет передачи 
информации от участников системы к ЛПР невозможно обеспе-

чить ту же эффективность принятия решений, что и в условиях 

полной информированности ЛПР о необходимых параметрах 
системы. В то время как для второго класса задач это возмож-

но – эффективность механизмов в условиях неполной асиммет-

ричной информированности может быть не ниже, чем в услови-
ях полной информированности. 

Исследования в области разработки эффективных механиз-

мов для второго класса задач были начаты еще в семидесятых 

годах прошлого столетия [19, 21, 32]. Но все эти механизмы 
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имели определенные недостатки, затрудняющие их практиче-

скую реализацию. 

В частности, механизм Гровса–Лейдярда [19] не гарантиро-
вал индивидуальной рациональности получаемого решения, так 

как оно не являлось равновесием Линдаля. Механизм Гурви-

ча [21] использовал структуру сообщений от участников систе-
мы ЛПР, затрудняющее его практическую реализацию. Меха-

низм Волкера [32] давал неустойчивое решение. Кроме того, 

эффективные решения в последних двух механизмах не могли 

быть достигнуты в рамках обучающей динамики, т.е. их реали-
зация на практике была крайне затруднительна. 

В данный момент наблюдается очередная волна интереса к 

данной проблеме: появился целый ряд новых публикаций, со-
держащих результаты теоретических исследований и имитаци-

онных экспериментов – см., например [12, 20, 28, 31]. В основ-

ном исследования сосредоточены на разработке механизмов, 

реализующих равновесие Линдаля при определении уровня 
производства коллективного блага. При этом общим недостат-

ком большинства предлагаемых в данных работах механизмов 

являются: 
1) сложные сообщения от участников системы к ЛПР; 

2) несбалансированность побочных платежей при неравно-

весных заявках. 
Задача распределения ограниченных ресурсов с помощью 

нерыночных механизмов при нетрансферабельной полезности 

рассматривалась как отечественными авторами, например 

[2, 10], так и зарубежными [13, 30]. При этом практическая 
актуальность разработки таких механизмов является актуальной 

и на данный момент [17, 26].  

Публикации, посвященные построению эффективных ме-
ханизмов распределения ресурсов при наличии трансферабель-

ной полезности, в основном рассматривают эту задачу для 

моделей мультиагентных систем со сложной сетевой структу-
рой. В первую очередь, исследуются так называемые «аукцион-

ные подходы» определения приоритетности потребителей (см., 

например [14]), в которых распределение ресурсов определяется 

на основе того, кто из претендентов назовет большую цену за 
единицу ресурса, по которой он готов компенсировать осталь-
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ным претендентам то количество ресурса, которое они недопо-

лучают. Однако основной акцент в этих моделях делается на 

сложные процедуры распределения ресурсов на сетевых струк-
турах [22, 24], а сами механизмы строятся на основе подходов к 

построению неманипулируемых механизмов (Викри–Гровса–

Кларка) [23]. 
Исследования ведутся также в направлении построения 

«квази»-оптимальных механизмов, которые могут реализовы-

вать почти оптимальное распределение ресурсов, напри-

мер, [27]. 
Отдельным направлением следует выделить работы в обла-

сти построения процедур распределенной оптимизации, где в 

последнее время были получены результаты, очень тесно пере-
секающиеся с теорией разработки механизмов [15]. Однако в 

настоящее время эти итеративные процедуры не представлены в 

форме механизмов, что не позволяет исследовать их теоретико-

игровые свойства. 
Наиболее близкой к предлагаемым авторами в данной ста-

тье подходу можно считать работу [20], в которой был предло-

жен механизм, реализующий равновесие Вальраса при распре-
делении индивидуальных благ. Но:  

1) предложенное ими решение не позволяет учитывать огра-

ниченность распределяемого ресурса; 
2) механизм обладает все той же сложной структурой заявок, 

о которой уже упоминалось выше. 

Нами предлагается развитие механизма Гровса–Лейдярда, 

предложенное в [8] для решения задачи активной экспертизы 
при трансферабельной полезности. В частности, было показано, 

что в рамках решения задачи активной экспертизы механизм 

Гровса–Лейдярда является индивидуально рациональным (что 
являлось, пожалуй, его ключевым недостатком при решении 

задач определения уровня коллективного блага). Данный меха-

низм предполагается адаптировать для задачи распределения 
ресурсов, так как можно предположить, что механизм распреде-

ления ресурсов также будет реализовывать индивидуально-

рациональные решения и можно будет обеспечить сбалансиро-

ванность трансферов как в эффективном решении, так и вне его. 
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В основе адаптации лежит идея представления задачи рас-

пределения ресурсов как многокритериальной задачи активной 

экспертизы, целесообразность и продуктивность которой была 
продемонстрирована в [7] для задачи распределения ресурсов 

при нетрансферабельной полезности. Суть идеи очень проста: 

задачу распределения ресурсов предлагается трактовать не как 
задачу распределения индивидуальных благ, а как задачу мно-

гокритериального выбора, в которой каждый из агентов может 

сообщить, каким он хочет видеть значение многокритериально-

го коллективного блага – распределения ресурсов между всеми 
агентами. 

Структура дальнейшего изложения такова. В разделе 1 опи-

сываются формальная постановка задачи эффективного распре-
деления ресурсов (максимизирующего сумму полезностей всех 

агентов) и модель, для которой ищется решение этой задачи. В 

разделе 2 описывается предлагаемый механизм распределения 

ресурсов на основе многокритериального голосования и дока-
зывается, что он реализует эффективное распределение ресур-

сов между агентами. Раздел 3 посвящен описанию процесса 

итеративных переговоров на основе предлагаемого механизма, 
который предполагается применять в условиях, когда каждый 

агент может не обладать полной информацией о функциях 

полезности всех претендентов на ресурс. В разделе 4 исследует-
ся построение «редуцированной» версии предложенного меха-

низма, в которой каждый агент будет сообщать только то, 

сколько ресурса он хочет получить сам. Основные результаты 

статьи иллюстрируются примерами, базирующимися на одной 
постановке задачи распределения ресурсов, которая также 

лежит в основе описанной в разделе 5 деловой игры, предназна-

ченной для экспериментальной апробации разработанного 
механизма. Кроме того, в разделе 5 приведены результаты 

нескольких пробных игр.  

2. Постановка задачи и основные определения  

Формально, задача распределения ресурсов записывается 
следующим образом. Организационная система состоит из 
одного центра и множества N = {1, …, n} агентов. У центра 
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имеются ресурсы в ограниченном количестве – 1
R


 , которые 

могут быть распределены между агентами в любой пропорции.  
Полезность каждого агента i  N относительно количества 

выделяемых ему ресурсов xi  [0, R] определяется функцией 
( )

i
u  : 1 1


 , принадлежащей некоторому множеству допу-

стимых функций полезности Ui. 
Обозначим множество допустимых распределений ресурса 

как  

 {A x 
1

( ,..., ) : , },
n

n i

i N

x x x R x




   

множество возможных профилей полезности агентов как  
{U u 

1
( ( ),..., ( )) : ( ) , }.

n i i
u u u U i N      

«Базовая» задача заключается в нахождении такого отобра-
жения ( ) : ,g U A   которое является утилитарно эффектив-
ным, т.е. максимизирует суммарную полезность всех агентов от 
распределенного ресурса для любого из возможных профилей 
полезности  u U : 

(1) ( ) max ( ).
i i

x A i N

g u Arg u x
 

   

Однако даже если решение (1) существует, может оказать-
ся, что оно манипулируемо [11] (или несовместимо со стимула-
ми, например [27]). То есть u U   и k N   что найдется про-
филь полезности ( , )

k k
u u u U


   такой, что 

 ( ( )) ( ( )),
k k k k

u g u u g u  

где 
k

u


 – профиль полезности всех агентов за исключением k; 
( , ),

k k
u u u


  а ( )

k
g u ( )

k
g u – количество ресурса, выделяемое 

агенту k при профиле полезности u. В рамках данной статьи 
будем рассматривать следующее множество профилей полезно-
сти U :  

1) функция полезности любого агента строго вогнута, не 

убывает и дважды непрерывно дифференцируема; 

2) u U  решение задачи (1) является внутренним.  

Очевидно, что в рамках данных предположений решение 

задачи (1) будет существовать и будет единственным, что поз-

волит сосредоточиться на проблеме совместимости со стимула-
ми. В качестве иллюстрации рассмотрим следующий пример. 
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Пример 1.  Пусть полезность каждого из агентов описыва-

ется функцией вида
1
 

(2) ( ) ,
i i i

u x r x   ,i N  

где 
i
r  – собственные «резервы» агента i, известные лишь ему.  

Максимум суммарной полезности всех агентов будет достигать-
ся при выделении каждому агенту ресурса в количестве  

 ( ) / ,
i i i

i N

x R r n r


    .i N  

То есть для решения задачи (1) от агента необходимо получить 
информацию о значении .

i
r  Очевидно, что если агента спросить 

о значении ,
i

r  то ему будет выгодно не сообщать правду, а 
занизить сообщаемое значение. Что и означает, что полученное 
правило эффективного распределения ресурсов несовместимо 
со стимулами агентам достоверно раскрывать информацию о 
своей функции полезности. ■

2
 

Будем называть механизмом набор , , ,S t    где 

i N i
S S


  – некоторое множество допустимых действий аген-

тов; ( ) : S A    – некоторая процедура, отображающая дей-
ствия агентов в множество допустимых распределений ресур-
сов;  ( ) :

n
t S   – некоторая процедура трансфера 

полезностей агентов. Обозначим ( ) 
,

, ,
u

N S    – игру, 
индуцированную механизмом, где 

, 1
{ ,..., }

u n    – профиль 
предпочтений агентов, определяемый на основе их профиля 
полезности u U и процедур ( )  и ( )t  : 

 ( ) ( ( )) ( ),
i i i

s u s t s    .i N   

В рамках данной статьи рассматривается следующая поста-
новка задачи распределения ресурсов: возможно ли найти меха-
низм, который позволит реализовать по Нэшу эффективное 
распределение ресурсов в случае, если решение задачи (1) 

                                         

1 Выбор постановки задачи распределения ресурсов, которая исполь-

зуется для иллюстрации основных результатов статьи – числа 

агентов, вида и параметров функций полезности агентов и парамет-

ров механизма, будет объяснен в разделе 6, где описывается поста-

новка деловой игры, разработанной для экспериментальной апробации 

разработанного механизма.  
2 Здесь и далее будем подобным образом обозначать конец примеров. 
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несовместимо со стимулами – т.е. u U  в игре будет един-
ственное равновесие Нэша ( )s u S


 : 

 ,i N 
i i

s S  ( ( )) ( , ( )),
i i i i

s u s s u  


  

такое, что ( ( )) ( ).s u g u 
  

Кроме того, сам механизм можно считать эффективным, 

только если ( ( )) ( ( )).
i i

i N i N

s u u g u 

 

   Что подразумевает  сба-

лансированность платежей: ( ( )) 0.
i

i N

t s u




  

3. Применение механизма Гровса–Лейдярда 
для решения задачи распределения ресурсов 

Рассмотрим механизм , , .S t    Каждый агент i N  
сообщает, каким он видит распределение ресурсов в системе, 
причем от любого из агентов он может потребовать «попол-
нить» ресурс. Требуется лишь, чтобы предлагаемое распределе-
ние удовлетворяло первоначальному ресурсному ограничению: 

 { : },
n

i i ji

j N

S s s R


    ,
i N i

S S


  

где 
ji

s  – заявка агента i о том, какое количество ресурса он 
считает нужным выделить агенту j. 

Процедура 
1

( ) { ( ),..., ( )}
n

s x s x s  , определяющее распреде-
ление ресурсов, усредняет заявки всех агентов: 

(3) 
1

1
( ) ,

n

i ij

j

x s s
n 

   .i N  

Трансферы агентов определяются следующим образом. С 

каждого из агентов взимается штраф за «разногласие», опреде-

ляемый следующим образом:  

(4) 2

1

( ) ( ( ) ) ,
n

i j ji

j

p s x s s


  .i N  

Параметр 0   можно трактовать как силу штрафов. Часть 
[0,1]   всех собранных штрафов возвращается агентам – 

делится поровну между ними, поэтому полный трансфер запи-
сывается следующим образом: 
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(5) 
1

( ) ( ) ( ),
n

i i j

j

t s p s p s
n





    ,i N  

Нераспределенная часть штрафов «сжигается» (или остает-

ся у лица, распределяющего ресурс). 
Параметр  удобно трактовать как балансировочный коэф-

фициент, так как при 1   трансферы всегда сбалансированы:   

 s S 
1

( ) 0.
n

i

i

t s


  

Кроме того, при 1   механизм можно трактовать как 

«квадратичное правило» Гровса-Лейдярда [12, 19], применяемое 

к n задач определения объема производства коллективного блага 

при отсутствии затрат на производство этих коллективных благ 
и наличии ограничения на суммарный объем производства  

(
i

i N

x R


 ), связывающий эти задачи
1
.  

Наличие совместных ограничений не позволяет сразу 

утверждать о применимости результатов, полученных при 
исследовании «квадратичного правила» Гровса–Лейдярда для 

рассматриваемой нами задачи, и требует дальнейших теорети-

ческих исследований. 

Опишем некоторые очевидные, но полезные для дальней-
шего исследования свойства данного механизма и индуциро-

ванной им игры  с функциями предпочтений агентов  

 ( ) ( ( )) ( ),
i i i

s u s t s    .i N   

Обозначим 
i i

s S
 
  – обстановку для агента ,i N  

\{ }
.

i j N i j
S S
 
  Обозначим ( )

i i i
br s S


  – функцию наилучшего 

ответа агента: 

 ( ) max ( , ).
i i

i i i i i
s S

br s Arg s s
 



  

Тогда можно записать следующее утверждение: 

                                         

1 В Приложении к статье приведено пояснение данного утверждения. 
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Лемма 1.  Пусть 1.n    Тогда ,u U   ,i N   

i i
s S
 

   функция предпочтения ( , )
i i i

s s


 вогнута и 

! ( )
i i

br s


 = max ( , ).
i i

i i i
s S

arg s s




 

Доказательство леммы 1 и других утверждений приведены 
в Приложении. 

Так как в исследуемой игре множества 
i

S  – выпуклые под-
множества n , а функции ( , )

i i i
s s


 в соответствии с леммой 1 

вогнуты по 
i

s и, по построению, непрерывны по ,
i

s


 то в этой 
игре существуют равновесия по Нэшу, см., например, [4]. 

Важным следствием из леммы 1 является тот факт, что при 
2n   принудительная балансировка трансферов невозможна, 

так как допустимы только значения 1.   Кроме того, если 
исследовать зависимость ( )

i i
br s


 от параметров   и  , кото-

рую будем обозначать как ( , , ),
i i

br s  


 то ,i N   
i i

s S
 

   
( , , )

i i
br s  


= ( ,0, ),

i i
br s 


 где  

 
1

.
1

n

n


 

 



 

Иными словами, функции наилучших ответов агентов для 
механизма с параметрами   и   эквивалентны функциям 
наилучших ответов для механизма с параметрами 0   и  , 
при которых трансферы (5) агентов определяются более простой 
формулой: 

 2

1

( ) ( ( ) ) .
n

i j ji

j

t s x s s


   

Обозначим
\{ }

1

1
j i jk

k N i

x s
n








  – количество ресурса, кото- 

рое предлагают выделить агенту j N  все агенты за исключе-
нием агента .i N  Очевидно, что если агент i согласится с 
«мнением» остального «общества» относительно выделяемого 
агенту j ресурса, т.е. ,

ji j i
s x


  то в соответствии с процедурой 

( )s  получится, что .
j j i

x x


  

Обозначим ,i j N   
ji

  ( ) ,
ji i j i

br s x
 

   

max{0; }.
i ii j i

j N

A x R




     С учетом введенных обозначений, 
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функции наилучшего ответа ( ) { ( )} ,
i i ji i j N

br s br s
  

 ,i N  опре-

деляются следующим утверждением. 
Лемма 2.  Пусть 1.n    Тогда ,u U   ,i N   

i i
s S
 

   
ii

  определяется из решения уравнения
1
 

(6) 
1

i ii i i
u x

n


 
    
 

1
2 (( 1) ),

ii i

n
n A

n



    

 а \ { }j N i  / (1 ).
ji i

A n    

Определив функции наилучших ответов агентов с помощью 

леммы 2, можно осуществить поиск равновесных по Нэшу 
сообщений агентов как неподвижных точек отображения 

( )BR   { ( )} : .
i i i N

br s S S
 

   

Кроме того, лемма 2 формально обосновывает следующее 

рациональное поведение агентов в индуцированной игре. Если 
агенту целесообразно просить для себя большее количество 

ресурса, чем ему предлагает общество, то возникающий от этого 

«дефицит» в рамках своей заявки агенту оптимально устранять, 
уменьшая предлагаемые обществом остальным агентам заявки 

на одинаковую величину – \ { }j N i 
ji

  / (1 ).
ii

n   При 

этом, если в соответствии с заявками остальных агентов, необ-

ходимо распределять весь ресурс ( j i

j N

x R




 ), уравнение (6) 

приобретает следующий вид: 

(7) 
1

i ii i i
u x

n


 
    
 

2 ( 1) ,
ii

n    

и 
ji

  / (1 ),
ii

n  \ { }.j N i  

Ведем обозначение   ,
ii

i N

s R




  которое можно интерпре-

тировать как «дефицит» ресурса в системе – разницу между 

суммой того, что каждый агент просит выделить себе, и доступ-

                                         

1 ( )
i

u  обозначает частную производную ( )
i

u   по ,
i

x  ( )
i

u   – вто-

рую частную производную по .
i

x  
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ным количеством ресурса. Через 1
( )

i
u

   обозначим функцию, 

обратную к ( )u  . 

Утверждение 1.  ,u U   [0,min(1, 1)],n    0   в иг-
ре ( )  существует единственное равновесие Нэша s S


 , 

такое что 

( ) arg max ( ).
i i

x A i N

s u x 

 

     

При этом *
s и ( )s   связаны следующими соотношениями:  

 i N 
* *

( ) ,
i ii

x s s
n


    

\ { }j N i 
* *

( ) ,
( 1)

j ji
x s s

n n


 


 

где   является единственным решением уравнения 

(8) 1
(2 ) .

i

i N

u R



    

Таким образом, утверждение 1 показывает, что исследуе-
мый нами механизм   обеспечивает решение задачи (1) как 
равновесие Нэша в индуцированной им игре агентов ( ),  
которое единственно, и дает понимание того, как связаны рав-
новесные заявки агентов с параметрами механизма и решением 
задачи (1). 

Из утверждения 1 можно получить следующие свойства 
предложенного механизма. В первую очередь, определим 

трансферы агентов (5) в равновесии: 

(9) 
2

*
( ) (1 ) ,

( 1)
i

t s
n n

 


 


 .i N  

Из (9) очевидным образом следует, что трансферы всех 
агентов при любых значениях параметров механизма одинако-
вы. А в сбалансированном механизме ( 1  ) в равновесии 
трансферы отсутствуют. Это можно трактовать следующим 
образом: механизм   позволяет использовать трансферы как 
«угрозу», без необходимости их осуществления при достижении 
эффективного распределения ресурсов. Более того, один из 
основных недостатков механизма Гровса–Лейдярда при приме-
нении его в задаче определения уровня производства коллек-
тивного блага состоял в том, что решение могло оказаться инди-
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видуально нерациональным для отдельных агентов (см., напри-
мер [19]). Отсутствие трансферов в случае применения сбалан-
сированного механизма к рассматриваемой нами задаче означа-
ет, что если оптимальное распределение ресурсов является 
индивидуально рациональным, то и решение игры будет инди-
видуально рациональным для всех агентов. 

Однако обеспечить максимум суммарной полезности аген-

тов при применении механизма можно только при 1 
1
. 

Следствие 1.  u U 
*

1

( ) 0
n

i

i

t s


  тогда и только тогда, 

когда 1.    

Любопытным является также тот факт, что в несбалансиро-
ванном механизме (при 1  ) итоговый трансфер для каждого 
агента уменьшается с ростом силы штрафов, так как (9) можно 
записать как 

 * 2 *(1 )
( ) ( ( )),

( 1)
i i i

t s u x s
n n



 




 
 

откуда видно, что для заданных ,N  u U и R  размеры транс-
феров зависят только от  и  . Причем они обратно пропорци-
ональны последнему параметру – силе штрафов. То есть, увели-
чивая силу штрафов, трансферы агентов также можно сделать 
сколь угодно малыми. 

Таким образом, предложенный механизм позволяет 

реализовать эффективное распределение ресурсов, как 
единственное равновесие Нэша, и при сбалансированных 

платежах является эффективным. 

Проиллюстрируем предложенный механизм на решении 
задачи распределения ресурсов из примера 1. 

Пример 2.  Пусть 3 агента претендуют на ограниченный 
ресурс, доступный в количестве R = 115. Полезность каждого из 
агентов описывается функцией (2). Собственные резервы аген-
тов заданы набором r={1;9;25}, где 

i
r  – резервы агента i, из-

вестные лишь ему.  

                                         

1
 Если отказаться от требования возрастания функций полезности 

агентов, то платежи могут оказаться сбалансированными при 

1  , если решение задачи (1) будет внутренним. 
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В этом случае эффективным будет распределение 

x={49;41;25},  а полезность любого из агентов будет примерно 

7,07. 
Если применить предложенный механизм с параметрами 
1,   0,0005,   то в индуцированной им игре агентов равно-

весными будут следующие заявки (с точностью до второго 
знака после запятой):  

1
{96,14; 17,43; 1,43},s    

2
{25,43; 88,14; 1,43},s    

3
{25,43; 17,43; 72,14}.s   

 Усреднение этих заявок для каждого из агентов дает эффек-

тивное распределение ресурса x={49;41;25}.  То есть каждый из 

агентов просит себе примерно на 47,14 большее количество 
ресурса, чем получает, занижая свои заявки для остальных 

на 23,57.  
В соответствии с (4), штраф за разногласие для любого из 

агентов составят 1,67,
i

p   {1;2;3}.i  Поэтому трансферы 
очевидным образом равны 0 и сбалансированы. 

Увеличение силы штрафов в два раза ( 0,001  ) приведет 
к уменьшению «разногласий» в два раза – каждый агент будет 
просить себе примерно на 23,57 большее количество ресурса, 
чем получает, занижая свои заявки для остальных на 11,785: 

 
1

{72,57; 29,215; 13,215},s   

 
2

{37,215; 64,57; 13,215},s    

 
3

{37,215; 29,215; 48,57}.s   

Очевидно, что распределение ресурсов будет также 
оптимальным – {49;41;25}.x   А штрафы за разногласие также 
уменьшатся вдвое – 0,83

i
p   {1;2;3}.i   Трансферы агентов, 

опять же, будут равны 0 и останутся сбалансированными.  
Если же оставить силу штрафов 0,0005,   но «отменить» 

полностью балансировку – 0,   то заявки агентов будут в 
точности совпадать с описанными в предыдущем абзаце. Не 
изменятся и штрафы за разногласие, но трансферы агентов уже 
не будут сбалансированными – 0,83

i i
t p  {1;2;3}.i   Сум-

марная полезность агентов уменьшится на 2,5.■ 
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4. Исследование сходимости  процесса 
итеративных переговоров на основе 
предложенного механизма 

Реализация равновесия Нэша требует от агентов полной 
информированности о параметрах индуцированной механизмом 
игры, что крайне редко встречается в практических задачах 
распределения ресурсов. Исследуем возможность применения 
механизма в условиях, когда каждый агент может знать только 
свою функцию полезности, доступное количество ресурса, 
общее число агентов и механизм. Для определения распределе-
ния ресурсов между ними используется следующий итератив-
ный процесс переговоров I  на основе предложенного меха-
низма , ,S t   : 

 ( ) ( ( )),x s    ( ) ( ( )) ( ( )),
i i

u x t s      

где 
1

( ) ( ( ),..., ( ))
n

s s s S     – сообщения агентов на итерации 
1.   Процесс переговоров продолжается до такой итерации ,T  

на которой агенты перестанут менять свои заявки: 
( 1) ( )s T s T  . 

Для ответа на вопрос, может ли сойтись данный процесс к 

эффективному распределению за конечное число итераций, 
необходимо сделать предположения о том, как принимает ре-

шения о свей заявке каждый из агентов на каждой из итераций 

процесса и исследовать его свойства, как свойства дискретного 

динамического процесса. Примером простейшей гипотезы о 
принятии решений агентами является динамика Курно, в рамках 

которой каждый агент выбирает свое действие как наилучший 

ответ на действия всех остальных агентов на предыдущей ите-
рации, см., например [12, 28]: 

 ( ) ( ( 1)).
i i i

s br s 


   

Обозначим ( ) ( ).
i ji

j N

s s 


   

Лемма 3.  Если для некоторого 1   ( )s S   таково, что 

( ( )) ,s R    то при поведении агентов в соответствии с 

динамикой Курно ( ( 1)) ( ( )) .s s      Если же ( ( )) ,s R    

то и ( ( 1)) .s R     
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То есть если в рамках динамики Курно ( )s   обеспечивает 
не полное распределение ресурса, то ( 1) ( ( ))s br s    будет 
увеличивать количество распределяемого ресурса. Если же ( )s   
распределяет ресурсы полностью, то ( 1) ( ( ))s br s    также 
будет распределять ресурсы полностью. 

Проведем анализ итеративного процесса в области 
{ : }

i
S s S i N s R     . По сути, необходимо проверить, 
является ли равновесие Нэша притягивающей неподвижной 
точкой отображения ( )BR   (см., например [1]): 

2
{ , }s s S   ( , ) ( ( ), ( )),d s s d BR s BR s    

где ( , )d s s  – расстояние в S  (может быть выбрана произволь-
ная метрика). 

Соответственно, если механизм порождает игру, в которой  
отображение ( )BR   сжимающее для некоторого ,u U  то он 
также называется сжимающим для данного u U  [20, 31]. Если 
механизм является сжимающим, то для целого ряда гипотез 
поведения агентов, включая динамику Курно, итеративный 
процесс при заданном профиле полезностей u U  будет схо-
диться к ( ).s u

  В случае нашего механизма ситуация немного 
сложнее. Обозначим 2

( )BR   ( ( )) :BR BR S S   – «двойное 
отображение», построенное на основе ( ).BR   

Лемма 4. u U  , такого, что s S   существует конеч-

ная 1
:C


 max( ( ( )) ,

i i
i N

u x s C


   то найдутся такие 

1
max( ( ( )),

2
i i

i N
u x s

n




   при которых 2
( )BR   является сжима-

ющим отображением.  
Так как отображение 2

( )BR   сжимающее, то оно имеет 
единственную неподвижную точку. Очевидно, что неподвижная 
точка отображения ( ),BR   которую мы нашли ранее, будет 
также и неподвижной точкой отображения 2

( ).BR   Поэтому 
можно сформулировать следующее утверждение. 

Утверждение 2.  Эффективное распределение ресурса реа-

лизуется в итеративном процессе I  для любого профиля 

предпочтений из U , такого, что существует конечная 

1
:C


 max( ( ( ))

i i
i N

u x s C


  , а агенты действуют по динамике 

Курно. 
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К сожалению, результаты по стратегиям поведения агентов, 

отличным от динамики Курно [9, 12, 28], требует дополнитель-

ной проверки для рассматриваемого механизма, так как меха-
низм не является сжимающим в классическом определении. 

Однако результаты, полученные для динамики Курно, имеют 

самостоятельную ценность, потому что именно подобная дина-
мика реализуется в алгоритмах распределенной оптимизации в 

мультиагентных системах по типу [15]. Исследуемый нами 

механизм может быть применен для решения аналогичных 

задач. 
Кроме того, открытым остается вопрос о скорости сходимо-

сти итеративного процесса к равновесию Нэша. Из доказатель-
ства леммы 4 следует, что делать   очень большой не целесо-
образно: в этом случае в итеративном процессе переговоров 
агенты будут стремиться минимизировать значения штрафов – 
процесс будет достаточно быстро сходиться к среднему ариф-
метическому стартовых заявок агентов, затем медленно дви-
гаться в сторону эффективного распределения. 

Проиллюстрируем полученные в данном разделе результа-

ты на нескольких примерах. 

Пример 3.  Действие механизма при поведении агентов в 
соответствии с динамикой Курно. 

Рассмотрим постановку задачи распределения из примера 1, 
взяв параметры механизма, рассмотренные в примере 2: 1  , 

0,0005  . Как видно из примеров 1 и 2, при данных парамет-
рах штрафы за разногласие в равновесии ( 1,67 ) в некотором 
смысле «сопоставимы» с той полезностью, которую получает 
любой из агентов при эффективном распределении ресурсов –

7,07 . Рис. 1 демонстрирует динамику выигрышей (который 
могли бы получить агенты, если бы переговоры закончились бы 
на этой итерации) и заявок агентов (про количество ресурса для 
агента 1) в случае, если на первой итерации каждый агент по-
просил отдать весь ресурс ему.  

Параметры 1  , 0,0005   удовлетворяют условию лем-
мы 4 той части области S , где любой из агентов получает не 
менее 31

i
r  единицы ресурса. 

Начиная с итерации 8, получаемый каждым агентом ресурс 

отличается от оптимального не более чем на 1. Оптимальное 
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распределение достигается только на 39-й итерации. На любой 

итерации после 39-й агенты не меняют своих заявок. ■ 

 

 

Рис. 1. Выигрыши агентов и их заявки про ресурс для агента 1 
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Динамика Курно, как уже было сказано выше, одна из базо-

вых моделей принятия решений. И если для искусственных 

мультиагентных систем данная динамика может быть «запро-
граммирована» априори [15], то принятие решений реальными 

людьми крайне редко может быть описано в рамках данной 

динамики [17]. Более того, ожидать, что рациональный субъект 
может следовать данной модели принятия решений можно лишь 

в том случае, если она будет увеличивать его выигрыш. 

Приведем пример модели поведения рационального пове-

дения агентов, в которой эффективное распределение ресурсов 
не может быть достигнуто в процессе итеративных переговоров.  

Пример 4.  Отказ агентов от динамики Курно. 
Если в модели, использованной в предыдущих примерах, 

ресурс между агентами делится поровну, то агент 3 (
3

25r  ) 
получает полезность 7,95,  т.е. больше, чем при эффективном 
распределении ресурса – 7,07.  Агенты 1 (

1
1r  ) и 2 (

2
9r  ) 

получают при этом меньшую полезность, чем при эффективном 
распределении ресурсов. То есть агент 3 предпочел бы, чтобы 
ресурс делился поровну по эффективному распределению, в то 
время как агенты 1 и 2 – наоборот. 

Рассмотрим динамику заявок агентов, полученную в при-
мере 3, в которой на первой итерации каждый агент попросил 

отдать весь ресурс себе. Из (3) следует, что в этом случае ресурс 

между ними будет поделен поровну, а из (5) – что трансфер 

каждого агента будет равен 0. Поэтому выигрыш каждого из 
агентов будет в точности равен полезности от полученного 

ресурса. 

Если агент 3 действует по динамике Курно, выбирая на 
каждой итерации свою заявку, как наилучший ответ на обста-

новку на предыдущей итерации, то его выигрыш в игре (полез-

ность минус трансферы) будет уменьшаться с каждой итераци-
ей, за исключением первой (см рис. 1). Более того, выигрыш, 

который он может ожидать, выбирая наилучший ответ, будет 

всегда меньше, чем тот, который реализуется на соответствую-

щей итерации. В отличие от двух других агентов, чьи выигрыши 
будут возрастать. 

Вот почему у агента 3 может возникнуть мотивация отка-

заться следовать динамике Курно как стратегии своего поведе-
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ния. В частности, он может не уменьшать то количество ресур-

са, которое он просит себе, все время требуя отдать весь ресурс 

ему. 
На рис. 2 приведены графики изменения выигрышей аген-

тов и ресурса, который будет получать агент 1 для случая, если 
агент 3 решил не менять заявку 

33
s R  на всех итерациях, но 

минимизирует свой трансфер за счет выбора заявок 
13

s  и 
23

s  в 
соответствии с динамикой Курно.  

Агенты 1 и 2 действуют в соответствии с динамикой Курно 
до 10-й итерации. На второй итерации выигрыш агента 3 значи-
тельно уменьшается, а выигрыши агентов 1 и 2 растут. Но, 
начиная с 3-й итерации и вплоть до 15-й, выигрыши агентов 1 и 
2 оказываются меньше, чем на итерации 1. Более того, начиная с 
13-й итерации заявки агентов 1 и 2 оказываются «равновесны-
ми» в том смысле, что каждому из них невыгодно от них откло-
няться, при условии, что агент 3 не будет менять свою заявку

1
. 

Для агента 3 сообщение 
33

s R  не является компонентой его 
наилучшего ответа на всех итерациях вплоть до 14-й: 

33 3
( ( 1)).R br s 


    

На 15-й итерации агент 2 отказывается от модели поведения 
по динамике Курно. Мотивацией данного отказа может служить 
тот факт, что выигрыш его все время убывал, в отличие от 
агента 1, чей выигрыш пускай и незначительно, но возрастал. А, 
как было упомянуто выше, после 13-й итерации заявки агентов 
перестали меняться. Поэтому на 15-й итерации агент 2 меняет 
свою заявку про тот ресурс, который он просит себе на старто-
вую – 

22
(15)s R . И далее не меняет 

22
,s  выбирая в соответ-

ствии с динамикой Курно лишь компоненты заявки 
12

s  и 
32

,s  
минимизируя свой трансфер. На итерации 15 он несколько 
теряет в выигрыше, но начиная с 16-й итерации и далее агент 2 
получает больший выигрыш, чем при выборе им стратегии 
наилучших ответов на ранних итерациях.  

Начиная с итерации 15, только агент 1 выбирает свою заяв-

ку как наилучший ответ на заявки оппонентов. При этом аген-

ты 2 и 3 просят для него отрицательное количество ресурса, 
минимизируя свои трансферы. 

                                         

1 При моделировании с точностью 10–3. 
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Рис. 2. Выигрыши агентов и их заявки про ресурс для агента 1 
при последовательном отказе агентов следовать динамике 

Курно 

Но, начиная с 20-й итерации тот ресурс, что агент 1 может 
получить, как и его наилучший ответ, перестают сильно менять-
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ся, а его выигрыш оказывается 4,85.  Начиная с 23-й итерации 
в рамках рассматриваемой нами точностью агент 1 не может 
улучшить свой выигрыш, меняя свои заявки в рамках динамики 
Курно. Если агент 1 откажется следовать динамике Курно, то он 
может увеличить свой выигрыш. В нашем примере на итерации 
25 он перестает следовать наилучшим ответам и просит отдать 
весь ресурс себе. И далее не меняет 

11
,s  выбирая в соответствии 

с динамикой Курно лишь компоненты заявки 
21

s  и 
31

,s  миними-
зируя свой трансфер. В этом случае, если все агенты не меняют 
заявки про ресурс для себя, но выбирают заявки про остальных, 
минимизируя свой трансфер, то начиная с итерации 34 заявки, 
выигрыши всех агентов и выделяемый им ресурс оказываются 
такими же, как и на первой итерации.  

На всех итерациях, кроме 2-й, выигрыш агента 3 оказывает-

ся больше, чем при эффективном распределении ресурсов, 

поэтому выбранная им стратегия может считаться рациональной 
(точнее ограниченно рациональной). При этом эту стратегию 

поведения можно охарактеризовать, как «несговорчивую».  

Суммарный выигрыш агентов меньше максимального, что 
естественно. ■ 

Действуя в рамках «робастного» подхода, можно утвер-

ждать, что пример 4 иллюстрирует тот факт, что итеративный 

переговорный процесс не гарантирует эффективного распреде-
ления ресурсов при достаточно рациональных гипотезах пове-

дения агентов.  

5. Уменьшение размерности пространства 
сообщений агентов 

Предлагаемый механизм требует от агентов сообщения 
полного вектора распределения ресурсов. Что может быть за-
труднительным на практике, особенно если число агентов вели-
ко. Кроме того, агенты могут использовать возможность сооб-
щать полный вектор для кооперации друг с другом, сообщая 
скоординированную заявку. В частности, возможны ситуации, в 
которых сообщество разделяется на две группы. Тогда их взаи-
модействие можно рассматривать как игру двух агентов, что 
при сбалансированных платежах может не позволить реализо-
вать эффективное распределение, так как в этом случае окажет-
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ся, что 0   и у двух групп будут отсутствовать стимулы 
договариваться. Поэтому целесообразным представляется ис-
следование возможности исключения кооперации между аген-
тами за счет координации своих заявок. 

Полученные в разделе 3 результаты по виду функций 
наилучших ответов агентов мотивируют исследовать возмож-
ность построения модификации исследуемого механизма, в 
которой каждый агент будет сообщать лишь то, сколько ресурса 
хочет получить лично он – ˆ ˆˆ ˆ, , ,S t    где .

i
S   

Сохраним обозначение заявки агента 
ii

s , i N . 

Из утверждения 1 следует, что в равновесии каждый агент 
по процедуре ˆ :

n
X   должен получать ресурс в количестве 

(10) ˆ .
ii

i N

i ii

s R

x s
n





 


 

Предположим, что таким же образом ресурс будет распре-

деляться для всех возможных заявок агентов, таких что 

0.
ii

i N

s R


   В случае отсутствия дефицита каждый агент будет 

получать, сколько просит: i N  .
i ii

x s  

С каждого агента будем брать платеж 2ˆˆ ( ) .
i ii i
t s x   Оче-

видно, что платежи всех агентов будут одинаковы, поэтому 

балансировка платежей недопустима – в противном случае 

реальный платеж каждого агента всегда будет нулевым. Спра-
ведливы следующее утверждения. 

Лемма 5.  Механизм ˆ ˆˆ ˆ, ,S t    реализует эффективное 
распределение ресурсов как единственное равновесие Нэша в 
индуцированной им игре агентов ˆ( ).  

Лемма 5 позволяет сформулировать утверждение об эквива-
лентности между механизмами , ,S t    и ˆ ˆˆ ˆ, , .S t    
Эквивалентными считаются механизмы (распределения ресур-
сов), которые для любого профиля предпочтений агентов реали-
зуют одинаковое распределение ресурсов. 

Утверждение 3.  Пусть механизм , ,S t    задан па-
раметрами 0,   1.   Механизм ˆ ˆˆ ˆ, ,S t   , в котором  

2

1ˆ :
( 1)

n

n n
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1) эквивалентен механизму , , ;S t    
2) равновесные заявки агентов в механизме ˆ ˆˆ ˆ, ,S t    

совпадают с равновесными заявками про собственный ресурс в 
механизме , , .S t    

Таким образом, для отдельных параметров механизма 
, ,S t    оказывается возможным построение эквивалент-

ного ему механизма ˆ ˆˆ ˆ, ,S t   , в котором все агенты сооб-
щают только заявку на ресурс для себя. Однако балансировка 
этого механизма невозможна, поэтому, в отличие от механизма 

, ,S t   , его нельзя считать эффективным. Но для него 
справедлива аналогичная зависимость абсолютных платежей 
агентов от силы штрафов: 

 

2

* *( 1)
ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ( )).

ˆ
i

i i

i

un n
p s x s

x





 

То есть имеется возможность сделать платежи агентов сколь 

угодно малыми, что позволяет трактовать его, по аналогии с 
[29], как почти эффективный. 

Однако из-за ненулевых платежей в механизме 
ˆ ˆˆ ˆ, ,S t    нельзя гарантировать, что будет обеспечена инди-

видуальная рациональность решения для всех агентов.  
В тоже время на основе итеративного процесса переговоров 

I  можно предложить «редуцированный» итеративный процесс 
переговоров Î , в котором на каждом итерации у агентов 
спрашиваются только их заявки про ресурс для себя – ( ),

ii
s   

.i N  Причем i N  (1) .
ii

s R  При этом заявки агента о том, 
какое количество ресурса следует выделять каждому из осталь-
ных агентов, определяются следующим образом. 

На первой итерации, если поданные заявки агентов не мо-

гут быть удовлетворены, то считается, что агент предлагает весь 
оставшийся после удовлетворения его заявки ресурс поделить 

поровну между остальными агентами. То есть если  

 (1) ,
ii

i N

s R


   

то ,i N   \ { }j N i   (1) .
1

ii

ji

R s
s

n





 

Если в системе нет дефицита ресурсов, то считается, что все 
агенты согласны с поданными заявками. То есть при  
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 (1)
ii

i N

s R


   

 i N  , \ { }j N i   (1) (1)
ji jj

s s . 

Для любой итерации 1   для каждого из агентов его заяв-
ки про количество ресурса для каждого из остальных агентов 
рассчитываются как его наилучший ответ в игре ( )  на обста-
новку на предыдущей итерации: 

\ { }j N i  ( ) ( ( 1)),
ji ji i

s br s 


   предполагая, что  

 ( ( 1)) ( ).
ii i ii

br s s 


    

То есть при  

 
\{ }

( ) ( 1)
ii j i

j N i

s x R 




      

 ( ) ( 1).
ji j i

s x 


    

Иначе  

 
1

( ) ( 1)
1

ji j i i
s x A

n
 


  


,  

где 
\{ }

i ii j i

j N i

A s x R




   . 

В рамках данного итеративного процесса переговоров ди-
намика Курно подразумевает, что каждый агент будет выбирать 
свою заявку на каждой итерации как решение уравнения (6), 
беря в качестве обстановки заявки всех агентов про количество 
ресурса для него ( 1).

i i
s 


  
Очевидно, что если итеративный процесс I  обеспечивает 

сходимость к равновесию Нэша в игре ( )  в предположении, 
что агенты действует в соответствии с динамикой Курно, то и 
Î  также обеспечит сходимость к этому равновесию.  

Предлагаемый итеративный процесс Î  исключает воз-
можность кооперации агентов путем координации заявок, так 
как каждый агент может выбирать заявку «про себя», а меха-
низм будет перераспределять создаваемый этой заявкой дефи-
цит поровну между всеми другими агентами. Но он остается 
уязвимым к поведению, иллюстрируемому рис. 2 – когда неко-
торые агенты (или все) не действуют по динамике Курно. Более 
того, для ситуации, рассмотренной в примере 4, для агента 3 не 
существует угрозы кооперации агентов 1 и 2. 
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6. Экспериментальная апробация  

Для экспериментальной апробации полученных 

теоретических результатов и результатов компьютерного 
моделирования была разработана деловая игра и 

информационная система для ее проведения на основе 

программы zTree [16]. 
В данном разделе описывается серия игр, проведѐнная 

с целью проверки предлагаемого механизма ρ в максимально 

свободных условиях и с различными участниками: 
 в системе были реализованы одновременно оба 

итеративных процесса переговоров I  и Î , игроки могли 
свободно выбирать между ними в процессе игры. 

 игрокам не запрещалось общаться в реальности во время 

проведения экспериментов (игр). 
Игрокам предлагалась следующая ситуация, приближенная 

к реальности: игроки-студенты делят между собой время на 
консультацию у преподавателя; выигрыш каждого игрока 
является оценкой за экзамен и монотонно зависит от 
полученного времени консультации, определяясь функцией (2), 
где тип i-го игрока 

i
r  определял его начальные «знания», из-

вестные лишь ему. 
Параметры игры подбирались таким образом, чтобы 

выигрыш каждого игрока в Парето-оптимуме составлял при-

мерно 7 баллов по десятибалльной системе (4 по пятибалльной). 
Для получения большего балла (оценки отлично) игроку нужно 

было «выторговать» большее количество ресурсов, чем в опти-

мальном распределении. 

Порядок проведения игр был следующий: 
1. Теоретическое объяснение игры и применяемого меха-

низма распределения ресурса. 

2. Обучающая игра с возможностью обсудить с ведущим не-
понятную ситуацию. 

3. Серия реальных игр; 

4. Объявление результатов. 
Организаторы игры разбивали имеющийся коллектив на 

группы (по 3 или по 5 человек), каждая группа играла свою 

игру. Если коллектив мог быть разбит на несколько групп, то 
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перед каждой следующей игрой разбиение коллектива на груп-

пы изменялось случайно. Номера (и соответственно типы) 

игрокам назначались случайно перед каждой игрой и в течение 
одной игры не менялись. Таким образом, если человек играл в 

нескольких играх, его тип мог меняться от игры к игре. 

Среди участников игр были студенты МФТИ (факультеты 
РТК и ИБС) и сотрудники ИПУ РАН, при этом игры проводи-

лись по отдельности: со студентами ФРТК МФТИ (бакалаври-

ат), со студентами ФИБС МФТИ (магистратура) и с сотрудни-

ками ИПУ РАН. 
Игрокам также раздавались распечатанные инструкции к 

игре и к информационной системе проведения игры. Полный 

текст инструкции игры доступен по адресу 
http://www.mtas.ru/games/gl. 

Исходной, «Базовой», являлась игра, описанная в приме-
ре 2: число игроков 3n  , распределяемое время консультаций 

115R  , собственные знания (типы агентов) принадлежат набо-
ру {1;9;25}r  , причѐм каждый тип может принадлежать только 
одному игроку. Параметры механизма 1   и 0,0005   были 
выбраны по следующим соображениям. Во-первых, штрафы 
игроков в равновесии ( 1,67 , см. пример 2) были сопоставимы 
с той полезностью, которую получают игроки получают при 
оптимальном распределении ресурсов ( 7,07 , см. пример 2). 
Во-вторых, данные параметры механизма удовлетворяют требо-
ваниям утверждения 2 в значительной области возможных 
значений вектора распределения ресурсов − см. пример 3. 

Каждый игрок знал все перечисленные выше параметры, но 

не знал, какими именно типами из набора обладают другие 

игроки. Кроме того, априори игрокам не было известно, кто 
именно из других участников эксперимента играет с ним в 

одной игре. Однако с учетом того, что общение между участни-

ками игр не ограничивалось, данную информацию игроки могли 
получить в ходе игры. 

Игра (в группе) заканчивалась, если все игроки перестали 

менять свои заявки или было достигнуто 100 итераций (τ ≤ 100, 
игра заканчивается после совершения 100-й итерации). При этом 

выигрыш игрока определяется как его выигрыш в игре на 

последней итерации. 
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Хотя динамика Курно не приводит игроков к ситуации 

выдачи кому-либо отрицательного ресурса, в реальной ситуации 

нельзя исключить такой возможности, поэтому была 
реализована система штрафов, при которой сильно (10 000 

баллов) штрафуется игрок, получивший отрицательное количе-

ство ресурса и тот игрок, заявка которого оказала решающее 
влияние на это. 

На каждой итерации игрок мог выбирать между действием 
по ,I  определяя самостоятельно все компоненты своей заявки 
(полный вектор распределения ресурсов) или по ˆ ,I  определяя 
лишь компоненту заявки про собственный ресурс, делегируя 
системе выбор других компонент заявки. 

Кроме «Базовой» игры в эксперименте использовались сле-
дующие ее модификации:  

1. «5 игроков», в которой {1;9;25;1;9}r  и 205R  . 
2. «Без балансировки»: 0.   

В таблице 1 приведено общее число игр каждого типа и 
общее число итераций. 

Таблица 1. Типы игр 

Тип игры 

Комбинация  

параметров 

( , , )n   

Количество 

игр 

Общее количе-

ство итераций 

Базовая (1; 0,0005; 3) 6 553 

5 игроков (1; 0,0005; 5) 3 123 

Без балансировки (0; 0,0005; 3) 10 93 

 

Общий итог данной серии экспериментов следующий.  

1. Ни в одной из проведенных игр не наблюдалась динамика 
Курно. 

2. Эффективное распределение ресурсов (а также почти) бы-

ло достигнуто в 8 играх (в «Базовых» – 1, в «5 игроков» – 1, в 

«Без балансировки» – 6), причем во всех этих случаях эффек-
тивное распределение было достигнуто в результате полной 

кооперации агентов. 

3. Кооперативное поведение наблюдалось в 13 играх (в «Ба-
зовых» – 3, в «5 игроков» – 3, в «Без балансировки» – 7), причем 

образование полной коалиции наблюдалось в 12 случаях. Игры, 
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в которых отсутствует кооперативное поведение, будем назы-

вать некооперативными, другие – кооперативными: 

(не)кооперативные «Базовые» игры и т.п. В одной игре образо-
валось две коалиции игроков (двое против одного в игре «Без 

балансировки»). 

4. Среднее число итераций – 14,95, среднее число итераций 
по типам игр: «Базовые» – 33, «5 игроков» – 15, «Без баланси-

ровки – 4,1». 

Некооперативное поведение наблюдалось лишь в 6 играх – 

по три в «Базовых» и в «Без балансировки», но эти игры сильно 
отличаются даже по среднему количеству итераций, поэтому 

сравнивать их между собой не стоит.  

Сравним средние по играм заявки игроков о себе на по-
следних итерациях (в конце игры) с заявками игроков о себе, 

равновесными по Нэшу, т.е. насколько далеко средние заявки о 

себе отличались от равновесных по Нэшу в конце игр. В трѐх 

некооперативных «Базовых» играх средние заявки о себе игро-
ков типа 1, 2 и 3 представлены в таблице 2: жирным шрифтом 

выделены заявки игроков о себе, через знак «/» – равновесные 

по Нэшу заявки игроков о себе. Видно, что отличие от равно-
весной по Нэшу заявки существенное и разное по направлению 

для игроков разного типа. Так, заявки 1 и 2-го игроков для себя 

меньше равновесных, тогда как заявка 3-го игрока больше. 

Таблица 2. Средние по играм заявки игроков на последней 

итерации «Базовых» некооперативных игр. 

 Заявка игрока 1 Заявка игрока 2 Заявка игрока 3 

Об игроке 1 63 / 72,6 42,8 / 37,2 29,6 / 37,2 

Об игроке 2 32 / 29,2 50,3 / 64,6 12,05 / 29,2 

Об игроке 3 20 / 13,2 21,9 / 13,2 61,7 / 48,6 

 

Посмотрим, какие при этом на последних итерациях полу-

чаются распределения ресурсов в среднем в отличие от эффек-
тивного распределения и распределения поровну. По таблице 3 

видно, что среднее распределение ресурса не строго приближа-

ется к эффективному из-за 2-го игрока, а в сумме даже меньше 
общего количества 115 единиц. 
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Таблица 3. Средние по играм получаемые ресурсы игроков на 

последней итерации «Базовых» некооперативных игр 

 Ресурс игрока 1 Ресурс игрока 2 Ресурс игрока 3 

Поровну 38 1/3 38 1/3 38 1/3 

Среднее 45,1 31,5 34.5 

Эффект 49 41 25 

 

По таблице 3 видно, что второй игрок в среднем получает 
значительно меньше как ресурса поровну, так и ресурса при 

эффективном распределении, следующая таблица показывает, 

что это повлияло на его выигрыш. В таблице 4 представлены 

сравнения средних по играм выигрышей на последней итерации. 
При том, что заявки и выдаваемый ресурс достаточно далеки от 

равновесных, выигрыши игроков не слишком далеки от эффек-

тивных. 

Таблица 4. Средние по играм выигрыши игроков на последней 

итерации «Базовых» некооперативных игр 

 
Выигрыш 

1-го 

Выигрыш 

2-го 

Выигрыш  

3-го 
Сумма 

Поровну 6,3 6,9 7,9 21,1 

Средний 6,8 6,5 7,4 20,7 

Эффективный 7 7 7 21,2 

 

Таким образом, интересно, что игроки 2-го типа выигрыва-

ют меньше, чем игроки 1-го и 3-го типов. Это же оказалось 
верно и для некооперативных игр «Без балансировки». 

Для статистического подтверждения различия поведения 

игроков разных типов был проведѐн тест Kruskall–Wallis [25] 
для 3 групп: заявок о себе трѐх типов игроков «Базовых» игр по 

всем итерациям. Значение теста составило величину порядка  

10
-5

 при значении порога 0,05, что означает, что заявки о себе 

для разных типов игроков «Базовых» игр статистически различ-
ны. 

Далее приведѐм графики средних заявок игроков о себе sii 

по всем итерациям для кооперативных и некооперативных 
«Базовых» игр. На рис. 3 сплошная линия – линия средних 

заявок от всех игр, остальные прерывистые линии – линии 
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средних заявок для конкретных игр, над графиком надписано 

общее среднее по всем итерациям (на рис. 3а также видно, что 

две игры закончились раньше 30 итераций). 

 
  а)       б) 

Рис. 3. Графики средних сообщений о себе для некооперативных 

(а) и кооперативных (б) «Базовых игр» 

Заметим, что в некооперативных играх среднее заявок о 

себе больше, тогда как характер поведения отдельных игр 

различен. В играх «Без балансировки» среднее заявок о себе 
также выше в некооперативном случае. Возможно, это результат 

«борьбы» игроков за свой ресурс в некооперативных случаях. 

Ненаблюдаемость динамики Курно в поведении реальных 

игроков в течение всей игры была вполне ожидаема. Но в ходе 
эксперимента мы пытались также получить ответ на вопрос, 

наблюдается ли данное поведение локально (в рамках отдель-

ных итераций). 
Для этого проанализируем заявки всех игроков на всех ите-

рациях на предмет соответствия следующим моделям поведе-

ния: 

 «Неподвижные заявки»; 

 «Индикаторное поведение» [3]; 

 «Наилучший ответ». 

Для пояснения данных моделей поведения введем следую-

щие дополнительные понятия. Будем называть направлением 

вектора – вектор знаков его компонент, а направлением измене-

ния вектора заявок si(τ) i-го игрока на итерации τ – направление 
Δi(τ) = si(τ) – si(τ – 1). Определим  
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 si(τ, γ) = si(τ – 1) + γ [bri(s-i(τ – 1)) – si(τ – 1)] 

К классу «Неподвижные заявки» относятся следующие 

формальные модели поведения: 

 «Не двигается (С)»: {si(τ) = si(τ, 0) }, 

 «Почти не двигается (С(0,1))»:  

{si(τ) | si(τ) = si(τ, γ), –0,1 < γ < 0,1}, то есть относитель-

ное изменение вектора заявок игрока не превышает 1/10 

расстояния до наилучшего ответа по каждой компоненте. 
К классу «Индикаторное поведение»: 

 «Индикаторное поведение (IB)»: 

{si(τ) | si(τ) = si(τ, γ), 0 < γ ≤ 1}, это классическое определе-

ние индикаторного поведения [3], 

 «В сторону наилучшего ответа (IB+)» 

{si(τ) | si(τ) = si(τ, γ), 0 <γ}, таким образом, заявка игрока 
двигается в сторону наилучшего ответа, но может выйти 

сколь угодно далеко за него. 

К классу «Наилучший ответ»: 

 «Наилучший ответ с точностью ε (BR(ε)): 

{si(τ) | si(τ) = si(τ, γ), 1 – ε < γ ≤ 1 + ε}. BR(0) – динамика 

Курно: si(τ) = bri(s-i(τ – 1)), 

 «Наилучший ответ по собственной заявке с точностью ε 

(BRi(ε))»: {si(τ) | sii(τ) = sii(τ, γ), 1 – ε < γ ≤ 1 + ε}. 

 «Наилучший ответ по остальным (BR-i(ε)): 

{si(τ) | s-ii(τ) = s-ii(τ, γ), 1 – ε < γ ≤ 1 + ε}. 

Рассматривать будем ε ∈ {0; 0,1; 0,2}: «0» соответствуют 

точные модели, а остальным значениям модели «с точностью», 
выбор именно таких значений ε обусловливается эмпирически 

желанием выбрать малые окрестности, при этом значение 0,2 – 

это уже не совсем малая величина, так как она соответствует не 
абсолютному, а относительному расстоянию до наилучшего 

ответа. 

Таблица 5 показывает соответствие заявок исследуемых ти-

пов игр классам и моделям поведения. 
Из таблицы ясно, что хорошей модели, объясняющей 

поведение игроков, пока не удалось найти – из содержательных 

моделей ни одна не выходит за 10% встречаемости, за 
исключением моделей «(Почти) не двигается», которые 
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объясняют около трети всех заявок. Кстати, именно такой моде-

ли поведения соответствует динамика, описанная в примере 4. 

Таблица 5. Анализ поведения 

Имя набора Весь набор Тип 1 Тип 9 Тип 25 

Всего заявок 553 183 185 185 

C 141 (25,5%) 44 (24,0%) 58 (31,4%) 39 (21,1%) 

C(0,1) 191 (34,5%) 66 (36,1%) 75 (40,5%) 50 (27,0%) 

IB 36 (6,5%) 13 (7,1%) 8 (4,3%) 15 (8,1%) 

IB+ 58 (10,5%) 18 (9,8%) 17 (9,2%) 23 (12,4%) 

BR(0) 0 (0,0%) 0 (0,0%) 0 (0,0%) 0 (0,0%) 

BR(0,1) 0 (0,0%) 0 (0,0%) 0 (0,0%) 0 (0,0%) 

BR(0,2) 2 (0,4%) 1 (0,5%) 0 (0,0%) 1 (0,5%) 

BRi (0,1) 10 (1,8%) 1 (0,5%) 4 (2,2%) 5 (2,7%) 

BRi (0,2) 18 (3,3%) 4 (2,2%) 5 (2,7%) 9 (4,9%) 

BR-i (0,1) 2 (0,4%) 0 (0,0%) 0 (0,0%) 2 (1,1%) 

BR-i (0,2) 3 (0,5%) 1 (0,5%) 0 (0,0%) 2 (1,1%) 

 

Если расположить модели в порядке убывания их 
встречаемости в объѐме данных, то приблизительно первые 

четыре: «в сторону BR», BRi(0,2), IB, «за BR». Первая и 

последняя модели слишком абстрактные, а вторая и третья 

говорят о том, что улучшение заявки по ресурсу для себя и 
индикаторное поведение занимают некоторое заметное место 

среди поведения игроков. Интересно также, что наибольшее 

количество заявок, совпадающих с IB, было у игроков с типом 
r = 25. 

Приведѐм ещѐ графики, показывающие наглядно динамику 

средних заявок о себе в соотнесении с наилучшими ответами. 

На рис. 4 светлые столбцы соответствуют наилучшим ответам, а 
тѐмные – средним заявкам игроков, высота столбцов показывает 

величину отклонения заявки на предыдущей итерации от 

наилучшего ответа и от заявки на текущей итерации соответ-
ственно. Отклонения от наилучших ответов взяты по модулю, а 

тѐмные столбцы вниз соответствуют случаям, когда заявка на 

текущей итерации была в другую сторону от наилучшего ответа 
на ситуацию с предыдущей итерации. Видно, что игроки каждо-

го типа порой ведут себя нерационально. 
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          (а)    (б) 

 
  (в)        (г) 

Рис. 4. Динамика средних заявок о себе в сравнении с 

наилучшими ответами в «Базовых» некооперативных играх. 

Средние (а) –по всем типам; (б) – по первому типу;  
(в) – по второму; (г) – по третьему типу 

Заявки, которые не удалось идентифицировать с помощью 

предложенных моделей, содержат компоненты, которые изме-
нялись не по направлению к наилучшему ответу по данной 

компоненте относительно заявки на предыдущей итерации (т.е. 

не могла считаться рациональной вообще). Модель, адекватно 

объясняющую такое поведение, авторам пока не удалось 
предложить. Возможно, что игроки действуют 

«нерационально», пытаясь бороться за ресурс и не учитывая 

штрафы. Или наоборот пытаются предсказать поведение 
оппонентов на несколько итераций вперѐд, т.е. применять 

рефлексию. В дальнейшем можно исследовать ходы игроков на 

совпадение с рефлексивными моделями, как, например, в [9]. 
Отдельный вопрос для анализа – игры, в которых проявилось 

кооперативное поведение с более чем двумя коалициями. 
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Следующий планируемый этап проверки механизма – 

проведение серии игр с «редуцированным» механизмом, реали-

зующим только итеративный процесс ˆ ,I  который отсекает 

некоторые нежелательные модели поведения игроков – в част-
ности кооперацию путем согласования сообщаемых заявок. 

7. Заключение 

Основным результатом данной статьи можно считать тот 
факт, что авторам удалось на основе подхода, предложенного 

в [7] – представления задачи распределения ресурсов как задачи 

многокритериального голосования, – предложить механизм, 

эффективно решающий задачу распределения ресурсов на осно-
ве механизма, однокритериального голосования. Предложен 

механизм, обеспечивающий эффективное распределение ресур-

са как единственное равновесие Нэша в индуцированной им 
игре агентов и обеспечивающий максимум суммарной полезно-

сти агентов.  

Разработанный авторами инструментарий для проведения 

экспериментальных игр позволяет проводить апробацию при-
менимости механизма для решения различных прикладных 

задач распределения ресурсов.  

Однако остаѐтся открытым целый ряд вопросов, которые 
требуют дальнейшего теоретического и экспериментального 

исследования, среди которых особенно хочется выделить сле-

дующие. 
1. Ослабление ограничений на класс функций полезности 

агентов. Для большинства прикладных задач в лучшем случае 

можно будет обеспечить выполнимость условия вогнутости. В 

статье, посвященной применению данного механизма для реше-
ния задачи активной экспертизы [8], было показано, что поло-

жительные результаты о существовании эффективного решения 

как равновесия Нэша в игре агентов могут быть распространены 
на класс кусочно-линейных вогнутых функций полезности. 

Однако динамические свойства механизма не исследовались. 

Поэтому представляется интересным распространение получен-
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ных в данной статье результатов на класс кусочно-линейных 

функций полезности. 

2. Исследование свойств механизма и процессов итератив-
ных переговоров в рамках различных гипотез о поведении 

агентов, так как в статье была исследована лишь «простейшая» 

модель поведения – динамика Курно. Причем, как это было 
показано в статье, в игре, кроме единственного и эффективного 

равновесия Нэша, могут существовать и равновесия других 

типов, например равновесие в безопасных стратегиях [6], не 

позволяющие обеспечить эффективность распределения ресур-
сов. В защиту предложенного механизма следует отметить, что 

данный вопрос вообще является открытым и актуальным для 

теории построения эффективных экономических механизмов. 
3. Исследование методов обеспечения устойчивости меха-

низма к кооперативному поведению участников, в рамках кото-

рого участники делятся на несколько коалиций. Полученные в 

статье результаты позволяют предположить, что наихудшей с 
точки зрения механизма ситуацией является разделение всего 

сообщества на две коалиции. Остальные коалиционные конфи-

гурации не должны представлять проблем для работоспособно-
сти механизма. Однако это вопрос требует более детального 

изучения, включая сопоставление с кооперативным моделями 

распределения ресурсов [5, 10]. 

8. Приложение 

Сопоставление механизма , ,S t   с «квадратичным 
правилом» Гровса–Лейдярда. 

Будем обозначать { }
k

ki i N
s s


  – вектор заявок всех агентов 

относительно ресурса, выделяемого агенту k N .  
Очевидно, что (3) тогда можно записать следующим обра-

зом: 

 
1

1
( ) ( ) .

n
k

k k ki

i

x s x s s
n 

    

Тогда i N   выражение (4) можно переписать как  

 
1

( ) ( ),
n

k

i ki

k

p s p s
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где 

 2
( ) ( ( ) ) .

k k

ki k ki
p s x s s   

А выражение (5) можно представить как 

 
1

( ) ( ),
n

k

i ki

k

t s t s


  

где 

1

( ) ( ) ( ).
n

k k k

ki ki kj

j

t s p s p s
n





    

Введем обозначения { }
k

ki i N
t t


 и { }

k

ki i N
p p


 .Тогда меха-

низм , ,S t    можно рассматривать как набор из n меха-
низмов { } ,

k k N



 где  , ( ),

n k k

k k
x s t   , связанные следую-

щим совместными ограничениями:  

k N 
ki

k N

s R


 . 

Рассмотрим отдельный механизм , ( ),
n k k

k k
x s t    при 

условии, что 1  . Сделаем замену переменных, приводящих 
описание механизма в соответствии с описанием в [19]: 

,
i ki

s
m

n
  { }

i

i N
m m


  

1 i

i N

m m
n 

  .  

Тогда получаем, что 

 ( ) ,
i

k

i N

x m m


  

 
1

( ),
k

m x m
n

  

 2 2

2

1
( ) (( ) ( ) )

i j

ki

j N

t m m m m m
n n





    . 

Эта запись эквивалентна записи квадратичного механизма 
Гровса–Ледйярда, приведенной в [19] на стр. 1491 с учетом 
ремарки 8 и при условии, что стоимость производства обще-
ственного блага (в обозначениях, используемых в [19]) 0q  . 

 

Доказательство леммы 1:  
По сути, необходимо доказать, что ,i N   

i i
s S
 

   суще-
ствует единственный максимум ( , )

i i i
s s

  по 
i

s . 
Очевидно, что i N   функции ( )

i
p s  являются строго вы-

пуклыми. 
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Покажем, что при 1n    i N   функции ( )
i

t s  являются 
тоже строго выпуклыми. j N  s S    

 
2

( ) 1
2 ( )( 1 ) ( ) .i

j ji j jk

k Nji

t s
x s x s

s n n n

 




  
      

  
  

Так как ,j k N   ,
jk j

k N

s nx


  то  

 
( ) ( )1 1

2 ( )( 1 ) .
1

i i

j ji

ij ij

t s p sn
x s

s n n n s

 


   
        

 

Так как 1,n   то при 1n    знаки 
( )

i

ji

t s

s




 и 

( )
i

ji

p s

s




 совпадают, 

а любые производные высших порядков двух функций будут 

пропорциональны друг другу с коэффициентом 
1

1

n

n

 


.  

Следовательно, если ( )
i

p s  строго выпукла, то ( )
i

t s  также 
строго выпукла при 1.n    Поэтому, функция 

( ) ( ( )) ( )
i i i

s u s t s    строго вогнута, откуда следует единствен-
ность ее максимума по 

i
s  

i i
s S
 

  . 
 

Доказательство леммы 2:  
Для любого агента i N выбор наилучшего ответа в соот-

ветствии с леммой 1 является задачей выпуклой оптимизации с 
лагранжианом 

 ( ) ( , ) ( ).
i i i i i i ji

j N

L s s s s R 




    

Следовательно: 

 
( ) 1 1

( ) 2 ( )( 1) ,i i

i i i ii i

ii

L s
u x x s

s n n
 


    


 

 
( ) 1

2 ( )( 1) ,i i

j ji i

ji

L s
x s

s n
 


    


 \ { },j N i  

 
( )

.i i

ji

j Ni

L s
s R

 


 


  

Откуда следует, что в оптимальном решении \ { }j N i 
ji

  
одинаково, так как 
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ji

 
2

2
( ) .

2 ( 1)
ji i j i i

n
br s x

n



 

 


 

1. Пусть решение задачи является внутренним:  

 ( ) ,
ji i

j N

br s R




  0.
i
   

Тогда \ { }j N i  ( ),
j ji i

x br s


  откуда очевидным образом полу-
чаем, что ( )

ji i i i
br s x

 
  и 

ji
 = 0. С учетом ( )

ii ii i i i
br s x

 
    

получаем, что  

( ) .
ji i ii j i

j N j N

br s x R
 

 

      

То есть 0.
i

A   Поэтому ( )
ii i

br s


 определяется из решения урав-
нения ( ) 2 ( )(1 ),

i i i ii
u x x s n     которое эквивалентно 

1
i ii i i

u x
n



 
    
 

2
( 1)

2 .
ii

n

n



  

Что и требовалось показать. 

2. Пусть решение задачи граничное: ( )
ji i

j N

br s R




 , 0
i
  .  

Тогда с учетом того, что
\{ }

,
ji ii j i

j N i j N

R x


 

       получаем, 

что 
\{ }

0,
ji

j N i

   так как 0,
ii

   что следует из свойств класса 

.U  Откуда получаем 

 
2

,
2 (1 )

ii j i i

j N

n
x R

n







   


   

причем 

 .
ii j i

j N

x R




    

Следовательно,  

 
1 1

( ) 2 (( 1) ),
i ii i i ii i

n
u x n A

n n





        

и \ { }j N i 
ji

  / (1 ),
i

A n  где 

 .
i ii j i

j N

A x R




     

Что и требовалось показать. 
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Доказательство утверждения 1: 

1. Покажем, что u U  для неподвижной точки выполняет-

ся условие i N   .
ji

j N

s R




   

Очевидно, что только в этом случае ( ) .
i

i N

x s R




  

Для неподвижной точки ( )BR s s
 
  и ( ( )) ( ).BR s s  

  
Что эквивалентно выполнению системы равенств  

 ( ) ( ),
ji i j

i N

br s nx s
 





  ,j N  

Откуда следует, что  

(11) ( ) ( ).
ji i j

j N i N j N

br s n x s
 



  

   

Покажем, что последнее равенство выполняется только при  

 ( ) .
j

j N

x s R




   

Из определения 
ji

 следует, что 2
{ , }i j N   

 
1

( ) ( ) .
ji i j ji

n
br s x s

n

 




    

Из леммы 2 следует, что j N   

 
1

( ) ( ) ( ).
ji i j ii i

j N j N

n
br s x s A

n

 



 


      

Соответственно, 

 
1

( ) ( ) ( ).
ji i j ii i

j N i N j N i N

n
br s n x s A

n

 



   


       

То есть из (11) следует, что для неподвижной точки должно 

выполняться условие 

 ( ) 0.
ii i

i N

A


    

Если ( ) ,
i

i N

x s R




  то  

{ :K N k N    }.
jk

j N

s R




  

То есть для агентов из K решение задачи поиска наилучшего 
ответа является внутренним. Из леммы 2 получаем, что   l K   

0,
k

A   \i N K   
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.
i ii j i

j N

A x R




     

Следовательно, 

( )
ii i

i N

A


  
\

( ).
ll j i

l K i N K j N

R x


  

      

Из свойств класса U  следует, что i N  0
ii

  , а из того, что 
решение внутреннее, получаем, что \i N K   

0.
j i

j N

R x




   

Таким образом, если для s S

  ( )

i

i N

x s R




  то 

( ) 0,
ii i

i N

A


    

что недопустимо для неподвижной точки. 

Если ( ) ,
i

i N

x s R




  то i N 
i ii

A    и  

( ) 0.
ii i

i N

A


    

То есть (11) выполняется только при ( ) .
i

i N

x s R




  

2. Покажем, что равновесные по Нэшу заявки агентов опре-
деляют эффективное распределение ресурса. Так как 

i N  ,
i ii

A    то из (7) получаем, что для любой неподвижной 
точки *

s  верно 

 *
( ( )) 2 ( 1)

i i ii

i N i N

u x s n
 

     
*

2 ( ).
ii

i N

n s R


  

Из леммы 2, получаем, что i N   

 
\{ }

1 1 1
( ).

i i ii jj

j N i

n
x nx

n n n 


       

Следовательно, i N   

 ( 1)
ii

n   
\{ }

.
jj

j N i

  

Решение данной системы единственное, так как это система n 
линейно независимых уравнений с n переменными. Оно имеет 
следующий вид: 2

{ , }i j N  .
ii jj
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С учетом того, что   *
,

ii

i N

s R


  получаем, что i N   

(12)
ii

 
1

.
1n



 

Следовательно, i N   
* *

( ( )) 2 ( ).
i i ii

i N

u x s s R


    

Таким образом, получаем, что для любого равновесного по 

Нэшу набора заявок агентов *
s   

*
( )

i

i N

x s R


   

и i N 
*

( ( )) ,
i i

u x s    где 2 .    

То есть ( )s  является решением задачи (1).  
3. Покажем, что равновесие Нэша единственно. Задача (1) 

выпуклая и обладает единственным решением, т.е.   и 
*

( ),
i

x s  i N  определены однозначно. Поэтому *
s  также един-

ственно, так как из (12) следует, что  

 i N 
*

( ) .
2

ii i
s x s

n






    

4. Наконец, покажем, как определить   в равновесии.  
Из того, что i N 

*
( ( )) 2

i i
u x s    , получаем, что 

* 1
( ) (2 ).

i i
x s u    Из свойств класса U  следует, что u U   и 

i N 
1
( )

i
u

   – строго убывающая функция.  

Следовательно, 
1
(2 )

i

i N

u 



   также является строго убыва-

ющей по .  Поэтому уравнение 

 
1
(2 )

i

i N

u R



    

всегда имеет (в предположении, что в решении задачи (1) ресурс 
должен распределяться между всеми агентами) единственное 

решение, которое и определяет   в равновесии. 

Доказательство следствия 1:  
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Если 1,   то *

1

( ) 0
n

i

i

t s


  только при 0.   Из (2) получа-

ем, что при этом i N  ( ) 0,
i

u x
   что невозможно из опреде-

ления .U  

 
Доказательство леммы 3:  

Если ( ( )) ,s R    то из утверждения 1 следует, что 

 ( ) ( ).
ji i j

j N i N j N

br s n x s


  

   

То есть ( ( 1)) ( ( )) .n s n s      При этом 
( ( 1)) ( ( )) 0n s n s       только при  

( ( ( 1))) 0,
i i

i N

u x s 


     

что означает, что решение задачи (1) должно быть «почти» 

внутренним, а это не так. 

Если ( ( )) ,s R    то  

 ( ) ( ).
ji i j

j N i N j N

br s n x s


  

   

То есть ( ( 1))n s    ( ( ))n s   .nR  
 

Доказательство леммы 4:  

Исследуем отображение ( ) : .BR S S   Исследуем его сжи-

маемость с помощью матрицы Якоби  

, , ,

( ) ( )
ij

lk i j l k N

br
J s s

s


 
  

 
.  

Достаточным условием сжимаемости для некоторого набора 
стратегий агентов s S  будет выполнение условия ( ) 1J s   
для произвольной матричной нормы [1]. По аналогии с [31] 
будем исследовать максимальную строчную норму –  

 
2

2{ , }
{ , }

( ) max .
ij

i j N
l k N lk

br
J s

s






   

Легко получить, что i N   при 0   и при вогнутых функци-
ях полезности выполняется 
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Введем обозначения 
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,
( ) 2 ( 1)

i i

i

i i

n u x
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 max ,

i
i N

D D


  min .
i

i N
D D


  

Тогда ( 1) 1,n D    ( 1) 1.n D    
Мы предполагаем, что каждый агент действует по динамике 

Курно, что означает: 

 
1

( ),
1

ji j i i i ii
br x x br

n
 

  


 \ { },j N i  

где 
\{ }

1
,

1
i j ik

k N j

x s
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откуда получаем, что \ { }j N i   

 
2 \{ } \{ }{ , }

1 1 1
( ).

1 1 1

ji

i

k N i k N il k N lk

br
D

s n n n 


  

   
    

Следовательно, с учетом того, что ( 1) 1
i

n D   

 
2

{ , }

1
1 1.

1

ji

i

l k N lk

br
D

s n


   

 
  

То есть отображение ( ) :BR S S   не удовлетворяет доста-
точным условиям сжимаемости. 

Исследуем отображение 2
( )BR   ( ( )) : .BR BR S S   С уче-

том написанного выше верно, что i N   

 
2

2

\{ }{ , }

1
(1 ).

1

ii

i j

j N il k N lk

br
D D

s n


  

 
   

Кроме того, с учетом того, что каждый агент действует по 
динамике Курно, получаем, что \ { }j N i    
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Откуда получаем, что i N   
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и \ { }j N i   

 
2

2

{ , }

( ( 1) ).
ji

l k N lk

br
D n n D

s


  


  

То есть если выполняется условие ( ( 1) ) 1,D n n D    то отоб-
ражение 2

( )BR   является сжимающим. 

Проанализируем, при каких   это может быть достигнуто. 

Если 
1

max( ( ( )),
2

i i
i N

u x s
n




   то 0.D   Тогда всегда можно 

обеспечить выполнение условия ( ( 1) ) 1D n n D    выбором 

1
,

1
D D

n
 


 так как ( ( 1) ) 1D n n D    при 

1
.

1
D

n



  Увели-

чение значения   обеспечивает 
1

,
1

D D
n

 


 однако при 

этом ( ( 1) ) 1.D n n D    Поэтому делать   очень большим 

нецелесообразно.  
Таким образом, показано, что выбором параметра   меха-

низма можно обеспечить сжимаемость отображения 2
( )BR   при 

max( ( ( )) .
i i

i N
u x s C



   
 

Доказательство утверждения 2:  
Из леммы 3 получаем, что итеративный процесс, стартовав 

в ,S  перейдет в .S  Из леммы 4 следует, что при выполнении 
условия max( ( ( ))

i i
i N

u x s C


   выбором   можно обеспечить 
сходимость пары итеративных процессов ( 2)s   

2
( ( ))BR s   и 

( 3)s   
2
( ( 1))BR s   , где ( 1)s    ( ( )),BR s   1  , к одному и 

тому же равновесию Нэша, так как оно является единственной 
неподвижной точкой для каждого из этих процессов.  

 

Доказательство леммы 5:  
В индуцированной механизмом ˆ ˆˆ ˆ, ,S t    игре ˆ( )  

агенты обладают функциями предпочтения 
ˆ ˆ ˆ( ) ( ( )) ( ).

i i i i
s u x s p s    Очевидно, что при ˆ 0   эти функции 

вогнутые.  
Наилучший ответ агента i N  будет определяться как ре-

шение (единственное) уравнения 
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1 1ˆˆ ˆ( )(1 ) 2 ( ) 0.iii i i

u x br x
n n

      

С учетом (5) получаем, что равновесные сообщения агентов 

удовлетворяют следующей системе уравнений: 

 ˆˆ( )( 1) 2 ,

ii

i N

i i

br R

u x n
n

 



  


 .i N  

По аналогии с леммами 1 и 2, очевидно, что решение этой 
системы единственно. Более того, это решение обеспечивает 

i N   ˆ( ) ,
i i

u x const
   что соответствует решению задачи (1). 

 

Доказательство утверждения 3:  

Эквивалентность механизмов очевидным образом следует 
из того факта, что решение задачи (1) единственно. 

Из леммы 5 получаем, что в игре ˆ( )  равновесные заявки 
агентов удовлетворяют системе уравнений 

 ˆˆ( )( 1) 2 ,

ii

i N

i i

br R

u x n
n

 



  


 .i N  

Из утверждения 1 следует, что в игре ( )  

 ( ) 2 ( ).
i i ii

i N

u x br R



    

Следовательно, i N  iiii
br br при 

1ˆ .
( 1)n n

 


 То есть 
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1ˆ .
( 1)

n

n n
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О ДИСКРЕТНО-АВТОМАТНЫХ МОДЕЛЯХ
КОНФОРМНОГО ПОВЕДЕНИЯ1

Семенов А. А.2 , Кочемазов С. Е.3
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Иркутск)

В работе для исследования феномена конформного поведения
вводится дискретно-автоматная модель. Концептуально данная
модель близка к дискретным моделям, используемым в компью-
терной биологии для описания динамических процессов в генных
сетях. В рамках введенной модели исследуются мультиагентные
системы, в которых помимо агентов-конформистов, принимаю-
щих решения в зависимости от мнения их окружения, имеются
агенты, которые никогда не меняют своего мнения (так называ-
емые «агитаторы» и «лоялисты»). Исследуются задачи поиска
таких начальных размещений относительно небольшого числа
агитаторов (лоялистов), которые способствуют переходу си-
стемы в состояние с большинством действующих (бездейству-
ющих) агентов. Использованный в работе вычислительный аппа-
рат, основанный на SAT-подходе, позволил с помощью обычного
ПК решать соответствующие задачи для случайным образом
сгенерированных систем на 100 вершинах.

Ключевые слова: модели конформного поведения, дискретно-
автоматные модели, символьные алгоритмы, SAT.
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Введение

В современных реалиях чрезвычайно актуальными являются
вопросы, связанные с описанием динамики и прогнозированием
коллективного поведения. Это обусловлено, в первую очередь,
существенно возросшей в последние десятилетия скоростью об-
мена информацией как между отдельными людьми, так и между
их группами, построенными в соответствии с различными прин-
ципами (группы по интересам, корпоративные группы и т.п.). На-
блюдающиеся кризисные ситуации в экономике и труднопредска-
зуемые социальные процессы демонстрируют слабую эффектив-
ность имеющихся подходов к управлению сложными мультиа-
гентными системами и несовершенство методик, применяемых
для прогнозирования их поведения.

Проблемам математического моделирования коллективного
поведения посвящено множество работ. Кратко охарактеризуем
наиболее значимые с нашей точки зрения.

Предлагаемые и изучаемые нами модели можно отнести к
пороговым. По-видимому, первые пороговые модели, описыва-
ющие динамику коллективных процессов, были предложены в
статье [33]. В дальнейшем пороговые модели коллективного по-
ведения в различных аспектах изучались в большом числе ра-
бот: [1–4, 23, 24] и др.

В ряде статей динамика коллективного поведения анализиру-
ется с теоретико-игровых позиций [1–4]. Так, в [4] описана общая
теоретико-игровая модель конформного поведения, включающая
пороговую составляющую и учитывающая различные виды вза-
имного влияния агентов.

В работе [11] для анализа коллективного поведения приме-
няется вероятностный подход. Конкретно для прогнозирования
перехода каждого агента в некоторое состояние используются со-
отношения между априорной и апостериорной вероятностями та-
кого перехода. При этом априорная вероятность выражает только
личное мнение агента, а апостериорная – это вероятность приня-
тия агентом решения после учета мнения его окружения.

267



Управление большими системами. Выпуск 46

В статьях [23,24] в рамках пороговых моделей анализируют-
ся различные виды влияния одних агентов на других. Поведение
агента при этом определяется информацией о связях и поведении
его соседей. Фактически для описания взаимодействия агентов в
рамках некоторой социальной группы в этих работах использу-
ются графы: агенты интерпретируются вершинами графа, а дуги
или ребра графа определяют влияние одних агентов на других.
Более точным термином для таких моделей является «сеть», по-
скольку вершины соответствующих графов могут быть неравно-
правными, а ребра (дуги) нести различную смысловую нагрузку
(как правило, в форме приписанных им чисел).

В последние годы появилось довольно много работ, в ко-
торых изучаются как статические ( [27, 40]), так и динамиче-
ские [5, 27, 40] свойства социальных и информационных сетей.
Книга [5] содержит целый ряд объединенных игровой составля-
ющей подходов к моделированию динамики социальных сетей.

В рассматриваемых нами автоматных моделях конформного
поведения, как и в «играх на сетях» [5], структура сети во време-
ни никак не меняется. Однако автоматные модели не относятся
к теоретико-игровым. В этих моделях функция, определяющая
динамику сети, является дискретной функцией, для которой со-
стояния равновесия и циклические режимы можно естественным
образом интерпретировать на так называемых «графах состоя-
ний». Такого сорта «дискретно-автоматные» модели социальных
групп имеют общие черты с моделями генных сетей, исследуе-
мыми в информационной биологии [6–8, 16, 29, 30, 35].

Далее мы описываем простейшую дискретно-автоматную
модель конформного поведения и изучаем в ее рамках ряд задач,
имеющих, с нашей точки зрения, реальный практический смысл.
Главная привлекательная черта дискретно-автоматных моделей
состоит в возможности использовать для их численного иссле-
дования развитый аппарат символьных вычислений, показываю-
щий хорошие результаты при решении трудных комбинаторных
задач верификации и криптоанализа.

Приведем краткий план статьи. В первом разделе мы по ана-
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логии с известными моделями, исследуемыми в информацион-
ной биологии, вводим простейшую дискретно-автоматную мо-
дель конформного поведения. Во втором разделе рассматрива-
ются некоторые дополнительные детализации этой модели. В
частности, в модель вводятся агенты, которые всегда принима-
ют только одно решение – «действовать» или «бездействовать».
Такие агенты называются соответственно агитаторами или лоя-
листами. Наличие агитаторов и лоялистов придает модели но-
вый комбинаторный смысл. В частности, предполагая, что лю-
бой агент может являться агитатором, можно искать такие разме-
щения (называемые далее небезопасными) относительно неболь-
шого числа агитаторов, которые способны перевести систему в
«критическое» состояние, если под таковым понимать, например,
состояние, когда подавляющее большинство агентов принимают
решение «действовать». Аналогичные по смыслу задачи мож-
но ставить для лоялистов. Для систем с агитаторами, лоялиста-
ми и простыми агентами-конформистами интерес представляют
так называемые «начально-упорядоченные» состояния, когда все
простые агенты (не являющиеся ни агитаторами, ни лоялистами)
принимают одно и то же решение, например, «бездействовать».
Мы доказываем, что дискретный автомат, моделирующий кон-
формное поведение, из любого состояния начальной упорядочен-
ности при любом размещении агитаторов и лоялистов обязатель-
но достигнет стационарного состояния за не более чем n−A−L
шагов, где n – общее число агентов, A – число агитаторов, L –
число лоялистов. Данный факт позволяет построить относитель-
но простые алгоритмы сведения задач поиска небезопасных раз-
мещений агитаторов/лоялистов к задачам поиска решений систем
булевых уравнений и, в конечном счете, к SAT-задачам. Инфор-
мация о таких алгоритмах сведения, а также об основных алго-
ритмах, используемых при решении SAT-задач, приведена в тре-
тьем разделе. В четвертом разделе приводятся результаты вычис-
лительных экспериментов, в которых на случайным образом сге-
нерированных сетях мы демонстрируем, что зачастую подавля-
ющее большинство простых агентов-конформистов, переведен-
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ных в состояние действия агитаторами, можно вернуть в состо-
яние бездействия, заменив часть простых агентов на лоялистов.
В заключении кратко обсуждаются основные результаты статьи в
сравнении с близкими по смыслу известными результатами, ка-
сающимися динамики коллективного поведения.

1. Дискретно-автоматная модель конформного
поведения

Пусть A – произвольное конечное множество символов. Че-
рез An обозначается множество всевозможных последовательно-
стей (слов) длины n, составленных из символов множества A.
Будем рассматривать дискретные функции следующего вида:
(1) fG : {0, . . . , r}n → {0, . . . , r}n , r ∈ N,n ∈ N,

задаваемые при помощи ориентированных графов. Граф G, за-
дающий функцию (1) и иногда называемый сетью, имеет n вер-
шин, называемых агентами. Предполагается, что в каждый мо-
мент времени t ∈ {0, 1, . . .} произвольной вершине vi с номером
i, i ∈ {1, . . . , n}, графа G приписано число xi(t) ∈ {0, 1, . . . , r},
которое называется весом вершины vi в момент времени t. Пе-
реходу от момента t к моменту t + 1 соответствует синхронный
пересчет весов всех вершин. Правила пересчета не зависят от
конкретного значения t и целиком определяются структурой гра-
фа.

Перечисленные объекты определяют дискретную динамиче-
скую мультиагентную систему. Набор весов всех вершин графа G
в произвольный момент времени называется вектором состояния
или состоянием данной системы. Можно заметить, что переходы
между состояниями, совершаемыми системой, похожи на пере-
ходы, которые совершает детерминированный конечный автомат
(ДКА) – различные векторы состояний можно рассматривать как
аналоги состояний ДКА. Поэтому отображения вида (1) называ-
ются автоматными или дискретно-автоматными [6, 7].

Обозначим вектор состояния рассматриваемой системы в
момент времени t через w(t). Поскольку множество всех раз-
личных состояний описанной системы по мощности не превос-
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ходит (r + 1)n, то для произвольного t0, t0 > 0, обязательно
найдутся такие k, m, 0 6 k < m, что w(t0 + k) = w(t0 + m).
В данной ситуации говорим, что последовательность состояний
w(t0 +k), . . . , w(t0 +m) образует цикл длины m−k. Цикл длины
1 называется стационарным состоянием или неподвижной точкой
отображения (1).

Граф состояний дискретно-автоматной мультиагентной си-
стемы – это граф на (r + 1)n вершинах, обозначаемый через
ΓG. Каждой вершине соответствует уникальный вектор состоя-
ния. Вершины w,w′ графа ΓG соединены дугой (w,w′) (направ-
ленной от w к w′) тогда и только тогда (по определению), когда
результатом применения отображения (1) к вектору состояния w
является вектор состояния w′. Ситуация (w,w), т.е. петля, соот-
ветствует неподвижной точке отображения (1).

Как уже отмечалось выше, отображения вида (1) активно ис-
пользуются в информационной биологии для моделирования ди-
намики генных сетей. По-видимому, первой дискретной моделью
генной сети была модель С. Кауффмана [35], пример которой мы
приводим на рис. 1. На рисунке изображен граф G сети с булевы-
ми функциями пересчета весов, заданными таблицами истинно-
сти. Справа от графа сети изображен граф состояний ΓG данной
мультиагентной системы. Можно видеть, что соответствующее
отображение не имеет неподвижных точек, но имеет цикл длины
3. Динамика поведения вершин в данной модели определяется
булевыми функциями, которые задаются таблицами истинности.
Конечно же, такой способ крайне неэффективен – для сети на
100 вершинах построить соответствующие таблицы истинности
нельзя ни за какое разумное время. В [29] рассматривается мо-
дель Кауффмана, функции пересчета весов вершин в которой за-
даются булевыми формулами.

В работе [6] (см. также [16]) были введены дискретно-
автоматные отображения вида (1), функции пересчета весов вер-
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Рис. 1. Пример генной сети С. Кауффмана [35]

шин в которых задаются при помощи следующих правил:

(2) xi(t + 1) =


xi(t) + 1, если

( ∑
vj∈Vi

xj(t) = 0

)
и (xi < r) ,

xi(t)− 1, если

( ∑
vj∈Vi

xj(t) > 0

)
и (xi > 0) ,

xi(t), иначе.
Здесь и далее через Vi обозначено множество всех вершин

графа G, дуги из которых входят в вершину vi (таким образом,
можно сказать, что вершины из Vi образуют «окружение», непо-
средственно влияющее на агента vi). Для автоматных отображе-
ний с функциями весов вида (2) (так называемых «аддитивных
автоматов»), в которых граф G является циркулянтом, в [6] бы-
ли найдены необходимые и достаточные условия существования
неподвижных точек.

В статье [7] для численного поиска неподвижных точек ад-
дитивных автоматов (2), задаваемых случайными графами, был
использован SAT-подход [22]. Удавалось находить неподвижные
точки таких отображений, заданных случайными графами на 200
и более вершинах, с использованием обычного ПК. Более по-
дробная информация о SAT-подходе будет приведена в третьем
разделе.
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Далее мы вводим и исследуем простейшую дискретно-
автоматную модель конформного поведения. В плане использу-
емых понятий отправной точкой для нас стала работа [4]. При
этом мы отмечаем, что рассматриваемая далее модель не учиты-
вает теоретико-игровые аспекты, изученные в [4].

Определение 1. Рассматриваем ориентированный граф G
на n вершинах. Каждая вершина G интерпретирует агента,
который может находиться в двух состояниях: состояние 0 –
бездействие, и состояние 1 – действие. Произвольный агент vi,
i ∈ {1, . . . , n}, называется θi-конформистом, если в момент вре-
мени t + 1 он принимает решение «действовать», когда более
bθi · |Vi|c агентов из множества Vi в момент времени t приня-
ли решение «действовать», в противном случае vi принимает
решение «бездействовать». Число θi ∈ [0, 1] называем далее по-
рогом конформности агента (вершины) vi. Вершина vi имеет в
момент времени t вес xi(t) = 1, если vi находится в состоя-
нии «действовать», и xi(t) = 0, если vi находится в состоянии
«бездействовать».

Таким образом, в соответствии с определением 1, для любо-
го агента vi, i ∈ {1, . . . , n} , динамику изменения его веса можно
определить следующими соотношениями:

(3) xi(t + 1) =


1,
∑

vj∈Vi

xj(t) > bθi · |Vi|c ,

0,
∑

vj∈Vi

xj(t) 6 bθi · |Vi|c .

Данные соотношения задают дискретную функцию fG :
{0, 1}n → {0, 1}n.

Описанная модель представляется вполне согласующейся с
реальностью – например, при θi = 1

2 имеем агента, который при-
нимает решение «действовать», только если большинство аген-
тов, напрямую влияющих на него, принимают решение «действо-
вать» (подобного рода ситуации весьма распространены на прак-
тике).

Далее мы исследуем возможность численного решения неко-
торых задач, естественным образом связанных с описанной мо-
делью конформного поведения.
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Определение 2. Для рассматриваемой модели конформного
поведения (3) одну итерацию синхронного пересчета весов всех
вершин графа G далее называем контактом.

Обозначим через wtχ(w(t)) вес Хэмминга вектора состояния
w(t) рассматриваемой системы в момент времени t.

Задача 1. Для заданных порогов конформности всех аген-
тов, заданных чисел P,Q ∈ {1, . . . , n}, Q > P , и числа k выяс-
нить, существует ли такое начальное состояние системы w(0),
что wtχ(w(0)) 6 P , а wtχ(w(k)) > Q.

Грубо говоря, ищется начальное состояние, в котором реше-
ние «действовать» принимают не более P агентов, но после k
контактов решение «действовать» принимают уже не менее Q
агентов.

2. Дополнительные детализации рассматриваемой
модели

Далее мы вводим в модель (3) дополнительные детализации,
согласующиеся с реальными ситуациями и имеющие вполне кон-
кретный комбинаторный смысл. А именно, будем полагать, что
некоторые агенты всегда находятся в одном состоянии и ни при
каких обстоятельствах это состояние не изменяют.

Определение 3. Предположим, что в рамках рассматрива-
емой дискретно-автоматной модели (3) могут существовать
агенты, которые в любом векторе состояния независимо от
мнения их окружения принимают решение «действовать». На-
зовем таких агентов агитаторами. Также полагаем, что могут
существовать агенты, всегда принимающие решение «бездей-
ствовать». Назовем их лоялистами. Полагаем, что остальные
агенты являются конформистами с индивидуальными уровнями
конформности и принимают решения в зависимости от окружа-
ющей обстановки. Этих агентов называем простыми агентами.

Определение 4. Рассматриваем произвольную мультиа-
гентную систему в рамках модели конформного поведения (3),
в которой имеются A агитаторов и L лоялистов, A + L < n.
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Если все простые агенты системы в начальном состоянии при-
нимают решение «действовать» либо все они принимают реше-
ние «бездействовать», то назовем данное состояние системы
начально-упорядоченным относительно действия (бездействия).

Покажем, что справедливо следующее утверждение.
Утверждение 1. Рассматриваем произвольную мультиа-

гентную систему в рамках модели конформного поведения (3).
Предположим, что в данной системе имеется A, A > 0, агита-
торов, L, L > 0, лоялистов, и n − A − L > 0 простых агентов.
Тогда для любого расположения агитаторов и лоялистов, любых
уровней конформности простых агентов из любого начально-
упорядоченного состояния описанная система достигнет ста-
ционарного состояния за не более чем n−A− L контактов.

Доказательство. Докажем справедливость утверждения для
случая, когда система находится в начально-упорядоченном со-
стоянии, в котором все простые агенты принимают решение «без-
действовать». Предположим, что осуществляется один контакт
между всеми агентами системы. Если ни один из простых аген-
тов не изменил своего состояния, то имеем неподвижную точку
(агитаторы и лоялисты не меняются по определению). Пусть на
первом шаге некоторые простые агенты изменили свое состояние
с 0 на 1. Пусть v – произвольный такой агент. Сказанное означает,
что v изменил свое состояние с 0 на 1 только потому, что в его
непосредственном окружении было достаточное (с позиции его
уровня конформности) число агитаторов. Тогда этот агент уже не
изменит свое состояние 1 ни на одной из последующих итераций
(агитаторы не изменяют свое состояние). Если в результате вто-
рого контакта ни один простой агент не изменяет своего состо-
яния, имеем неподвижную точку. Пусть v – произвольный агент,
изменивший свое состояние на втором шаге. В силу сказанного
выше, v изменил свое состояние с 0 на 1. Это произошло потому,
что в непосредственном окружении v было достаточное (для его
уровня конформности) число агитаторов и агентов, перешедших
в состояние 1 после первого шага. Однако все эти агенты не изме-
няют своего состояния во всех последующих итерациях. Поэтому
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состояние 1 в дальнейшем не изменит и рассматриваемый агент.
Далее по аналогии. Очевидно, что в любом случае не позднее,
чем через n − A− L итераций система перейдет в стационарное
состояние. Случай с начальной упорядоченностью относительно
действия разбирается аналогичным образом. Утверждение 1 до-
казано.

Данное утверждение представляется весьма полезным, по-
скольку его можно использовать для относительно эффективной
оценки возможности достижения системой «критических» состо-
яний (о соответствующей технике более подробно будет сказано
в следующем разделе).

Определение 5. Про мультиагентную систему в рамках
модели (3) скажем, что она является (A,L, α)-критической
относительно действия (бездействия), если существует такое
расположение A агитаторов и L лоялистов, что, стартуя из
начально-упорядоченного состояния относительно бездействия
(действия), система через некоторое число контактов перехо-
дит в состояние, в котором > α ·n, α ∈ (0, 1), агентов находят-
ся в состоянии действия (бездействия).

Понятие (A,L, α)-критической системы вполне согласует-
ся с традиционными представлениями о «небезопасной социаль-
ной группе». Действительно, предположим, что система явля-
ется (A,L, α)-критической относительно действия, например с
α = 9

10 . Это означает, что можно так расположить A агитаторов
(относительно L лоялистов), что, стартуя из состояния, в котором
все простые агенты бездействуют, система через некоторое число
контактов придет в состояние, в котором > 90% агентов действу-
ют. В соответствии с утверждением 1 для этого потребуется не
более n − A − L контактов. Заметим, что если система является
(A,L, α)-критической, например относительно действия, то при
соответствующем размещении агитаторов и лоялистов, стартуя
из любого состояния (а не только из начально-упорядоченного),
за не более чем n − A− L контактов она достигнет состояния, в
котором > α·n агентов будут действовать. Это состояние, правда,
может не быть стационарным. Если факт действия такого числа
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агентов воспринимается как негативное свойство рассматривае-
мой системы, то ее, конечно же, следует считать небезопасной.

В контексте введенных понятий естественным образом воз-
никают следующие задачи исследования конформного поведе-
ния.

Задача 2. Рассматривается мультиагентная система в
рамках модели конформного поведения (3) c A агитаторами. Для
состояния «бездействия» всех простых агентов требуется про-
верить, существует ли такое расположение агитаторов, при
котором через некоторое число шагов (6 n − A) более α · n
агентов будут находиться в состоянии действия (для различных
уровней конформности агентов и различных α). Аналогичные за-
дачи можно рассмотреть для лоялистов и для смешанных слу-
чаев.

Задача 3. Предположим, что найдено некоторое размеще-
ние агитаторов, являющееся решением задачи 2. Рассматриваем
систему с данным размещением агитаторов и полагаем, что L
простых агентов становятся лоялистами. Требуется найти та-
кое их расположение, чтобы начальное состояние данной систе-
мы, в котором все простые агенты бездействуют, было непо-
движной точкой. Данная ситуация означает полное подавление
лоялистами агитаторов.

Задача 4. Предположим, что найдено некоторое размеще-
ние A агитаторов, являющееся решением задачи 2. Рассматри-
ваем систему с этим размещением агитаторов и полагаем, что
L простых агентов становятся лоялистами. Требуется найти
такое их расположение, что, стартуя из начального состояния,
в котором все оставшиеся простые агенты действуют, через
некоторое число контактов (не превосходящее n−A−L) систе-
ма перейдет в состояние, в котором действуют 6 β ·n агентов
(β < α). Данную ситуацию можно рассматривать как перевод
лоялистами системы из «опасного» состояния в «более безопас-
ное».
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3. Переход к SAT-задачам. Используемые алгоритмы
решения SAT-задач

3.1. МЕТОДЫ СВЕДЕНИЯ КОМБИНАТОРНЫХ ЗАДАЧ К SAT
Известно довольно много примеров сведения различных

комбинаторных задач к булевым уравнениям и, в конечном счете,
к SAT-задачам. Напомним, что SAT-задачами (SAT – сокращение
от Satisfiability) [22] называются задачи поиска решений булевых
уравнений вида КНФ = 1, где КНФ – конъюнктивная нормаль-
ная форма [18]. Теоретическая возможность эффективных про-
цедур сведения к SAT широкого класса комбинаторных проблем
вытекает из теоремы С.А. Кука 1971 г. [25]. Общие принципы
построения сведений к SAT, главным образом, для систем раз-
личных ограничений (в рамках общей проблемы CSP – Constraint
Satisfaction Problem), а также большое число ссылок можно найти
в обзорной статье [42].

Мотивация перехода к SAT-задачам состоит в том, что алго-
ритмы их решения – это на сегодняшний день, пожалуй, наибо-
лее эффективные эвристические комбинаторные алгоритмы, под-
тверждающие свою практическую применимость на задачах сим-
вольной верификации и даже на таком классе аргументированно
трудных тестов, как задачи криптоанализа.

Для сведения к SAT задач поиска неподвижных точек и
циклических режимов довольно сложных дискретно-автоматных
отображений, моделирующих динамические процессы в генных
сетях, в [8] был применен специальный программный комплекс
TransAlg [12]. Данный программный комплекс работает с описа-
ниями функций вида (1) в форме С-подобных программ. Резуль-
татом трансляции такой программы является не машинный код, а
система булевых уравнений, которая в дальнейшем при помощи
преобразований Цейтина [17] сводится к SAT-задаче.

Для сведения к SAT перечисленных выше задач в рамках
модели конформного поведения (3) можно применить более ад-
ресный подход, использующий известные методы булевого коди-
рования целочисленных неравенств [31]. Кратко опишем здесь
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соответствующую технику.
Итак, рассматриваем модель вида (3). Предположим, что

осуществляется k итераций синхронного пересчета весов вершин
графа G (контактов). Состояние вершины vi, i ∈ {1, . . . , n}, по-
сле контакта с номером t ∈ {1, . . . , k} будем кодировать булевой
переменной xt

i; x0
i кодирует начальное состояние vi.

Чтобы помечать, какие вершины являются агитаторами или
лоялистами, введем два дополнительных набора булевых пере-
менных: {ai}n

i=1, {li}
n
i=1. Полагаем, что при ai = 1, li = 0 вер-

шина vi является агитатором, при ai = 0, li = 1 – лоялистом, а
при ai = 0, li = 0 – простым агентом; ситуация ai = 1, li = 1
невозможна, и данный факт кодируется дизъюнктом (¬ai ∨ ¬li).

Пусть vi – простой агент-конформист. Введем обозначение
Θi = bθi · |Vi|c. Переменная xt+1

i принимает значение 1 тогда и
только тогда, когда
(4)

∑
vj∈Vi

xt
j > Θi.

Для булевого кодирования ограничений вида (4) можно
использовать различные способы. Фактически мы долж-
ны эффективно записать условия истинности предиката

PΘi

(
xt

j1
, . . . , xt

j|Vi|

)
, который истинен на том и только том

наборе значений переменных xt
j1

, . . . , xt
j|Vi|

, на котором вы-

полнено (4). Эти условия истинности могут быть записаны
в виде системы булевых уравнений, от которой при помощи
преобразований Цейтина [17] делается эффективный переход к
одному уравнению вида КНФ = 1, т.е. к некоторой SAT-задаче.

Простейший способ построения такого рода системы урав-
нений – закодировать алгоритм подсчета числа единиц в векто-
ре xt

j1
, . . . , xt

j|Vi|
. Однако существуют более эффективные спо-

собы. В частности, для кодирования условий вида (4) можно
использовать технику работы с так называемыми «cardinality-
ограничениями» (cardinality constraints [19, 20, 31, 37, 44]). Наибо-
лее эффективные реализации этой техники, описанные в [19,31],
используют сортирующие сети. Основная идея данного подхода
весьма проста и состоит в следующем. Мы можем отсортиро-
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вать биты в произвольном булевом векторе b1, . . . , bm по воз-
растанию (полагаем, что старшие биты находятся слева), рас-
сматривая их как натуральные числа из множества {0, 1}. Пусть

(s1, . . . , sm) – результат сортировки. Очевидно, что
m∑

j=1
bj > q,

q ∈ {0, 1, . . . ,m− 1}, тогда и только тогда, когда sq+1 = 1. Оста-
ется выбрать алгоритм сортировки с наиболее компактной буле-
вой кодировкой. Наилучшим в этом смысле является алгоритм,
использующий сортирующую сеть Батчера [10, 21].

При кодировании работы сортирующей сети со входом
(b1, . . . , bm) и выходом (s1, . . . , sm) возникает O

(
m · log2m

)
до-

полнительных переменных и O
(
m · log2m

)
дизъюнктов. Легко

понять, что в общем случае при кодировании с использованием
сортирующих сетей k контактов в рассматриваемой модели кон-
формного поведения и число переменных, и число дизъюнктов
будут ограничены сверху величиной O

(
k · n2 · log2n

)
. Учитывая,

что основной интерес, в силу утверждения 1, представляют си-
туации, когда k 6 n − A − L, можно считать SAT-подход вполне
применимым для исследования моделей вида (3) с графами на
сотнях вершин.

Для преобразования в SAT условий вида

wtχ(w(0)) 6 P,
wtχ(w(0)) > Q,
wtχ(a1, . . . , an) 6 A,
wtχ(l1, . . . , ln) 6 L,

также применима техника булевого кодирования cardinality-
ограничений, использующая сортирующие сети.

3.2. АЛГОРИТМЫ РЕШЕНИЯ SAT-ЗАДАЧ
Здесь мы кратко останавливаемся на наиболее эффективных

алгоритмах, используемых для решения SAT-задач. Практически
в основе всех современных «промышленных» SAT-решателей, га-
рантирующих точное решение произвольной SAT-задачи, лежит
алгоритм DPLL [26], а точнее его нехронологические версии, ба-
зирующиеся на идеях, впервые высказанных в работе [36].
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Сам по себе алгоритм DPLL – это направленный обход де-
рева поиска с бэктрекингом и правилом распространения огра-
ничений, названным впоследствии «Unit Propagation» [28]. Опи-
санный в работе [36] алгоритм GRASP в дополнение к DPLL
использует память для хранения информации о ходе поиска в
форме булевых ограничений, называемых конфликтными дизъ-
юнктами. Конфликтные дизъюнкты позволяют точно выявлять
ответственные за конфликт присвоения, что дает в ряде случаев
возможность откатываться на более ранние уровни решения, чем
уровень, который предшествует конфликтному уровню. Возмож-
ность такого рода «глубоких откатов» получила название «нехро-
нологический бэктрекинг» или «бэкджампинг». В работе [47]
был описан целый ряд конструкций, дополняющих общие идеи
GRASP-а, что привело в итоге к возникновению нового поколе-
ния SAT-решателей, успешно применяемых к широкому классу
комбинаторных задач.

Эффективность любого комбинаторного алгоритма должна
подтверждаться его применимостью к решению аргументирован-
но трудных тестов. Под аргументированно трудным мы понима-
ем тест, эквивалентный задаче, относительно которой есть четкая
уверенность в ее высокой вычислительной сложности. Хорошим
классом таких тестов являются задачи криптоанализа. В послед-
ние несколько лет растет интерес к применению SAT-подхода для
решения этих задач: [13, 14, 38, 39, 43, 45].

Еще одну немаловажную положительную черту SAT-подхода
составляют весьма естественные стратегии распараллеливания
SAT-задач. Это позволяет использовать для их решения интен-
сивно развивающиеся в последние годы параллельные и рас-
пределенные вычислительные технологии и системы. В рабо-
тах [13,43] для криптоанализа алгоритма поточного шифрования
A5/1 был использован распределенный SAT-решатель. Данный
подход получил развитие в виде проекта добровольных распре-
деленных вычислений SAT@home [9, 41]. Решению SAT-задачи
в SAT@home предшествует стадия препроцессинга, на которой
ищется декомпозиционное множество, используемое для распа-
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ралливания исходной задачи. При этом применяется специальная
техника прогнозирования трудоемкости распределенного реше-
ния SAT-задач, базирующаяся на методе Монте-Карло [15].

Ряд примеров успешного применения SAT-подхода для по-
иска неподвижных точек и циклических режимов дискретно-
автоматных отображений, используемых для моделирования ди-
намики генный сетей, содержится в работах [7, 8].

4. Вычислительные эксперименты

Предложенная выше методика анализа дискретно-
автоматных моделей конформного поведения была проте-
стирована на случайным образом сгенерированных тестах.
Конечно, такие тесты не связаны с реальными ситуациями
коллективного поведения. Однако основной нашей целью на
данном этапе была демонстрация принципиальной возможности
решения соответствующих комбинаторных задач для размер-
ностей, простой перебор для которых невозможен в принципе.
На текущий момент мы никак не задействовали параллель-
ные вычисления. Кроме этого, для рассматриваемых классов
задач хорошие результаты могут давать различные неполные
алгоритмы, которые также пока не применялись.

Во всех примерах рассматривались графы на n = 100 вер-
шинах, которые генерировались по схеме, схожей с известной мо-
делью Эрдеша–Реньи (Gnp-графы, [27,40]). А именно, в матрице
смежности любая клетка, не находящаяся на главной диагонали,
заполнялась единицей с вероятностью p и нулем с вероятностью
1 − p ; на главной диагонали везде ставились нули, что соответ-
ствовало отсутствию петель в графе. Отличие от модели Эрдеша-
Реньи лишь в том, что генерируемые графы являются ориентиро-
ванными, и их матрицы смежности не обязаны быть симметри-
ческими. Конформность агентов также расставлялась случайным
образом – для каждой вершины параметр θi генерировался как
случайное число из отрезка [0, 1].

Для каждой из задач 1–4 были сгенерированы по 10 тестов
для значений параметра p = 0, 2, p = 0, 3, p = 0, 5. Во всех вы-
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числениях использовался SAT-решатель minisat2.2 [46], который
запускался на одном ядре Core i7-3770k (16 Gb RAM, Ubuntu
12.04). При этом было выставлено ограничение по времени в
1200 секунд (20 минут), по достижении которого вычисление
прерывалось с результатом «решение не найдено». В приведен-
ных ниже таблицах содержатся средние по 10 тестам (для каж-
дого значения p) данные.

В таблице 1 представлены результаты вычислительных экс-
периментов для задачи 1 с параметрами n = 100, P = 40, Q = 80
и k = 10. Отметим, что среди КНФ, SAT-задачи для которых
были дорешены за отведенный лимит времени, были как вы-
полнимые, так и невыполнимые. Таким образом, в этих случаях
SAT-решатель либо находил соответствующее размещение аген-
тов, являющееся решением задачи, либо доказывал отсутствие
такого размещения.

Таблица 1. Результаты вычислительных экспериментов для
задачи 1
Вероятность Средний размер Решено Среднее время

дуги КНФ, Кб тестов решения, с
0,2 20049 10/10 144,57
0,3 35906 5/10 618,15
0,5 69047 7/10 487,40

В тестах по задаче 2 использовались следующие параметры:
n = 100, A = 20, α = 0, 8, k = 10. Результаты тестов показаны в
таблице 2.

Таблица 2. Результаты вычислительных экспериментов для
задачи 2
Вероятность Средний размер Решено Среднее время

дуги КНФ, Кб тестов решения, с
0,2 20471 10/10 4,08
0,3 34844 10/10 18,63
0,5 68980 10/10 97,19
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Для каждого теста по задаче 2, используя найденное разме-
щение агитаторов, строился соответствующий тест для задачи 3
с L = 15. Отметим, что неподвижные точки находились очень
быстро. Соответствующие результаты представлены в таблице 3.

Таблица 3. Результаты вычислительных экспериментов для
задачи 3
Вероятность Средний размер Решено Среднее время

дуги КНФ, Кб тестов решения, с
0,2 2093 10/10 0,07
0,3 3373 10/10 0,20
0,5 6468 10/10 0,20

Используя размещения агитаторов, найденные в тестах по
задаче 2, строились тесты для задачи 4 с L = 30, β = 0, 2 и
k = 10. Соответствующие результаты приведены в таблице 4.

Таблица 4. Результаты вычислительных экспериментов для
задачи 4
Вероятность Средний размер Решено Среднее время

дуги КНФ, Кб тестов решения, с
0,2 20166 10/10 1,22
0,3 34540 10/10 2,74
0,5 68642 10/10 35,05

Еще раз акцентируем внимание на представленных в табли-
це 4 результатах. Итак, на первом этапе (т.е. при решении задачи
2) мы нашли такое расположение 20 агитаторов, что за 10 контак-
тов система переходила в состояние, в котором более 80 агентов
действовали (на этом этапе в системе не было лоялистов). За-
тем мы предполагали, что из 80 простых агентов-конформистов
некоторые 30 агентов становятся лоялистами. Требовалось найти
такое расположение этих 30 агентов, чтобы система из состоя-
ния действия 50 оставшихся простых агентов и 20 агитаторов за
10 контактов перешла в состояние, в котором решение «действо-
вать» принимают только 20 агитаторов. Во всех тестовых задачах
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соответствующие конфигурации были найдены.

5. Заключение

Статья посвящена исследованию коллективного поведения с
позиций дискретно-автоматных моделей, схожих по своим свой-
ствам с дискретными моделями генных сетей, изучаемыми в ин-
формационной биологии. Мотивация работы с данным классом
моделей заключается в том, что для их численного исследования
может быть применен аппарат символьных вычислений, демон-
стрирующий хорошие результаты на аргументированно трудных
тестах из символьной верификации и криптоанализа.

В статье подробно рассмотрена простейшая дискретно-
автоматная модель, в рамках которой естественным образом мо-
гут быть поставлены задачи описания поведения «небезопасных
социальных групп». В частности, рассмотрена задача поиска на-
чальных состояний с относительно малым числом действующих
агентов, из которых за небольшое число контактов возможны пе-
реходы в состояния с большинством действующих агентов. Далее
в модель введены агенты, никогда не меняющие своего состояния
(действия – агитаторы либо бездействия – лоялисты). Для этого
варианта модели установлено, что для достижения ею стационар-
ного состояния из состояния начальной упорядоченности требу-
ется не более n−A−L контактов (n – общее число агентов, A –
число агитаторов, L – число лоялистов). Если достигнутое ста-
ционарное состояние таково, что более α · n, α ∈ (0, 1), агентов
в нем, например, действуют, притом что в начальном состоянии
все простые агенты бездействовали, то соответствующая система
называется (A,L, α)-критической. Системы данного типа при α,
близких к 1, можно считать небезопасными в том плане, что для
них можно указать размещение агитаторов, которое переведет по-
чти всех бездействующих простых агентов в состояние действия.
Однако в некоторых случаях ситуацию можно исправить, сделав
относительно малую часть простых агентов лоялистами – систе-
ма из состояния действия всех простых агентов через некоторое
число контактов переходит в состояние, в котором число действу-
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ющих агентов не превосходит β · n, где β < α.
На наш взгляд немаловажный аспект моделирования коллек-

тивного поведения составляет проблема построения таких моде-
лей (безусловно, адекватных реальным ситуациям), для которых
возможно эффективное их численное исследование. Причем важ-
но не только наблюдать за их эволюцией во времени (что можно
считать простой «прогонкой» модели), но и уметь находить кон-
фигурации, соответствующие различным «экстремальным» фор-
мам поведения модели (например, искать как устойчивые, так и
неустойчивые состояния, циклические режимы и т.п.). В ряде ра-
бот для решения этих проблем используется теоретико-игровой
подход [1–5, 24] (поиск равновесий по Нэшу, состояний, опти-
мальных по Парето, и др.). Для моделей, рассматриваемых в на-
стоящей статье, данные задачи решаются без привлечения теории
игр, а лишь отталкиваясь от весьма простых свойств дискретных
функций.

В будущем интерес представляет развитие предложенного
подхода в ряде естественных направлений. Например, не соста-
вит большого труда при трансляции в SAT учитывать различные
виды нагрузки дуг графа G, которая может отображать, например
«социальное давление» (как в [4]) либо какие-то другие факторы
взаимного влияния агентов. Также интерес представляет более
детальный анализ возможности замены простых агентов на ло-
ялистов в задаче 4. В частности, в будущем можно будет учи-
тывать в модели фактор «цены» перехода от простого агента к
лоялисту – в реальных ситуациях различные переходы такого ти-
па могут быть существенно неравноценными.

Сформулированное выше условие критичности для систем с
агитаторами и лоялистами можно усилить, используя формализм
дважды квантифицированных булевых формул (2-QBF) [22]. Ска-
жем, если обозначить через S – размещение A агитаторов, а через
T – размещение L лоялистов, то усиленное условие «критично-
сти» системы может выглядеть следующим образом:

∃S∀T<(G, fg, S, T, α) = 1,

где < – предикат, принимающий значение «истина», если си-
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стема, будучи начально-упорядоченной с бездействием простых
агентов, переходит в критическое (с параметром α) состояние от-
носительно действия. Для проверки наличия этого свойства, в со-
ответствии с утверждением 1, достаточно рассмотреть поведение
системы при 6 n−A− L контактах. Для численного исследова-
ния достижимости такого рода ситуаций могут быть использова-
ны известные 2-QBF-решатели (например, [32, 34] и др.).

На данном этапе для решения сформулированных в ра-
боте задач использовались стандартные «промышленные» SAT-
решатели (в частности, minisat2.2, [46]), основной областью при-
менения которых является символьная верификация. Данные ре-
шатели всегда выдают точное решение SAT-задачи, т.е. либо на-
ходят выполняющий КНФ набор, либо доказывают ее невыпол-
нимость.

Отметим, что в рассмотренных в статье задачах в случае су-
ществования одного решения зачастую существует много других
решений. Для таких задач вполне могут дать хорошие резуль-
таты различные неполные алгоритмы – например, те или иные
стратегии локального поиска. В ближайшем будущем предпола-
гается использовать такие алгоритмы для работы с дискретно-
автоматными моделями конформного поведения, существенно
превосходящими по размерности модели, рассмотренные в ста-
тье.

Авторы выражают глубокую благодарность Владимиру Ва-
лентиновичу Брееру за его ценные замечания, позволившие
устранить целый ряд неточностей, имевшихся в первоначальной
версии работы.
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Abstract: We analyze the phenomenon of collective behavior using
a discrete-automaton model. This model is similar to those used in
modern computational biology to explain dynamical processes in
gene networks. Within the proposed framework we study a multi-
agent system, which contains not only conformists who make their
decisions depending on other agents’ opinions but also agents with
fixed decisions (the, so called, «agitators» and «loyalists»). We solve
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Цель исследования заключается в минимизации потерь и 
затрат на потребление электроэнергии. Представлена 
интеллектуальная система управления процессом 
переключения между источниками энергии в реальном времени 
с учетом прогнозированных данных о потреблении и 
производстве электроэнергии. В качестве метода управления 
используется генетический алгоритм для формирования 
оптимальной стратегии покупки электроэнергии. Для 
обоснования предлагаемого подхода выполнены испытания на 
разработанной модели гибридной энергетической установки. 
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1. Введение 

Эффективное управление энергосистемами является 
важной задачей в энергетической политике многих стран в связи 
с глобальным потеплением и значительным увеличением цен на 
традиционные источники энергии. Однако управление 
энергопотоками в подобных системах является сложной 
задачей, так как зависит от различных факторов. Более того, 
процесс управления энергосистемой также как и выбор 
источника электроэнергии, должен осуществляться в режиме 
реального времени для обеспечения максимального баланса 
между поставщиком и потребителем. 

В работе предлагается интеллектуальная гибридная 
энергосистема с источниками возобновляемой энергии, 
функционирование которой основано на прогнозе потребления 
и производства электроэнергии в системе. На основе модели 
энергосистемы можно формировать прогноз потребления, 
производства электроэнергии, а также вырабатывать 
оптимальную стратегию переключения между источниками 
электроэнергии в системе. 

2. Интеллектуальная гибридная энергетическая 
система 

2.1. СТРУКТУРА ИНТЕЛЛЕКТУАЛЬНОЙ ГИБРИДНОЙ 
ЭНЕРГОСИСТЕМЫ 

Под интеллектуальной гибридной энергосистемой с 
источниками возобновляемой энергии будем понимать 
энергосистему, которая объединяет множество традиционных 
источников и источников возобновляемой энергии в единую 
энергосистему с применением устройств, реализующих 
интеллектуальные алгоритмы для управления компонентами 
системы.  



 
Управление техническими системами и  

технологическими процессами 

 295 

В данной работе гибридная энергосистема, схема которой 
представлена на рис. 1, включает в себя следующие 
компоненты: солнечные панели (1); аккумуляторные батареи 
(АКБ) (2); контроллер заряда-разряда (3); метеостанция (4); 
цифровой счётчик электроэнергии (5, 6); двунаправленный 
инвертор (7) и интеллектуальный контроллер (8) для управления 
энергопотоками; сервер (9).  

Рис. 1. Схема гибридной энергосистемы 

2.2. ХАРАКТЕРИСТИКИ ОСНОВНЫХ КОМПОНЕНТОВ 
СИСТЕМЫ 

Внешняя электросеть.  Внешняя электросеть подключается 
к системе при условии недостаточной мощности других 
источников (например, солнечных панелей), а батарейный блок 
уже разряжен до минимального значения (10%). 

Солнечная панель (СП). Солнечная панель характеризуется 
номинальной мощностью. Номинальная мощность 
характеризует количество электроэнергии, которое может 
произвести фотоэлектрический модуль при оптимальных 
условиях. Номинальная мощность солнечной панели зависит от 
солнечного облучения и температуры на поверхности панели. 
Диаграмма зависимости номинальной мощности солнечной 
панели 100 Вт от солнечного облучения при условии, что 
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температура на поверхности панели равна 25 ºС, представлена 
на рис. 2 [7]. 

 
–1000 Вт/м2

     –800 Вт/м2
     –500 Вт/м2

     –200 Вт/м2
     –100 Вт/м2 

Рис. 2. Зависимость номинальной мощности солнечной панели 
от солнечного облучения 

Мощность СП определяется по формуле [5]: 

(1) 











;если,0

,если)),(1(

СИ

СИСИСП
СТ

СИ
СТ

солн
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CGTT
G
G

PP   

где Pсолн – мощность, вырабатываемая солнечной панелью (Вт);  
PСТ –мощность солнечной панели в стандартных условиях 

(Standard Test Condition – STC), т.е. мощность солнечной 
радиации 1000 Вт/м2, температура элементов – 25 oС и 
солнечный спектр на широте 45o) (Вт) [8]; 

GСИ – коэффициент солнечного излучения (лк); 
GСТ  – коэффициент солнечного излучения в стандартных 

условиях (лк); 
 – температурный коэффициент (ºС); 
TСП – температура поверхности солнечной панели (ºС); 
TСИ – устанавливается равной 25 оС (температура – в 

стандартных условиях); 
С – коэффициент производства энергии, который зависит от 

характеристики солнечной панели (безразмерный). 
Блок аккумуляторных батарей (АКБ).   АКБ обеспечивают 

запас электрической энергии, необходимой для 
электроснабжения потребителей в ночное время, в облачную 
погоду. Также обеспечивается компенсация пиковых нагрузок, 
которые не могут быть покрыты фотоэлектрическими 



 
Управление техническими системами и  

технологическими процессами 

 297 

модулями. Кроме этого, АКБ выполняет роль стабилизатора 
напряжения на нагрузке, так как выходное напряжение СП в 
соответствии с его вольт-амперной характеристикой может 
изменяться в широких пределах. АКБ характеризуется степенью 
зарядки (SOC – Stage Of Charge). Во избежание снижения 
способности работы АКБ необходимо выполнять следующие 
условии: 

–  изменение степени зарядки в час не должно превышает 
10% максимального значения; 

–  степени зарядки не должно быть меньше 10% 
максимального значения. 

Контроллер заряда-разряда.  Контроллер заряда-разряда – 
электронное устройство, которое защищает АКБ от чрезмерной 
зарядки и глубокой разрядки, что позволяет значительно 
продлить срок службы аккумулятора. Контроллер заряда-
разряда обеспечивает защиту от коротких замыканий в нагрузке 
и от подключения АКБ обратной полярностью. 

Метеостанция.  Метеостанция (может быть цифровой) – 
комплекс для ежедневного мониторинга погоды, температуры, 
давления и влажности воздуха. В памяти метеостанции 
сохраняются данные о погоде за все время ее использования. 
Данные о погоде могут использоваться для прогнозирования 
производства электроэнергии солнечными панелями. 

Цифровой счётчик электроэнергии.  Цифровой счётчик 
электроэнергии применяется для мониторинга, а также 
статистических исследований, таких как вычисление средней 
мощности потребления нагрузки и ее дисперсии, хранения 
информации о накопленной энергии за произвольные 
промежутки времени. В экспериментах, рассмотренных в статье, 
используются многотарифные счетчики электроэнергии. 

Двунаправленный инвертор.  Для преобразования посто-
янного тока, вырабатываемого солнечной батареей, в 
переменный ток синусоидальной формы необходим инвертор. 
Основными техническими характеристиками инвертора 
являются величина напряжения на входе и выходе, выходная 
частота и мощность. Качественный инвертор должен 
обеспечивать высокий КПД и стабилизацию выходного 
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напряжения, низкий коэффициент гармоник и способность 
выдерживать возможные перегрузки. 

Переключатель (реле).  Переключатель – механизм, 
управляемый контроллером и осуществляющий переключение 
энергетических потоков в соответствии с командами, 
поступающими от сервера. 

Сервер.  Сервер применяется для обработки и хранения 
данных из метеостанции и счётчика электроэнергии, 
прогнозирования потребления и производства электроэнергии в 
ближайшее время, а также форматирования стратегии покупки 
электроэнергии в зависимости от тарифного плана. 

3. Построение модели интеллектуальной гибридной 
энергетической системы 

В статье интеллектуальная гибридная энергетическая 
система моделируется в среде симуляции PVSOL. Среда PVSOL 
обеспечивает возможность построения гибридной энерге-
тической системы, построения 3D-модели и моделирование с 
учетом реальных данных о погоде (температуры, коэффициента 
солнечного облучения, скорости ветра).  

Объект моделирования – энергетическая система корпуса 
«В» Волгоградского государственного технического универ-
ситета (ВолгГТУ) в 2011 году. Входные данные моделирова-
ния – данные о погоде и о потреблении электроэнергии здания 
по часам. Данные о погоде измеряются метеостанцией 
«Волгоград первый». Выходные данные – стратегия покупки 
электроэнергии, представлена в виде массива из 24 элементов, 
соответствующих 24 часам в день. Значение элемента массива 
равно –1 при продаже электроэнергии из внешней сети; 0 при 
использовании собственной электроэнергии; 1 при покупке 
электроэнергии. 

Модель корпуса «В» ВолгГТУ с установленной гибридной 
энергетической системой представлена на рис. 3. 
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Рис. 3. Модель корпуса «В» ВолгГТУ 

Производство электроэнергии солнечными панелями 
зависит от погодных условий. По данным о погоде можно 
определить место нахождения и угол наклона солнечных 
панелей, а также максимальную мощность производства 
электроэнергии. Диаграмма зависимости погодных условий 
(среднемесячной температуры воздуха, коэффициента 
солнечного облучения и скорости ветра) от времени в месте 
проведения испытания за каждый месяц 2011 года показана на 
рис. 4. 

 
Рис. 4. Зависимость погодных условий от времени в 2011 году 
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По результатам анализа данных об электропотребление в 
[2] предлагается, что: 

–  электропотребление в выходные и в праздничные дни 
меньше чем в рабочие дни (электропотребление в субботу равно 
60%, а в воскресение равно 10% среднего потребления рабочих 
дней); 

–  энергопотребление в промежутках времени с 9 до 11 часов 
и с 17 часов до 21 часа локально максимальное, и, 
соответственно, это пиковая цена электроэнергии. 

Профиль моделируемого потребления электроэнергии 
корпуса «В» ВолгГТУ в 2011 году показан на рис. 5. 

 
Рис. 5. Профиль потребления электроэнергии корпуса «В» 

ВолгГТУ за каждый месяц 2011 года 

Выходные данные моделирования используются для 
прогнозирования электропотребления и производства 
электроэнергии в следующие дни. В работе для формирования 
прогноза применяются нейронные сети. Оценка качества 
прогнозирования выполняется с использованием оценок МАЕ 
(Mean Absolute Error – средняя абсолютная ошибка) и MSE 
(Mean Square Error – среднеквадратичное отклонение) [3, 6]. 

Функция потерь (целевая функция) J определяется по 
формуле 
(2)     максi

24
1 i

24
1

произв
i

потр
ii %100 EkSppkJ ii    , 
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где ik – тарифный план электроэнергии в промежутке времени i 
(руб/кВт·ч); 

потр
ip  – энергопотребление в промежутке времени [i, i+1] 

(кВт·ч); 
произв
ip – энергопроизводство в промежутке времени [i, i+1] 

(кВт·ч); 
iS  – состояние АКБ в момент времени i (%); 

максE  – максимальная электроемкость АКБ (кВт·ч или А·ч). 
Так как цель исследования заключается в формировании 

оптимальной стратегии переключения между источниками 
энергии, формулу (1) можно переписать с учетом 
«коэффициента стратегии покупки электроэнергии» stri 
(i = 1, …, 24), зависящего от текущего тарифного плана 
электроэнергии 
(3)     ,]%100[ макс1

произвпотр
ii

n
i iii strkESppJ     

(4) 
1, при продаже электроэнергии,

0, при использовании собственной электроэнергии,
1, при покупке электроэнергии.

istr

 


 

В каждый момент времени система находится в одном из 
трех состояний: использование собственной электроэнергии, 
продажа электроэнергии и покупка электроэнергии. Входные 
данные системы сохраняется каждый час, таким образом, 
имеются 24 наблюдения в день. Цель оптимизации стратегии 
покупки электроэнергии заключается в нахождение таких 
значений stri (i = 1, …, 24) при которых достигается 
минимальное значение целевой функции J. Количество 
возможных стратегий покупки электроэнергии равно 324. Для 
уменьшения времени вычислений в статье используется 
генетический алгоритм. Параметры для алгоритма 
представляются таким образом: количество особей – 100, 
количество поколений – 1000, вероятность скрещивания – 80%, 
вероятность мутации – 5%, число генов особи – 24. Для 
формирования стратегии переключения между источниками 
электроэнергии выделяются следующие этапы генетического 
алгоритма: 
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Шаг 1. Задание целевой функции J для особей популяции. 
Шаг 2. Создание начальной популяции. 
Шаг 3. Если количество поколений i < 100 

{ 
–  размножение (скрещивание); 
–  мутирование; 
–  вычисление значений целевой функции для всех особей; 
–  формирование нового поколения. 

} 
Шаг 4. Определение оптимального решения. 

Показатель эффективности создания интеллектуальной 
гибридной энергосистемы E определяется по формуле: 

(5) 
обор.

HRES HRESбез

C
CCE 

 , 

где Сбез HRES – затраты на электроэнергию без применения 
интеллектуальной гибридной энергетической системы; 

СHRES – затраты на электроэнергию с применением 
интеллектуальной гибридной энергетической системы; 

Cобор. – затраты на приобретение оборудования системы. 
Затраты на приобретение оборудования системы равны 

сумме затрат на приобретения компонент гибридной системы: 
(6) 0АКБАКБСПСПобор. CCnCnC   
где nСП – количество солнечных панелей; 

ССП – стоимость одной солнечной панели; 
nАКБ – количество АКБ; 
САКБ – стоимость одного АКБ; 
С0 – стоимость остальных компонентов системы. 

Чем выше показатель эффективности E, тем меньше время 
окупаемости системы. Следовательно, в статье проводится 
испытание для определения количества установленных 
солнечных панелей и АКБ в корпусе «В» ВолгГТУ, а также 
оптимальной стратегии покупки электроэнергии. 

4. Результаты испытаний 

Для апробации предлагаемых подходов была построена 
модель гибридной энергетической системы в среде PVSOL. 
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Данные о потреблении и производстве электроэнергии 
измерялись каждый час и сохранялись на сервере [2].  

Испытание интеллектуальной гибридной энергетической 
системы проводилось в течение произвольно выбранного дня 
14.9.2011 г. Для прогнозирования потребления и производства 
электроэнергии 14.9.2011 г. использовалась нейронные сети. 
Согласно [1], на потребление электроэнергии в момент времени 
t наибольшее влияние оказывает потребление электроэнергии в 
этот же момент времени 1 неделю, 2 недели, 3 недели и 4 недели 
назад. Следовательно, входными сигналами нейронных сетей в 
момент t являются потребление и производство электроэнергии 
в моменты t = 24.1.7, t = 24.2.7, t = 24.3.7, t = 24.4.7. Структура 
нейронной сети для проведения испытаний показана на рис. 6. 

 
Рис. 6. Структура нейронной сети для прогнозирования 

потребления и производства электроэнергии 

Значения модельных и прогнозируемых данных о 
потреблении электроэнергии для проведения испытания 
показаны на рис. 7. 

На основе полученных данных в процессе моделирования 
можно по формуле (1) определить количество электроэнергии, 
вырабатываемой одной солнечной панелью. Следовательно, 
можно определить количество электроэнергии, вырабатываемой 
nСП солнечными панелями. 

В статье проводилось 60 испытаний с разными 
конфигурациями системы (разными количества установленных 
солнечных панелей и АКБ) для определения оптимальной 
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конфигурации гибридной энергетической системы корпуса «В» 
ВолгГТУ. Оценка качества построенной интеллектуальной 
гибридной энергетической системы определяет коэффициентом 
эффективности по формуле (5).  

 
Рис. 7. Модельное потребление электроэнергии в корпуса «В» 

ВолгГТУ с 17.8.2011 г. по 14.9.2011 г. 

В статье стратегия покупки электроэнергии формируется на 
основе прогнозируемых данных о потреблении и производстве 
электроэнергии с учетом многотарифного плана 
электроэнергии. График тарифного плана электроэнергии 
города Волгограда по трем зонам суток показывается на рис. 8 . 

На рис. 9. изображена поверхность коэффициентов 
эффективности (ось Z) в зависимости от числа установленных 
солнечных панелей (ось Х) и максимальной емкости АКБ 
(ось Y). На поверхности определена точка, характеризующая 
оптимальную конфигурацию системы: количество солнечных 
панелей – 110, максимальная емкость АКБ –  458 А.ч, 
номинальное напряжение АКБ – 24 В. 

График производства электроэнергии, вырабатываемой 
солнечными панелями в оптимальной конфигурации, 
представлен на рис. 10. 

В данной статье использован генетический алгоритм для 
выбора оптимальной стратегии покупки электроэнергии 
возобновляемой энергетической системы корпуса «В» ВолгГТУ. 
В результате функционирования алгоритма оптимальная 
стратегия покупки электроэнергии в точке максимального 
коэффициента эффективности представлена на рис. 11. 
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Рис. 8. Тарифный план электроэнергии по трем зонам суток 

 
Рис. 9. Поверхность коэффициентов эффективности 

с разными конфигурациями системы 
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Рис. 10. Производство электроэнергии корпуса «В» ВолгГТУ с 

17.8.2011 г. по 14.9.2011 г. 

 
Рис. 11. Диаграмма переключения между источниками энергии 

14.9.2011 г. 

Качество управления системой оценивается через процент 
сокращения затрат на электроэнергию до и после применения 
метода формирования стратегии покупки электроэнергии. 
Таблица 1 содержит информацию о гибридной энергетической 
системе. 

Таблица 1. Параметры построенной гибридной энергетической 
системы  

Название Описание 
Прогнозируемые затраты (руб.) (14.9.2011 г.)* 822 
Реальные затраты (руб.) (14.9.2011 г.)* 830 
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Название Описание 

Затраты без применения гибридной 
энергетической системы (руб.) (14.9.2011 г.)** 2756 

Время вычисления (сек.) (14.9.2011 г.) 165 
Процент сокращения затрат (%) 70 
Стоимость системы (млн. руб.)*** 2,5 

* расчет по формуле (3);  
** расчет по формуле (2);  
*** расчет по формуле (6). 

5. Заключение 

В статье рассмотрена модель гибридной энергосистемы с 
источниками возобновляемой энергии в корпусе «В» ВолгГТУ. 
В результате моделирования гибридной энергосистемы 
выявлены оптимальная конфигурация гибридной энергосистемы 
и оптимальная стратегия покупки электроэнергии 14.9.2011 г. 
Преимущество применения подхода заключается в том, что он 
позволяет определить оптимальную стратегию переключения 
между внешней электросетью и источниками возобновляемой 
энергии в зависимости от текущего тарифного плана текущего 
состояния системы, прогнозируемого состояния. В результате 
этого могут быть сокращены затраты на электроэнергию. 
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Abstract: Nowaday energy management is an important subject for 
intelligent control. The problem is to find a real-time energy 
sources’ switching strategy, which minimizes wastes and energy 
cost. We consider an intelligent hybrid energy system (HRES), 
which optimizes a number of criteria, such as efficiency and energy 
costs, by switching between energy sources in real-time based on 
energy consumption and production forecasts. The switching 
strategy is found with a genetic algorithm. Efficiency of the 
developed control system as compared to existing energy systems is 
verified with computer simulation. 
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	Утверждение 4. Пусть S – множество, <<∈LineOrders(S) – линейный порядок на множестве S (/1.3.2/) и s ⊆ S конечное подмножество. Тогда отображение num[<<,s]:s→{1,...,|s|} (/11/) является обратимым отображением на {1,...,|s|} (отношение (num[s,<<])-1⊆ s×{1,2,…} является отображением из 1,...,|s|} на s). Без доказательства
	Определение 12. Пусть Q – конечное множество,<<∈LineOrders(Q) - линейный порядок на Q (/1.3.2/), s⊆Q и φ:s→Q' некоторое отображение (/1.3.3/). Введем следующие обозначения:
	Определение 13. Пусть V множество, α∈V* -последовательность и s⊆{1,2,…}. Тогда s - подпоследовательностью последовательности α (обозначается subseq(s,α)- это последовательность, задаваемая множеством позиций s∩dom(α) в строке α) называется такая последовательность β∈V*, что |dom(β)|=|dom(α)∩s| и для любого n∈dom(β) выполняется равенство 
	Утверждение 5. Пусть V множество, α∈V* (/1.4/) - последовательность и s⊆{1,2,…}. Тогда subseq(s,α)=string(s∩dom(α),⩽,α|[s]) (/12,13/).Без доказательства
	Определение 14. Пусть V множество, V'⊆V и φ:V'→V* некоторое отображение. Строковым гомоморфизмом, порожденным отображением φ, называется отображение φ^{Strings}^{(V)}:V*→V* такое, что для любой строки α∈V* и для строки π∈(V*)* такой, что dom(π)=dom(α) и для всех i∈dom(π) π(i)=

	1.5. Термы
	Определение 15. Множеством функциональных символовназывается множество F с определенным на нем отображением arn:F→{0,1,…} (/1.3.3/), которое сопоставляет каждому элементу f∈F неотрицательное целое число – арность.
	Определение 16. Пусть F –множество функциональных символов (/15/) и V – множество функциональных символов арности 0, не пересекающееся с F (множество переменных)
	Утверждение 6. Пусть F – множество функциональныхсимволов (/15/) и V – множество функциональных символов арности 0, не пересекающееся с F (множество переменных). Тогда для любого t∈ Terms(F,V) t!==ε и при этом существует и единственна такая последовательность π∈(Terms(F,V)∖{t})*,что t={t(1)}∧Concat(π) (/9/). Без доказательства
	Определение 17. Определим отображения 
	Утверждение 7. Для любых t∈Terms(F,V) и τ∈subterms(t) справедливо включение Sons(τ)∈(subterms(t)∖{t})*.При этом length(Sons(τ))=arn(τ(1))

	1.6. Подстановки
	Определение 18. Подстановкой (переменных) называется такое отображение (/1.3.3/) φ:Terms(F,V)→Terms(F,V) (/16/) , что для некоторого отображения f:V→Terms(F,V) (/16/), справедливо равенство φ=fStrings^{(F∪V)}|[Terms(F,V)] (/14/).
	Утверждение 8. Пусть φ:V→Terms(F,V) –отображение из множества переменных во множество термов. Тогда существует и единственна подстановка φ'∈substitutions(F,V) такая, что φ'|[V]=φ.Без доказательства
	Определение 19. Пусть φ:V→Terms(F,V) –отображение из множества переменных во множество термов. Подстановка φ'∈substitutions(F,V) такая, что φ'|[V]=φ будет называться φ- подстановкой. В дальнейшем φ- подстановка φ'∈substitutions(F,V) будет обозначаться φ^{Terms}^{(F)}, либо, если F известно из контекста, φTerms.
	Утверждение 9. Пусть φ∈substitutions(F,V) иψ∈valuations(F,V). Тогда ψ[]•φ∈valuations(F,V) и φ[]•ψ=ψ.Без доказательства
	Утверждение 10. Подстановки (/18/) замкнуты относительно операции композиции (/1.3.3/) (Если φ,φ'∈substitutions(F,V) (/18/), то φ[]•φ'∈substitutions(F,V) (/1.3, 1.3.3/)). Без доказательства

	1.7. Системы уравнений
	Определение 20. Уравнениями (или равенствами) над множеством переменных V и множеством функциональных символов F (/15/) будем называть элементы множестваequations(F,V) [def]= V×(Terms(F,V)∖V^{}1) (/16/). В дальнейшем элементы (x,t)∈equations(F,V) будут обозначаться x=t, где x∈V – переменная, а t∈Terms(F,V)∖V^{}1 (/16/)(equations(F,V)={x=t:x∈V&t∈Terms(F,V)∖V^{}1}).
	Определение 21. Множество s⊆equations(F,V) (/20/) будем называть системой уравнений (диагональной системой уравнений) над переменными из V и функциональными символами из F (/15/), если из x=t∈s и x=t'∈s следует t=t'. Множество всех диагональных систем уравнений над переменными из V и функциональными символами из F будем обозначать через Systems(F,V) (∅∈Systems(F,V)).
	Определение 22. На множестве систем уравнений определим отображение boundVars:Systems(F,V)→2^{V} (/21/) следующим образом: для любой системы s∈Systems(F,V)boundVars(s) [def]= {x:x=τ∈s}. 
	Определение 23. Пусть F –множество функциональных символов (/15/) и V- множество переменных (множество функциональных символов арности 0) не пересекающееся с F. Определим отображение SystemToSubs:Systems(F,V)→substitutions(F,V) следующим образом. 
	Определение 24. Пусть s∈Systems(F,V) (/21/).Множеством внутренних подстановок системы уравнений s, называется наименьшее множество подстановок systemSubs(s)⊆ substitutions(F,V), удовлетворяющее следующим условиям:

	1.8. Интерпретация и подобие термов и подстановок
	Определение 25. Универсальной алгеброй [10, 11] называется тройка A= (Q,F,µ), где 
	Определение 26. Пусть A=(Q,F,µ) – алгебра (/25/) и t∈ Terms(F,∅). Будем говорить, что отображение φ:subterms(t)→Q является A - интерпретацией терма t, если для любого τ∈ subterms(t) выполняется равенство φ(τ)=µ(τ(1))([*]^{φ}(Sons(τ)))
	Утверждение 11. Пусть A=(Q,F,µ) – алгебра (/25/). Тогда для любого t∈Terms(F,∅) существует и единственна A- интерпретация. Без доказательства
	Определение 27. Пусть A=(Q,F,µ) –  алгебра (/25/). Определим отображение Interpretation[A]:Terms(F,∅)→Q (/16/) следующим образом:
	Определение 28. Алгебра A=(Q,F,µ) (/25/) называется выразительной, если {Interpretation[A](t):t∈Terms(F,∅)}=Q
	Определение 29. Пусть A=(Q,F,µ) – алгебра (/25/), иB=extension(A) – её выразительное замыкание (/28/). В дальнейшем, для любого терма t∈Terms(F∪Q,∅) элемент алгебры Interpretation[B](t)∈Q будет обозначаться value[A](t). 
	Определение 30. Пусть A=(Q,F,µ) – алгебра (/25/). Будем говорить, что термы t1, t2∈Terms(F∪Q,V∖Q) (/16/) подобны в алгебре A (обозначается t1≡[A,terms]t2 либо t1≡[A]t2), если для любой основной подстановки φ∈valuations(Q,V∖Q) справедливо равенство value[A](φ(t1))=value[A'](φ(t2)) (/27/). Будем говорить, что подстановки φ,φ'∈substitutions(F∪Q,V∖Q) (/18/) подобны в алгебре А (обозначается φ≡[A,subs]φ', либо φ≡[A]φ'), если для любой переменной x∈V∖Q термы φ(x) и φ'(x) подобны (φ(x)≡[A]φ'(x)).
	Утверждение 12. Пусть A=(Q,F,µ) – алгебра (/25/) и V множество (переменных) не пересекающееся с F∪Q. Тогда 

	1.9. Решения систем уравнений
	Определение 31. Пусть A=(Q,F,µ) – алгебра (/25/),V - множество (переменных), не пересекающееся с F∪Q,и s∈Systems(F,V) – система уравнений (/21/). Отображение φ:V→Q называется решением s в A, если для любого уравнения x=t∈s (/20/) справедливо равенство φ(x)=value[A](φTerms(t)) (/18,27/) (равенство φ(x)=value[A](φTerms(t)) эквивалентно тождеству φ(x)≡[A]φTerms(t)). 
	Определение 32. Пусть A=(Q,F,µ) – алгебра (/25/),V - множество (переменных), не пересекающееся с F∪Q,и s∈Systems(F,V) – система уравнений (/21/). Отображение φ:V→Terms(F∪Q,V) (/16/) называется параметрическим решением s в A, если для любого отображения ψ:V→Q отображение subsValue[A](ψ^{Terms}(φ^{Terms})) (/29,19/) является решением s в A (/31/) (любое решение является параметрическим решением, но не наоборот). Множество всех параметрических решений системы s∈Systems(F,V) над A будет обозначаться ParametricSolutions[A],[V](s).
	Утверждение 13. Пусть A=(Q,F,µ) –алгебра (/25/), V -множество (переменных), не пересекающееся с F∪Q, иφ∈ParametricSolutions[A,V](s)-параметрическое решение (/32/) системы уравнений s∈Systems(F,V) (/21/). Тогда для любой подстановкиψ∈substitutions(F∪Q,V) справедливо включениеψ(φTerms^{(F∪Q,V)})∈ParametricSolutions[A,V](s). Без доказательства
	Утверждение 14. (Все свободные решения системы уравнений являются полными решениями). Пусть A=(Q,F,µ) –алгебра (/25/) и s∈Systems(F,V) – система уравнений (/21/). Тогда любое свободное решение φ:V→Terms(F,V) (∈FreeSolutions[A](s) /32/) системы s над A является полным решением s над A (/32/). Без доказательства


	2. Функциональные сети
	2.1. Синтаксис
	Определение 33. Функциональной сетью называется четверка G=(V,R,F,functor), где 
	Определение 34. Пусть G=(V,R,F,functor) – функциональная сеть (/33/), x∈V, functor(x)!==x и arn(functor(x))>0. Тогда для i∈{1,...,arn(functor(x))} x[i] –это такая однозначно определенная вершина, что (x,i,x[i])∈R. В случае, когда functor(x)=x, либо когда functor(x)!==x и i>arn(functor(x)), значение x[i] полагается равным ∅.
	Определение 35. Характеристической системой уравнений для сети N=(V,R,F,functor)∈netwares(W,F) (/33/) называется система уравнений system(N)∈Systems(F,V) (/21/) такая, чтоsystem(N) [def]= {x={f}∧πx :x∈V&f=functor(x)&f!==x&π[x]={(i,y):(x,i,y)∈R}}

	2.2. План вычисления и подстановка вычисления
	Определение 36. Пусть N=(V,R,F,functor) - функциональная сеть (/33/).
	Определение 37. Пусть N=(V,R,F,functor) -функциональная сеть (/33/) и s⊆V. Итерационной s - подстановкой (обозначается iteration[N,s]) называется такая подстановка φ∈substitutions(F,V) (/18/), что 
	Определение 38. Пусть N=(V,R,F,functor) – функциональная сеть (/33/). Определим отображениеComputerSub[N]:ComputerPlans(N)→substitutions(F,V) (/36,18/) во множество подстановок следующим образом. Для любой строкиα∈ComputerPlans(N) (/36/)
	Утверждение 15. Пусть N=(V,R,F,functor) – функциональная сеть (/33/). Тогда NetWorkSubs(N)=systemSubs(system(N)).Без доказательства

	2.3. Семантика
	Определение 39. Говорят, что функциональная сетьN= (V,R,F,functor) (/33/) задана над алгеброй A=(Q,F',µ) (/25/), если F⊆F' и V∩(F∪Q)=∅ .
	Определение 40. Пусть N=(V,R,F,functor) – функциональная сеть (/33/) над алгеброй A=(Q,F,µ) (/25,39/). Для любого множества s⊆V на множестве States(A,N) (в соответствии с /2/ States(A,N)=N.nodes→Q /33/) определим отображение step[A,N,s]:States(A,N)→States(A,N) следующим образом: для любого состояния g:V→Q step[A,N,s](g) это такое отображение g':V→Q, что 
	Определение 41. Пусть N=(V,R,F,functor) – функциональная сеть (/33/) над алгеброй A=(Q,F,µ) (/25,39/). Определим отображение effectivePlans[A,N]:States(A,N)→2^{ComputerPlans(N)} следующим образом.Для любого f∈States(A,N) и π∈ComputerPlans(N) π∈effectivePlans[A,N](f) тогда и только тогда, когда состояние ComputerResult[A,N](f,π) является настроенным (/4/: Планы настройки из множества effectivePlans[A,N](f) будут планами полной настройки для состояния f)
	Утверждение 16. Пусть N=(V,R,F,functor) – функциональная сеть (/33/) над алгеброй A=(Q,F,µ) (/25,39/) и f∈States(A,N). Тогда вершина x∈V настроена в состоянии f в том и только в том случае, когда выполняется ровно одно из следующих условий:
	Определение 42. Пусть N функциональная сеть (/33/) над алгеброй A=(Q,F,µ) (/40/). 
	Определение 43. Пусть N сеть (/33/) над алгеброй A (/40/). Множеством надежных планов настройки сети N в алгебре A называется такое множество SaFePlans[A](N)⊆ComputerPlans(N), что для любых π∈SaFePlans[A](N) и f∈States(A,N) π∈effectivePlans[A,N](f).
	Утверждение 17. Пусть G=(V,R,F,functor) – функциональная сеть (/33/), A=(Q,F,µ) – алгебра (/25/) и s⊆V. Тогда длялюбого состояния f∈States(A,G) выполняется тождество(step[A,G,s](f))Terms^{(F∪Q)}≡[A]fTerms^{(F∪Q)}(iteration[N,s]) (/19/)(подстановка iteration[N,s] определена в /37/).
	Теорема 2. Пусть N=(V,R,F,functor) – функциональная сеть (/33/) над алгеброй A=(Q,F,µ) (/25,40/) иπ∈ComputerPlans(N). Тогда для любого состояния f∈States(A,N) (/40/)(ComputerResult[A,N](f,π))Terms^{(F∪Q)}≡[A]fTerms^{(F∪Q)}(ComputerSub[N](π)) 


	3. Обоснование стратегии Киссинджера
	Определение 44. В дальнейшем запись t^{x,n}, где x∈V– переменная, t∈Terms(F,V) – терм (/16/), а n∈{0,1,…}, будет использоваться для обозначения терма, представляемого записью {x→t}^{n}(x) (/18, 1.3.3|Обозначения,18|Обозначения/: {x→t} – подстановка, переводящая x в t и оставляющая остальные переменные на месте). 
	Примеры. 
	Определение 45. Пусть A=(Q,F,µ) конечная алгебра (/25/). Будем говорить, A – комбинаторная алгебра, если для любого терма t∈Terms(F,{x}), где x∉F∪Q и любого q∈Q существует такое n∈{1,2,…}, что {x→q} t^{x,n }≡[A ]{x→q} t^{x,n+1}.
	Определение 46. Пусть N=(V,R,F,functor) конечная функциональная сеть (/33/) над алгеброй A (/40/) и <<∈LineOrders(V) линейный порядок (/1.3.2/) на множестве вершин V. 
	3.1. Регулярная устойчивость комбинаторных алгебр 
	Рис. 6. Схема доказательства
	Первый этап
	Утверждение 18. Пусть t∈Terms(F,V) и x∈V. Тогда длялюбых n,m∈{0,1,…} {x→t^{x,n}}={x→t}^{n } (/18|Обозначения,44/) и {x→t^{x,m}}{x→t^{x,n}}={x→t^{x,n+m}}.
	Определение 47. Пусть A=(Q,F,µ) – алгебра (/25/) и φ∈substitutions(F∪Q,V) (/18/) – подстановка. Будем говорить, что подстановка φ∈ substitutions(F,V) (/18/) устойчива над A, если справедливо тождество φ≡[A]φ^{2} (/30/, если φ≡[A]φ(φ)). 
	Утверждение 19. Пусть A=(Q,F,µ) – алгебра (/25/)и φ∈substitutions(F∪Q,V) (/18/) – устойчивая в A подстановка (/47/). Тогда для любых x∈V∖kernel(φ) (/18/) и t∈Terms(F, V) (/16/) φ{x→t}φ≡[A]{x→φ(t)}φ (/18,18|Обозначения,30/).
	Утверждение 20. Пусть A=(Q,F,µ) – конечная комбинаторная алгебра (/45/). Тогда для любых t∈Terms(F,V) (/16/), x∈V и n∈{0,1,…} t^{x,|Q|+n  }≡[A]  t^{x,|Q| } (/44,30/). Без доказательства
	Определение 48. Пусть F – множество функциональных символов (/15/) и W – множество не пересекающееся с F. Определим отображение isolate:netwares(W,F)×2^{W}→netwares(W,F) (/33/) следующим образом. Для любой сетиN=(V,R,F,functor)∈netwares(W,F) (/33/) и любого множества s⊆W isolate(N,s)=(V,R',F,functor') это такая сеть, что выполняются следующие условия:
	Определение 49. Пусть A=(Q,F,µ) – конечная алгебра (/25/), N=(V,R,F,functor)- конечная сеть (/33/) и << - линейный порядок на V. Ключом к решению для тройки (A,N,<<) назовем - подстановку KeySubs[A](N,<<) ∈substitutions(F,V), которая определяется индукцией по мощности boundVars(system(N)) следующим образом:
	Утверждение 21. Пусть A=(Q,F,µ) – комбинаторная алгебра (/45/), N=(V,R,F,functor)- конечная сеть (/33/) и << - линейный порядок на V.Тогда KeySubs[A](N,<<)|[V] свободное решение /32/ system(N) над A.

	Второй этап
	Определение 50. Определим отображение IterationString:{1,2,…}×{0,1,…}→{1,2,…}* следующим образом для любых n∈{1,2,…} и m∈{0,1,…} IterationString(n,m)= 
	Пример 9. IterationString(2,0)=ε
	Определение 51. Пусть N=(V,R,F,functor)- конечная сеть (/33/), A=(Q,F,µ) – конечная алгебра (/25/), << - линейный порядок на V, s=boundVars(system(N)) и f:{1,...,|s|}→V^{1} отображение такое, что для любого i∈dom(f) выполняется равенство f(i)={num[s,<<]-1(i)}
	Утверждение 22. Пусть N=(V,R,F,functor)- конечная сеть (/33/), A=(Q,F,µ) – конечная алгебра (/25/) и << - линейный порядок на V. Тогда KeySubs[A](N,<<)=ComputerSub[N](KeyPlan[A](N,<<)). Без доказательства
	Утверждение 23. Пусть n∈{1,2,…}, m∈{0,1,…} иπ=IterationString(n,m). Тогда для любого i∈dom(π)IterationString(n,π(i)-1)∈suffixes(Prefix(i-1,π)).
	Определение 52. Пусть A=(Q,F,µ) – конечная алгебра (/25/), N=(V,R,F,functor)- конечная сеть (/33/), << - линейный порядок на V и π=KeyPlan[A](N,<<).
	Утверждение 24. Пусть A=(Q,F,µ) – конечная алгебра (/25/), N=(V,R,F,functor) - конечная сеть (/33/), << - линейныйпорядок на V, τ=KeyPlan[A](N,<<), f∈States(A,N),s=nonRedundantSet[A,N,<<](f) и π=subseq(s,τ) (π -подпоследовательность, протокола τ, порожденная множеством s⊆τ). Тогда для любого i∈nonRedundantSet[A,N,<<](f) выполняются следующие равенства:
	Утверждение 25. Пусть A=(Q,F,µ) – комбинаторная алгебра (/45/), N=(V,R,F,functor)- конечная сеть (/33/), << - линейный порядок на V и π=KeyPlan[A](N,<<). Тогда для любого состояния f∈States(A,N) и любого i∈nonRedundantSet[A,N,<<](f)π(i)={chiefnode[N,A](<<,ComputerProtocol(f,π)(i))}.


	3.2. Устойчивые и регулярно устойчивые алгебры
	Пример 10. Пусть F={∅,v,a,f} – множество функциональных символов (/15/), для которого arn(∅)=arn(v)=0, arn(a)=1 и arn(f)=2. Пусть τ={x→v}((f(x,a(x)))^{x,2})=f(f(v,a(v)),a(f(v,a(v))))∈Terms(F,∅) (/18,44,16/). 
	Определение 53.  Определим отображение EqNet:equations(F,{x})→netwares(Terms(F,∅),F) (/20,33/) следующим образом. Для любого уравнения x=t∈equations(F,{x}) (/20/)
	Рис. 7. Устойчивая некомбинаторная алгебра.
	Утверждение 26. (Необходимость условия комбинаторности в теореме 1.) Пусть A=(Q,F,µ) – конечная некомбинаторная алгебра (/45/). Тогда существует такое уравнение u∈equations(F,{x}) (/20/), что для некоторого линейного порядка << (/1.3.1/) на множестве вершин схемы EqNet(u) (/53/), существует такое состояние f∈States(A,EqNet(u)) (/40, 53/), что (f,<<)- настройка (/46/) схемы EqNet(u) не является полной (/41/).






