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Работа посвящена развитию метода векторных функций Ляпу-
нова как единого подхода к анализу различных видов устойчиво-
сти нелинейных дискретных 2D-систем. Получены достаточные
условия экспоненциальной устойчивости нелинейных дискретных
2D-систем, описываемых моделью Форназини–Маркезини, и до-
статочные условия экспоненциальной устойчивости по профилю
повторения для нелинейных 2D-систем в форме повторяющегося
процесса. Результаты обобщаются на случай нелинейных повто-
ряющихся процессов с возможными нарушениями, моделируемы-
ми марковской цепью с конечным числом состояний. В линейном
случае эти условия выражаются в терминах линейных матрич-
ных неравенств. Приводится пример синтеза управления с ите-
ративным обучением в условиях информационных нарушений для
простейшей модели динамики портального робота.
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Введение

В середине 70-х годов прошлого века в связи с задачами об-
работки изображений была предложена дискретная модель [24],
в которой в качестве независимых переменных вместо времени
рассматривались две пространственные координаты – вертикаль-
ная и горизонтальная. С этими координатами связывались векто-
ры, представляющие информацию об изображении в вертикаль-
ном и горизонтальном направлениях соответственно, и процесс
обработки изображения рассматривался как динамический про-
цесс изменения этих векторов в зависимости от вертикальной
и горизонтальной координат. Эта модель вызвала широкий тео-
ретический и прикладной интерес и получила название модели
Роессера по имени автора [24]. Она положила начало исследо-
ванию нового класса динамических систем, в которых незави-
симая переменная является векторной, в отличие от общепри-
нятого скалярного времени. Такие системы получили название
nD-систем, где n – размерность вектора независимых перемен-
ных; используется также термин «многомерные системы», кото-
рый менее удачен в связи с тем, что так ещё называют обыч-
ные системы с векторными входными и выходными переменны-
ми. Другой класс линейных дискретных 2D-систем составляют
системы Форназини–Маркезини [13,14], которые появились в за-
дачах исследования двумерных цифровых фильтров, в этих си-
стемах вектор состояния не делится на вертикальную и горизон-
тальную компоненты, как в системах Роессера.

Значительный всплеск интереса к 2D-системам возник после
появления работы [8], где с целью повышения точности выпол-
нения операций роботами были предложены метод и алгоритмы
управления с итеративным обучением. Здесь следует отметить,
что сама идея управления с итеративным обучением появилась
раньше и была защищена патентом США [15], далее появилась
работа [27], которая была опубликована на японском языке. Эти
работы в силу их ограниченной доступности не смогли привлечь
внимания широкого круга исследователей и не произвели такого
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эффекта, как [8]. К настоящему времени, как показывают обзор-
ные статьи [11, 18], задаче управления с итеративным обучением
посвящено огромное количество работ и интерес к ней не осла-
бевает.

Управление с итеративным обучением применимо в систе-
мах, многократно повторяющих однородные операции, напри-
мер, портальный робот, перемещающий грузы из одной точки в
другую по заданной траектории. Суть такого управления заклю-
чается в том, что информация с предыдущего выполнения опера-
ции используется на следующем выполнении с целю улучшения
точности. В этом случае с одной стороны имеется динамический
процесс выполнения отдельной операции, с другой стороны – ди-
намический процесс улучшения выполнения операций от одного
повторения к другому. Двумерный характер динамики процессов
управления с итеративным обучением быстро был замечен в ряде
работ [16, 20], что послужило серьезной мотивацией к дальней-
шему интенсивному изучению 2D- и nD-систем.

Ещё один широкий класс 2D-систем составляют так называ-
емые повторяющиеся процессы [25, 26]. Модели в форме повто-
ряющихся процессов формально отличаются от моделей Роессе-
ра тем, что вместо горизонтальной и вертикальной переменной
рассматриваются переменные, называемые вектором состояния
текущего повторения и вектором профиля повторения. Принци-
пиальное же отличие состоит в том, что вектор профиля повто-
рения всегда задан на конечном промежутке времени. В частно-
сти, в связи с этим для данного класса систем понятие устой-
чивости вводится иначе, чем для систем Роессера и Форназини–
Маркезини [26].

Исследование устойчивости и стабилизации 2D-систем в по-
давляющем большинстве работ проводилось в рамках линейных
моделей. Для систем Роессера и Форназини–Маркезини устойчи-
вость понимается как ограниченность выходной переменной при
условии ограниченности входной переменной (BIBO stability)
[4, 5, 7, 17, 23]. Полученные здесь необходимые и достаточные
условия устойчивости выражаются в терминах расположения
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корней полинома от двух переменных [7], и универсальных кон-
структивных методов для проверки этих условий не существу-
ет. Указанные условия выражаются также в терминах разреши-
мости частотно-зависимого (или 1D-) уравнения Ляпунова [4],
их также не удалось выразить в конструктивной форме. Кон-
структивные условия можно выразить в терминах разрешимости
обычного уравнения (неравенства) Ляпунова в классе блочно-
диагональных матриц (2D-уравнение Ляпунова), но эти условия
являются лишь достаточными, хотя совпадают с необходимыми
в некоторых частных случаях [7]. Другие интересные результаты
в этом направлении можно найти в [6, 9]. Для линейных повто-
ряющихся процессов в силу их особенностей, указанных выше,
вводится понятие устойчивости вдоль повторений (stability along
the pass). Достаточно полное и подробное изложение полученных
результатов представлено в [3, 25, 26].

Работы, связанные с изучением устойчивости нелинейных
2D-систем, стали появляться лишь совсем недавно. B [21,22] рас-
сматривались системы Форназини–Маркезини, в [28] – системы
Роессера и в [12] – повторяющиеся процессы. Как было отмече-
но в [12, 19], для изучения устойчивости 2D-систем, в силу того,
что их модели явно задают лишь частные приращения перемен-
ных, естественным является метод векторных функций Ляпуно-
ва [2]. Данная работа развивает этот метод для исследования экс-
поненциальной устойчивости нелинейных систем Форназини–
Маркезини и нелинейных повторяющихся процессов. В силу от-
меченных особенностей этих систем понятия устойчивости для
них определяются по-разному. Для повторяющихся процессов ре-
зультаты обобщаются для моделей, учитывающих возможные на-
рушения, описываемых марковской цепью с конечным числом
состояний. Указана область возможного применения полученных
результатов в задачах управления с итеративным обучением в
условиях возможных информационных нарушений и приводит-
ся простой численный пример.

21



Управление большими системами. Выпуск 47

1. Экспоненциальная устойчивость нелинейных
систем Форназини–Маркезини

Рассмотрим нелинейную дискретную 2D-систему, описыва-
емую моделью Форназини–Маркезини
(1) xk+1,t+1 = f1(xk,t+1) + f2(xk+1,t), k, t = 0, 1, ...,

где x – n-мерный вектор состояния; f1, f2 – нелинейные вектор-
ные функции, удовлетворяющие требованию f1(0) = 0,
f2(0) = 0.

Предполагается, что граничные условия xk,0 и x0,t удовле-
творяют одному из следующих требований:

1) существуют положительные числа K и T такие, что

(2)
xk,0 6 Mk, k < K; x0,t 6 Mt, t < T,
xk, 0 = 0, k > K; x0, t = 0, t > T ;

2) существуют положительные числа κ1, κ2 и 0 < z < 1 та-
кие, что

(3) |x0,t|2 6 κ1z
t; |xk,0|2 6 κ2z

k,

где | · | означает евклидову норму.
Определение 1. Система (1) называется экспоненциально

устойчивой, если для любых граничных условий x0,t и xk,0, удо-
влетворяющих (2) или (3), существуют положительные посто-
янные β > 0, 0 < α < 1 такие, что
(4) |xk,t| 6 βαk+t.

Согласно этому определению норма вектора состояния, рас-
сматриваемая вдоль прямой k + t = N стремится к нулю не мед-
леннее некоторой экспоненты.

Рассмотрим векторную функцию Ляпунова:

(5) ~V (xk,t+1, xk+1,t) =
[

V1(xk,t+1)
V2(xk+1,t)

]
,

где V1(x) и V2(x) – положительно определённые скалярные функ-
ции, V1(0) = 0, V2(0) = 0, x ∈ Rn.
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Для этой функции определим оператор D в силу системы (1)
следующим образом

(6) D~V (xk,t+1, xk+1,t) = V1(xk+1,t+1) + V2(xk+1,t+1)−
− V1(xk,t+1)− V2(xk+1,t),

Этот оператор является дискретным аналогом дивергенции
векторного поля ~V в декартовых координатах k и t.

Задача состоит в нахождении условий экспоненциальной
устойчивости системы (1).

Следующая теорема даёт достаточные условия экспоненци-
альной устойчивости в терминах векторной функции Ляпунова
(5).

Теорема 1. Пусть существуют положительные скаляры
c1, c2 и c3 такие, что функция (5) и её оператор D (6) вдоль
траекторий системы (1) удовлетворяют соотношениям
(7) c1(|xk,t+1|2) 6 V1(xk,t+1) 6 c2(|xk,t+1|2),
(8) c1(|xk+1,t|2) 6 V2(xk+1,t) 6 c2(|xk+1,t|2),
(9) D~V (xk,t+1, xk+1,t) 6 −c3(|xk,t+1|2 + |xk+1,t|2)
Тогда система (1) экспоненциально устойчива.

Доказательство. Из неравенств (7), (8), (9) получим
(10) V1(xk+1,t+1) + V2(xk+1,t+1) 6 λV1(xk,t+1) + V2(xk+1,t),
где λ = 1− c3

c2
∈ (0, 1).

Изменяя в этом неравенстве k от 0 до N и t от N до 0 и
учитывая, что k + t = N , имеем:

V1(x1,N+1) + V2(x1,N+1) 6 λV1(x0,N+1) + V2(x1,N ),

V1(x2,N ) + V2(x2,N ) 6 λV1(x1,N ) + V2(x2,N−1),

V1(x3,N−1) + V2(x3,N−1) 6 λV1(x2,N−1) + V2(x3,N−2),

V1(x4,N−2) + V2(x4,N−2) 6 λV1(x3,N−1) + V2(x4,N−2),

...

V1(xN,2) + V2(xN,2) 6 λV1(xN−1,2) + V2(xN,1),
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V1(xN+1,1) + V2(xN+1,1) 6 λV1(xN,1) + V2(xN+1,0).

Складывая эти неравенства между собой, учитывая очевид-
ные равенства

V1(x0,N+2) + V2(x0,N+2) ≡ V1(x0,N+2) + V2(x0,N+2),

V1(xN+2,0) + V2(xN+2,0) ≡ V1(xN+2,0) + V2(xN+2,0)

и добавляя их к обеим частям, получим

N+2∑
j=0

V1(xj,N+2−j) + V2(xj,N+2−j) 6

6 λ
N+1∑
j=0

[V1(xj,N+1−j) + V2(xj,N+1−j)+

+ V1(x0,N+2) + V2(x0,N+2)+
+ V1(xN+2,0) + V2(xN+2,0)]

или

(11)
N+1∑
j=0

V1(xj,N+1−j) + V2(xj,N+1−j) 6

6 λ

N∑
j=0

[V1(xj,N−j) + V2(xj,N−j)+

+ V1(x0,N+1) + V2(x0,N+1)+
+ V1(xN+1,0) + V2(xN+1,0)].

Обозначая V (x) = V1(x) + V2(x) и мажорируя очевидным
образом правую часть (11), перепишем (11) в виде

N+1∑
j=0

V (xj,N+1−j) 6 λ
N∑

j=0

(V (xj,N−j) + V (x0,N+1) + V (xN+1,0)).
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Решая это неравенство относительно переменной∑N
j=0[V (xj,N−j)], получим

(12)
N∑

j=0

V (xj,N−j) 6 λnV (x0,0)+

+
N−1∑
j=0

(λjV (x0,N−j) + V (xN−j,0)).

Рассмотрим первое слагаемое под знаком суммы. С учётом
граничных условий получим

(13)
N−1∑
j=0

λjV (x0,N−j) 6 c2

N−1∑
j=0

λjκ1z
N−j .

Определим ζ =
√

λ, тогда

(14) c2

N−1∑
j=0

λjκ1z
N−j = c2κ1

N−1∑
j=0

(ζζ)jzN−j =

= c2κ1

N−1∑
j=0

ζjζjzN−j .

Учитывая, что |z| < 1, и выбирая z̄ = max{ζ, z}, имеем

(15) c2κ1

N−1∑
j=0

ζjζjzN−j 6 c2κ1

N−1∑
j=0

ζj z̄j z̄N−j =

= c2κ1z
N

N−1∑
j=0

ζj =
c2κ1

1− ζ
zN = βαk+t,

где β = c2κ1
1−ζ > 0, α = z, k + t = N . Таким образом, система

экспоненциально устойчива.
Для граничных условий более общего вида справедливо сле-

дующее утверждение.
Теорема 2. Если граничные условия удовлетворяют нера-

венству

(16)
∞∑

j=0

[|x0j |2 + |xj0|2] < ∞,
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и выполняются соотношения (7)–(9), то
(17) lim

k+t→∞
|xk,t| = 0.

Доказательство. Суммируя неравенства (12) по N и мажо-
рируя правую часть, получим

(18)
M∑

n=0

N∑
j=0

V (xj,N−j) 6

6
∞∑
i=0

λj

[
M−1∑
N=0

V (x0,N ) + V (xN,0) + V (x0,0)

]
.

В силу (16), (7), (8)

M−1∑
j=0

(V (x0,N ) + V (xN,0)) 6 c2

∞∑
N=0

(|x0,N |2 + |xN,0|2) < ∞.

Тогда согласно (16) и (18)

N∑
j=0

|xj,N−j |2 6
c2

c1

N∑
j=0

V (xj,N−j) → 0

при N →∞.
Таким образом, правая часть неравенства (18) ограничена

при M → ∞ и ряд в левой части неравенства (18) сходится при
N →∞:

N∑
j=0

V (xj,N−j) → 0, N →∞.

Следовательно,
(19) lim

k+t→∞
|xk,t| = 0,

что и требовалось доказать.
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2. Экспоненциальная устойчивость нелинейных
повторяющихся процессов

Рассмотрим нелинейный повторяющийся процесс, описыва-
емый следующей моделью в пространстве состояний

xk+1(t + 1) = f1(xk+1(t), yk(t)),
yk+1(t) = f2(xk+1(t), yk(t)),(20)

0 6 t 6 T, k = 0, 1, 2, ...,

где k – номер повторения; t – дискретное время на k-м повто-
рении; xk(t) ∈ Rnx – вектор состояния текущего повторения;
yk(t) ∈ Rny – вектор профиля повторения; f1 и f2 – нелиней-
ные функции такие, что f1(0, 0, 0) = 0, f2(0, 0, 0) = 0.

Граничные условия предполагаются заданными в виде по-
следовательности начальных значений вектора состояния теку-
щего повторения и начального профиля повторения:

xk+1(0) = dk+1, k > 0,

y0(t) = f(t), 0 6 t 6 T,(21)

y0(t) = 0, t > T,

где dk+1 и f(t) – известные векторы размерности nx× 1 и ny × 1
соответственно.

Предположим, что граничные условия dk+1 и f(t) удовле-
творяют неравенствам

|f(t)|2 6 Mf , |dk+1|2 6 κdz
k+1
d , k = 0, 1, ...,(22)

где Mf > 0, κd – некоторые конечные действительные числа и
0 < zd < 1. Число zd определяет скорость сходимости последо-
вательности начальных значений вектора состояния.

В теории линейных повторяющихся процессов эффективно
используется понятие устойчивости вдоль повторений [25]. Это
понятие основано на свойствах линейного оператора в банаховом
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пространстве и поэтому не может быть непосредственно перене-
сено на нелинейные системы. В связи с этим введем новое поня-
тие устойчивости, которое, как будет показано далее, в линейном
случае гарантирует устойчивость вдоль повторений.

Определим норму вектора профиля повторения как

(23) ||yk|| =

√√√√ T∑
t=0

|yk(t)|2

и введем следующее понятие устойчивости
Определение 2. Система (20) называется экспоненциально

устойчивой по профилю повторения, если для любых граничных
условий, удовлетворяющих (22),
(24) ||yk|| 6 κzk, 0 < z < 1,

где κ зависит от длины профиля повторения T и z зависит от
zd.

Чтобы найти условия экспоненциальной устойчивости по
профилю повторения системы (20), вновь используем метод век-
торных функций Ляпунова.

Рассмотрим векторную функцию

(25) ~V (xk+1(t), yk(t)) =
[

V1(xk+1(t))
V2(yk(t))

]
,

где V1(x) > 0, x 6= 0, V2(y) > 0, y 6= 0, V1(0) = 0, V2(0) = 0.
Для этой функции определим оператор дивергенции в силу

системы (20) следующим образом:

D~V (xk+1(t), yk(t)) = ∆tV1(xk+1(t)) + ∆kV2(yk(t)),(26)

где ∆tV1(xk+1(t)) = V1(xk+1(t+1))−V1(xk+1(t) и ∆kV2(yk(t)) =
V2(yk+1(t))− V2(yk(t).

Теорема 3. Рассмотрим систему (20) с граничными услови-
ями, удовлетворяющими (22), и предположим, что существуют
положительные константы c1, c2, c3 такие, что функция (25)
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и её оператор D (26) вдоль траекторий системы (20) удовле-
творяют неравенствам

c1|xk+1(t)|2 6 V1(xk+1(t)) 6 c2|xk+1(t)|2,(27)

c1|yk(t)|2) 6 V2(yk(t)) 6 c2|yk(t)|2,(28)

D~V (xk+1(t), yk(t)) 6 −c3(|xk+1(t)|2 + |yk(t)|2).(29)

Тогда система (20) экспоненциально устойчива по профилю по-
вторения.

Доказательство. Из (27), (28) и (29) следует, что

(30) V1(xk+1(t + 1) 6 λV1(xk+1(t)) + λV2(yk(t)) − V2(yk+1(t)),
где λ = 1− c3

c2
∈ (0, 1).

Решая неравенство (30) относительно V1(xk+1(t)), получим

(31) V1(xk+1(t)) 6 V1(xk+1(0))λt +
t−1∑
p=0

[λV2(yk(p))−

− V2(yk+1(p))]λt−p−1.

Обозначим

Hk(t) =
t∑

p=0

V2(yk(t))λt−p.

Тогда из (31), (27) и (22) следует, что

(32) Hk+1(t) 6 λHk(t) + λt+1V1(xk+1(0)) 6

6 λHk(t) + λt+1c2κdz
k+1
d .

Решая неравенство (32), получим

(33) Hk(t) 6 λkH0(t) + λt+1c2κd

k∑
i=1

zi
dλ

k−i.

Мажорируя правую часть (33), получим

(34) Hk(t) 6 zk

(
H0 +

c2κdλ
t+1

1− ζ

)
,

где z = max{λ, ζ}, ζ = z̄
1
2 , z̄ = max{zd, λ}.

Обозначая t = T и с учетом (28) легко убеждаемся, что вы-
полняется (24). Теорема доказана.
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3. Экспоненциальная устойчивость нелинейных
повторяющихся процессов с возможными
нарушениями

В этом разделе результаты обобщаются на случай нелиней-
ных повторяющихся процессов с возможными нарушениями.

Нарушения моделируются однородной марковской цепью с
конечным числом состояний, и нелинейный повторяющийся про-
цесс описывается следующей моделью:

xk+1(t + 1) = ϕ1(xk+1(t), yk(t), r(t)),
yk+1(t) = ϕ2(xk+1(t), yk(t), r(t)),

(35)

где r(t) (t > 0) – однородная марковская цепь с конечным числом
состояний N = {1, . . . , ν} и вероятностями перехода

P(r(t + 1) = j | r(t) = i) = πij ,(36)

где ϕ1 и ϕ2 – нелинейные функции такие, что для любых r ∈ N
ϕ1(0, 0, r) = 0, ϕ2(0, 0, r) = 0.

Остальные обозначения соответствуют принятым в разде-
ле 2. Граничные условия предполагаются заданными в виде по-
следовательности начальных значений вектора состояний и на-
чального профиля повторения (21) и удовлетворяют требованиям
(22). Выбор модели нарушений (36) мотивирован тем фактом,
что переменная t – время на текущем повторении, a переменная
k – номер повторения, и естественно считать, что процесс на-
рушений представляет собой стационарный марковский процесс,
развивающийся во времени. Определим норму вектора профиля
повторения как

(37) ||yk||E =

√√√√E
T∑

t=0

|yk(t)|2,

где E – оператор математического ожидания. Введем следующее
определение экспоненциальной устойчивости по профилю повто-
рения в среднем квадратическом повторяющегося процесса (35).
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Определение 3. Система (35) называется экспоненциально
устойчивой по профилю повторения в среднем квадратическом,
если для любых граничных условий (21), удовлетворяющих (22),
существуют постоянные κ > 0 и 0 < z < 1 такие, что
(38) ||yk||E 6 κzk.

Для получения условий экспоненциальной устойчивости по
профилю повторения в среднем квадратическом повторяющего
процесса (35), рассмотрим следующую векторную функцию Ля-
пунова

(39) ~V (xk+1(t), yk(t), r(t)) =
[

V1(xk+1(t), r(t))
V2(yk(t), r(t))

]
,

где V1(x, r) > 0, x 6= 0, V2(y, r) > 0, y 6= 0, V1(0, r) = 0,
V2(0, r) = 0.

Введем операторы Dt и Dk вдоль траекторий системы (35):

Dt
~V (ξ, η, i) = E[V1(xk+1(t + 1), r(t + 1)− V1(xk+1(t), r(t)) |

xk+1(t) = ξ, yk(t) = ηk, r(t) = i],

Dk
~V (ξ, η, i) = E[V2(yk+1(t), r(t))− V2(ηk, i) |

xk+1(t) = ξk+1, yk(t) = ηk, r(t) = i]

и определим оператор D как стохастический аналог оператора
дивергенции раздела 2:
(40) D~V (ξ, η, i) = Dt

~V (ξ, η, i) +DkV (ξ, η, i).
Справедливо следующее утверждение.
Теорема 4. Рассмотрим нелинейный повторяющийся про-

цесс (35), (36) с граничными условиями (21), удовлетворяющи-
ми (22). Предположим, что существуют положительные посто-
янные c1, c2, c3 такие, что функция (39) и её оператор D (40)
вдоль траекторий системы (35), (36) удовлетворяет неравен-
ствам

c1|ξ|2 6 V1(ξ, i) 6 c2|ξ|2,(41)

c1|η|2) 6 V2(η, i) 6 c2|η|2,(42)

D~V (ξ, η, i) 6 −c3(|ξ|2 + |η|2),(43)
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i ∈ N. Тогда повторяющийся процесс (35), (36) экспоненциально
устойчив по профилю повторения в среднем квадратическом.

Доказательство. Из (41), (42) и (43) следует, что

(44) E[V1(xk+1(t + 1)] 6 λE[V1(xk+1(t))] + E[λV2(yk(t))−
− V2(yk+1(t))],

где λ = 1− c3
c2
∈ (0, 1).

Решая неравенство (44) относительно V1(xk+1(t)), получим

(45) E[V1(xk+1(t))] 6 E[V1(xk+1(0))]λt +
t−1∑
p=0

E[λV2(yk(p))

− V2(yk+1(p))]λt−p−1.

Обозначим

Hk(t) = E

 t∑
p=0

V2(yk(t))

λt−p.

Тогда из (45),(41) получим

(46) Hk+1(t) 6 λHk(t) + λt+1E[V1(xk+1(0))] 6

6 λHk(t) + λt+1c2κdz
k+1
d .

Решая неравенство (46) с учётом граничных условий (21),
(22), получим неравенство (33), и остальная часть доказательства
аналогична доказательству теоремы 3.

4. Cтабилизация линейных систем
Форназини–Маркезини

Рассмотрим линейную дискретную систему Форназини–
Маркезини
(47) xk+1,t+1 = A1xk,t+1 + A2xk+1,t + B1uk,t+1 + B2uk+1,t,

где x – n-мерный вектор состояния; u – m-мерный вектор вход-
ных переменных; k – номер итерации; t – время на k-й итерации;
Ai, Bi, i = 1, 2 – действительные матрицы соответствующих раз-
меров.
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Поставим задачу найти управление с обратной связью по со-
стоянию:

uk,t+1 = F1xk,t+1,
uk+1,t = F2xk+1,t,

(48)

обеспечивающее экспоненциальную устойчивость системы (47).
Уравнение системы (47) с управлением (48) запишется в ви-

де
(49) xk+1, t+1 = [A1 + B1F1]xk,t+1 + [A2 + B2F2]xk+1,t.

Для решения воспользуемся результатами теоремы 1. Выбе-
рем векторную функцию Ляпунова (5) в виде

(50) ~V =
[

αxTHx
βxTHx

]
,

где α + β = 1.
Вычислим разностный оператор D этой функции вдоль тра-

екторий системы (49):

(51) D~V = αxT
k+1,t+1Hxk+1,t+1βxT

k+1,t+1Hxk+1,t+1−
− αxT

k,t+1Hxk,t+1 − βxT
k+1,tHxk+1,t =

= [(A1 + B1F1)xk,t+1 + (A2 + B2F2)xk+1,t]T ·H·
· [(A1 + B1F1)xk,t+1 + (A2 + B2F2)xk+1,t]−
− αxT

k,t+1Hxk,t+1 − βxT
k+1,tHxk+1,t =

= [(A1 + B1F1)xk,t+1 + (A2 + B2F2)xk+1,t]T ·H·
· [(A1 + B1F1)xk,t+1 + (A2 + B2F2)xk+1,t)]−

− αxT
k,t+1Hxk,t+1 − βxT

k+1,tHxk+1,t.
После очевидных преобразований правой части получим,

что условия теоремы 1 будут выполнены, если существует по-
ложительно определённое решение H = HT матричного нера-
венства

(52) AT
c HAc −

[
αH 0
0 βH

]
< 0,

где Ac = [A1 + B1F 1 A2 + B2F2].
Умножая обе части этого неравенства слева и справа на мат-

рицу diag[X X], где X = H−1 > 0, и применяя теорему о допол-
нении Шура [10], получим, что неравенство (52) эквивалентно
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следующему линейному матричному неравенству относительно
переменных X > 0 и Y 1, Y2: αX 0 [A1 + B1Y1]T

0 βX [A2 + B2Y2]T

[A1 + B1Y1] [A2 + B2Y2] X

 > 0.(53)

Если неравенство (53) разрешимо относительно указанных
переменных, матрицы усиления стабилизирующего управления
находятся по формулам F1 = Y1X

−1, F2 = Y2X
−1.

5. Синтез алгоритма управления с итеративным
обучением в условиях информационных нарушений

В данном разделе результаты, полученные в разделе 3, при-
меняются к задаче управления с итеративным обучением в усло-
виях информационных нарушений. Пусть целое число k обозна-
чает номер итерации (повторения, шага), а uk(t), xk(t) и yk(t) –
входной вектор управления, вектор состояния и выходной вектор
соответственно в момент времени t k-ой итерации или повторе-
ния. Обозначим yref (t), t ∈ [0, T ] – желаемый выходной сигнал
системы. Тогда ek(t) = yref (t) − yk(t) ошибка на k-й итерации.
Задача состоит в построении такого изменения стратегии управ-
ления на текущем шаге управления на основе информации те-
кущего и предшествующего шагов, при которой выходной сиг-
нал системы воспроизводит заданный сигнал yref (t) с требуемой
точностью ε > 0, т.е. начиная с некоторого k = k∗ |ek(t)| < ε для
всех t ∈ T. Необходимым условием разрешимости поставленной
задачи является сходимость ошибки воспроизведения заданного
сигнала:
(54) lim

k→∞
|ek(t)| = 0, lim

k→∞
|uk(t)− u∞(t)| = 0.

Динамика такой системы может быть описана следующей
моделью в пространстве состояний:

x(t + 1) = Ax(t) + Bu(t),
y(t) = C(r(t))x(t), t = 0, 1, 2, ... ,

(55)
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где x ∈ Rn – вектор состояния; u ∈ Rm – входной вектор управ-
ления; y ∈ Rp – выходной вектор; r(t) – однородный марковский
процесс, который моделирует возможные нарушения. Этот про-
цесс имеет конечное число состояний N = {1, . . . , ν}, соответ-
ствующих числу возможных нарушений, с вероятностями пере-
хода, определяемыми соотношениями (36).

Предположим, что к системе (55) применен закон управле-
ния с итеративным обучением. Тогда динамика системы (55) опи-
шется следующим образом:

xk(t + 1) = Axk(t) + Buk(t),
yk(t) = C(r(t)xk(t)

(56)

с граничными условиями

u0(t) = 0, t ∈ [0, T ],
xk(0) = x0, k = 0, 1, ... .

(57)

Следуя концепции итеративного обучения управление на k-м
повторении (шаге) зададим в виде
(58) uk+1(t) = uk(t) + ∆uk+1(t),
где ∆uk+1(t) – корректирующая добавка к управлению на теку-
щем k-м шаге для формирования управления для следующего
k + 1-го шага.

С учётом стохастического характера системы введем следу-
ющее определение сходимости.

Определение 4. Закон управления с итеративным обучени-
ем (58) называется сходящимся в среднем квадратическом, ес-
ли для любых начальных условий x0 ∈ Rn и любой начальной
управляющей последовательности {u0(t)} он задаёт такую по-
следовательность {uk(t)} для системы (56), что E|ek(t)|2 =
E|yref (t)− yk(t)|2 → 0 при k →∞, t ∈ [0, T ].

Для дальнейшего анализа сходимости введем вспомогатель-
ную переменную:

υk+1(t) = xk+1(t)− xk(t).
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Тогда в терминах переменных υk(t) и ek(t) система (55) c
законом управления (58) будет представлена как 2D-система в
стандартной форме линейного дискретного повторяющегося про-
цесса:
(59)

υk+1(t + 1) = Aυk+1(t) + B∆uk+1(t),
ek+1(t) = −C(r(t))Aυk+1(t) + ek(t)− C(r(t))B∆uk+1(t).
Рассмотрим случай, когда переменные состояния доступны

измерению, и зададим вектор z(t) ∈ Rq в виде
(60) z(t) = D(r(t))x(t),
где D(r), r ∈ N – матрица соответствующего размера, имеющая
полный ранг.

В этом случае корректирующую поправку сформируем в ви-
де

∆uk+1(t) = F1(i)zk+1(t) + F2(i)ek(t), если r(t) = i.(61)

Тогда, если (61) гарантирует экспоненциальную устойчи-
вость по профилю повторения (59), из теоремы 4 следует, что
закон управления с итеративным обучением сходится.

Для нахождения матриц усиления стабилизирующего управ-
ления F1(i), F2(i), i ∈ N, воспользуемся условиями устойчиво-
сти теоремы 4.

Выберем векторную функцию Ляпунова в виде (39), где
V1(xk+1(t), r(t))) = xT

k+1(t)P1(r(t))xk+1(t) и V2(yk(t)r(t)) =
yT

k (t)P2(r(t))yk(t).
Стохастический оператор дивергенции D функции (39) в

этом случае должен удовлетворять (43). Вычисляя этот оператор
вдоль траекторий системы (59), (61), получим следующие доста-
точные условия экспоненциальной устойчивости по профилю по-
вторения в среднем квадратическом:

P (i) = diag[P1(i) P2(i)] > 0,
AT

c (i)
∑ν

j=1 πijHi(j)Ac(i)− P (i) + Q(i) < 0, i ∈ N,
(62)

где Ac(i) =
[

A + BF1(i) BF2(i)
−C(i)A− C(i)BF1(i) I − C(i)BF2(i)

]
,

Q(i) = QT(i) > 0,Hi(j) = diag[P1(j) P2(i)].
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Обозначая X(i) = P−1(i) и вводя дополнительные перемен-
ные Y1(i), Y2(i), Z1(i), как показано ниже, после простых, но гро-
моздких вычислений условия устойчивости запишутся в виде си-
стемы линейных матричных неравенств и уравнений относитель-
но этих переменных: S11(i) S12(i) S13(i)

ST
12(i) S22(i) 0

ST
13(i) 0 S33(i)

 > 0,

X(i) > 0, i ∈ N,(63)

D(i)X1(i) = Z1(i)X1(i),

где S12(i) = [S121(i) . . . S12ν(i)], S12j(i) =

π
1
2
ij

[
AX1(j) + BY1D(j) BY2(j)

−C(j)AX1(j)− C(j)BY1D(j) X2(j)− C(j)BY2(j)

]
,

S11(i) = diag[X1(i) X2(i)], S13 = diag[X1(i) X2(i)],
S22(i) = diag[X1(1) X2(i) X1(2) X2(i) . . . X1(ν) X2(i)],
S33(i) = Q−1(i), Y1(i) = F1(i)Z1(i), Y2(i) = F2(i)X1,
Y1D(i) = Y1(i)D(i) и, таким образом, справедливо следующее
утверждение.

Теорема 5. Рассмотрим систему (56) с граничными усло-
виями (57) и с законом управления с итеративным обучени-
ем (58), (61). Предположим, что линейные матричные неравен-
ства (63), i ∈ N, разрешимы. Тогда закон управления с итера-
тивным обучением (58), (61) сходится и F1(i) = Y1(i)Z−1

1 (i),
F2(i) = Y2(i)X−1

2 (i), i ∈ N.
Заметим, что в случае без нарушений неравенство (62) сво-

дится к 2D-неравенству Ляпунова, которое гарантирует устойчи-
вость относительно повторений [25] рассматриваемого повторя-
ющегося процесса. Этим устанавливается связь введённого опре-
деления устойчивости с традиционным в линейной теории повто-
ряющихся процессов.

Замечание 1. Если D(r) ≡ 0, то корректирующая поправка
к управлению будет иметь вид

∆uk+1(t) = F2(i)ek(t), если r(t) = i.
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В этом случае F1(i) = 0, а матрица F2(i) находится из решения
линейных матричных неравенств (63), которые, очевидно, в этом
случае будут иметь более простую форму.

5.1. ЧИСЛЕННЫЙ ПРИМЕР
Рассмотрим систему (55) при

A =

 −0, 002961 1 0
−0, 0008363 −0, 002961 0, 03035

0 0 1

 ,

B =
[

0 0 0, 01563
]T

,

C =
[

0, 0003718 0, 007077 0, 02335
]
.

Предположим, что нарушения моделируются однородной
марковской цепью r(t) с двумя состояниями, соответствующими
двум возможным режимам. В первом режиме D(1) = I , во вто-
ром D(2) = 0 (что соответствует пропаданию сигнала на корот-
кий период времени). Вероятность того, что система находится в
первом режиме π11 = 0, 95, во втором π22 = 0, 05. Далее восполь-
зуемся результатами теоремы 5 и замечания 1. Решая линейные
матричные неравенства из теоремы 5 и вычисляя матрицы уси-
ления стабилизирующего управления, получим

F1(1) =
[
−0, 0096 −0, 2814 −51, 9

]
, F2(1) = [922, 9] ;

F1(2) =
[

0 0 0
]
, F2(2) = [7, 38] .(64)

Ниже представлены результаты моделирования. На рис. 1а
представлен желаемый выходной сигнал c периодом дискрети-
зации 0,01 с. В случае, когда нарушения отсутствуют, скорость
сходимости ошибки достаточно высока (см. рис. 2). В случае воз-
никновения информационного нарушения (пропадание сигнала)
монотонность убывания ошибки нарушается (см. рис. 3). Подоб-
ного рода скачки крайне нежелательны для задач итеративного
обучения. Такого резкого скачка можно избежать, если знать мо-
мент возникновения нарушения и в этот момент совершить пере-
ключение алгоритма управления в соответствии с (64). На рис. 3a
38



Математическая теория управления

а) Желаемая траектория
б) Выходной сигнал

(в случае без нарушений)

Рис. 1. Выходной сигнал

а) Сходимость ошибки обучения
(в случае без нарушений)

б) Сходимость ошибки обучения
(в случае без нарушений, вид сбоку)

Рис. 2. Ошибка обучения

продемонстрирован случай, когда в момент возникновения нару-
шения было совершено переключение, на рис. 3б, напротив, слу-
чай, когда переключения управления произведено не было.
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а) Сходимость ошибки обучения с
непереключающимся законом управления

при потере сигнала на 10-м шаге
(вид сбоку)

б) Сходимость ошибки обучения с
переключающимся законом управления при

потере сигнала на 10-м шаге
(вид сбоку)

Рис. 3. Ошибка обучения (в случае с нарушениями)

6. Заключение

В данной работе метод векторных функций Ляпунова раз-
вивается как единый подход к анализу различных видов устой-
чивости 2D-систем. Полученные условия устойчивости по фор-
ме близки к классическим результатам Н.Н. Красовского [1], от-
носящимся к построению функций Ляпунова, удовлетворяющим
оценкам, характерным для квадратичных форм, но в классе 2D-
систем они, как показывает теорема 2, не всегда гарантируют экс-
поненциальный характер сходимости в отличие от случая обыч-
ных (1D-) систем. Использование стохастического дискретного
аналога дивергенции вместо полного приращения функции Ля-
пунова оказалось достаточно плодотворным. Это подтверждает
физическая интерпретация. В самом деле, векторное поле с отри-
цательной дивергенцией по крайней мере не должно иметь источ-
ников, следовательно, обобщённая энергия должна убывать в на-
правлении возрастания координат на плоскости независимых пе-
ременных. В ближайшей перспективе представляет интерес по-
пытаться по аналогии с [1] построить обращения указанных тео-
рем; в работах [19,28] уже сделаны определённые шаги в данном
направлении. В области приложений представляет существенный
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интерес применение полученных результатов к синтезу управле-
ния с итеративным обучением в рамках нелинейных моделей.
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EXPONENTIAL STABILITY OF NONLINEAR
DISCRETE 2D SYSTEMS
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Abstract: The paper develops the method of vector Lyapunov function
as a unified approach to stability analysis of nonlinear discrete-time
2D systems. We derive sufficient conditions of exponential stability
for nonlinear Fornasini-Marchesini systems and sufficient conditions
of pass profile exponential stability for nonlinear repetitive processes.
These results are extended to the nonlinear repetitive processes with
random failures modeled by Markov chain with finite set of states. In
the linear case these conditions are expressed in the form of linear
matrix inequalities. Finally, we describe an application to iterative
learning control design for the simplest model of gantry robot under
information failures.
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