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Введение

В настоящее время в связи со строительством новых микро-
районов города, увеличением количества личного транспорта ак-
туальной становится проблема анализа и оценки пассажиропото-
ков. Под пассажиропотоком будем понимать движение пассажи-
ров в одном направлении маршрута. Пассажиропоток может быть
в прямом направлении и в обратном. Пассажиропотоки играют
важную роль при планировании маршрутов движения городского
пассажирского транспорта, определении оптимальных интерва-
лов движения городского пассажирского транспорта. Особенно-
стью пассажиропотоков является их неравномерность, т.е. измен-
чивость по времени (по часам, суткам, дням недели, сезонам го-
да). Пассажирообразующая способность отдельного района опре-
деляется в зависимости от количества населения, показателей его
подвижности и коэффициентов неравномерности перевозок по
времени.

Для получения информации о показателях подвижности на-
селения и коэффициентах неравномерности перевозок применя-
ют различные методы обследования. Натурные методы обследо-
вания обладают большой точностью, погрешность таких мето-
дов составляет примерно 5% [5]. Главный недостаток таких ме-
тодов – большие затраты денежных и людских ресурсов для их
проведения. Кроме того, на обработку результатов необходимо
потратить много времени, поэтому результаты наблюдения мо-
гут уже неточно отражать реальную информацию о пассажиро-
потоках. Для определения пассажиропотоков также применяют-
ся энтропийные методы [1]. В энтропийной модели пассажиро-
потоки вычисляются на основе демографических и социально-
экономических данных с использованием информации о терри-
ториальном расположении района. Главным недостатком энтро-
пийного метода является допущение стационарности пассажиро-
потоков, т.е. такая модель не учитывает изменчивость пассажиро-
потоков от времени суток, дней недели и т.д. Поэтому нередко в
совокупности с натурными экспериментами, демографическими
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данными используют математические методы для получения ак-
туальной информации о пассажиропотоках [2, 4, 6, 7, 11]. Такие
методы также целесообразно применять для определения опти-
мальных (равновесных) решений при планировании перевозок,
используя полученную информацию о пассажиропотоках. Значе-
ния численных характеристик пассажиропотоков позволяют ре-
шать различные прикладные задачи оптимального управления го-
родским транспортом, такие как необходимое количество автобу-
сов, достаточное для перевозки пассажиров и с учетом интере-
сов пассажиров, а также интересов перевозчиков (чтобы рейсы
не были убыточными).

1. Модель

В общем случае транспортная модель может быть представ-
лена графом, вершины которого являются остановками, а реб-
ра описывают транспортные коридоры. Выберем какой-нибудь
маршрут транспортного средства, который представляет собой
последовательность остановок, соединенных ребрами. Рассмот-
рим случай, когда на маршруте имеется K остановок. Предполо-
жим, что есть потоки пассажиров между этими остановками в
прямом направлении. Под направлением будем понимать марш-
рут следования автобуса. Задача состоит в том, чтобы определить
доли пассажиров из общего пассажиропотока и направления дви-
жения, по которым перемещаются эти доли. Например, для деся-
ти пассажиров, находящихся на остановке, какое-то количество
едет до конечной остановки, а какое-то количество выйдет на
промежуточных остановках. Для этого проведем серию экспери-
ментов r, r = 1, ..., N . В качестве одного эксперимента будем
рассматривать одну поездку автобуса от начальной остановки до
конечной. Цель эксперимента состоит в фиксации информации о
количестве вошедших и вышедших из автобуса на каждой оста-
новке пассажиров. Пусть xr

1, xr
2, ..., xr

K – количество пассажи-
ров, вошедших на остановках i = 1, ...,K соответственно в экс-
перименте r, r = 1, ..., N . Пусть yr

1, yr
2, ..., yr

K – количество пас-
сажиров, вышедших соответственно на остановках j = 1, ...,K
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в эксперименте r, r = 1, ..., N . Очевидно, что xr
K = yr

1 = 0 в
любом эксперименте r. В модели xr

i , yr
j – это наблюдаемые ве-

личины. Обозначим через yr
ij – количество пассажиров, которые

вошли на остановке i и вышли на остановке j. Это ненаблюдае-
мые величины, которые и нужно оценить. Тогда информацию о
перемещениях пассажиров удобно представить в виде таблицы
(таблица 1).

Таблица 1. Информация о количестве вошедших и вышедших из
автобуса пассажиров
yr
11 = 0 yr

12 yr
13 . . . yr

1K−1 yr
1K xr

1

0 yr
22 = 0 yr

23 . . . yr
2K−2 yr

2K xr
2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . yr

K−1,K−1 = 0 yr
K−1,K xr

K−1

0 0 0 . . . 0 0 xr
K = 0

yr
1 = 0 yr

2 yr
3 . . . yr

K−1 yr
K

В таблице 1 приведены результаты эксперимента с номе-
ром r. В последнем столбце все элементы равны суммам эле-
ментов таблицы из соответствующей строки, и аналогично в по-
следней строке все числа равны сумме чисел в соответствующем
столбце; yr

ij – количество пассажиров (эти величины в экспери-
менте не наблюдаются), вошедших в автобус на остановке с но-
мером i и вышедших на остановке с номером j в эксперименте с
номером r:

(1) yr
j =

j−1∑
i=1

yr
ij .

В эксперименте наблюдаются только элементы последнего столб-
ца и последней строки. Будем считать для всех i, j, что пасса-
жиропотоки yr

ij представляют собой независимые (для разных r),
одинаково распределенные случайные величины. Их среднее зна-
чение представляет собой интенсивность движения пассажиров
по маршруту от остановки i до остановки j. Обозначим через
pij долю пассажиров, вошедших на остановке i и вышедших на
остановке j, ее можно трактовать как вероятность того, что пасса-
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жир, вошедший на остановке i, выйдет на остановке j. Составим
из этих значений таблицу 2.

Таблица 2. Информация о вероятностном распределении
пассажиров
p11 = 0 p12 p13 . . . p1K−1 p1K 1
0 p22 = 0 p23 . . . p2K−1 p2K 1
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . pK−1,K−1 = 0 pK−1,K 1

В таблице 2 сумма элементов в каждой строке равна единице
и представляет собой полиномиальное распределение [3] вероят-
ностей выхода пассажиров, вошедших в автобус на остановке,
при этом номер остановки совпадает с номером строки.

Рассмотрим эксперимент с номером r, умножим строку с но-
мером i из таблицы 2 на число xr

i , тогда естественно ожидать,
что получившаяся после умножения строка соответствует стро-
ке с номером i из таблицы 1, так как xr

i pij представляет собой
ожидаемое значение случайной величины yr

ij , причем случайные
величины, стоящие в одном столбце таблицы 1, взаимно неза-
висимы, следовательно, их отклонения от ожидаемого значения
случайны, независимы и при сложении компенсируют друг дру-
га, поэтому приближенно должно выполняться равенство

(2) yr
j ≈

j−1∑
i=1

xr
i pij .

Если число экспериментов N велико, то получившиеся уравне-
ния (2) будут, как правило, линейно независимы, так как коэффи-
циенты в разных уравнениях окажутся взаимно независимыми
случайными величинами, и решить эти уравнения относительно
неизвестных вероятностей pij (здесь i < j, j = 1, ...,K) можно
методом наименьших квадратов (МНК) [2] либо методом мини-
мизации суммы абсолютных величин разностей (ММС) [7].
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2. Модель системы для K = 5

Рассмотрим модель, которая включает пять остановок и пас-
сажиропотоки между остановками в прямом направлении. Иссле-
дуем пассажиропотоки по маршруту автобуса, который включает
все эти остановки. Согласно модели p12 характеризует пассажи-
ропоток от первой до второй остановки, p13 – пассажиропоток
от первой до третьей остановки и т.д. для каждой остановки и
каждого пассажиропотока. Для определения характеристик пас-
сажиропотоков было проведено 100 экспериментов, по итогам
которых составлены таблицы перемещений пассажиров (табли-
цы 3, 4).

Таблица 3. Информация о количестве вошедших в автобус
пассажиров
№ № эксперимента
остановки 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
1 4 6 5 4 4 5 5 4 5 6 4 4 5 6 4
2 3 2 2 3 3 2 2 3 2 2 3 3 3 2 2
3 1 2 2 1 2 2 1 1 2 1 2 1 1 1 1
4 3 2 2 2 2 2 2 2 2 3 2 3 2 2 2

Таблица 4. Информация о количестве вышедших из автобуса
пассажиров
№ № эксперимента
остановки 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
2 3 3 3 3 2 3 2 3 3 2 3 3 3 3 4
3 3 5 4 4 3 4 4 4 3 5 3 3 3 4 2
4 3 3 3 1 4 3 2 1 3 2 4 2 3 3 2
5 2 1 1 2 2 1 2 2 2 3 1 3 2 1 1

В таблице 3, 4 представлена информация о полученных пас-
сажиропотоках для первых 15 экспериментов.

Для поиска неизвестных pij , i < j, j = 1, ...,K воспользу-
емся методом наименьших квадратов. Сумма квадратов отклоне-
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ний s:

(3) s =
N∑

r=1

K∑
j=2

(yr
j −

j−1∑
i=1

xr
i pij)2,

где N = 100, K = 5. Тогда

(4) s =
100∑
r=1

5∑
j=2

(
yr

j −
j−1∑
i=1

xr
i pij

)2

=
100∑
r=1

[
(yr

2 − xr
1p12)

2 +

+ (yr
3 − xr

1p13 − xr
2p23)

2 + (yr
4 − xr

1p14 − xr
2p24 − xr

3p34)
2 +

+(yr
5 − xr

1p15 − xr
2p25 − xr

3p35 − xr
4p45)

2
]
,

с ограничениями p12 + p13 + p14 + p15 = 1, p23 + p24 + p25 = 1,
p34 + p35 = 1, pij > 0, для любых i, j.

Используя метод множителей Лагранжа [7], сократим число
ограничений, сформировав при этом новую функцию S:

(5) S =
100∑
r=1

[
(yr

2 − xr
1p12)2 + (yr

3 − xr
1p13 − xr

2p23)
2 +

+ (yr
4 − xr

1p14 − xr
2p24 − xr

3p34)
2 +

+ (yr
5 − xr

1p15 − xr
2p25 − xr

3p35 − xr
4p45)

2
]
− λ1(p12 + p13+

+ p14 + p15 − 1)− λ2(p23 + p24 + p25 − 1)− λ3(p34 + p35 − 1),
с ограничениями pij > 0, при любых i, j.

Задача состоит в том, чтобы найти минимум функции
S относительно неизвестных параметров pij , λt, для i < j,
j = 1, ..., K, t = 1, 2, 3.

Минимума функция S достигает при следующих значениях
параметров: p12 = 0, 48; p13 = 0, 52; p14 = 0; p15 = 0; p23 = 0, 67;
p24 = 0, 33; p25 = 0; p34 = 1; p35 = 0; p45 = 1.

Общее число пассажиров на остановках колеблется в пре-
делах от 9 до 14 человек. Для пассажиропотока из 11 человек
средние значения пассажиропотоков распределены следующим
образом (таблица 5).

Теперь найдем неизвестные pij , используя метод минимиза-
ции суммы абсолютных величин разностей. Сумма абсолютных
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Таблица 5. Информация о среднем значении пассажиропотоков,
полученная при помощи метода наименьших квадратов

№ остановки 2 3 4 5

Среднее количе-
ство пассажиров,
находящихся на
остановке

1 2,4 2,6 0 0 5
2 0 2,01 0,99 0 3
3 0 0 1 0 1
4 0 0 0 2 2
Среднее ко-
личество
пассажиров,
вышедших на
остановке

2,4 4,61 1,99 2

величин разностей s1 для пяти остановочных пунктов и ста экс-
периментов:

(6) s1 =
100∑
r=1

5∑
j=2

∣∣∣∣∣yr
j −

j−1∑
i=1

xr
i pij

∣∣∣∣∣ =
100∑
r=1

[|yr
2 − xr

1p12|+

+ |yr
3 − xr

1p13 − xr
2p23|+ |yr

4 − xr
1p14 − xr

2p24 − xr
3p34|+

+ |yr
5 − xr

1p15 − xr
2p25 − xr

3p35 − xr
4p45|] ,

с ограничениями p12 + p13 + p14 + p15 = 1, p23 + p24 + p25 = 1,
p34 + p35 = 1, pij > 0, для любых i, j.

Введем переменные

(7) Zr
j =

{
yr

j −
∑j−1

i=1 xr
i pij , если yr

j −
∑j−1

i=1 xr
i pij > 0,

0, если yr
j −

∑j−1
i=1 xr

i pij < 0;
и

(8) W r
j =

{ ∑j−1
i=1 xr

i pij − yr
j , если yr

j −
∑j−1

i=1 xr
i pij 6 0,

0, если yr
j −

∑j−1
i=1 xr

i pij > 0;
Очевидно, что

(9) yr
j −

j−1∑
i=1

xr
i pij = Zr

j −W r
j
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и

(10)

∣∣∣∣∣yr
j −

j−1∑
i=1

xr
i pij

∣∣∣∣∣ = Zr
j + W r

j .

Тогда задача будет состоять в том, чтобы найти минимум
функции S1:

(11) S1 =
100∑
r=1

5∑
j=2

(Zr
j + W r

j ),

с ограничениями: pij > 0 при любых i, j;
∑4

j=i+1 pij = 1 при

любом i; yr
j =

∑j−1
i=1 xr

i pij +Zr
j −W r

j , j = 2, ..., 5; Zr
j > 0, W r

j > 0,
r = 1, ..., N . При этом неизвестными параметрами в задаче будут
величины pij , Zr

j , W r
j , где i < j 6 5, i = 1, ..., 4.

Минимума функция S1 достигает при следующих значени-
ях параметров: p12 = 0, 5; p13 = 0, 49; p14 = 0, 01; p15 = 0;
p23 = 0, 68; p24 = 0, 32; p25 = 0; p34 = 1; p35 = 0; p45 = 1. Для
пассажиропотока из 11 человек средние значения пассажиропо-
токов распределены следующим образом (таблица 6):

Таблица 6. Информация о среднем значении пассажиропотоков,
полученная при помощи метода минимизации абсолютных
величин разностей

№ остановки 2 3 4 5

Среднее количе-
ство пассажиров,
находящихся на
остановке

1 2,5 2,45 0,05 0 5
2 0 2,04 0,96 0 3
3 0 0 1 0 1
4 0 0 0 2 2
Среднее ко-
личество
пассажиров,
вышедших на
остановке

2,5 4,49 2,01 2
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Полученная информация о пассажиропотоках позволяет де-
лать выводы относительно величин пассажиропотоков для раз-
личных направлений, а также внутри самого маршрута. Наиболь-
шие пассажиропотоки наблюдаются между 1 и 2 остановочными
пунктами, а также между пунктами 1 и 3, 2 и 3, 3 и 4. Ана-
логично можно определить участки маршрута, где наблюдается
небольшой пассажиропоток.

3. Модель системы для K = 10

Рассмотрим модель, которая включает десять остановок и
пассажиропотоки между остановками в прямом направлении.
Определим характеристики пассажиропотоков параметрически-
ми методами.

Было проведено сто экспериментов, по итогам которых со-
ставлены таблицы перемещений пассажиров (таблица 7, 8).

Таблица 7. Информация о количестве вошедших в автобус
пассажиров
№ № эксперимента
остановки 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
1 5 6 6 4 6 5 6 4 4 4 5 6 4 4 6
2 3 3 2 3 2 3 2 2 3 2 3 2 3 2 2
3 2 1 1 2 2 1 1 2 2 2 2 2 2 2 1
4 3 2 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3
5 3 4 3 3 3 5 5 3 4 5 4 3 4 3 5
6 3 3 3 3 4 3 4 3 4 3 4 4 4 3 4
7 1 1 2 1 2 1 1 1 1 2 2 2 1 1 1
8 3 2 2 2 2 2 2 3 2 3 2 2 2 3 2
9 1 2 2 1 1 1 2 2 2 1 2 1 2 2 2

В таблицах 7, 8 представлена информация о полученных пас-
сажиропотоках для первых 15 экспериментов.

На основе экспериментальных данных найдены значения
неизвестных параметров методом наименьших квадратов и ме-
тодом минимизации суммы абсолютных величин. В таблице 9
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Таблица 8. Информация о количестве вышедших из автобуса
пассажирах
№ № эксперимента
остановки 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
2 3 3 3 2 3 3 3 3 2 2 2 3 2 3 3
3 5 6 5 5 4 4 5 3 5 4 6 4 5 3 5
4 2 1 0 1 2 1 1 2 1 1 1 2 1 2 1
5 1 2 3 1 4 2 3 2 2 2 3 4 2 2 3
6 5 3 3 6 2 7 4 3 6 6 4 2 6 3 4
7 1 2 2 3 3 1 3 2 3 2 4 3 3 2 3
8 3 3 4 1 4 3 3 3 2 4 3 4 2 3 3
9 3 1 2 2 2 1 2 3 2 3 1 2 2 3 2
10 1 3 2 1 1 2 2 2 2 1 3 1 2 2 2

представлена информация о найденных значениях параметров.
Значения параметров, полученные разными методами близ-

ки друг к другу, что позволяет делать вывод о возможности при-
менения любого из этих методов при поиске значений пассажи-
ропотоков.

Таким образом, на основе результатов, полученных в соче-
тании натурных экспериментов и статистических методов, воз-
можно собрать информацию не только о наиболее и наименее
популярных остановках среди пассажиров, но и информацию о
передвижениях пассажиров, в том числе на каких остановках они
садятся, куда хотят приехать и т.д. Полученная информация мо-
жет быть полезна при планировании новых маршрутов или опти-
мизации действующих за счет увеличения или уменьшения ин-
тервалов движения автобусов.

Результаты исследования возможно применять не только для
автобусных перевозок. Это могут быть пригородные, внутриго-
родские, наземные, подземные, а также водные или монорельсо-
вые перевозки. Однако наиболее актуальной на данный момент
остается проблема наземного городского транспорта, о чем сви-
детельствуют многочисленные известия о ситуациях с пробка-
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ми во многих городах, а также тендеры на официальном сайте
zakupki.gov.ru на решение (исследование) проблем общественно-
го транспорта, а также анализа и оценки пассажиропотоков [8–
10]. Поэтому в работе такое большое внимание уделяется именно
наземному городскому транспорту.

Таблица 9. Информация о распределении пассажиропотоков,
полученная при помощи параметрических методов

МНК ММС МНК ММС МНК ММС
p12 0,48 0,5 p29 0 0,01 p56 0,99 0,97
p13 0,43 0,37 p210 0 0 p57 0 0,02
p14 0,04 0,06 p34 0,77 0,65 p58 0,01 0,01
p15 0 0,01 p35 0,09 0,1 p59 0 0,01
p16 0,05 0,05 p36 0,1 0,13 p510 0 0
p17 0 0,01 p37 0,02 0,06 p67 0,78 0,65
p18 0 0,01 p38 0,03 0,05 p68 0,21 0,24
p19 0 0,01 p39 0 0,01 p69 0,01 0,11
p110 0 0 p310 0 0,01 p610 0 0
p23 0,98 0,98 p45 0,66 0,61 p78 0,79 0,59
p24 0,01 0,01 p46 0,2 0,21 p79 0,2 0,26
p25 0,01 0 p47 0,04 0,08 p710 0,01 0,15
p26 0 0,01 p48 0,09 0,1 p89 0,86 0,72
p27 0 0 p49 0,01 0 p810 0,14 0,28
p28 0 0 p410 0 0 p910 1 1

4. Выводы и перспективы

В работе проведено исследование статистической модели
интенсивности пассажиропотоков между остановками. На осно-
вании натурных экспериментов построена математическая мо-
дель системы. На примерах для K = 5, K = 10 продемонстри-
рована методика определения пассажиропотоков между останов-
ками. Величины пассажиропотоков найдены при помощи мето-
дов наименьших квадратов и минимизации абсолютных величин
разностей. Заметим, что предложенная процедура определения
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пассажиропотоков легко реализуема на практике. Например, в
автобусах в больших городах пассажиры входят на остановке в
первую дверь и регистрируют свой билет в специальном автома-
те. Выход осуществляется через другие двери, где можно просто
установить дополнительные фиксирующие устройства.
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