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В работе представлены результаты исследования теоретико-
игровых задач управления биоресурсами, учитывающих асим-
метрию участников процесса эксплуатации. Рассмотрены сле-
дующие варианты несимметричности игроков: использование
различных коэффициентов дисконтирования и различные (слу-
чайные) горизонты планирования. Целью работы является опре-
деление кооперативного выигрыша и его распределение между
участниками в несимметричных случаях. Для построения коопе-
ративных выигрышей и стратегий игроков предложено исполь-
зование арбитражной схемы Нэша. Показано, что применение
арбитражного решения для определения кооперативного поведе-
ния не только выгодно обоим игрокам, но и благотворно влияет
на экологическую обстановку.
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никами. Главной целью рационального природопользования яв-
ляется поддержание стабильного развития популяции. Поэтому
изучение разницы между кооперативным и эгоистическим (ин-
дивидуальным) поведениями в задачах оптимального управления
биоресурсами является важной задачей (см., например, [7, 9]).

Известно, что при кооперации устанавливается более щадя-
щий режим эксплуатации. Для поддержания кооперативного по-
ведения участников используется принцип динамической устой-
чивости [2, 6, 17]. А для стабильности соглашения и невыгодно-
сти его нарушения необходимо выполнение условия «защиты от
иррационального поведения» [1, 23]. Идея этого подхода также
состоит в сравнении выигрышей игроков при некооперативном
поведении и при разрушении кооперативного соглашения с по-
следующим эгоистическим поведением.

Удобной для исследования процессов эксплуатации ресур-
сов в дискретном времени является модель «рыбных войн» [8].
Предполагается степенная функция развития популяции и лога-
рифмические функции «мгновенных» выигрышей игроков. Тогда
общий выигрыш участника определяется как конечная или бес-
конечная сумма дисконтированных «мгновенных» выигрышей.
В такой модели равновесные по Нэшу и кооперативные страте-
гии определяются в аналитическом виде. Исследованию коопе-
ративного поведения и динамической устойчивости кооператив-
ных решений в модели «рыбных войн» посвящено множество
работ [4, 5, 11, 15, 19]. Еще одним преимуществом данной моде-
ли является то, что динамически устойчивые решения и условия,
стимулирующие кооперативное поведение, также строятся в ана-
литическом виде.

Исследование кооперативного и некооперативного поведе-
ния в задачах управления биоресурсами со случайным горизон-
том планирования является важной теоретической и практиче-
ской задачей. В работах [20] и [10] построены кооперативные
стратегии и динамически устойчивые решения в случае, когда
горизонт планирования является случайной величиной с задан-
ным распределением.
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Традиционно при исследовании кооперативного поведения в
задачах природопользования предполагается использование иг-
роками одинаковых коэффициентов дисконтирования. Если же
они различаются (в этом случае игроки являются несимметрич-
ными), то нет возможности определить выигрыши игроков при
кооперативном поведении стандартными способами. Проблема
построения кооперативного поведения в данном случае мало изу-
чена, несмотря на то, что асимметрия распространена в реальных
экологических задачах. Например, страны, заключающие коопе-
ративное соглашение, могут иметь различный уровень инфляции,
экологические условия и т.д. В работах [13] и [22] было показа-
но, что конфликты при эксплуатации ресурсов могут возникать
из-за разницы в уровнях дисконтирования (предпочтениях во вре-
мени). Поэтому важной задачей в исследовании кооперативного
поведения в задачах управления биоресурсами является поиск
оптимального компромисса в случае, когда цели игроков разли-
чаются (различные коэффициенты дисконтирования и затраты на
вылов).

В работе [4] было предложено построение кооперативного
выигрыша как взвешенной суммы индивидуальных выигрышей
(в непрерывном случае см. [18]). Данный подход вызывает кри-
тику, так как игрок с большим коэффициентом дисконтирования
покидает процесс эксплуатации достаточно быстро, но должен
получить свою долю от общего выигрыша коалиции. Авторы по-
казали, что при определении весовых коэффициентов с помощью
арбитражного решения Нэша вся выгода от кооперативного со-
глашения достается первому участнику. Заметим, что это ущем-
ляет интересы второго игрока, что не должно быть при подписа-
нии кооперативного соглашения. Другой подход был предложен
в [21], где решение определяется с помощью арбитражной схемы.

Арбитражная схема Нэша была применена в [3] для опреде-
ления общего коэффициента дисконтирования, после чего зада-
ча сводится к определению динамически устойчивого распреде-
ления общего кооперативного выигрыша. В [14] кооперативные
стратегии получены из максимизации взвешенной суммы инди-
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видуальных выигрышей, и замечено, что данное решение должно
удовлетворять решению задачи максимизации произведения Нэ-
ша. Получен хорошо известный результат, что при применении
побочных платежей кооперативный выигрыш делится поровну.

В данной работе для построения и стимулирования коопера-
тивного поведения предложено использование арбитражной схе-
мы Нэша. Таким образом, при использовании предложенного
подхода нет необходимости в суммировании выигрышей несим-
метричных игроков. Арбитражная схема дает абсолютно другое
решение (см. классический пример в [16]). При построении ко-
оперативного поведения с помощью максимизации взвешенной
суммы выигрышей игроков существуют области параметров за-
дачи, при которых кооперативные выигрыши игроков меньше,
чем некооперативные [4]. Это невозможно в представленной схе-
ме: при кооперативном поведении, определенном с помощью ар-
битражного решения, выигрыши игроков больше или равны (при
некоторых параметрах) выигрышам в равновесии по Нэшу (в раз-
деле 5 представлены результаты моделирования, показывающие
этот факт).

Еще одной важной прикладной задачей является определе-
ние кооперативных выигрышей в случае различных горизонтов
планирования. Когда время участия одного из игроков меньше,
чем у другого, то игрок включается в процесс эксплуатации (в
данном случае – вылов) на фиксированное время и готов всту-
пить в кооперацию зная, что это более прибыльно для него. Но
так как у игрока меньший, чем у партнера, горизонт планирова-
ния, то он должен получить выгоду от кооперации больше, чем
игрок, который продолжает процесс эксплуатации ресурса даль-
ше.

Модель со случайными временами участия в процессе экс-
плуатации является наиболее приближенной к реальности, так
как внешние случайные процессы могут вызвать расторжение
кооперативного договора и участники не могут знать этого зара-
нее. Например, рыболовецкие артели могут обанкротиться, флот
может быть поврежден и т.д. В случае участников-стран может
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разразиться кризис, резко измениться уровень инфляции, между-
народные или внутреннее экономические и политические ситуа-
ции могут измениться и т.д. Все эти процессы могут разрушить
кооперативное соглашение, и определение кооперативного пове-
дения участников процесса природопользования в данном случае
не было исследовано ранее.

В работе исследуется дискретная теоретико-игровая задача
управления биоресурсами. Игроки (страны или рыболовецкие ар-
тели) эксплуатируют ресурс, развитие которого описывается сте-
пенной функцией. «Мгновенные» выигрыши игроков имеют ло-
гарифмический вид.

Игроки используют различные коэффициенты дисконтирова-
ния, что можно интерпретировать как их различные предпочте-
ния во времени. Развитием этой модели является ситуация, ко-
гда горизонты планирования игроков различаются как следствие
расторжения кооперативного договора или по другим причинам.
Хотя при заключении контрактов предполагается фиксирован-
ное время участия, внешние процессы могут заставить участника
выйти из игры, поэтому естественно рассматривать его горизонт
планирования как случайную величину.

Из всего выше сказанного следует, что для определения ко-
оперативного поведения в моделях с различными коэффициента-
ми дисконтирования и временами участия в процессе эксплуа-
тации необходима разработка новых методов. Поэтому в данной
работе для построения кооперативных стратегий и выигрышей
игроков в этих случаях предлагается использовать арбитражную
схему Нэша.

Результаты получены в аналитическом виде, что позволит
использовать их для конкретных рыбных популяций с соответ-
ствующими параметрами.

Статья организована следующим образом. В разделе 1 пред-
ставлена модель и определено равновесное по Нэшу решение.
Модель с различными коэффициентами дисконтирования рас-
смотрена в разделе 2, где кооперативное поведение строится с
использованием арбитражной схемы Нэша. В разделе 3 иссле-
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дована модель, в которой игроки различаются не только коэф-
фициентами дисконтирования, но и горизонтами планирования.
Результаты численного моделирования представлены в разделе 4.
А в разделе 5 приведены основные результаты и их обсуждение.

1. Модель и равновесие по Нэшу

Рассматривается дискретная теоретико-игровая модель
управления биоресурсми с одинаковым горизонтом планиро-
вания у обоих игроков, но с различными коэффициентами
дисконтирования.

Пусть два игрока (страны или рыболовецкие артели) эксплу-
атируют ресурс на протяжении конечного горизонта планирова-
ния [0, n]. Динамика развития популяции имеет вид
(1) xt+1 = (εxt − u1t − u2t)α, x0 = x,
где xt > 0 – размер популяции в момент времени t; ε ∈ (0, 1) –
коэффициент естественной выживаемости; α ∈ (0, 1) – коэффи-
циент естественного роста; uit > 0 – вылов игрока i, i = 1, 2.

Предполагается логарифмический вид функции выигрышей
игроков и наличие различных коэффициентов дисконтирования.
Тогда выигрыши игроков имеют следующий вид:

(2) Ji =
n∑

t=0

δt
i ln(uit),

где δi ∈ (0, 1) – коэффициент дисконтирования игрока i, i = 1, 2.
Теорема 1. Равновесные по Нэшу стратегии в задаче (1),

(2) имеют вид

uN
1t =

εa2

t−1∑
j=0

aj
1

t∑
j=0

aj
1

t∑
j=0

aj
2 − 1

x, uN
2t =

εa1

t−1∑
j=0

aj
2

t∑
j=0

aj
1

t∑
j=0

aj
2 − 1

x,

где ai = αδi, i = 1, 2, t = 1, . . . , n.
Индивидуальные выигрыши игроков –

(3) V N
i (x, δi) =

n∑
j=0

(ai)j lnx +
n∑

j=1

(δi)n−jAij − (δi)n ln k,
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(4) Alj =ln
[( ε

j∑
k=1

ak
p

j∑
k=0

ak
1

j∑
k=0

ak
2−1

) j∑
k=0

ak
l
(

j∑
k=1

ak
l )

j∑
k=1

ak
l
]
, l, p=1, 2, l6=p.

Основной проблемой в данной ситуации является то, что нет
возможности определить выигрыши игроков при кооперативном
поведении стандартными способами. В работе [4] было предло-
жено построение кооперативного выигрыша как взвешенной сум-
мы индивидуальных, но данный подход не является традицион-
ным для кооперативной теории игр. Поэтому для построения и
стимулирования кооперативного поведения в работе предложено
использование арбитражной схемы Нэша.

2. Многошаговая игра и рекурсивная арбитражная
схема Нэша

Определим кооперативное поведение в данной модели с по-
мощью рекурсивной арбитражной процедуры. В каждый момент
времени кооперативные стратегии находятся из арбитражного ре-
шения, где в качестве точки статус-кво выступают некооператив-
ные выигрыши.

Начинаем рассмотрение с одношаговой игры и предполага-
ем, что в конце игры игроки делят оставшийся ресурс в пропор-
ции k : (1−k). Этот подход отличается от традиционно использу-
емого в исследовании моделей «рыбных войн» равного деления.
Параметр k предполагается здесь заранее заданным, а в даль-
нейших исследованиях может быть использован для регулирова-
ния кооперативного поведения. Заметим, что деление оставшего-
ся ресурса не означает, что ресурс весь исчерпывается. В данном
предположении игроки получают компенсацию (выраженную в
денежных единицах, если домножить на некоторую константу)
за неиспользованный ими ресурс.

Пусть начальный размер популяции равен x. Предположим,
что игроки играют индивидуально, тогда выигрыш первого игро-
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ка имеет вид

HN
11 = ln(u11) + δ1 ln(k(εx− u11 − u21)α) =

= ln(u11) + a1 ln(εx− u11 − u21)− δ1 ln(k)

и, аналогично, выигрыш второго –

HN
21 = ln(u21) + a2 ln(εx− u11 − u21)− δ2 ln(1− k).

Максимизируя вогнутые функции выигрышей, получим
некооперативные стратегии обоих игроков:

uN
11 =

εa2

(1 + a1)(1 + a2)− 1
x, uN

21 =
εa1

(1 + a1)(1 + a2)− 1
x,

и выигрыши в равновесии по Нэшу:

HN
11 = (1 + a1) ln(x) + A11 − δ1 ln(k),(5)

HN
21 = (1 + a2) ln(x) + A21 − δ2 ln(1− k),(6)

где A11 и A21 не зависят от x и имеют вид

Ai1 = ln
[ (εaj)1+aiaai

i

((1 + a1)(1 + a2)− 1)1+ai

]
, i, j = 1, 2, i 6= j.

Для определения кооперативных стратегий решается задача
максимизации произведения Нэша

Hc
1 = (ln(u1) + a1 ln(εx− u1 − u2)− δ1 ln(k)−HN

11) ·(7)

·(ln(u2) + a2 ln(εx− u1 − u2)− δ2 ln(1− k)−HN
21) =

= (Hc
11 −HN

11)(H
c
21 −HN

21) → max,

где HN
i1 заданы в (5)–(6).

В Приложении 1 приведено доказательство того, что реше-
ние задачи (7) достигается во внутренней точке допустимого
множества и единственно. Этот результат верен и для всех задач
максимизации, решаемых далее.
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Из условий первого порядка получим следующую связь ко-
оперативных стратегий игроков в одношаговой игре:

(8) u2 =
εx− u1(1 + a1)

1 + a2
.

Как обычно, в моделях «рыбных войн», ищем кооператив-
ные стратегии игроков в линейном виде u1 = γc

11x, u2 = γc
21x, и

из условий первого порядка они могут быть найдены из решения
следующего уравнения:

γc
21

(
ln(γc

21) + a2 ln(ε− γc
11 − γc

21)−A21

)
=

= γc
11

(
ln(γc

11) + a1 ln(ε− γc
11 − γc

21)−A11

)
со связью

γc
21 =

ε− γc
11(1 + a1)
1 + a2

.

К сожалению, аналитическое решение не может быть найде-
но. Ниже будут представлены результаты численного моделиро-
вания.

Тогда кооперативные выигрыши в одношаговой игре имеют
вид

Hc
11(γ

c
11, γ

c
21;x) = (1 + a1) ln(x) +

+ ln(γc
11) + a1 ln(ε− γc

11 − γc
21)− δ1 ln(k),(9)

Hc
21(γ

c
11, γ

c
21;x) = (1 + a2) ln(x) +

+ ln(γc
21) + a2 ln(ε− γc

11 − γc
21)− δ2 ln(1− k).(10)

Теперь перейдем к двухшаговой игре. Сначала предполо-
жим, что участники играют индивидуально до конца игры, тогда
игроки максимизируют свои выигрыши вида

HN
12 = ln(u12) + δ1H

N
11 =

= ln(u12) + a1(1 + a1) ln(εx− u12 − u22) + δ1A11 − (δ1)2 ln(k),
HN

22 = ln(u22)+a2(1+a2) ln(εx−u12−u22)+δ2A21−(δ2)2 ln(1−k).

Максимизируя, получим некооперативные стратегии:

uN
12 =

ε(a2 + a2
2)

2∑
j=0

aj
1

2∑
j=0

aj
2 − 1

x, uN
22 =

ε(a1 + a2
1)

2∑
j=0

aj
1

2∑
j=0

aj
2 − 1

x,
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и выигрыши в равновесии по Нэшу:

HN
12 = (1 + a1 + a2

1) ln(x) + A12 + δ1A11 − δ2
1 ln(k),(11)

HN
22 = (1 + a2 + a2

2) ln(x) + A22 + δ2A21 − δ2
2 ln(1− k),(12)

где A12 и A22 не зависят от x.
Кооперативные стратегии определяются из решения задачи

максимизации произведения Нэша в двухшаговой игре:

Hc
2 = (ln(u1) + δ1H

c
11(γ

c
11, γ

c
21;x)−HN

12)·
· (ln(u2) + δ2H

c
21(γ

c
11, γ

c
21;x)−HN

22) =

=
(
ln(u1) + (a1 + a2

1) ln(εx− u1 − u2)+

+ δ1(ln(γc
11) + a1 ln(ε− γc

11 − γc
21))− δ2

1 ln(k)−HN
12

)
·

·
(
ln(u2) + (a2 + a2

2) ln(εx− u1 − u2)+

+ δ2(ln(γc
21) + a2 ln(ε− γc

11 − γc
21))− δ2

2 ln(k)−HN
22) =

= (Hc
12 −HN

12)(H
c
22 −HN

22

)
→ max,

где Hc
i1(γ

c
11, γ

c
21;x) заданы в (9)–(10) и HN

i2 определены в (11)–
(12).

Аналогично, из уравнений первого порядка получим уравне-
ние для нахождения γc

12 и γc
22 со связью

γc
22 =

ε− γc
12(1 + a1 + a2

1)
1 + a2 + a2

2

.

Тогда, кооперативные выигрыши в двухшаговой игре имеют
следующий вид:

H2c
1 (γc

11, γ
c
12, γ

c
21, γ

c
22;x) =

= (1 + a1 + a2
1) ln(x) + ln(γc

12) + (a1 + a2
1) ln(ε− γc

12 − γc
22) +

+δ1(ln(γc
11) + a1 ln(ε− γc

11 − γc
21))− δ1 ln(k),

H2c
2 (γc

11, γ
c
12, γ

c
21, γ

c
22;x) =

= (1 + a2 + a2
2) ln(x) + ln(γc

22) + (a2 + a2
2) ln(ε− γc

12 − γc
22) +

+δ2(ln(γc
21) + a2 ln(ε− γc

11 − γc
21))− δ2 ln(1− k).
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Повторяя процесс для n-шаговой игры, получим следующий
результат.

Теорема 2. Кооперативные выигрыши в задаче (1), (2) име-
ют вид

Hc
1n(γc

11, . . . , γ
c
1n, γc

21, . . . , γ
c
2n;x) =

n∑
j=0

aj
1 ln(x)− δn

1 ln(k) +

+
n−1∑
j=0

δn−j
1

[
ln(γc

1n−j) +
n−j∑
i=1

ai
1 ln(ε− γc

1n−j − γc
2n−j)

]
,(13)

Hc
2n(γc

11, . . . , γ
c
1n, γc

21, . . . , γ
c
2n;x) =

n∑
j=0

aj
2 ln(x)− δn

2 ln(1− k) +

+
n−1∑
j=0

δn−j
2

[
ln(γc

2n−j) +
n−j∑
i=1

ai
2 ln(ε− γc

1n−j − γc
2n−j)

]
.(14)

Кооперативные стратегии могут быть найдено рекурсивно
из уравнений

γc
2n

n−1∑
j=0

(
δn−j
2

[
ln(γc

2n−j)+
n−j∑
i=1

ai
2 ln(ε−γc

1n−j−γc
2n−j)

]
−δj

2A2n−j

)
=

=γc
1n

n−1∑
j=0

(
δn−j
1

[
ln(γc

1n−j)+
n−j∑
i=1

ai
1 ln(ε−γc

1n−j−γc
2n−j)

]
−δj

1A1n−j

)
со связью

γc
2n =

ε− γc
1n

n∑
i=0

ai
1

n∑
i=0

ai
2

,

где Aij имеют вид (4).
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3. Случайные времена участия в процессе
эксплуатации

Теперь исследуем модель, в которой игроки различаются не
только коэффициентами дисконтирования, но и горизонтами пла-
нирования. Причем предполагается случайная природа моментов
выхода игроков из кооперации, что обусловлено тем, что внеш-
ние стохастические процессы могут вызвать расторжение коопе-
ративного договора.

Пусть первый игрок эксплуатирует ресурс на протяжении n1

моментов времени, а второй – на протяжении n2 моментов вре-
мени. При этом n1 является дискретной случайной величиной с
диапазоном значений {1, . . . , n} и соответствующими вероятно-
стями {θ1, . . . , θn}; n2 – дискретная случайная величина с тем же
диапазоном и вероятностями {ω1, . . . , ωn}. Предполагается, что
горизонты планирования независимы. Таким образом, на проме-
жутке времени [0, n1] или [0, n2] игроки вступают в кооперацию,
и необходимо определить их стратегии.

Выигрыши игроков определяются как математические ожи-
дания:

H1 = E
{ n1∑

t=1

δt
1 ln(u1t)I{n16n2} +

+
( n2∑

t=1

δt
1 ln(u1t) +

n1∑
t=n2+1

δt
1 ln(ua

1t)
)
I{n1>n2}

}
=

=
n∑

n1=1

θn1

[ n∑
n2=n1

ωn2

n1∑
t=1

δt
1 ln(u1t) +

+
n1−1∑
n2=1

ωn2

( n2∑
t=1

δt
1 ln(u1t) +

n1∑
t=n2+1

δt
1 ln(ua

1t)
)]

,(15)
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H2 = E
{ n2∑

t=1

δt
2 ln(u2t)I{n26n1} +

+
( n1∑

t=1

δt
2 ln(u2t) +

n2∑
t=n1+1

δt
2 ln(ua

2t)
)
I{n2>n1}

}
=

=
n∑

n2=1

ωn2

[ n∑
n1=n2

θn1

n2∑
t=1

δt
2 ln(u2t) +

+
n2−1∑
n1=1

θn1

( n1∑
t=1

δt
2 ln(u2t) +

n2∑
t=n1+1

δt
2 ln(ua

2t)
)]

,(16)

где ua
it – стратегия игрока i, когда его партнер покидает игру,

i = 1, 2.

3.1. РАВНОВЕСИЕ ПО НЭШУ
Для определения кооперативного поведения используется

арбитражная схема Нэша, где в качестве точки статус-кво высту-
пают выигрыши при некооперативном поведении. Поэтому нач-
нем с определения равновесных по Нэшу стратегий. Выигрыши
игроков (функции Беллмана) за весь период продолжения игры
имеют вид

V N
1 (1, x) = max

uN
11,...,uN

1n

{ n∑
n1=1

θn1

[ n∑
n2=n1

ωn2

n1∑
t=1

δt
1 ln(uN

1t) +

+
n1−1∑
n2=1

ωn2

( n2∑
t=1

δt
1 ln(uN

1t) +
n1∑

t=n2+1

δt
1 ln(ua

1t)
)]}

,

V N
2 (1, x) = max

uN
21,...,uN

2n

{ n∑
n2=1

ωn2

[ n∑
n1=n2

θn1

n2∑
t=1

δt
2 ln(uN

2t) +

+
n2−1∑
n1=1

θn1

( n1∑
t=1

δt
2 ln(uN

2t) +
n2∑

t=n1+1

δt
2 ln(ua

2t)
)]}

.

В дальнейшем исследовании необходимы выигрыши игроков
при наступлении момента времени τ , τ = 1, 2, . . . Заметим, что
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вероятности того, что первый игрок, например, продолжит участ-
вовать в процессе эксплуатации τ, τ +1, . . . , n моментов времени
имеют вид

θτ
n∑

l=τ

θl

,
θτ+1
n∑

l=τ

θl

, . . . ,
θn
n∑

l=τ

θl

.

Следовательно, при наступлении момента времени τ функ-
ции Беллмана игроков V N

i (τ, x), i = 1, 2, примут вид

V N
1 (τ, x) = max

uN
1τ ,...,uN

1n

{ n∑
n1=τ

θn1

n∑
l=τ

θl

[ n∑
n2=n1

ωn2

n∑
l=τ

ωl

n1∑
t=τ

δt
1 ln(uN

1t) +

+
n1−1∑
n2=τ

ωn2

n∑
l=τ

ωl

n2∑
t=τ

δt
1 ln(uN

1t) + V a
1 (τ, n1)

]}
,(17)

V N
2 (τ, x) = max

uN
2τ ,...,uN

1n

{ n∑
n2=τ

ωn2

n∑
l=τ

ωl

[ n∑
n1=n2

θn1

n∑
l=τ

θl

n2∑
t=τ

δt
2 ln(uN

2t) +

+
n2−1∑
n1=τ

θn1

n∑
l=τ

ωl

n1∑
t=τ

δt
2 ln(uN

2t) + V a
2 (τ, n2)

]}
,(18)

где

V a
1 (τ, n1) =

n1−1∑
n2=τ

ωn2

n∑
l=τ

ωl

n1∑
t=n2+1

δt
1 ln(ua

1t),

V a
2 (τ, n2) =

n2−1∑
n1=τ

θn1

n∑
l=τ

θl

n2∑
t=n1+1

δt
2 ln(ua

2t)

– выигрыши игроков, когда игрок i, i = 1, 2, эксплуатирует ресурс
индивидуально, и они будут определены позже.
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В приложении 2 показано, как получить связь между
V N

i (τ, x) и V N
i (τ + 1, x) вида

V N
1 (τ, x) = δτ

1 ln(uN
1τ ) + P τ+1

τ V N
1 (τ + 1, x) +

+ C1τ

n∑
n1=τ+1

θn1

n1∑
t=τ

δt
1 ln(ua

1t),(19)

V N
2 (τ, x) = δτ

2 ln(uN
2τ ) + P τ+1

τ V N
2 (τ + 1, x) +

+ C2τ

n∑
n2=τ+1

ωn2

n2∑
t=τ

δt
2 ln(ua

2t),(20)

где

P τ+1
τ =

n∑
l=τ+1

ωl

n∑
l=τ

ωl

n∑
l=τ+1

θl

n∑
l=τ

θl

, C1τ =
ωτ
n∑

l=τ

ωl

1
n∑

l=τ

θl

, C2τ =
θτ
n∑

l=τ

θl

1
n∑

l=τ

ωl

.

Теперь необходимо определить стратегию игрока, когда его
оппонент покидает игру. Предположим, что горизонт планирова-
ния первого игрока меньше, чем второго, и рассмотрим времен-
ной промежуток [n1, n2], где второй игрок эксплуатирует ресурс
индивидуально. Начнем с одношаговой игры и предположим, что
в конечный момент игрок получает весь оставшийся ресурс. Ана-
логично, заметим, что это означает получение некоторой компен-
сации за неиспользованный им ресурс, а не полное исчерпывание
ресурса.

Пусть начальный размер популяции x. Как и ранее, ищем
стратегию второго игрока в линейном виде: ua

21 = γ21x. Тогда
выигрыш второго игрока в одношаговой игре имеет вид

H21(γ21) = ln(γ21x) + δ2 ln(εx− γ21x)α =
= (1 + a2) ln(x) + ln(γ21) + a2 ln(ε− γ21).

Так как данная функция является вогнутой, то для нахожде-
ния максимума используем условия первого порядка и получим
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стратегию γ21 =
ε

1 + a2
и выигрыш в виде

H21(γ21) = (1 + a2) ln x + (1 + a2) ln(
ε

1 + a2
) + a2 ln a2.

Следовательно, выигрыш второго игрока в двухшаговой игре
примет вид

H22(γ21, γ22) = ln(γ22x) + δ2H21(γ21) =
= (1 + a2 + a2

2) ln(x) + ln(γ22) +

+a2(1 + a2) ln(ε− γ22) + δ2

(
(1 + a2) ln(

ε

1 + a2
) + a2 ln a2

)
.

Аналогично, из условий первого порядка получим γ22 =
ε

1+a2+a2
2

и выигрыш второго игрока в виде

H22(γ21, γ22)=(1 + a2 + a2
2) ln x+(1+a2+a2

2) ln(
ε

1+a2+a2
2

)+

+(a2+a2
2) ln(a2+a2

2)+δ2

(
(1+a2) ln(

ε

1+a2
)+a2 ln a2

)
.

Продолжая процесс n2 − τ шагов, получим, что стратегия
второго игрока, оставшегося в процессе эксплуатации, имеет вид
γ2n2−τ = ε

n2−τ∑
j=0

aj
2

, а выигрыш –

V a
2 (τ, n2) = H2n2−τ (γ21, . . . , γ2n2−τ ) =

=
n2−τ∑
j=0

aj
2 lnx +

n2−τ∑
j=1

δn2−τ−j
2 Dj

1,

где

Dj
1 =

j∑
l=0

al
2 ln

( ε
j∑

p=0
ap

2

)
+

j∑
l=1

al
2 ln(

j∑
p=1

ap
2).

Аналогично действуя для первого игрока, получим опти-
мальные стратегии игроков, индивидуально эксплуатирующих
ресурс, в виде

ua
it =

ε(1− ai)
1− at

i

x,
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а индивидуальные выигрыши –

(21) V a
i (τ, ni)=

ni∑
t=τ

δt
i ln(ua

it)=
ni−τ∑
j=0

aj
i lnx+

ni−τ∑
j=1

δni−τ−j
i Dj

i , i=1, 2,

где

Dj
i =

j∑
l=0

al
i ln

( ε
j∑

p=0
ap

i

)
+

j∑
l=1

al
i ln(

j∑
p=1

ap
i ), i = 1, 2.

Вернемся к построению равновесия по Нэшу. Как обыч-
но, в моделях «рыбных войн» функции выигрыша ищем в виде
V N

i (τ, x) = Aτ
i lnx+Bτ

i и предполагаем линейный вид стратегий
игроков uN

iτ = γN
iτ x, i = 1, 2.

Тогда, используя связи между функциями выигрыша (19) и
(20), запишем уравнения Беллмана в виде

Aτ
1 lnx + Bτ

1 =
= δτ

1 ln(γN
1τx) + P τ+1

τ (αAτ
1 ln(εx− γN

1τx− γN
2τx) + Bτ

1 ) +

+C1τ

n∑
n1=τ+1

θn1(
n1−τ∑
j=0

aj
1 lnx +

n1−τ∑
j=1

δn1−τ−j
1 Dj

1),(22)

Aτ
2 lnx + Bτ

2 =
= δτ

2 ln(γN
2τx) + P τ+1

τ (αAτ
2 ln(εx− γN

1τx− γN
2τx) + Bτ

2 ) +

+C2τ

n∑
n2=τ+1

ωn2(
n2−τ∑
j=0

aj
2 lnx +

n2−τ∑
j=1

δn2−τ−j
2 Dj

2).(23)

Максимизируя, получим равновесные по Нэшу стратегии:

γN
1τ=

εδτ
1Aτ

2

δτ
1Aτ

2+δτ
2Aτ

1+αAτ
1A

τ
2P

τ+1
τ

, γN
2τ=

εδτ
2Aτ

1

δτ
1Aτ

2+δτ
2Aτ

1+αAτ
1A

τ
2P

τ+1
τ

.

Коэффициенты Aτ
i и Bτ

i получим из (22) и (23):

(24) Aτ
1=

δτ
1 +C1τ

n∑
n1=τ+1

θn1

n1−τ∑
j=0

aj
1

1− αP τ+1
τ

,Aτ
2=

δτ
2 +C2τ

n∑
n2=τ+1

ωn2

n2−τ∑
j=0

aj
2

1− αP τ+1
τ

,
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Bτ
1 =

1
1− P τ+1

τ

[
δτ
1 ln(γN

1τ ) + αAτ
1P

τ+1
τ ln(ε− γN

1τ − γN
2τ ) +

+C1τ

n∑
n1=τ+1

θn1

n1−τ∑
j=1

δn1−τ−j
1 Dj

1

]
,

Bτ
2 =

1
1− P τ+1

τ

[
δτ
2 ln(γN

2τ ) + αAτ
2P

τ+1
τ ln(ε− γN

1τ − γN
2τ ) +

+C2τ

n∑
n2=τ+1

ωn2

n2−τ∑
j=1

δn2−τ−j
2 Dj

2

]
.(25)

Следовательно, равновесные по Нэшу стратегии и выигры-
ши определены в виде V N

i (τ, x) = Aτ
i lnx+Bτ

i , i = 1, 2. Присту-
пим к определению кооперативного поведения игроков.

3.2. КООПЕРАТИВНОЕ РАВНОВЕСИЕ
Для построения кооперативных стратегий и выигрышей иг-

роков применяется арбитражная схема Нэша для всего периода
продолжения игры. Таким образом, необходимо решить следую-
щую задачу:

(V c
1 (1, x)− V N

1 (1, x))(V c
2 (1, x)− V N

2 (1, x)) =

= (
n∑

n1=1

θn1

[ n∑
n2=n1

ωn2

n1∑
t=1

δt
1 ln(uc

1t) +

+
n1−1∑
n2=1

ωn2(
n2∑
t=1

δt
1 ln(uc

1t) +
n1∑

t=n2+1

δt
1 ln(ua

1t))
]
− V N

1 (1, x)) ·

·(
n∑

n2=1

ωn2

[ n∑
n1=n2

θn1

n2∑
t=1

δt
2 ln(uc

2t) +(26)

+
n2−1∑
n1=1

θn1(
n1∑
t=1

δt
2 ln(uc

2t) +
n2∑

t=n1+1

δt
2 ln(ua

2t))
]
− V N

2 (1, x)) → max,

где V N
i (1, x) = AN

i lnx+BN
i , i = 1, 2, – выигрыши в равновесии

по Нэшу, определенные в (22)–(25).
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Аналогично предыдущему подразделу получим связь меж-
ду функциями Беллмана (кооперативными выигрышами) при на-
ступлении моментов времени τ и τ + 1:

V c
1 (τ, x) = δτ

1 ln(uc
1τ ) + P τ+1

τ V c
1 (τ + 1, x) +

+ C1τ

n∑
n1=τ+1

θn1

n1∑
t=τ

δt
1 ln(ua

1t),

V c
2 (τ, x) = δτ

2 ln(uc
2τ ) + P τ+1

τ V c
2 (τ + 1, x) +

+ C2τ

n∑
n2=τ+1

ωn2

n2∑
t=τ

δt
2 ln(ua

2t).

Теорема 3. Кооперативные выигрыши в задаче (1), (15),
(16) со случайными горизонтами планирования имеют вид

V c
i (n− k, x) =

= δn−k
i ln(uc

in−k) + αPn−k+1
n−k Gi

n−k+1 ln(εx− uc
1n−k − uc

2n−k) +

+
k−1∑
l=2

Pn−l
n−k[δ

n−l
i ln(γc

in−l) + αPn−l+1
n−l ln(ε− γc

1n−l − γc
2n−l)] +

+Pn−1
n−k [δn−1

i ln(γc
in−1)+Pn

n−1αAi ln(ε−γc
1n−1−γc

2n−1)+Pn
n−1Bi]+

+
k∑

l=1

Pn−l
n−kCin−lV

l
i (ni),(27)

где

V l
1 (n1) =

n∑
n1=n−l+1

θn1

n1∑
t=n−l

δt
1 ln(ua

1t),

V l
2 (n2) =

n∑
n2=n−l+1

ωn2

n2∑
t=n−l

δt
2 ln(ua

2t),

Gi
k =

k∑
l=1

δn−l
i αk−lPn−l

n−k + αkAiP
n
n−k, i = 1, 2.
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Кооперативные стратегии связаны как

(28) γc
2n−k =

δn−k
1 δn−k

2 ε− δn−k
2 γc

1n−kG
1
k

δn−k
1 G2

k

,

(29) γc
1n−k =

δn−k
1 εγc

1n−1G
2
1

δn−1
1 εG2

k + γc
1n−1(G

1
kG

2
1 −G1

1G
2
k)

.

Стратегия первого игрока на последнем шаге – γc
1n−1 определя-

ется из решения одного из условий первого порядка.
Доказательство. Доказательство приведено в приложе-

нии 3.
Заметим, что все параметры выражены через одну неиз-

вестную стратегию первого игрока на последнем шаге – γc
1n−1,

для определения которой необходимо решить одно из уравнений
условий первого порядка, например последнего

−
αA1P

n
n−1

ε− γc
1n−1 − γc

2n−1

(V c
2 (1, x)− V N

2 (1, x)) +

+
( δn−1

2

γc
2n−1

−
αA2P

n
n−1

ε− γc
1n−1 − γc

2n−1

)
(V c

1 (1, x)− V N
1 (1, x)) = 0.

К сожалению, аналитического решения не существует, по-
этому ниже будут представлены результаты численного модели-
рования.

4. Результаты моделирования

4.1. N-ШАГОВАЯ ИГРА
Моделирование было проведено для 20-шаговой игры со

следующими параметрами:

ε = 0,6, α = 0,3, x0 = 0,8,
δ1 = 0,85, δ2 = 0,9.

Сравним кооперативные и некооперативные выигрыши

V nc
1 (x, δ1) = −14,1039 > V N

1 (x, δ1) = −14,6439,

V nc
2 (x, δ2) = −20,5108 > V N

2 (x, δ2) = −23,2596.
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Заметим, что кооперация выгодна обоим игрокам, и данная
схема построения кооперативного поведения дает преимущество
игроку с большим коэффициентом дисконтирования.

Рис. 1. Размер популяции: темная линия – кооперативное
поведение, светлая – равновесие по Нэшу

На рис. 1 представлен размер популяции, а на рис. 2, 3 – вы-
ловы игроков. Заметим, как и ранее, что кооперативное поведе-
ние не только выгоднее игрокам, но и лучше для экологической
ситуации, так как допускает более щадящий режим эксплуата-
ции.

Рис. 2. Вылов первого игрока: темная линия – кооперативное
поведение, светлая – равновесие по Нэшу
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Рис. 3. Вылов второго игрока: темная линия – кооперативное
поведение, светлая – равновесие по Нэшу

Рис. 4. Кооперативные выигрыши игроков
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Сравним выигрыши игроков при изменении коэффициентов
дисконтирования. На рис. 4 представлены выигрыши V nc

1 (x, δ1) и
V nc

2 (x, δ2) для δ1 = 0,1, . . . , 0,9 и δ2 = 0,1, . . . , 0,9. Заметим, что
игрок с более высоким коэффициентом дисконтирования получа-
ет больше выгоды от кооперации. И игроки получают одинаковые
выигрыши при совпадении коэффициентов дисконтирования.

При использовании предложенного в работе метода опреде-
ления кооперативного поведения кооперативный выигрыш игро-
ка всегда больше или равен (при некоторых параметрах) выиг-
рышу в равновесии по Нэшу. На рис. 5 представлены выигрыши
второго игрока при кооперативном и эгоистическом поведении.
Следовательно, предложенный подход стимулирует кооператив-
ное поведение, что не всегда выполняется при применении дру-
гих подходов определения кооперативных стратегий и выигры-
шей игроков [2].

Рис. 5. Выигрыш второго игрока: в равновесии по Нэшу и
кооперативный
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4.2. СЛУЧАЙНЫЕ ГОРИЗОНТЫ ПЛАНИРОВАНИЯ
Для моделирования был использован метод Монте-Карло и

n = 10. Использовались те же параметры задачи и следующие
вероятности

θi = 0,1, ωi = 0,005i + 0,0725.

Получены ожидаемые выигрыши при кооперации и в равно-
весии по Нэшу

V c
1 (1, x) = −6,2151 > V N

1 (1, x) = −10,1958,

V c
2 (1, x) = −7,3256 > V N

2 (1, x) = −12,8829.

На рис. 6 представлены результаты моделирования при 50
симуляциях при эгоистическом поведении, а на рис. 7 – при ко-
операции. Точками обозначены результаты моделирования, а кру-
гом – ожидаемые выигрыши, полученные в (22)–(25) и (27).

Рис. 6. Равновесие по Нэшу

Также приведем результаты моделирования для конкретных
значений горизонтов планирования, а именно n1 = 10, n2 = 20 и
k = 1

3 .
Сравним кооперативный и некооперативный выигрыши пер-

вого игрока на временном промежутке [0, n1]:

V c
1 (n1, x) = −10,3870 > V N

1 (n1, x) = −11,9010.
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Рис. 7. Кооперативное равновесие

Для второго игрока сравним его кооперативный выигрыш на
промежутке [0, n1] плюс выигрыш от индивидуального поведе-
ния на промежутке времени [n1, n2] после кооперации с неко-
оперативным выигрышем на промежутке [0, n1] плюс выигрыш
от индивидуального поведения на промежутке времени [n1, n2]
после эгоистического поведения:

V c
2 (n2, x) = −19,6375 > V N

2 (n2, x) = −23,2596.

Заметим, что кооперативные выигрыши обоих игроков боль-
ше, чем выигрыши в равновесии по Нэшу.

На рис. 8 показан размер популяции на всем промежутке
планирования [0, n2], откуда еще раз видно, что кооперативное
поведение благотворно влияет на экологическую обстановку.

Вылов первого игрока на промежутке [0, n1] показан на
рис. 9, а вылов второго игрока на промежутках [0, n1] и [n1, n2]
– на рис. 10. Заметим, что при кооперации вылов второго игрока
меньше, чем в равновесии по Нэшу, но это компенсируется его
дальнейшей индивидуальной эксплуатацией ресурса.

Теперь сравним выигрыши игроков для различных горизон-
тов планирования в случае, когда первый игрок покидает игру
раньше. На рис. 11 представлены функции выигрыша V c

1 (n1, x)
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Рис. 8. Размер популяции: темная линия – кооперативное
поведение, светлая – равновесие по Нэшу

Рис. 9. Выигрыш первого игрока: темная линия – кооперативное
поведение, светлая – равновесие по Нэшу

Рис. 10. Выигрыш второго игрока: темная линия –
кооперативное поведение, светлая – равновесие по Нэшу
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и V c
2 (n2, x) для n2 = 2, . . . , 10 и n1 = 1, . . . , n2 − 1. Видно, что

чем n1 ближе к n2, тем меньше разница между выигрышами иг-
роков.

Рис. 11. Кооперативные выигрыши игроков

Заметим, что при использовании предложенного метода
определения кооперативного поведения кооперативный выигрыш
игрока всегда больше или равен (при некоторых параметрах) вы-
игрышу в равновесии по Нэшу. На рис. 12 представлены выиг-
рыши второго игрока при кооперативном и эгоистическом пове-
дении для различных горизонтов планирования. Следовательно,
это еще раз показывает, что предложенный подход стимулирует
кооперативное поведение.

5. Заключение

Традиционно в задачах оптимального управления биоресур-
сами предполагается, что игроки используют одинаковые коэф-
фициенты дисконтирования и горизонты планирования. В реаль-
ных эколого-экономических системах эти параметры различают-
ся и, более того, могут иметь случайную природу. В таком слу-
чае стандартные схемы определения кооперативного поведения
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Рис. 12. Выигрыш второго игрока: в равновесии по Нэшу и
кооперативный

не могут быть применены и необходима разработка новых мето-
дов построения кооперативных выигрышей и стратегий игроков.

В работе исследуется теоретико-игровая задача управления
биоресурсами в дискретном времени с несимметричными игро-
ками, использующими различные коэффициенты дисконтирова-
ния (предпочтения во времени). Для определения кооператив-
ных стратегий и выигрышей участников используется рекурсив-
ная арбитражная схема Нэша. Предложенная схема отличается от
стандартного способа определения общего кооперативного выиг-
рыша как взвешенной суммы индивидуальных выигрышей иг-
роков. Арбитражное решение Нэша стимулирует кооперативное
поведение в случае, когда коэффициент дисконтирования одно-
го из игроков больше, чем другого. Показано, что кооперативные
выигрыши участников при использовании предложенной схемы
больше или равны (при некоторых параметрах) выигрышам при
эгоистическом поведении.

В работе также исследована дискретная задача управления
биоресурсами, в которой игроки различаются не только коэф-
фициентами дисконтирования, но и горизонтами планирования.
Причем предполагается, что времена участия в процессе эксплу-
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атации ресурса являются случайными величинами с различными
распределениями. Таким образом, один из участников покидает
игру в случайный момент времени и получает некоторую компен-
сацию за неиспользованный им ресурс. Оставшийся игрок про-
должает процесс эксплуатации индивидуально до окончания его
горизонта планирования. Для построения кооперативного пове-
дения в данном случае используется арбитражная схема Нэша
для всего периода продолжения игры. Сначала определены рав-
новесные по Нэшу стратегии и выигрыши игроков, используемые
как точка статус-кво. Затем кооперативные стратегии и выигры-
ши игроков построены с помощью арбитражной схемы.

Преимущество использования арбитражной схемы Нэша за-
ключается в возможности рассмотрения игроков как независи-
мых. В традиционном подходе функция общего кооперативного
выигрыша представляется суммой индивидуальных выигрышей
игроков, что далеко от реальной ситуации. Например, если игро-
ки – это граничащие страны, то это даже невозможно, особенно в
случае различных горизонтов планирования. Другие недостатки
традиционной схемы описаны во введении. Арбитражное реше-
ние Нэша в некотором смысле похоже на равновесие по Нэшу
(см. [12]). Игроки действуют индивидуально, как и ранее, но в
рамках кооперативного соглашения.
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Приложение 1.

Покажем, что решение задачи (7) существует, единственно и
достигается во внутренней точке допустимого множества. Запи-
шем (7) в виде задачи минимизации произведения Нэша

Hc
1 = (−Hc

11 + HN
11)(H

c
21 −HN

21) → min
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на множестве

HN
11 −Hc

11 6 0,(30)

HN
21 −Hc

21 6 0,(31)

−(εx− u1 − u2) 6 0,

u1 > 0, u2 > 0.

Используя теорему Куна–Таккера, запишем функцию
Лагранжа в виде

L = (−Hc
11 + HN

11)(H
c
21 −HN

21) +
+ λ1(HN

11 −Hc
11) + λ2(HN

21 −Hc
21)− λ3(εx− u1 − u2).

Заметим сразу, что множитель Лагранжа λ3 может быть ис-
ключен из условий минимума, так как условия для него имеют
вид

εx− u1 − u2 > 0,

λ3(εx− u1 − u2) = 0,

и, если предположить, что λ3 > 0, то εx − u1 − u2 = 0 и Hc
11 =

Hc
21 = −∞, что противоречит условиям (30), (31).

Следовательно, запишем условия Куна–Таккера только для
двух множителей Лагранжа (здесь введено обозначение x̄ = εx−
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u1 − u2):(
− 1

u1
+

a1

x̄

)
(Hc

21 −HN
21 + λ1) +

a2

x̄
(Hc

11 −HN
11 − λ2) > 0,

u1

[(
− 1

u1
+

a1

x̄

)
(Hc

21 −HN
21 + λ1) +

a2

x̄
(Hc

11 −HN
11 + λ2)

]
= 0,(

− 1
u2

+
a2

x̄

)
(Hc

11 −HN
11 + λ2) +

a1

x̄
(Hc

21 −HN
21 + λ1) > 0,

u2

[(
− 1

u2
+

a2

x̄

)
(Hc

11 −HN
11 + λ2) +

a1

x̄
(Hc

21 −HN
21 + λ1)

]
= 0,

Hc
11 −HN

11 > 0,(32)

λ1(Hc
11 −HN

11) = 0,(33)

Hc
21 −HN

21 > 0,(34)

λ2(Hc
21 −HN

21) = 0,(35)

u1 > 0, u2 > 0, λ1 > 0, λ2 > 0.

1) Рассмотрим случай λ1 = 0, λ2 > 0, тогда из (35) получим

Hc
21 −HN

21 = 0.

Если хотя бы одна из стратегий ui, i = 1, 2, равняется нулю,
то условия (32) или (34) не выполняются. Следовательно,
ui > 0, i = 1, 2, и тогда

Hc
11 −HN

11 = −λ2,

что противоречит условию (32).

2) Аналогично, в случае λ1 > 0, λ2 = 0 получим Hc
21−HN

21 =
−λ1, что противоречит условию (34).

3) Рассмотрим случай λ1 > 0, λ2 > 0, тогда из (33) и (35)
получим

Hc
11 −HN

11 = 0, Hc
21 −HN

21 = 0.

Аналогично первому случаю, легко проверить, что ui > 0,
i = 1, 2, а целевая функция Hc

1 равна нулю. Из системы
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условий Куна–Таккера получим(
− 1

u1
+

a1

x̄

)
λ1 +

a2

x̄
λ2 = 0,(

− 1
u2

+
a2

x̄

)
λ2 +

a1

x̄
λ1 = 0.(36)

Следовательно,
λ2 =

u2

u1
λ1.

Из первого уравнения (36) получим

(37)
(
− 1

u1
+

a1

x̄
+

a2

x̄

u2

u1

)
λ1 = 0.

Так как в данном случае кооперативное поведение совпада-
ет с некооперативным, то u1 = uN

1 , u2 = uN
2 . Подставляя

некооперативные стратегии, запишем (37) в следующем ви-
де:

a1a2

u1x̄
λ1 = 0.

Получили, что λ1 = 0, что противоречит предположению.

4) Окончательно, рассмотрим случай λ1 = λ2 = 0. Анало-
гично, легко проверить, что ui > 0, i = 1, 2. Следователь-
но, минимум достигается во внутренней точке допустимого
множества и может быть найден из условий первого поряд-
ка.

Для того чтобы показать, что условия Куна–Таккера явля-
ются достаточными условиями в задаче (7), рассмотрим вторую
производную Hc

1 по u1:

f1 =
( 1

u2
1

+
a1

x̄2

)
(Hc

21 −HN
21) +

a2

x̄2
(Hc

11 −HN
11) +

2a2

x̄

[ 1
u1
− a1

x̄

]
,

и по u2 :

f2 =
( 1

u2
2

+
a2

x̄2

)
(Hc

11 −HN
11) +

a1

x̄2
(Hc

21 −HN
21) +

2a1

x̄

[ 1
u2
− a2

x̄

]
.
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Следовательно, Hc
1 вогнута, если f1 > 0 и f2 > 0. Заметим,

что для этого выражения в квадратных скобках должны быть по-
ложительны. Таким образом, условия принимают вид

εx− u1(1 + a1)− u2 > 0, εx− u1 − u2(1 + a2) > 0 .

Из условий первого порядка получим решение в виде (8),
поэтому в точке максимума выполняется

εx− u1(1 + a1)− u2(1 + a2) = 0.

Следовательно, полученное решение удовлетворяет услови-
ям. Более того, условия выполняются и в некоторой окрестности
точки решения, так как

a2u2 > 0, a1u1 > 0.

Таким образом, показано, что условия Куна–Таккера являют-
ся достаточными условиями существования максимума.

Покажем, что полученное решение единственно. Предполо-
жим, что существуют два решения: u1, u2 и û1, û2. Из условий
Куна–Таккера получим следующие соотношения:

ln(u2) + a2 ln(εx− u1 − u2)
u1

− ln(û2) + a2 ln(εx− û1 − û2)
û1

=

=
ln(u1) + a1 ln(εx− u1 − u2)

u2
− ln(û1) + a1 ln(εx− û1 − û2)

û2
.

Подставляя выражения (8) для u2 и û2, запишем

f =
1
u1

(
ln

(εx− u1(1 + a1)
1 + a2

)
+ a2 ln

(εxa2 − u1(a2 − a1)
1 + a2

))
−

− 1
û1

(
ln

(εx− û1(1 + a1)
1 + a2

)
+ a2 ln

(εxa2 − û1(a2 − a1)
1 + a2

))
−

− 1 + a2

εx− u1(1 + a1)

(
ln(u1) + a1 ln

(εxa2 − u1(a2 − a1)
1 + a2

)
)

+

+
1 + a2

εx− û1(1 + a1)

(
ln(û1) + a1 ln

(εxa2 − û1(a2 − a1)
1 + a2

))
= 0.
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Исследуем функцию f и покажем, что она равна нулю только
при u1 = û1.

Легко видеть, что f возрастает по u1 и убывает по û1. Рас-
смотрим пределы u1 → 0 и u1 → εx

1+a1
. Выражение для второго

предела получено из условий неотрицательности εx− u1(1 + a1)
и εxa2 − u1(a2 − a1).

Сначала рассмотрим f1 = u1û1f .
Так как

lim
u1→0

f1 = û1

(
ln

( εx

1 + a2

)
+ a2 ln

( εxa2

1 + a2

))
и

lim
û1→0

f1 = −u1

(
ln

( εx

1 + a2

)
+ a2 ln

( εxa2

1 + a2

))
,

то

lim
u1→0

f = lim
u1→0

f1

u1û1
= −∞

и

lim
û1→0

f = lim
û1→0

f1

u1û1
= ∞.

Теперь рассмотрим f2 = (εx−u1(1+a1))(εx− û1(1+a1))f .
Так как

lim
u1→ εx

1+a1

f2 = −
(
ln

( εx

1 + a1

)
+ a1 ln

( εxa2

1 + a2

))
и

lim
û1→ εx

1+a1

f2 = ln
( εx

1 + a1

)
+ a1 ln

( εxa2

1 + a2

)
,

то

lim
u1→ εx

1+a1

f = lim
u1→ εx

1+a1

f2

(εx− u1(1 + a1))(εx− û1(1 + a1))
= ∞

и

lim
û1→ εx

1+a1

f = lim
û1→ εx

1+a1

f2

(εx− u1(1 + a1))(εx− û1(1 + a1))
= −∞.
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Следовательно, f равно нулю только при u1 = û1, а так как
такая точка единственна, то и полученное решение единственно.

Аналогичным образом показывается, что решения всех за-
дач максимизации в данной работе достигаются во внутренних
точках, единственны и могут быть получены из условий первого
порядка.

Приложение 2. Равновесие по Нэшу

Проведем доказательство для первого игрока (найдем связь
между V N

1 (τ, x) и V N
1 (τ + 1, x)), а для второго процедура

аналогична. Из (17) запишем функцию Беллмана первого игрока
при наступлении в игре момента времени τ :

V N
1 (τ, x) = max

uN
1τ ,...,uN

1n

{ θτ
n∑

l=τ

θl

n∑
n2=τ

ωn2

n∑
l=τ

ωl

δτ
1 ln(uN

1τ ) +

+
n∑

n1=τ+1

θn1

n∑
l=τ

θl

[ n∑
n2=n1

ωn2

n∑
l=τ

ωl

n1∑
t=τ

δt
1 ln(uN

1t) +

+
n1−1∑
n2=τ

ωn2

n∑
l=τ

ωl

n2∑
t=τ

δt
1 ln(uN

1t) + V a
1 (τ, n1)

]}
=

θτ
n∑

l=τ

θl

δτ
1 ln(uN

1τ ) +

+
n∑

n1=τ+1

θn1

n∑
l=τ

θl

[ n∑
n2=n1

ωn2

n∑
l=τ

ωl

(
n1∑

t=τ+1

δt
1 ln(uN

1t) + δτ
1 ln(uN

1τ )) +

+
n1−1∑
n2=τ

ωn2

n∑
l=τ

ωl

(
n2∑

t=τ+1

δt
1 ln(uN

1t) + δτ
1 ln(uN

1τ )) + V a
1 (τ, n1)

]
=
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= δτ
1 ln(uN

1τ ) +
n∑

n1=τ+1

θn1

n∑
l=τ

θl

[ n∑
n2=n1

ωn2

n∑
l=τ

ωl

n1∑
t=τ+1

δt
1 ln(uN

1t) +

+
n1−1∑

n2=τ+1

ωn2

n∑
l=τ

ωl

n2∑
t=τ+1

δt
1 ln(uN

1t) + V a
1 (τ, n1)

]
=

= δτ
1 ln(uN

1τ ) +
n∑

n1=τ+1

θn1

n∑
l=τ+1

θl

n∑
l=τ+1

θl

n∑
l=τ

θl

·

·
[ n∑
n2=n1

ωn2

n∑
l=τ+1

ωl

n∑
l=τ+1

ωl

n∑
l=τ

ωl

n1∑
t=τ+1

δt
1 ln(uN

1t)+

+
n1−1∑

n2=τ+1

ωn2

n∑
l=τ+1

ωl

n∑
l=τ+1

ωl

n∑
l=τ

ωl

n2∑
t=τ+1

δt
1 ln(uN

1t) +

+
ωτ
n∑

l=τ

ωl

n1∑
t=τ

δt
1 ln(ua

1t) +

n∑
l=τ+1

ωl

n∑
l=τ

ωl

V a
1 (τ + 1, n1)

]
=

= δτ
1 ln(uN

1τ ) + P τ+1
τ V N

1 (τ + 1, x) +

+C1τ

n∑
n1=τ+1

θn1

n1∑
t=τ

δt
1 ln(ua

1t),(38)

где

P τ+1
τ =

n∑
l=τ+1

ωl

n∑
l=τ

ωl

n∑
l=τ+1

θl

n∑
l=τ

θl

, C1τ =
ωτ
n∑

l=τ

ωl

1
n∑

l=τ

θl

.
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Аналогично, получим связь между V N
2 (τ, x) и V N

2 (τ + 1, x)
в виде

V N
2 (τ, x) = δτ

2 ln(uN
2τ ) + P τ+1

τ V N
2 (τ + 1, x) +

+ C2τ

n∑
n2=τ+1

ωn2

n2∑
t=τ

δt
2 ln(ua

2t),

где

C2τ =
θτ
n∑

l=τ

θl

1
n∑

l=τ

ωl

.

Приложение 3. Кооперативное равновесие

Определим кооперативные выигрыши игроков V c
i (τ, x) при

наступлении момента времени τ как

V c
1 (τ, x) = max

uc
1τ ,...,uc

1n

{ n∑
n1=τ

θn1

n∑
l=τ

θl

[ n∑
n2=n1

ωn2

n∑
l=τ

ωl

n1∑
t=τ

δt
1 ln(uc

1t) +

+
n1−1∑
n2=τ

ωn2

n∑
l=τ

ωl

n2∑
t=τ

δt
1 ln(uc

1t) + V a
1 (τ, n1)

]}
,(39)

V c
2 (τ, x) = max

uc
2τ ,...,uc

2n

{ n∑
n2=τ

ωn2

n∑
l=τ

ωl

[ n∑
n1=n2

θn1

n∑
l=τ

θl

n2∑
t=τ

δt
2 ln(uc

2t) +

+
n2−1∑
n1=τ

θn1

n∑
l=τ

ωl

n1∑
t=τ

δt
2 ln(uc

2t) + V a
2 (τ, n2)

]}
.(40)

Начнем с ситуации наступления момента времени n. Так как
на следующем шаге n + 1 выигрыши обоих игроков нулевые, то
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оптимальные кооперативные стратегии совпадают с равновесны-
ми по Нэшу, а выигрыши имеют вид

V c
i (n, x) = δn

i ln(uc
in) = V N

i (n, x) =
= δn

i ln(γN
inx) = Ai lnx + Bi, i = 1, 2,

где
Ai = δn

i , Bi = δn
i ln(γN

1n) = δn
i ln(

ε

2
), i = 1, 2.

Теперь, предположим, что в игре наступил момент времени
n− 1. Следовательно, задача (26) принимает вид
(41) (V c

1 (n−1, x)−V N
1 (n−1, x))(V c

2 (n−1, x)−V N
2 (n−1, x))→max,

где

V c
1 (n− 1, x) = δn−1

1 ln(uc
1n−1) +

+Pn
n−1V

c
1 (n, (εx− uc

1n−1 − uc
2n−1)

α) + C1n−1θn

n∑
t=n−1

δt
1 ln(ua

1t),

V c
2 (n− 1, x) = δn−1

2 ln(uc
2n−1) +

+Pn
n−1V

c
2 (n, (εx− uc

1n−1 − uc
2n−1)

α) + C2n−1ωn

n∑
t=n−1

δt
2 ln(ua

2t).

Запишем задачу (41) в виде(
δn−1
1 ln(uc

1n−1) + Pn
n−1(αA1 ln(εx− uc

1n−1 − uc
2n−1) + B1) +

+C1n−1θn

n∑
t=n−1

δt
1 ln(ua

1t)− V N
1 (n− 1, x)

)
·

·
(
δn−1
2 ln(uc

2n−1) + Pn
n−1(αA2 ln(εx− uc

1n−1 − uc
2n−1) + B2) +

+C2n−1ωn

n∑
t=n−1

δt
2 ln(ua

2t)− V N
2 (n− 1, x)

)
.

Как обычно, ищем стратегии игроков в линейном виде
uc

in−1 = γc
in−1x, i = 1, 2. Тогда условия первого порядка примут
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вид( δn−1
1

γc
1n−1

−
Pn

n−1αA1

ε− γc
1n−1 − γc

2n−1

)
(V c

2 (n− 1, x)− V N
2 (n− 1, x))−

−
Pn

n−1αA2

ε− γc
1n−1 − γc

2n−1

(V c
1 (n− 1, x)− V N

1 (n− 1, x)) = 0,(42)

−
Pn

n−1αA1

ε− γc
1n−1 − γc

2n−1

(V c
2 (n− 1, x)− V N

2 (n− 1, x)) +

+
( δn−1

2

γc
2n−1

−
Pn

n−1αA2

ε− γc
1n−1 − γc

2n−1

)
·

·(V c
1 (n− 1, x)− V N

1 (n− 1, x)) = 0.(43)

Вычитая (43) из (42), получим следующее соотношение:

V c
1 (n−1, x)−V N

1 (n−1, x)=
δn−1
1

δn−1
2

γc
2n−1

γc
1n−1

(V c
1 (n−1, x)−V N

2 (n−1, x))

подставляя которое в (42) получим связь между кооперативными
стратегиями игроков:

(44) γc
2n−1 =

δn−1
1 δn−1

2 ε− δn−1
2 γc

1n−1(δ
n−1
1 + Pn

n−1αA1)
δn−1
1 (δn−1

2 + Pn
n−1αA2)

.

Перейдем к ситуации, когда в игре наступил момент времени
n− 2. Тогда, задача (26) примет вид
(45) (V c

1 (n−2, x)−V N
1 (n−2, x))(V c

2 (n−2, x)−V N
2 (n−2, x))→max,

где

V c
1 (n− 2, x)=δn−2

1 ln(uc
1n−2) + C1n−2

n∑
n1=n−1

θn1

n1∑
t=n−2

δt
1 ln(ua

1t) +

+Pn−1
n−2 V c

1 (n−1, (εx−uc
1n−2−uc

2n−2)
α),

V c
2 (n− 2, x)=δn−2

2 ln(uc
2n−2) + C2n−2

n∑
n2=n−1

ωn2

n2∑
t=n−2

δt
2 ln(ua

2t)

+Pn−1
n−2 V c

2 (n−1, (εx−uc
1n−2−uc

2n−2)
α).
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Перепишем задачу (45) в виде(
δn−2
1 ln(uc

1n−2) + Pn−1
n−2 (δn−1

1 + Pn
n−1αA1) ·

·α ln(εx− uc
1n−2 − uc

2n−2) + Pn−1
n−2 (δn−1

1 ln(γc
1n−1) +

+Pn
n−1αA1 ln(ε− γc

1n−1 − γc
2n−1) + Pn

n−1B1) + Pn−1
n−2 C1n−1θn ·

·
n∑

t=n−1

δt
1 ln(ua

1t)+C1n−2

n∑
n1=n−1

θn1

n1∑
t=n−2

δt
1 ln(ua

1t)−V N
1 (n−2, x)

)
·

·
(
δn−2
2 ln(uc

2n−2) + Pn−1
n−2 (δn−1

2 + Pn
n−1αA2) ·

·α ln(εx− uc
1n−2 − uc

2n−2) + Pn−1
n−2 (δn−1

2 ln(γc
2n−1) +

+Pn
n−1αA2 ln(ε− γc

1n−1 − γc
2n−1) + Pn

n−1B2) + Pn−1
n−2 C2n−1ωn ·

·
n∑

t=n−1

δt
2 ln(ua

2t) + C2n−2

n∑
n2=n−1

ωn2

n2∑
t=n−2

δt
2 ln(ua

2t)−

−V N
2 (n− 2, x)

)
→ max .

Находя стратегии в линейном виде uc
in−2 = γc

in−2x, i = 1, 2,
запишем условия первого порядка для задачи (45):

( δn−2
1

γc
1n−2

−
αPn−1

n−2 (δn−1
1 + αA1P

n
n−1)

ε− γc
1n−2 − γc

2n−2

)
·

·(V c
2 (n−2, x)−V N

2 (n−2, x))−(46)

−
Pn−1

n−2 α(δn−1
2 +αA2P

n
n−1)

ε− γc
1n−2 − γc

2n−2

(V c
1 (n−2, x)−V N

1 (n−2, x)) = 0,
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−
αPn−1

n−2 (δn−1
1 + αA1P

n
n−1)

ε− γc
1n−2 − γc

2n−2

(V c
2 (n−2, x)−V N

2 (n−2, x)) +

+
( δn−2

2

γc
2n−2

−
αPn−1

n−2 (δn−1
2 +αA2P

n
n−1)

ε− γc
1n−2 − γc

2n−2

)
·

·(V c
1 (n−2, x)−V N

1 (n−2, x)) = 0,(47)(Pn−1
n−2 δn−1

1

γc
1n−1

−
αA1P

n−1
n−2 Pn

n−1

ε− γc
1n−1 − γc

2n−1

)
(V c

2 (n−2, x)−V N
2 (n−2, x))−

−
Pn−1

n−2 αA2P
n
n−1

ε− γc
1n−1 − γc

2n−1

(V c
1 (n−2, x)−V N

1 (n−2, x)) = 0,(48)

−
αA1P

n−1
n−2 Pn

n−1

ε− γc
1n−1−γc

2n−1

(V c
2 (n−2, x)−V N

2 (n−2, x)) +

+
(Pn−1

n−2 δn−1
2

γc
2n−1

−
αA2P

n−1
n−2 Pn

n−1

ε− γc
1n−1 − γc

2n−1

)
·

·(V c
1 (n−2, x)−V N

1 (n−2, x)) = 0.(49)

Вычитая (49) из (48) и (47) из (46), получим следующие ра-
венства:

V c
1 (n−2, x)−V N

1 (n−2, x)=
δn−2
1

δn−2
2

γc
2n−2

γc
1n−2

(V c
2 (n−2, x)−V N

2 (n−2, x)),

V c
1 (n−2, x)−V N

1 (n−2, x)=
δn−1
1

δn−1
2

γc
2n−1

γc
1n−1

(V c
2 (n−2, x)−V N

2 (n−2, x))

и

(50)
γc

2n−2

γc
1n−2

=
δ1

δ2

γc
2n−1

γc
1n−1

.

Подставляя первое соотношение в (46), получим связь меж-
ду кооперативными стратегиями игроков:

γc
2n−2 =(51)

=
δn−2
1 δn−2

2 ε−δn−2
2 γc

1n−2(δ
n−2
1 +αδn−1

1 Pn−1
n−2 +α2A1P

n−1
n−2 Pn

n−1)

δn−2
1 (δn−2

2 + αδn−1
2 Pn−1

n−2 + α2A2P
n−1
n−2 Pn

n−1)
.
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Обозначим

G1
1 = δn−1

1 + Pn
n−1αA1, G2

1 = δn−1
2 + Pn

n−1αA1,

G1
2 = δn−2

1 + αδn−1
1 Pn−1

n−2 + α2A1P
n−1
n−2 Pn

n−1,

G2
2 = δn−2

2 + αδn−1
2 Pn−1

n−2 + α2A2P
n−1
n−2 Pn

n−1.

Тогда стратегии (44) и (51) запишем в виде

γc
2n−1 =

δn−1
1 δn−1

2 ε− δn−1
2 γc

1n−1G
1
1

δn−1
1 G2

1

,

γc
2n−2 =

δn−2
1 δn−2

2 ε− δn−2
2 γc

1n−2G
1
2

δn−2
1 G2

2

.

Используя (50), можно выразить стратегию второго игрока
γc

1n−2 на шаге n − 2 через стратегию первого игрока γc
1n−1 на

шаге n− 1:

γc
1n−2 = δn−2

1 ε
γc

1n−1G
2
1

δn−1
1 εG2

2 + γc
1n−1(G

1
2G

2
1 −G1

1G
2
2)

.

Тогда функции выигрыша примут вид

V c
1 (n− 2, x) = δn−2

1 ln(uc
1n−2) +

+αPn−1
n−2 G1

1 ln(εx− uc
1n−2 − uc

2n−2) + Pn−1
n−2 [δn−1

1 ln(γc
1n−1) +

+Pn
n−1αA1 ln(ε− γc

1n−1 − γc
2n−1) + Pn

n−1B1] + Pn−1
n−2 C1n−1θn ·

·
n∑

t=n−1

δt
1 ln(ua

1t) + C1n−2

n∑
n1=n−1

θn1

n1∑
t=n−2

δt
1 ln(ua

1t),

V c
2 (n− 2, x) = δn−2

2 ln(uc
2n−2) +

+αPn−1
n−2 G2

1 ln(εx− uc
1n−2 − uc

2n−2) + Pn−1
n−2 [δn−1

2 ln(γc
2n−1) +

+Pn
n−1αA2 ln(ε− γc

1n−1 − γc
2n−1) + Pn

n−1B2] + Pn−1
n−2 C2n−1ωn ·

·
n∑

t=n−1

δt
2 ln(ua

2t) + C2n−2

n∑
n2=n−1

ωn2

n2∑
t=n−2

δt
2 ln(ua

2t).
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Аналогичная процедура для случая, когда в игре наступает
момент времени n− 3, дает кооперативные стратегии в виде

γc
2n−3 =

δn−3
1 δn−3

2 ε− δn−3
2 γc

1n−3G
1
3

δn−3
1 G2

3

,

где

G1
3 =δn−3

1 +αδn−2
1 Pn−2

n−3+α2δn−1
1 Pn−2

n−3 Pn−1
n−2+α3A1P

n−2
n−3 Pn−1

n−2 Pn
n−1,

G2
3 =δn−3

2 +αδn−2
2 Pn−2

n−3+α2δn−1
2 Pn−2

n−3 Pn−1
n−2+α3A2P

n−2
n−3 Pn−1

n−2 Pn
n−1,

и

γc
1n−3 =

δn−3
1 εγc

1n−1G
2
1

δn−1
1 εG2

3 + γc
1n−1(G

1
3G

2
1 −G1

1G
2
3)

.

Функции выигрыша примут вид

V c
i (n− 3, x)=δn−3

i ln(uc
in−3)+αPn−2

n−3 Gi
2 ln(εx−uc

1n−3−uc
2n−3)+

+Pn−2
n−3 [δn−2

i ln(γc
1n−2)+αPn−1

n−2 ln(ε−γc
1n−2−γc

2n−2)]+Pn−2
n−3 Pn−1

n−2 ·
·[δn−1

i ln(γc
1n−1)+Pn

n−1(αAi ln(ε−γc
1n−1−γc

2n−1) + Bi)]+V 3
i (ni),

где

V 3
1 (n1) = Pn−2

n−3 Pn−1
n−2 C1n−1θn

n∑
t=n−1

δt
1 ln(ua

1t) +

+Pn−2
n−3 C1n−2

n∑
n1=n−1

θn1

n1∑
t=n−2

δt
1 ln(ua

1t) +

+C1n−3

n∑
n1=n−2

θn1

n1∑
t=n−3

δt
1 ln(ua

1t),

V 3
2 (n2) = Pn−2

n−3 Pn−1
n−2 C2n−1ωn

n∑
t=n−1

δt
2 ln(ua

2t) +

+Pn−2
n−3 C2n−2

n∑
n2=n−1

ωn2

n2∑
t=n−2

δt
2 ln(ua

2t) +

+C2n−3

n∑
n2=n−2

ωn2

n2∑
t=n−3

δt
2 ln(ua

2t).
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Продолжая процесс до наступления в игре момента времени
k, получим кооперативные выигрыши в виде (27) и кооператив-
ные стратегии в виде (28), (29).
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