
Институт проблем управления 

им. В. А. Трапезникова РАН 
 

 

 
 

УПРАВЛЕНИЕ 
БОЛЬШИМИ 
СИСТЕМАМИ 
 

 

 

 

 

  Специальный 

  выпуск 55 СБОРНИК 

  Май 2015 ТРУДОВ  
 

 

Математическая экология:  

теоретико-игровые модели 
 
       ISSN 1819-2467 

       Регистрационный номер Эл №ФС77-44158 от 09 марта 2011 г. 

 

 

 

Москва – 2015 



РОССИЙСКАЯ АКАДЕМИЯ НАУК 

Институт проблем управления 

им. В. А. Трапезникова 
 

 

 

УПРАВЛЕНИЕ 
БОЛЬШИМИ  
СИСТЕМАМИ 

 

СБОРНИК ТРУДОВ 

 
Специальный выпуск 55 

 

Математическая экология 
теоретико-игровые модели 

 

Общая редакция: 

Г.А. Угольницкий, Д.А. Новиков 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Москва – 2015 



УДК   519 ISSN 1819-2467 

ББК  32.81 

          У 67 
Управление большими системами / Сборник трудов. Выпуск 55. М.: ИПУ РАН, 

2015. –386 с.    Дата опубликования: 31.05.2015. 

 

КООРДИНАЦИОННЫЙ СОВЕТ 

Академики РАН: Васильев С.Н., Емельянов С.В., Куржанский А.Б., Федосов Е.А., 

Черноусько Ф.Л.; члены-корреспонденты РАН: Желтов С.Ю., Каляев И.А., Пархоменко 
П.П., Попков Ю.С.; д-ра техн. наук: Дорофеюк А.А., Кузнецов О.П., Кульба В.В., 

Лотоцкий В.А., Павлов Б.В., Поляк Б.Т., Рутковский В.Ю.  

РЕДАКЦИОННАЯ КОЛЛЕГИЯ 

Главный редактор: член-корр. РАН Новиков Д.А. Зам. главного редактора: д-р физ.-

мат. наук Губко М.В.; Отв. секретарь: канд. техн. наук Базенков Н.И.; Редактор: канд. 

техн. наук Квинто Я.И. Техн. редактор: канд. техн. наук Куливец С.Г. 
Д-ра техн. наук: проф. Алескеров Ф.Т. (ГУ ВШЭ), проф. Алчинов А.И. (ИПУ 

РАН), проф. Андриевский Б.Р. (ИПМ РАН), проф. Афанасьев В.Н. (МИЭМ), проф. 

Бахтадзе Н.Н. (ИПУ РАН), проф. Бурков В.Н. (ИПУ РАН), проф. Вишневский В.М. 
(ИПУ РАН), Галяев А.А. (ИПУ РАН), д-р физ.-мат. наук проф. Ерешко Ф.И. (ВЦ РАН), 

д-ра техн. наук Зоркальцев В.И. (ИСЭМ СО РАН), проф. Калашников А.О. (ИПУ РАН), 

проф. Калянов Г.Н. (ГУ ВШЭ), проф. Каравай М.Ф. (ИПУ РАН), д-р экон. наук, проф. 
Клочков В.В. (ИПУ РАН), д-ра техн. наук, Коргин Н.А. (ИПУ РАН), проф. Курдюков 

А.П. (ИПУ РАН), д-ра физ.-мат. наук, проф. Кушнер А.Г., проф. Лазарев А.А. (МФТИ), 

д-ра техн. наук: проф. Лебедев В.Г. (ИПУ РАН), проф. Мандель А.С. (ИПУ РАН), д-р 
биол. наук проф. Михальский А.И., д-р физ.-мат. наук, проф. Непейвода Н.Н. (ИПС 

РАН), д-р экон. наук, проф. Нижегородцев Р.М. (ИПУ РАН), д-ра техн. наук: проф. 

Орлов А.И. (МГТУ), д-ра физ.-мат. наук: проф. Рапопорт Л.Б. (ИПУ РАН), проф. 
Райгородский А.М. (МГУ), проф. Савватеев А.В.  (РЭШ), д-ра техн. наук: проф. Самуй-

лов К.Е. (РУДН), проф. Сидельников Ю.В. (МАИ), Совлуков А.С. (ИПУ РАН) д-ра физ.-

мат. наук: проф. Соловьев С.Ю. (МГУ), проф. Угольницкий Г.А. (ЮФУ), проф. Уткин 
В.А. (ИПУ РАН), проф. Хоботов Е.Н. (МГТУ), д-ра физ.-мат. наук: доцент Чеботарев 

П.Ю. (ИПУ РАН), проф. Чхартишвили А.Г. (ИПУ РАН), проф. Щербаков П.С. (ИПУ 

РАН).  

РЕГИОНАЛЬНЫЕ РЕДАКЦИОННЫЕ СОВЕТЫ 
Арзамас – д-р физ.-мат. наук проф. Пакшин П.В. Волгоград – д-ра физ.-мат. наук: проф. 

Воронин А.А., проф. Лосев А.Г. (ВолГУ); Воронеж – д-р техн. наук, проф. Баркалов 
С.А., д-р физ.-мат. наук, проф. Головинский П.А. (ВГАСУ), д-р техн. наук, проф. 

Подвальный С.Л. (ВГТУ); Иркутск – академик РАН Бычков И.В., д-р физ.-мат. наук, 

проф. Лакеев А.В. (ИДСТУ СО РАН); Казань – д-р физ.-мат. наук, проф. Маликов А.И., 

д-р техн. наук, проф. Сиразетдинов Р.Т. (КГТУ-КАИ); Липецк – д-ра техн. наук: проф. 

Погодаев А.К., Сараев П.В. (ЛГТУ); Самара – д-ра экон. наук: проф. Богатырев В.Д., 

проф. Гераськин М.И., д-р техн. наук, проф. Засканов В.Г. (СГАУ); Петрозаводск – д-р 
физ.-мат. наук, проф. Мазалов В.В., д-р техн. наук, доц. Печников А.А. (ИПМИ КарНЦ 

РАН); Санкт-Петербург – д-р физ.-мат. наук: проф. Петросян Л.А. (СПбГУ), д-р техн. 

наук проф. Фуртат И.Б. (ИПМ РАН); Старый Оскол – д-р техн. наук, проф. Еременко 
Ю.И. (СТИ). 

Адрес редакции: 117997, г. Москва, ул. Профсоюзная, д. 65.  

Адрес в Интернет: ubs.mtas.ru. 

 

 ИПУ РАН,  2015 



XV - международная конференция  
Системы проектирования, технологической подготовки производства 

и управления этапами жизненного цикла промышленного продукта 

(CAD/CAM/PDM-2015)  

 Уважаемые коллеги, приглашаем 

Вас принять участие в междуна-

родной конференции "Системы 

проектирования, технологической 

подготовки производства и управ-

ления этапами жизненного цикла 

промышленного продукта 

(CAD/CAM/PDM-2014)", которая 

состоится с 26 по 28 октября 2015 года в Москве, в Институте проблем 

управления им. В.А. Трапезникова РАН.  

ТЕМАТИКА КОНФЕРЕНЦИИ:  
·  Организация структур технических и программных средств проектирования 

и управления. Средства взаимодействия, 

    структуры данных, международные стандарты.  

·  Компьютерная графика и CAD/CAM/PDM-системы в учебных процессах 

(программы обучения по дисциплинам, 

    методические материалы, тестирование). Средства виртуальной реальности 

в промышленных системах.  

·  Интегрированные производственные системы и управление технологиче-

скими процессами. PDM-системы.  

·  Проектирование в машиностроении и строительстве.  

·  Проектирование в радиоэлектронике.  

 

ОРГАНИЗАТОРЫ:  

 Российский фонд фундаментальных  

      исследований  (РФФИ) 

 Российская Академия Наук (РАН) 

 Министерство образования и науки РФ  

 Научный совет РАН по теории управляемых процессов и 

автоматизации  

 ИПУ РАН 



 Государственный космический  

научно-производственный центр  

им. М.В. Хруничева (ФГУП ГКНПЦ) 

 Ракетно-космическая корпорация  

“Энергия” им. С.П. Королёва 

 МГТУ “Станкин”  

КЛЮЧЕВЫЕ ДАТЫ:  
до 25 сентября 2015 года - тезисы докладов (объём не более 1-ой страницы 

формата А-5), заявка на участие в конференции 

 

до  5 октября 2015 года - полный текст доклада, перевод оргвзноса  

 

Просьба представить тезисы доклада в указанный срок, в противном слу-

чае мы не сможем его опубликовать!!!  

Заявки, тезисы и доклады высылаются по e-mail: conf18@spm.ipu.ru  

Новые информационные сообщения будут представлены на сайте: 

http://lab18.ipu.ru 

ТЕКУЩАЯ ИНФОРМАЦИЯ:  
форма заявки, правила оформления тезисов и докладов 

ЯЗЫКИ КОНФЕРЕНЦИИ: русский, английский.  

 

АДРЕС ОРГКОМИТЕТА:  
117997, Россия, г. Москва, ул. Профсоюзная 65, ИПУ РАН,  

Оргкомитет конференции CAD/CAM/PDM-2015.  

Телефон для справок: (495) 334 – 93-50; факс (495) 334 – 91-29.  

Председатель: Толок Алексей Вячеславович - д.т.н., проф. 

Помощник председателя: Смирнов Сергей Владимирович - к.т.н.  

 

ФИНАНСОВЫЕ УСЛОВИЯ:  
Организационный взнос (печатные материалы и прочие расходы, НДС 18% 

включено в оргвзнос):  

для организаций (за 1 участника с докл. или без докл.)   -   3500 руб.  

для граждан России   -   2500 руб.  

для заочных участников   -   1500 руб.  

для иностранных граждан   -    4000 руб.  

 

mailto:conf18@spm.ipu.ru
http://lab18.ipu.ru/
http://lab18.ipu.ru/projects/conf2015/zayavka.doc
http://lab18.ipu.ru/projects/conf2015/oformlenie.doc
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ПРЕДИСЛОВИЕ РЕДАКТОРА 

Угольницкий Г. А.1 

(Институт математики, механики и компьютерных наук 

Южного федерального университета, Ростов-на-Дону) 
 

Замысел настоящего сборника состоит в демонстрации со-

временного состояния российских исследований в области ма-

тематической экологии с особым вниманием к методам опти-

мального управления и теории игр. По-видимому, представлен-

ные в сборнике статьи позволяют говорить о наличии двух 

встречных «потоков»: от сложившихся еще в Советском Союзе 

научных школ математической экологии к использованию тео-

ретико-игровых моделей, с одной стороны, и от теоретико-

игровых и организационно-управленческих исследований к эко-

логическим приложениям, с другой. Рассмотрим сначала работы 

первой группы. 

Статья Г.П. Астраханцева, В.В. Меншуткина, Т.Р. Мининой 

«Использование моделей экосистем больших озер для получе-

ния оценок ассимиляционного потенциала» продолжает много-

численную серию работ по математическому моделированию 

озерных экосистем и управлению ими, выполненных под руко-

водством В.В. Меншуткина [3, 16, 19, 27, 31]. В статье рассмат-

ривается понятие ассимиляционного потенциала природных си-

стем. В случае больших пресноводных озер анализ этого поня-

тия связан с изучением процесса антропогенного эвтрофирова-

ния посредством проведения вычислительных экспериментов с 

моделью озерной экосистемы. В качестве одного из подходов к 

экономической оценке ассимиляционного потенциала озерных 

экосистем авторы предлагают использовать механизм торговли 

квотами на аукционе. Приводится обсуждение полученных ре-

зультатов применительно к фосфорному загрязнению Ладож-

ского озера. 

                                                           
1 Геннадий Анатольевич Угольницкий, заведующий кафедрой приклад-

ной математики и программирования ЮФУ, доктор физико-

математических наук, профессор (ougoln@mail.ru). 
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Статья «Нормирование антропогенных воздействий на при-

родную среду на основе эколого-экономических моделей» напи-

сана большим коллективом авторов (В.И. Гурман, 

Л.Ю. Дамешек, Г.Н. Константинов, С.Н. Насатуева, И.В. Расина, 

Т.В. Чемезова), принадлежащих к научной школе моделирова-

ния эколого-экономических систем В.И. Гурмана [13, 18, 20–

22]. Математической основой здесь выступает принцип расши-

рения в задачах оптимального управления, предложенный 

В.И. Гурманом и В.Ф. Кротовым. Нормирование воздействий на 

природную среду формализуется как обратная задача оптималь-

ного управления. Конкретный вклад статьи заключается в 

обобщении задачи нормирования на случай динамических раз-

мерностей переменных модели. Решение задачи нормирования 

авторы обоснованно связывают с проблематикой устойчивого 

развития. В работе приведен содержательный обзор исследова-

ний по этой тематике. В первом пункте статьи дается общая по-

становка обобщенной задачи нормирования и приводится ос-

новной результат с доказательством. Второй пункт содержит 

теоретический пример для линейных систем, а третий – практи-

ческий пример задачи определения предельно допустимых вы-

бросов с численными расчетами на реальных данных. 

В статье А.И. Абакумова, Н.П. Иванко в соответствии с 

названием изучаются «Задачи управления рыбным промыслом в 

условиях квотирования». Эта работа также продолжает давние 

исследования по моделям оптимальной эксплуатации биологи-

ческих ресурсов под руководством А.И. Абакумова [1, 2]. В ста-

тье исследуются возможности минимизации последствий от 

коллизий в морском рыбном промысле, возникающих между 

пообъектным способом формирования квот и многовидовым 

характером промысла. Показаны варианты линеаризации 

начальных нелинейных задач или линеаризованные способы их 

исследования и решения. Для задач оптимизации распределения 

квот и задач максимизации дохода от промысла приведены ил-

люстративные примеры. Намечены постановки игровых задач 

рыбного промысла. 

В 1970-х годах в Ростовском государственном (ныне Юж-

ный федеральный) университете И.И. Ворович и А.Б. Горстко 

основали научную школу моделирования эколого-
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экономических объектов на базе системного анализа и компью-

терной имитации [10–12, 15, 18, 26, 28–29]. Это направление 

продолжают три представленные в сборнике статьи. 

В работе В.Г. Ильичева, Л.В. Дашкевич, В.В. Кулыгина 

изучаются «Эволюционно-устойчивые характеристики Азовско-

го моря при вариации донского стока». Предложена компьютер-

ная эколого-эволюционная модель «биогенные элементы – во-

доросли». Обнаружено, что в асимптотическом режиме отноше-

ние органических форм азота и фосфора в экосистеме слабо из-

меняется, несмотря на сильную деформацию химического со-

става стока реки Дон. На основе вычислительных модельных 

экспериментов установлена причина этого явления. Определены 

эволюционно-устойчивые параметры благоприятных темпера-

тур развития основных групп водорослей. Показано, что у теп-

лолюбивых водорослей такие параметры единственны, а у холо-

долюбивых водорослей допускаются две реализации. Тематика 

работы тесно связана с идеями эволюционных игр. 

В исследованиях под руководством Г.А. Угольницкого раз-

вивается концепция управления устойчивым развитием (в част-

ности, эколого-экономических систем) на основе иерархических 

теоретико-игровых моделей [28–29]. В статье А.Э. Назирова, 

Г.А. Угольницкого, А.Б. Усова в рамках этой концепции рас-

сматривается «Теоретико-игровая модель трехуровневой марке-

тинговой системы с учетом экологических требований». Систе-

ма управления имеет вид «принципал – супервайзер – агент». В 

роли субъектов управления выступают производитель, посред-

ник, с которым у производителя заключен договор комиссии, и 

торговое предприятие, реализующее в розничной сети продук-

цию производителя. С определенной долей условности предпо-

лагается, что основная цель производителя – выполнение эколо-

гических требований. Предложен алгоритм построения равнове-

сия Штакельберга в игре трех лиц с учетом требования гомео-

стаза экологической подсистемы. В качестве метода иерархиче-

ского управления в каждой паре «принципал – супервайзер» и 

«супервайзер – агент» используется побуждение, то есть воз-

действие ведущего игрока на функцию выигрыша ведомого. 

Приведен ряд характерных примеров с последующей интерпре-

тацией полученных результатов. 
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В статье «Дифференциально-игровая модель предотвраще-

ния заморов в мелководных водоемах» концепция управления 

устойчивым развитием (Г.А. Угольницкий, А.Б. Усов, 

М.В. Пучкин) применяется к модели биологической кинетики 

мелководного водоема (А.И. Сухинов, А.В. Никитина, 

А.Е. Чистяков, И.С. Семенов). Предложены алгоритмы исследо-

вания модели в случае информационных регламентов динами-

ческих игр Гермейера Г1x и Г2x. Задача решается численно с по-

мощью разработанного параллельного алгоритма, учитывающе-

го архитектуру суперЭВМ с распределенной памятью. Предла-

гаемый алгоритм численного решения поставленной задачи на 

суперЭВМ с использованием метода k-средних позволяет суще-

ственно сократить время работы программного комплекса, чис-

ленно реализующего модельную задачу динамики взаимодей-

ствующих популяций в Азовском море. Модель используется 

для прогнозирования изменения биомассы популяций в мелко-

водных водоемах с учетом требований устойчивого развития. 

К моделированию эколого-экономических систем можно 

отнести и статью А.А. Воронина, А.А. Васильченко, 

М.В. Писаревой, А.В. Писарева, С.С. Храпова «Проектирование 

системы эколого-экономического управления территорией Вол-

го-Ахтубинской поймы на основе гидродинамического и геоин-

формационного моделирования». В статье описывается про-

граммный комплекс поддержки решений по управлению эколо-

го-экономической системой водосбора, включающий гидроди-

намические модели, модели обычной и многокритериальной 

оптимизации с учетом пространственной определенности, сце-

нарное моделирование, геоинформационные технологии, экс-

пертные и когнитивные процедуры, а также механизмы синтеза 

эколого-экономических воздействий. Работа насыщена фактиче-

скими данными и представляет интерес для практического ис-

пользования. 

Теперь охарактеризуем работы из «обратного потока». В 

1970-х годах Ю.Б. Гермейер и Н.Н. Моисеев заложили основы 

информационной теории иерархических систем [7], которая ис-

пользует обобщенный принцип гарантированного результата 

для анализа различных регламентов информационного взаимо-

действия игроков. Эта теория развита в монографиях [8–9], в 
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том числе применительно к управлению эколого-

экономическими системами. В рамках указанной теории в ста-

тье В.А. Горелика и Т.В. Золотовой анализируются «Механизмы 

управления платежами, лимитами и штрафами в иерархических 

региональных моделях охраны окружающей среды». При этом 

особое внимание уделяется проблеме согласованности интере-

сов элементов эколого-экономической системы, обеспечиваю-

щих ее устойчивое функционирование, и идеальной согласован-

ности, при которой ведущий элемент дополнительно достигает 

глобального максимума своей целевой функции. Интересно, что 

при таком подходе динамическое по своей природе понятие 

устойчивого развития допускает исследование в статической 

постановке. В статье получен ряд новых результатов, касаю-

щихся возможностей согласования и идеального согласования 

интересов при назначении экологических платежей и штрафов. 

В частности, полученные результаты свидетельствуют о том, 

что обеспечить идеальное согласование интересов эколого-

экономических агентов удается далеко не всегда, и приходится 

ограничиваться менее амбициозными постановками задачи 

управления. Установлено также, что лучших результатов можно 

добиться при назначении дифференцированных экологических 

платежей. 

Статья В.А. Горелика «Коррекция кооперативных игр как 

механизм стабилизации эколого-экономических систем» посвя-

щена развитию методов решения несобственных задач посред-

ством минимальной в некотором смысле коррекции исходной 

модели. Этот подход реализуется применительно к кооператив-

ным играм с пустым С-ядром с приложениями к управлению 

эколого-экономическими системами. С математической точки 

зрения авторский подход представляется очень интересным, 

перспективны и заслуживают развития также предложенные 

эколого-экономические интерпретации результатов. В работе 

дана постановка задачи коррекции исходной кооперативно-

игровой модели и выделены различные случаи параметров кор-

рекции, приводящие к решению задач линейного и квадратич-

ного программирования. Подробно рассмотрен наиболее инте-

ресный случай пропорциональной коррекции. Отдельно описано 
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использование сбалансированных покрытий в задаче коррекции, 

приведены теоретические и эколого-экономические примеры. 

В 1970-х годах А.Я. Лернер и В.Н. Бурков основали мате-

матическую теорию активных систем [4], посвященную постро-

ению и исследованию механизмов согласования частных и об-

щесистемных интересов. Это направление продолжает активно 

развиваться, в том числе в рамках предложенной 

Д.А. Новиковым теории управления организационными систе-

мами [5, 23]. В монографии [6] авторы продемонстрировали 

возможности применения идей теории активных систем к по-

строению механизмов управления эколого-экономическими 

объектами. Четыре статьи сборника развивают указанное 

направление. 

В статье В.Н. Буркова, И.В. Бурковой и С.А. Пузырева рас-

сматривается «Принцип согласованного планирования в управ-

лении социальными и эколого-экономическими системами». Эта 

работа относится к магистральному направлению теории актив-

ных систем – проблеме согласования интересов активных аген-

тов. В статье исследуется управление сложными программами, 

состоящими из подпрограмм, распределенных функционально, 

административно или территориально. Во всех случаях успеш-

ная максимизация глобальной целевой функции Центра воз-

можна лишь при условии учета интересов отвечающих за от-

дельные подпрограммы агентов. Идея принципа согласованного 

планирования состоит в оптимизации целевой функции Центра 

на множестве согласованных планов, при которых значения це-

левых функций агентов не меньше определенных величин. Ос-

новным методом решения задачи согласованной оптимизации 

служит сетевое программирование. Рассматриваются также ме-

ханизмы совместного финансирования программ. Изложение 

иллюстрируется большим количеством примеров. 

В статье В.В. Бреера, Д.А. Новикова, А.Д. Рогаткина иссле-

дуются «Модели порогового коллективного поведения в задачах 

управления эколого-экономическими системами». В рамках та-

ких моделей исследуется поведение активных агентов, прини-

мающих бинарные решения типа «действовать – не действо-

вать». При этом принятие решения зависит от того, превышает 

ли характеристика окружающей обстановки некий порог, и та-
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ких порогов у агента может быть несколько. Наилучшие ответы 

агентов приводят к дискретным динамическим системам, опи-

сывающим изменение во времени числа действующих агентов. 

Возникающие модели многопорогового коллективного поведе-

ния авторы применяют к трем эколого-экономическим приме-

рам: моделям индивидуальных штрафов, индивидуальных и 

коллективных штрафов, стимулирования природоохранных ин-

вестиций, выявляя при этом ряд интересных эффектов. 

Статья Д.А. Новикова и А.Г. Чхартишвили описывает еще 

одно оригинальное направление развития теории активных си-

стем – «Модели рефлексивных игр в задачах управления эколо-

го-экономическими системами». Как известно, в предложенной 

авторами теории рефлексивных игр описывается поведение ак-

тивных агентов при различных предположениях об их взаимной 

информированности, что приводит к возникновению наряду с 

реальными также «фантомных» агентов. С помощью указанного 

аппарата авторы анализируют несколько ситуаций, допускаю-

щих эколого-экономическую трактовку: число агентов на рынке, 

совместное производство, пороговые штрафы, согласование ин-

тересов управляющих органов. Приведенные простые модели 

убедительно доказывают актуальность эколого-экономических 

приложений рефлексивных игр с получением важных каче-

ственных выводов. 

Наконец, А.В. Щепкин проводит «Анализ механизма про-

дажи квот». В этой публикации теория активных систем сочета-

ется с теорией управления рисками. Именно, исследована мо-

дель, в которой предприятие приобретает квоты (например, на 

выброс загрязняющих веществ), а Центр проверяет соответствие 

допускаемого квотой уровня риска с фактическим уровнем рис-

ка на предприятии. Предлагается формализованная процедура 

выделения квот, обеспечивающих желаемый уровень риска. 

В научной школе Л.А. Петросяна (В.В. Захаров, 

Н.А. Зенкевич, В.В. Мазалов и др.) [14, 17, 24, 25] исследуются 

бескоалиционные и кооперативные дифференциальные игры с 

особым вниманием к проблеме динамической устойчивости ре-

шений. При наличии этого свойства никому из игроков не вы-

годно отступать от согласованных в начале игры стратегий на 

всем ее периоде вдоль оптимальной (слабая динамическая 
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устойчивость) или любой допустимой (сильная динамическая 

устойчивость) траектории конфликтно управляемой динамиче-

ской системы. Указанная проблема имеет большое значение при 

анализе долгосрочных природоохранных и иных соглашений, 

заключаемых независимыми субъектами (фирмами, регионами, 

странами). Слабой (time consistency) и сильной (subgame perfect-

ness) динамической устойчивости, в том числе применительно к 

эколого-экономическим системам, посвящено большое число 

работ не только российских, но и зарубежных авторов [30, 32]. 

К этому направлению можно отнести четыре публикации в 

настоящем сборнике. 

В статье Е.В. Громовой и Л.А. Петросяна анализируется 

«Сильно динамически устойчивое кооперативное решение в од-

ной дифференциальной игре управления вредными выбросами». 

В дифференциальной игре двух лиц найдено сильно динамиче-

ски устойчивое кооперативное решение, удовлетворяющее так-

же условию Д.В.К. Янга защиты от иррационального поведения. 

Предметом статьи В.В. Захарова и А.Ю. Крылатова служит 

«Моделирование конкурентной маршрутизации экологически 

безопасных транспортных потоков на городской транспортной 

сети». Эта работа относится к одному из самых интенсивно раз-

вивающихся разделов современной теории игр – сетевым играм, 

использующим теоретико-графовое представление простран-

ственных отношений между элементами моделируемой систе-

мы. Рассматривается задача выделения на городской транспорт-

ной сети «зеленых» подсетей и побуждения водителей к исполь-

зованию экологически безопасных автомобилей. Проведен ана-

лиз конкурентного и кооперативного взаимодействия двух ви-

дов транспортных потоков («зеленых» и обычных) в сети. Для 

различных топологий сети находятся равновесия по Вардропу и 

Нэшу. Условия сбалансированности «зеленой» подсети с парал-

лельными маршрутами получены в явном виде. 

В статье В.В. Мазалова и А.Н. Реттиевой изучается «Асим-

метрия в кооперативной задаче управления биоресурсами». Рас-

сматриваются два вида асимметрии игроков: различные коэф-

фициенты дисконтирования и разные горизонты планирования. 

Эти предположения имеют ясную эколого-экономическую ин-

терпретацию. Определены кооперативные выигрыши и их рас-
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пределения между асимметричными участниками. Для построе-

ния кооперативных выигрышей и стратегий игроков использу-

ется арбитражное решение Нэша. Показано, что применение 

арбитражного решения не только выгодно обоим игрокам, но и 

способствует улучшению экологической обстановки. 

Наконец, внимание А.С. Ивановой и А.Н. Кириллова при-

влекли «Равновесие и управление в задаче сохранения видового 

состава биосообщества». Построено равновесие для динамиче-

ской модели присутствия популяции в определенном местооби-

тании. В случае переменной пищевой привлекательности ареала 

найдены значения интенсивностей изъятия особей, позволяю-

щие сохранить видовой состав. 

Конечно, в сборнике представлены далеко не все работы 

современных российских авторов в области математической 

экологии. Тем не менее, основная тема сборника – использова-

ние теоретико-игровых моделей в управлении эколого-

экономическими системами – отражена достаточно полно и раз-

нообразно. Хочется верить, что публикация сборника будет спо-

собствовать сплочению российских специалистов по математи-

ческой экологии и дальнейшему развитию теоретико-игрового 

аппарата моделирования и управления эколого-экономическими 

системами. 
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1. Использование моделей для решения задач 

сохранения водных ресурсов  

Одним из важнейших факторов сохранения самой биосфе-

ры и обеспечения её устойчивости является ассимиляционный 

потенциал (АП) природной среды. АП природной среды – это ее 

самовосстановительная способность по отношению к поступле-

нию в природную среду вещества и энергии в результате хозяй-

ственной деятельности. Фактически АП является свойством 

экологических систем «сопротивляться» внешним воздействи-

ям. Термин АП как природный ресурс в отечественной литера-

туре эколого-экономической тематики появился в работах со-

трудников Института проблем рынка [4, 6]. 

АП природной среды является едва ли не важнейшей ча-

стью национального богатства каждой страны [17]. Следует 

подчеркнуть, что АП природной среды России является одним 

из весьма значимых факторов поддержания устойчивости всей 

биосферы [14], так как огромная территория, значительная 

часть которой покрыта лесом и другой растительностью, играет 

важную роль в депонировании парниковых газов на планете. 

АП представляет собой особый вид природного ресурса и как 

ограниченный природный ресурс нуждается в экономической 

оценке. Экономическая оценка АП важна как сама по себе, так и 

в рамках общей оценки национального богатства России [6]. 

Задача экономической оценки АП многоаспектна. Исполь-

зование АП, как и других природных ресурсов, обуславливает 

возникновение ренты. В этой связи важными являются права 

собственности на данный природный ресурс, т.е. на АП. По-

скольку АП – национальное достояние, то собственником ло-

гично должна быть РФ, а распоряжение может быть передано в 

регионы [6]. 

Для получения экономической оценки АП необходимо из-

мерить его количественно. Таким образом, возникает задача 

количественного измерения АП. Сложность измерения АП 

способствует широкомасштабному нерациональному использо-

ванию этого природного ресурса. Отсутствие количественной 

оценки АП фактически не позволяло ввести институт собствен-
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ности на этот природный ресурс. В такой ситуации «пользова-

тели» АП (например, те, кто сбрасывает загрязняющие вещества 

в водоём) фактически присваивают АП. Это приводит к некон-

тролируемому поступлению загрязнений в окружающую среду, 

что может создать угрозу превращения АП из возобновляемого 

ресурса в невозобновляемый [6, 17]. 

В рамках задачи экономической оценки АП природной сре-

ды мы рассмотрим важную задачу экономической оценки АП 

экосистем крупнейших пресноводных озер. Хорошо известно, 

что состояние озера и качество воды в нем в самой большой 

степени определяется состоянием его экосистемы. По этой 

причине задача сохранения водных ресурсов водоема равно-

значна задаче сохранения «здоровья» экосистемы водоема. 

Рассмотрим проблемы сохранения водных ресурсов великих 

озер на основе объединения экологического и экономического 

подхода к решению проблемы. 

Применительно к водным ресурсам АП локализован по 

водным объектам. В качестве количественной оценки представ-

ляется естественным принять систему лимитов (по ингредиен-

там) на объемы сброса загрязняющих веществ и биогенов (ЗВ и 

Б), соблюдение которых сохраняет устойчивость водных экоси-

стем озер. Задача определения этих лимитов достаточно сложна. 

Для её решения требуется разнообразная информация о водных 

объектах и необходимы модели гидротермодинамики и модели 

экосистем. Здесь ещё уместно отметить, что желательно для 

получения количественной оценки АП использовать модель 

сукцессии фитопланктона. Дело в том, что получение количе-

ственной оценки состоит в проведении вычислительных экспе-

риментов при различных уровнях нагрузки по ингредиентам. 

Фактически для каждого из ингредиентов в вычислительных 

экспериментах воспроизводится круглогодичное функциониро-

вание экосистемы и в качестве количественной оценки выбира-

ются такие величины максимальные значения ингредиентов, 

при которых состояние экосистемы озера оценивается как оли-

готрофное. Иначе говоря, количественные оценки АП представ-

ляют собой границы допустимой антропогенной нагрузки, 

позволяющей сохранять озеро в олиготрофном состоянии. На 
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практике задача снижения антропогенной нагрузки может 

оказаться экономически неразрешимой из-за огромных затрат 

на соответствующие мероприятия, поэтому в качестве допусти-

мых значений антропогенной нагрузки могут быть взяты вели-

чины, при которых озеро находится в слабо мезотрофном состо-

янии. Подчеркнем ещё раз, что для получения допустимых 

значений антропогенной нагрузки необходимо использовать 

модели гидротермодинамики и модели экосистем озер. 

Следует отметить, что большие озера обладают способно-

стью ассимилировать весьма значительные количества загряз-

няющих веществ и биогенов без ущерба для устойчивого состо-

яния своих экосистем. Рассмотрим проблему получения оценок 

АП на примере Ладожского и Онежского озер. 

2. Количественная оценка АП1 

Как уже отмечалось, не избежало развития процесса антро-

погенного эвтрофирования одно из самых северных среди вели-

ких озер мира – Ладожское озеро. Ладожское озеро – одно из 

самых изученных озер мира. Для него имеются многолетние 

ряды наблюдений за состоянием экосистемы озера и за антропо-

генной нагрузкой [12–13]. Это позволило лимнологам выделить 

в составе антропогенной нагрузки основные ингредиенты, 

определяющие в значительной степени возможные изменения в 

состоянии экосистемы озера. Выбор в первую очередь биогенов 

для оценки АП по их сбросу в озера объясняется ролью биоге-

нов в функционировании экосистем. Избыток биогенов, особен-

                                           

1 Неэкономическая оценка АП Ладожского озера проводилась следу-
ющим образом. Рассматривается нагрузка, распределенная по озеру 
как по пространству, так и по времени в течение года, более или 
менее близкая к реальности. Далее с помощью комплекса моделей 
строится периодическое решение описания состояния экосистемы. 
Счет ведется как минимум на 15 лет, в течение которых, как следует 
из вычислительных экспериментов, складывается периодический 
круглогодичный режим. Для сокращения времени счета в моделях 
предусмотрено агрегирование сетки для первых лет и согласованный 
переход далее на более подробную сетку. 
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но избыток фосфора, привел Ладожское озеро к началу 60-х 

годов на грань перехода из мезотрофного состояния в эвтроф-

ное [13]. По этой причине снижение фосфорной нагрузки – это 

одна из важнейших задач для сохранения его водных ресурсов, 

в том числе и для Онежского озера. Следует отметить, что 

процесс антропогенного эвтрофирования Онежского озера 

находится в начальной стадии. 
В ходе исследования процесса антропогенного эвтрофиро-

вания Ладожского озера сотрудниками Института озероведения 
РАН была поставлена задача об определении уровня допусти-
мой биогенной, прежде всего фосфорной, нагрузки. Было опре-
делено, что нагрузка на уровне 4000 т Ptotal/год может быть 
принята за допустимую [19]. С помощью модели 
В.В. Меншуткин и О.Н. Воробьева [15] показали, что при 
нагрузке, равной 4000 т P total/год, Ладожское озеро сохраняется 
в слабо мезотрофном состоянии. В этой связи нагрузка на 
уровне 4000 т P/год была определена как приемлемая. В после-
дующих работах [2, 22] эти результаты были подтверждены. 
Здесь уместно отметить, что фосфорная нагрузка на Ладожское 
озеро до начала процесса антропогенного эвтрофирования в 
1962 году составляла 2430 т Ptotal/год. При этой нагрузке озеро 
находилось в олиготрофном состоянии. 

В вычислительных экспериментах с помощью модели сук-
цессии фитопланктона была получены оценка АП по сбросу 
фосфора для Ладожского озера, равная 2500 т Ptotal/год [23]. Для 
Онежского озера с помощью модели, в которой присутствуют два 
биогена – азот и фосфор, получены оценки АП по сбросу фосфо-
ра – 800 т Ptotal/ год и по сбросу азота – 15000 т Ntotal/год [28]. 

3. Об экономической оценке АП 

Поскольку вопрос о получении экономических оценок для 

АП выходит, в принципе, за пределы рассмотрений данной 

работы, наши рассмотрения по этой тематике будут сформули-

рованы с возможными разъяснениями. Здесь также уместно 

отметить, что существуют подходы к получению экономиче-

ских оценок АП, в которых наряду с экономико-

математическими моделями используются модели экосистем 

озер [2, 7, 23]. 
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Чтобы получить экономические оценки АП, определим, что 

будем понимать под экономической оценкой. Для каждого ЗВ 

и/или Б экономическую оценку определим как минимальный 

размер платежа за сброс 1 т ЗВ и/или Б при условии, что сум-

марное поступление в водоем данного ингредиента не превыша-

ет количественной оценки АП экосистемы озера по этому ин-

гредиенту и при этом каждое предприятие, сбрасывающее 

ЗВ и/или Б в озеро, оптимизировало свою прибыль при задан-

ных экономических и экологических ограничениях. 

Для получения экономической оценки предложен новый 

итерационный алгоритм, основанный на использовании создан-

ной авторами ранее экономико-математической модели функ-

ционирования предприятия-водопользователя. Алгоритм позво-

ляет «методом проб и ошибок» получить экономическую оценку 

АП по каждому ЗВ и Б. 
Этот алгоритм состоит в следующем [24]: 

1) эксперт (или орган, принимающий решение) устанавли-
вает лимиты на сброс ЗВ и Б отдельно для каждого пред-
приятия на водосборе озера и единые ставки платежей за 
сброс 1 т ЗВ и Б; 

2) с помощью экономико-математической модели для каж-
дого предприятия при заданных лимитах и ставках плате-
жей путем решения оптимизационной задачи определяют-
ся объёмы сброса ЗВ и Б и, следовательно, в итоге 
определяется общая антропогенная нагрузка на водоем по 
выделенному набору ингредиентов; 

3) если нагрузка на водоем по некоторым ингредиентам 
превосходит количественные оценки АП, ставки платежей 
увеличиваются и процесс продолжается; 

4) если по всем ингредиентам нагрузка не превосходит 
количественной оценки АП, то ставки платежей умень-
шаются и процесс продолжается; 

5) правило окончания процесса представляется очевидным. 

Основой этого алгоритма служит экономико-

математическая модель предприятия водопользователя. В по-

добных моделях функционирование предприятий описывается с 

помощью так называемых производственных функций [10]. 

Такие модели позволяют решить задачу оптимизации прибыли 
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предприятия при заданных регламентах водопользования (ли-

митах на сброс, ставках платежей за сброс, нормативах на кон-

центрации ЗВ и Б) и известных технологических ограничениях 

(объемы и концентрации ЗВ и Б на единицу выпускаемой про-

дукции). Результатом решения задачи оптимизации, в частно-

сти, будут объемы сброса ЗВ и Б. Предложенный алгоритм 

позволяет определить такие минимальные ставки платежей, при 

которых объемы сброса всей совокупности предприятий-

водопользователей данного водоема или не превышают уста-

новленные количественные оценки АП по всей совокупности 

ЗВ и Б, или не превышают величин, которые экономически и 

социально приемлемы в качестве оценок АП на момент получе-

ния оценок. 

Фосфорная нагрузка на Ладожское озеро в период 1996–

2005 гг. составляла в среднем 3580 т P/год. В период 2006–

2011 гг. поступление фосфора в Ладожское озеро с речным 

притоком составляет 3000–5000 т P/год в зависимости от водно-

сти года [21]. В этой работе приводятся данные, согласно кото-

рым озеро продолжает находиться в слабо мезотрофном состоя-

нии. 

Проведенные нами вычислительные эксперименты показа-

ли, что для ограничения сброса фосфора в Ладожское озеро до 

уровня, не превышающего АП, необходимо увеличить ставки 

платежей по сравнению с данными из [11] не менее чем на 

порядок [24]. Возможен, вероятно, другой подход к получению 

экономической оценки АП, основанный на моделировании 

экономической деятельности на всей территории водосбора 

озера. К сожалению, этот подход трудно реализуем, так как для 

его реализации необходима информация о функционировании 

всей совокупности предприятий водосбора, хотя бы при агреги-

ровании в отраслевом разрезе [23]. 

Наконец, возможен подход к оценке АП, основанный на та-

ком рыночном механизме, как продажа на аукционах разреше-

ний (квот) на сброс ЗВ и Б, подобно тому, как это делается с 

квотами на выбросы парниковых газов. Все эти подходы позво-

ляют согласовывать экономические интересы предприятий-

водопользователей с интересами уполномоченного государ-



 

Управление большими системами. Специальный выпуск 55 

 24 

ством органа по охране природной среды в тех случаях, когда 

использование полученных количественных оценок АП не 

представляется возможным по соображениям экономического 

или социального характера. 

Вкратце опишем механизм торговли квотами на выброс за-

грязняющих веществ (ЗВ) для решения природоохранных про-

блем сохранения экологии глубоководных озер (Ладожского 

озера) в сочетании с экономикой региона. Рассматриваемый 

рынок является по сути дела монополистическим (один прода-

вец, много покупателей). Объединение администраций региона 

на основе полученной оценки ассимиляционного потенциала 

(АП) предлагает на один год предприятиям водопользователям 

подать функции предложений на аукцион. Одновременно и 

независимо они сообщают аукционеру свою заявку: квоты на 

количество разных загрязняющих веществ и цены за единицу 

загрязняющего вещества. По некоторым правилам (модель 

аукциона) происходит аукцион, в результате которого выраба-

тывается равновесная цена для данного ЗВ, одинаковая для всех 

предприятий. При некоторых принципах рационирования тем 

самым осуществляется баланс между спросом (величиной асси-

миляционного потенциала) и предложениями. Задача аукцио-

на – получение максимальной прибыли. 

Это основная часть моделирования. Предполагаем, что 

предприятия подавали заявки, решая свою проблему получения 

максимальной чистой прибыли. Привлекая ранее созданные 

нами модели поведения предприятий в зависимости от многих 

параметров (в частности от расходов на очистку), можно 

усложнять моделирование в следующем направлении: учитывая 

произведенный за год ущерб экономики региона. Для этого 

вводится понятие дохода региона. Под доходом региона имеется 

в виду сумма дохода аукционера и всех выигрышей предприя-

тий-водопользователей. При этом под выигрышем предприятия 

понимается разность между доходом предприятия, полученным 

при назначенных аукционером ценах и квотах, и доходом, 

ожидавшимся предприятием при подаче заявки, т.е. в некотором 

смысле нереализованный доход года. Такое расширение моде-

лирования позволяет формировать состояние региона с учетом 
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равновесной цены по Нэшу (цена, при которой доход региона 

максимизируется при всевозможных результатах аукциона). 

Это равновесное состояние можно найти при эволюцион-

ном моделировании. Для этого, считая, что известны производ-

ственные функции предприятий, можно вводить на следующий 

год некоторые изменения (рационирование правил аукциона) в 

проведении аукционов, для того чтобы достичь равновесное 

состояние Нэша. При этом заметим, что допускается усложне-

ние рынка: разрешается торговля нереализованными частями 

полученных квот прошлого года – рынок перестает быть моно-

полистическим. 

Таким образом, модель рыночных отношений позволяет 

получить экономическую оценку ассимиляционного потенциа-

ла, оценить отклонения заявочных предложений от результатов 

аукциона, исследовать изменение равновесных состояний Нэша 

в зависимости от формы проведения аукциона. 

4. О возможности «оздоровления» состояния 

экосистемы Ладожского озера 

Как уже отмечалось, с начала 60-х годов Ладожское озеро 

подверглось антропогенному эвтрофированию из-за роста фос-

форной нагрузки [1], которая к началу 80-х годов выросла почти 

в 3,5 раза от 2430 т P/год до 8100 т P/год. Принятые меры при-

вели к снижению фосфорной нагрузки, составившей в период 

1984–1995 гг. в среднем 6040 т P/год, а в следующий период 

1996–2005 гг. она составила 3580 т P/год. Здесь приведены 

данные из работ [12, 16, 19, 20]. 

Снижение фосфорной нагрузки привело к 1995 году к неко-

торому улучшению состояния экосистемы озера. При этом в 

соответствии со снижением фосфорной нагрузки несколько 

снизилась и продукция фитопланктона. Однако в работе 

Н.А. Петровой с соавторами [16] было отмечено, что дальней-

шее существенное снижение фосфорной нагрузки после 

1995 года не привело, вопреки ожиданиям, к снижению продук-

ции фитопланктона. При этом фактически оказалось, что изме-

нение среднелетних значений биомассы в период 1996–2005 гг. 
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практически находится в тех же пределах, что и ее изменения в 

предыдущий период 1984–1995 гг. [20], когда фосфорная 

нагрузка была существенно выше. 

Объяснению этого явления, основанному на анализе дан-

ных наблюдений, как раз и посвящена работа [16]. Одной из 

основных причин указанного явления Н.А. Петрова и ее соавто-

ры считали увеличение скорости внутриводоемного оборота 

фосфора, которое авторы работы связывали с увеличением 

численности бактериопланктона и водных грибов (организмов-

деструкторов). Соглашаясь в целом с их аргументацией, нельзя 

не отметить, что доказательство справедливости предложенных 

интерпретаций и выводов не во всех частях подтверждено 

результатами прямых измерений. Дело в том, что основанные на 

данных наблюдений количественные оценки для огромного 

озера по многим причинам весьма приблизительные. 

В этой связи с помощью методов математического модели-

рования в уже упомянутой работах [25–27] воспроизведен меха-

низм ускорения внутриводоемного оборота фосфора и получены 

результаты, объясняющие фактический ход трансформации 

экосистемы Ладожского озера. Для воспроизведения круглого-

дичного функционирования экосистемы Ладожского озера 

использовалась модель сукцессии фитопланктона [2, 29]. 

Для того чтобы ускорить круговорот фосфора в рамках мо-

дели, авторы изменили блок, описывающий процесс деструкции 

детрита и растворенного в воде органического вещества. Как 

известно, основными деструкторами в экосистеме озера являют-

ся бактериопланктон и водные грибы. В модели они не пред-

ставлены. Деструкция в блоке описывается уравнениями для 

детрита DP, для растворенного в воде органического вещества 

DOP и для минерального фосфора. В модели, как и в природе, 

детрит разлагается на две субстанции: растворенный в воде 

минеральный фосфор и растворенное в воде органическое 

вещество. Эта трансформация регулируется двумя разными 

функциями от температуры воды. Регенерация минерального 

фосфора из растворенного органического вещества представле-

на в модели предельно простой линейной зависимостью. Изме-
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нения коэффициентов в конструкции блока были выбраны 

в ходе вычислительных экспериментов [27]. 

Вычислительные эксперименты состояли в воспроизведе-

нии круглогодичного функционирования экосистемы Ладож-

ского озера с помощью модели сукцессии как со «старым» 

блоком деструкции, так и с «новым» при двух вариантах фос-

форной нагрузки: 2430 т P/год и 4000 т P/год. 

Основной результат этих расчетов: при «новых» коэффици-

ентах деструкции биомасса суммарного фитопланктона выше, 

чем при «старых» коэффициентах для обеих нагрузок. Объясне-

ние этого явления основано на том, что при «новых» коэффици-

ентах деструкции концентрация DOP в эпилимнионе (припо-

верхностной части водного тела озера) уменьшилась при обеих 

нагрузках. Это же имеет место для детрита. Таким образом, 

происходит перераспределение потоков фосфора внутри экоси-

стемы: для развития фитопланктона дополнительное количество 

растворенного в воде минерального фосфора высвобождается за 

счет ускорения деструкции растворенного в воде органического 

вещества DOP и детрита DP. При этом DOP – это наиболее 

консервативная фракция в воде озера, включающая фосфор 

гуминовых комплексов. 

Здесь уместно подчеркнуть, что результаты моделирования 

подтверждают заключение работы [16] о вовлечении во внутри-

озерный круговорот значительной части растворенного в воде 

органического вещества DOP. 

Достоверность проведенных вычислительных эксперимен-

тов можно было бы поставить под сомнение, если бы в дискрет-

ной модели не выполнялся точно закон сохранения (изменения) 

для общего фосфора. Наличие у дискретной модели такого 

фундаментального свойства гарантирует то, что общее количе-

ство используемого фосфора определяется только обменом 

через границы водоема и тем, что внутри водного тела нет 

ложных источников и стоков вещества. 

Результаты моделирования позволяют сделать вывод, что 

изменился АП экосистемы озера по сбросу фосфора. Для полу-

чения ответа на вопрос, насколько изменился АП по сбросу 

фосфора, были проведены вычислительные эксперименты по 
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модели сукцессии как со «старым» блоком деструкции, так и с 

«новым» [27]. Рассматривалась годовая динамика сырой био-

массы суммарного фитопланктона при четырех нагрузках 

4000 т P/год, 2430 т P/год, 1800 т P/год и 1500 т P/год по модели 

с «новым» блоком деструкции и по её прежней версии. Макси-

мальное значение сырой биомассы при нагрузке 2430 т P/год 

приблизительно равно 1,2 мг/л. Примерно такую же величину 

составляет максимальное значение биомассы при нагрузке 1800 

т P/год. При этом следует ещё отметить, что среднегодовое 

значение биомассы при нагрузке 1800 т P/год превышает сред-

негодовое значение биомассы при нагрузке 2430 т P/год. Это 

означает, что АП по сбросу фосфора в Ладожское озеро снизил-

ся не менее чем на четверть (на 630 т P/год). Отметим ещё, что 

при нагрузке 4000 т P/год до изменения роли организмов-

деструкторов в экосистеме максимальные значения биомассы не 

превышали 2 мг/л, тогда как при нагрузке 4000 т P/год макси-

мальное значение больше примерно на 15%, и ещё больше 

среднегодовое значение. Как показывают эксперименты в рабо-

те [27], при нагрузке 4000 т P/год уже не представляется воз-

можным считать, что озеро находится в слабо мезотрофном 

состоянии.  

Таким образом, нами получена новая оценка АП по сбросу 

фосфора в Ладожское озеро, равная 1800 т P/год. Это означает, 

что только снижение нагрузки до этого уровня возвратит озеро в 

олиготрофное состояние. Однако, несмотря на определенную 

условность проведенных расчетов, реально возвратить озеро в 

олиготрофное состояние представляется невозможным. Дело в 

том, что по литературным данным в настоящее время есте-

ственная фосфорная нагрузка на Ладожское озеро находится в 

пределах 2000–2200 т P/год. Это означает, что снижение нагруз-

ки до уровня АП, т.е. ниже уровня естественной нагрузки, эко-

номически нереализуемо. 

Подводя итог разделу о возможности «оздоровления» 

больших стратифицированных озер, подвергшихся антропоген-

ному эвтрофированию, приходится признать такую возмож-

ность маловероятной. 
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Проблема «оздоровления» озер непосредственно связана 

с проблемой устойчивого развития. Во многих работах, посвя-

щенных проблемам сохранения природной среды (ландшафтов, 

лесов, водных объектов суши, мирового океана, тундры и т.д.), 

распространены представления о том, что снижение антропо-

генной нагрузки является универсальным средством сохранения 

и восстановления состояния природной среды, имевшего место 

в период естественного развития. Анализ многих предложений 

по переходу к устойчивому развитию показывает, что они исхо-

дят из таких же предположений, что снижение антропогенной 

нагрузки обеспечит улучшение или стабилизацию состояния 

природной среды. Проведенные нами исследования показыва-

ют, что этого может не быть для великих озер мира умеренных 

широт северного полушария, к числу которых принадлежит 

Ладожское озеро. 

В заключение отметим, что снижение АП по сбросу фосфо-

ра, если учесть, что в принципе АП является возобновляемым 

природным ресурсом, приводит к ежегодным экономическим 

потерям. Следует также отметить, что: 
 измерение АП необходимо для определения регламентов 

водопользования (определения лимитов на сброс ЗВ и Б); 
 предложенные алгоритмы определения размеров плате-

жей за сброс загрязнений могут быть использованы для 
установления регламентов водопользования, обеспечиваю-
щих сохранение водных ресурсов; 

 снижение антропогенной нагрузки остается важной зада-
чей водопользования, однако для снижения существует 
естественная нижняя граница. Попытки же повышения сте-
пени очистки ведут к росту затрат; 

 одной из важнейших задач сохранения водных ресурсов 
является создание интегрированных систем управления 
водопользованием, обеспечивающих информационную 
поддержку органов природоохраны (структур Министерства 
природных ресурсов РФ, соответствующих структур органов 
власти субъектов РФ и т.п.) при принятии решений, 
влияющих на состояние водных объектов, созданных 
систем, могущих оказать содействие в решении научных и 
практических задач по согласованию интересов развития 
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экономики региона с интересами природоохраны и 
населения, по обеспечению качества среды обитания, 
систем, обеспечивающих возможность моделирования и 
прогнозирования последствий принимаемых решений [8–9]. 
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МОДЕЛИ ПОРОГОВОГО КОЛЛЕКТИВНОГО 
ПОВЕДЕНИЯ В ЗАДАЧАХ УПРАВЛЕНИЯ  

ЭКОЛОГО-ЭКОНОМИЧЕСКИМИ СИСТЕМАМИ 

Бреер В. В.1, Новиков Д. А.2, Рогаткин А. Д.3 

(ФГБУН Институт проблем управления РАН, Москва) 
 

Рассматриваются модели «многопорогового» коллективного 

поведения агентов, принимающих бинарные решения. Общая 

схема анализа этих моделей применяется для трех задач 

управления эколого-экономическими системами: индивидуаль-

ных штрафов, индивидуальных и коллективных штрафов, а 

также стимулирования выделения экономическими агентами 

средств на природоохранную и/или природовосстановительную 

деятельность. 

 

Ключевые слова: пороговое поведение, дискретная динами-

ческая система, управление эколого-экономическими систе-

мами. 

1. Введение 

Начиная с классических работ М. Грановеттера [15] и 

Т. Шеллинга [22] значительное внимание исследователей моде-

лей коллективного поведения концентрируется на ситуациях, в 

которых агенты, принимающие бинарные решения о своем 

«действии» или «бездействии», ориентируются на обстанов-

ку - число действующих или бездействующих оппонен-

тов/«соседей» (см. обзор [2]). При этом ключевой характеристи-
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кой агента является его порог, при превышении которого обста-

новкой агент изменяет свое поведение. Подобные модели 

успешно описывают эффекты конформного или антиконформ-

ного поведения как в терминах теории коллективного поведе-

ния, так и в терминах теории игр [11], и имеют множество обла-

стей приложений (социальные сети [1], управление толпой [12] 

и др. [2]). 

Общая схема построения модели при этом такова. Сначала, 

исходя из содержательных интерпретаций моделируемых соци-

ально-экономических явлений или процессов, строятся целевые 

функции агентов. Затем ищутся наилучшие ответы агентов 

(зависимость их действий, максимизирующих соответствую-

щую целевую функцию, от действий оппонентов), и, наконец, 

осуществляется переход к дискретной динамической системе, 

описывающей изменение во времени числа или доли действую-

щих агентов (правая часть этой динамической системы опреде-

ляется функцией распределения порогов агентов) – см. много-

численные примеры в [2]. 

Однако далеко не все реальные ситуации описываются про-

стой моделью с одним порогом, определяющим, будет или нет 

агент действовать при заданной обстановке. То есть возникает 

необходимость расширения класса моделей порогового поведе-

ния за счет допущения наличия у каждого агента нескольких 

«порогов». Примерами являются ситуации, когда при малом 

числе действующих оппонентов агент ведет себя конформно, а 

при большом - антиконформно. Желательно также охватить и 

более широкий класс ситуаций – когда агент принимает реше-

ние «действовать» при условии, что доля его действующих 

оппонентов принадлежит заданному множеству значений. 

Общая схема построения такого рода «многопороговых» 

моделей описана во втором разделе настоящей работы. Далее 

эти результаты применяются для разработки и исследования 

задач управления эколого-экономическими системами (разделы 

3–5), в которых агенты принимают решения в условиях дей-

ствия системы штрафов или поощрений за осуществление при-

родоохранной и/или природовосстановительной деятельности. 

В целом, настоящая работа обобщает модели порогового 

поведения на случай нескольких порогов, учитываемых при 
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принятии решений одним и тем же агентом. С другой стороны, 

приведенные ниже результаты можно рассматривать как расши-

рение класса оптимизационных [7–9, 16, 23] и теоретико-

игровых [5, 6, 9, 10, 13, 21] моделей управления эколого-

экономическими системам, в том числе – механизмов управле-

ния последними [14]. 

2. Модели «многопорогового» коллективного 
поведения 

Рассмотрим множество N = {1, …, n} экономических аген-

тов, принимающих бинарные решения yi  {0; 1}. Если агент 

выбирает единичное действие, то будем условно говорить, что 

он «действует», в противном случае (т.е. при выборе им нулево-

го действия) – «бездействует». Обозначим  

 Y = 
j

j N

y


 , Y-i = 
j

j i

y


 ,  

y = (y1, …, yn), y-i = (y1, …, yi-1, yi+1, …,  yn) – обстановка для i-го 

агента, x = Y / n – доля действующих агентов, x-i = Y-i / n. 

Целевая функция i-го агента fi(yi, y-i) в общем случае зави-

сит как от его собственных действий, так и от действий других 

агентов. Сравнение величин fi(0, y-i) и fi(1, y-i) позволяет найти 

наилучший ответ (BR – Best Response) агента на заданную 

обстановку (будем считать, что при прочих равных агент пред-

почтет действовать): 

(1) yi = BRi(y-i ) = 
1, если (1, ) (0, ),

0, если (1, ) (0, ).

i i i i

i i i i

f y f y

f y f y

 

 





 

Ограничимся классом моделей коллективного поведения, в 

которых неравенства в правой части данного выражения опре-

деляются только числом действующих оппонентов рассматри-

ваемого агента. Тогда наилучший ответ можно записать в тер-

минах доли действующих агентов: 

(2) yi = 
1, если ,

0, если ;

i i

i i

x A

x A









 

где Ai   [0; 1] – конструктивно определяемое из (1) подмноже-

ство единичного отрезка. 
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Например, в пороговых моделях конформного поведе-

ния [3] 

(3) yi = 
1, если ,

0, если ;

i i

i i

x

x













 

где θi  [0; 1] - так называемый порог конформности агента 

[2, 3, 11, 15]. Из выражения (3) следует, что, с помощью эмпи-

рической функции распределения порогов конформности аген-

тов  

    
1

:n iF x i N x
n

     

можно выразить долю действующих агентов в равновесии Нэша 

x*: Fn(x
*) = x*  (см. [3]). Если известны теоретическая функция 

распределения порогов F: [0; 1] → [0; 1] и начальное значение 

x0  [0; 1] доли действующих агентов, то динамика их доли для 

достаточно большого количества агентов будет описываться 

следующей дискретной динамической системой: 

(4) xk = F(xk-1), 

где k = 1, 2, … - моменты времени. 

В случае так называемого антиконформного поведения [11] 

(5) yi = 
1, если ,

0, если ;

i i

i i

x

x













 

где φi  [0; 1] - так называемый порог антиконформности агента. 

Из выражения (5) следует, аналогично случаю конформного 

поведения, что если известна эмпирическая функция распреде-

ления порогов антиконформности агентов  

    
1

:n iG x i N x
n

   ,  

то через нее можно выразить долю действующих агентов в 

равновесии Нэша. Если известны теоретическая функция рас-

пределения  G: [0; 1] → [0; 1] и начальное значение x0  [0; 1] 

доли действующих агентов, то для достаточно большого коли-

чества агентов: 

(6) xk = 1 - G(xk-1), 
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Если Ai = [θi; φi], т.е. агенты демонстрируют поведение, ко-

торое условно назовем многопороговым (в данном случае – 

двухпороговым), то 

(7) yi = 
1, если [ ; ],

0, если [ ; ];

i i i

i i i

x

x

 

 









 

и легко убедиться, что динамика числа действующих агентов 

будет описываться следующей дискретной динамической си-

стемой: 

(8) xk = F(xk-1) - G(xk-1). 

Если множества {Ai} имеют более сложную структуру 

(например, несвязны – см. (14) в разделе 4), то соответствующая 

динамическая система выписывается по аналогии. 

Имея дискретную динамическую систему (4) или (6), или 

(8) и т.п., можно исследовать ее устойчивость, зависимость 

равновесных состояний от параметров модели и начальных 

условий и т.д. Проведя подобное исследование, можно ставить и 

решать, например, задачи параметрического управления – вы-

бора допустимых значений управляемых параметров, обеспечи-

вающих требуемую (или максимально близкую к требуемой) 

динамику системы. 

Описанная общая схема построение моделей многопорого-

вого коллективного поведения ниже применяется для трех задач 

управления эколого-экономическими системами (см. разделы 3–

5). 

3. Модель индивидуальных штрафов 

Действия агентов в рамках рассматриваемых ниже задач 

управления эколого-экономическими системами содержательно 

будем интерпретировать как выделение или невыделение эко-

номическими агентами фиксированных средств {ci} на приро-

доохранную и/или природовосстановительную деятельность. 

Предположим, что целевые функции агентов имеют вид 

(9) fi(y) = Hi – ci yi –  Hi 
1 iy

N Y




 I(Y < Ŷ ), 

где Hi – доход i-го агента от его экономической деятельности; 

I() – функция-индикатор;  Hi – размер штрафа, который нала-
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гается на агента в случае, когда он не выделяет средства на 

природоохранные мероприятия, и при этом общее число таких 

же агентов меньше порога Ŷ  ≤ N. Этот порог может быть либо 

достоверно известен агентам, либо они могут иметь о нем неко-

торые «вероятностные» представления (см. ниже). Величина 

γ ≥ 1 может условно интерпретироваться как «сила штрафов», а 

величина 1 / (N – Y) - как «вероятность проверки» конкретного 

агента. 

Вычислив наилучший ответ i-го агента, получим в терми-

нах долей x-i действующих агентов: 

(10) yi = 
ˆ1, если [1 ; ],

0, иначе;

i ix x  



 

где x̂  = Ŷ  / N  [0; 1], i = Hi / ci (данную величину будем 

условно называть «рентабельностью» агента). 

Величина 1 -  i может интерпретироваться как порог кон-

формности агента, а величина x̂  - как его порог антиконформ-

ности. 

Пусть F(·) – функция распределения рентабельностей аген-

тов, G(·) – функция распределения представлений агентов о 

значении величины x̂ , причем обе эти величины являются 

общим знанием среди агентов. Тогда из выражения (8) следует, 

что динамика доли агентов, выделяющих средства на природо-

охранную деятельность, при заданной начальной их доле x0, 

удовлетворяет соотношению 

(11) xk = H(xk-1) = max {0; 1 - F(
11 kx




) - G(xk-1)}, 

где k = 1, 2, … – моменты времени. 

Управляющими параметрами в данной модели могут быть 

значение «силы штрафов»  и информированность агентов о 

значении порога x̂ . 

Пример 1.  Пусть F(z) = z , G(z) = z, x0 = 0,1. Тогда поло-

жением равновесия системы (11) является точка 0,25 (см. точку 

А на Рис. 1 и Рис. 2). 
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А 

 

Рис. 1. Правая часть выражения (11) 

в примере 1 при  = 3 и G(z) = z 

 

Рис. 2. Траектория системы (11)  

в примере 1 при  = 3 и G(z) = z 

Пусть теперь агенты достоверно знают значение x̂  = 0,8. 

Тогда при  = 1 положением равновесия системы (11) является 

ноль. С ростом силы штрафов равновесное значение возрастает. 

Так, например, при  = 3 оно равно примерно 0,67 (положением 

равновесия является точка А - см. Рис. 3 и Рис. 4). Отметим, что 

снижение для агентов неопределенности (раньше считалось, что 

они предполагают параметр x̂  равномерно распределенным на 

единичном отрезке, теперь же они точно знают его значение) 
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приводит к росту доли агентов, выбирающих единичные дей-

ствия. 

  

А 

 

Рис. 3. Правая часть выражения (11) 

в примере 1 при  = 3 и x̂  = 0,8 

 

Рис. 4. Траектория системы (11)  

в примере 1 при  = 3 и x̂  = 0,8 

Существенное увеличение силы штрафов в рассматривае-

мой модели нецелесообразно – в системе возникает периодиче-

ский режим (на Рис. 5 приведена траектория системы (11) при 

 = 6).  



 

Управление большими системами. Специальный выпуск 55 

 
43 

 

Рис. 5. Траектория системы (11)  

в примере 1 при  = 6 и x̂  = 0,8 

Пример 2.  Предположим, что рентабельности агентов рас-

пределены в соответствии с распределением Парето (выбор 

этого распределение объясняется его распространенностью в 

экономико-математических моделях и простотой идентифика-

ции – см. [17, 19]) с показателем α и минимальным значением 

0, и агентам точно известно значение x̂ . Тогда выражение (11) 

примет вид 

(12) xk = 
10

01
ˆ, если min{1 ; },

1

0, иначе.

k

k
x x

x








 
  

 



 

Пусть α = 2, x̂  = 0,8,  = 1, 0 = 0,3. График правой части 

выражения (12) приведен на Рис. 8. 

0

0,1

0,2

0,3

0,4

0,5

0,6

0,7

0,8

0,9

1

1 6

1
1

1
6

2
1

2
6

3
1

3
6

4
1

4
6

5
1

5
6

6
1

6
6

7
1

7
6

8
1

8
6

9
1

9
6

1
0
1

x



 

Математическая экология: теоретико-игровые модели 

 
44 

 

А 

 

Рис. 6. Правая часть выражения (12) в примере 2 

Положением равновесия динамической системы (12) при 

любых начальных значениях x0  [0; 1] является точка А на 

Рис. 6.  

4. Модель индивидуальных и коллективных 
штрафов 

Модифицируем целевую функцию (9), записав ее в виде 

(13) fi(y) = Hi – ci yi –  Hi 
1 iy

N Y




 - (1 – yi) δ Hi I(Y < Ŷ ), 

где δ ≥ 0, а последнее слагаемое отражает потери агента от 

плохой экологической обстановки (которую для себя он может 

«улучшить» либо своими действиями, либо за счет действий 

других агентов). 

Вычислив наилучший ответ i-го агента, получим 

(14) yi = 
ˆ ˆ1, если [1 ; ] или max{ ;1 },

1

0, иначе.

i
i i i

i

x x x x





 


   





 

Из выражения (14) следует, что динамика доли агентов, вы-

деляющих средства на природоохранную деятельность, удовле-

творяет соотношению 

(15) xk = max {0; 1 - F(
11 kx




) - G(xk-1) + F(

1

1

1

(1 )

k

k

x

x 







 
)}. 
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Задача управления в рамках рассматриваемой модели мо-

жет заключаться в выборе «силы штрафов» γ и δ (мотивацион-

ное управление) и информированности агентов, например, о 

значении порога x̂  (информационное управление), обеспечива-

ющих требуемую динамику системы. 

Пример 3.  Пусть F(z) = z , G(z) = z4,  = 2, δ = 3, x0 = 0,7. 

График правой части выражения (15) и соответствующая траек-

тория приведены на Рис. 7 и Рис. 8. 

 

А 

 

Рис. 7. Правая часть выражения (15)  

в примере 3 при  = 2, δ = 3 

 

Рис. 8. Траектория системы (15)  

в примере 3 при  = 2,  = 3 
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Выбор в условиях примера 3 минимально допустимого зна-

чения γ = 1 приводит к следующей траектории (видно, что си-

стема стабилизируется, но в ее равновесном состоянии доля 

агентов, выбирающих единичные действия, меньше, чем в 

начальном состоянии – см. Рис. 9). 

 

Рис. 9. Траектория системы (15)  

в примере 3 при  = 1,  = 3 

Выбор в рамках рассматриваемой модели γ = 1, δ = 11, x̂  = 0,9 

(см. Рис. 10) приводит к динамике, приведенной на Рис. 11 

(равновесная доля агентов, выбирающих единичные действия, 

увеличивается по сравнению с предыдущим случаем).  

 

А 
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Рис. 10. Правая часть выражения (15) 

в примере 3 при  = 1, δ = 11, x̂  = 0,9 

 

Рис. 11. Траектория системы (15) 

в примере 3 при  = 1, δ = 11, x̂  = 0,9 

5. Модель стимулирования природоохранной 
деятельности 

Пусть целевая функция i-го агента имеет вид 

(16) fi(y) = Hi – ci yi + yi Q0 I(Y  Ŷ ) / Y, 

где величина Q0 ≥ 0 может интерпретироваться как размер 

фонда поощрения за природоохранную деятельность, распреде-

ляемого поровну между теми агентами, которые выделили на 

нее и свои средства (см. также модели механизмов смешанного 

финансирования в [18, 20]). 

Вычислив наилучший ответ i-го агента, получим: 

(17) yi = 
ˆ1, если [ ; / ] ,

0, иначе;

i ix x c Q 



 

где Q = Q0 / n – «удельное поощрение». 

Из выражения (17) следует, что динамика доли агентов, вы-

деляющих средства на природоохранную деятельность, удовле-

творяет соотношению 

(18) xk = max {0; G(xk-1) - P(Q xk-1)}, 

где P() - функция распределения затрат агентов. 
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Задача управления в рамках рассматриваемой модели мо-

жет заключаться в выборе «удельного поощрения» Q и, как и в 

двух предыдущих моделях, в выборе информированности аген-

тов о значении порога x̂ , а также самого значения этого порога. 

Пример 4.  Пусть P(z) = z2. График правой части выражения 

(18) и соответствующая траектория приведены на Рис. 12 и 

Рис. 13. 

 

А 

 

Рис. 12. Правая часть выражения (18) 

в примере 4 при x̂  = 0,1, Q = 0,5 

 

Рис. 13. Траектория системы (18) 

 в примере 4 при x̂  = 0,1, Q = 0,5 
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Ужесточение условий предоставления агентам средств 

фонда (т.е. увеличение порога x̂ ) приводит к тому, что этот 

механизм перестает играть мотивирующую роль – см. Рис. 14. 

 

Рис. 14. Траектория системы (18) 

 в примере 4 при x̂  = 0,25, Q = 0,5 

Увеличение размеров выплат агентам (за их природоохран-

ную деятельность) может приводить, как это ни покажется 

странным с точки зрения здравого смысла, к нестабильному 

поведению агентов (см. Рис. 15) и даже играть демотивирую-

щую роль (см. Рис. 16).  

 

Рис. 15. Траектория системы (18)  

в примере 4 при x̂  = 0,1, Q = 0,9 
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Рис. 16. Траектория системы (18)  

в примере 4 при x̂  = 0,1, Q = 1 

Оценкой эффективности механизма стимулирования при-

родоохранной деятельности может служить отношение «при-

влеченных средств» (т.е. затрат агентов в равновесии) к вели-

чине фонда поощрения. 

В завершение настоящего раздела отметим, что перспек-

тивной задачей является анализ моделей, в которых размер 

фонда зависит от числа или доли действующих агентов. 

6. Заключение 

В настоящей работе осуществлено приложение общего 

описания многопорогового коллективного поведения к задачам 

управления в эколого-экономических системах. 

В рамках трех рассмотренных моделей стимулирования и 

штрафов за природоохранную и природовосстановительную 

деятельность удается учесть и исследовать следующие эффекты: 

-  увеличение доли агентов, выделяющих средства на при-

родоохранную деятельность, с ростом «силы штрафов»; 

-  увеличение доли агентов, выделяющих средства на при-

родоохранную деятельность, при снижении неопределенности 

относительно институциональных условий их функционирова-

ния; 
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-  целесообразность тщательного выбора ограничений на 

штрафы, так как в противном случае управляемая система мо-

жет демонстрировать нестабильное поведение; 

-  ужесточение условий предоставления агентам средств 

фонда поощрения природоохранной деятельности может приво-

дить к тому, что этот механизм перестает играть мотивирую-

щую роль; 

-  увеличение размеров выплат агентам (за их природо-

охранную деятельность) может приводить к их нестабильному 

поведению и даже играть демотивирующую роль. 

В целом следует признать, что рассматриваемые модели 

обладают как всеми преимуществами моделей дискретных 

нелинейных динамических систем (возможность отражения 

многих качественных эффектов, простота реализации вычисли-

тельного эксперимента и т.д.), так и всеми их недостатками – 

трудность аналитического исследования наличия равновесий и 

их единственности, устойчивости системы и областей притяже-

ния равновесий, сильная зависимость равновесий от параметров 

модели и начальных условий и др. 

С точки зрения задач управления это означает необходи-

мость максимально точной идентификации объекта управления 

и неизбежность моделирования (предваряющего использование 

управляющих воздействий на практике) реакций управляемой 

системы в зависимости от ее параметров и начального состоя-

ния. 

В качестве перспективных направлений теоретических ис-

следований следует отметить целесообразность построения и 

анализа общих моделей многопорогового коллективного пове-

дения. 
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ПРИНЦИП СОГЛАСОВАННОГО ПЛАНИРОВАНИЯ  
В УПРАВЛЕНИИ СОЦИАЛЬНЫМИ  

И ЭКОЛОГО-ЭКОНОМИЧЕСКИМИ СИСТЕМАМИ 

Бурков В. Н.1, Буркова И. В.2 

(ФГБУН Институт проблем управления РАН, Москва) 

Пузырев С. А.3 

(НИИ МВД России, Москва) 
 

Рассматриваются задачи управления распределенными проек-

тами и программами. Это программы, состоящие из подпро-

грамм, распределенных либо функционально, либо админи-

стративно, либо территориально. Например, программа 

развития области включает подпрограмму экологической 

безопасности. В связи с этим главной проблемой управления 

распределенными программами является проблема согласова-

ния интересов всех заинтересованных лиц. Предлагается прин-

цип согласованного планирования для формирования планов 

реализации распределенных программ. 

 

Ключевые слова: распределенные программы, экологическая 

безопасность, принцип согласованного планирования. 

1. Введение 

Распределенными проектами (программами) называются 

проекты (программы), состоящие из подпроектов (подпро-

грамм), распределенных либо функционально, либо админи-
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стративно, либо территориально. Функциональное распределе-

ние означает, что существуют различные функциональные 

направления проекта (программы), по каждому из которых 

разрабатывается отдельный подпроект (подпрограмма) со своим 

руководителем и командой управления. Примером может слу-

жить программа развития региона, включающая такие функцио-

нальные направления, как социальное развитие, экономическое 

развитие, экологическая безопасность и др. Административное 

распределение означает, что существуют подпроекты (подпро-

граммы) в интересах различных административных или эконо-

мических образований. Например, программа развития области 

включает подпрограммы развития городов, муниципальных 

образований и др. со своим руководством и командой управле-

ния. Главной особенностью функционально и административно 

распределенных проектов (программ) является наличие несов-

падающих интересов у руководителей подпроектов (подпро-

грамм). В связи с этим главной проблемой управления функци-

онально и административно распределенными проектами 

(программами) является проблема согласования интересов всех 

заинтересованных лиц (в основном, руководителей подпроектов 

и подпрограмм). Помимо того что территориально распределен-

ные проекты (программы) могут быть функционально и адми-

нистративно распределенными, они имеют еще одну суще-

ственную особенность. При формировании планов реализации 

таких проектов (программ) необходимо учитывать время пере-

мещения ресурсов (людей, оборудования, материалов), посколь-

ку время перемещения ресурсов сравнимо (а иногда и превыша-

ет) с временем выполнения работ. Примером могут быть 

проекты ремонта (строительства) автомобильных дорог, желез-

нодорожных путей, мостов.  
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2. Принцип согласованного планирования 
распределенных проектов (программ)1  

Проблему согласования интересов подпроектов (подпро-

грамм) функционально или административно распределенного 

проекта (программы) рассмотрим на примере функционально 

распределенной программы, поскольку результаты легко пере-

носятся на территориально-распределенные и административно-

распределенные проекты и программы. 

Итак, рассмотрим функционально распределенную про-

грамму, состоящую из m подпрограмм по различным направле-

ниям. Руководство программы далее будем называть центром 

(Ц), а руководство подпрограмм по направлениям – агентами 

(А). 

Примем, что имеется оценка состояния каждого направле-

ния (в количественной или качественной шкале). Обозначим 

через Fi оценку состояния i-го направления (целевая функция i-

го агента), F – целевую функцию Центра. Целевая функция 

Центра зависит от целевых функций агентов: 

(1)  1 1; ; ... ; .mF F F F   

Это может быть линейная, аддитивная или матричная свертка. 

Задача Центра заключается в разработке программы (множе-

ства проектов), при которой целевая функция F достигает макси-

мума при ограниченных средствах R, выделенных на программу. 

Каждый агент i, естественно, заинтересован в разработке подпро-

граммы, максимизирующей его целевую функцию Fi.  

Если Центр при разработке программы не будет учитывать 

интересы агентов, то это приведет к таким отрицательным по-

следствиям как сокрытие или искажение информации, предостав-

ляемой агентами центру, невыполнение мероприятий программы 

и т.д. Для согласования интересов Центра и агентов в теории 

активных систем разработан принцип согласованного планирова-

ния [1]. Идея принципа состоит в оптимизации целевой функции 

Центра на множестве согласованных планов, т.е. планов, при 

                                           

1 Раздел написан с участием аспиранта ВГАСУ Чу Донг Ксюаня. 
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которых целевые функции агентов не меньше определенной 

величины. Для формальной записи задачи оптимального согласо-

ванного планирования обозначим через Fi
0 существующую оцен-

ку состояния i-го направления. Условием согласования может 

быть обеспечение увеличения критерия Fi на величину Fi = iFi
0 

(т.е. увеличение на 100i процентов). В этом случае задача согла-

сованного планирования принимает вид  

(2)   max;...;; 11  mFFFF  

при ограничениях 

(3)   niFF iii ,1,1 0   . 

3. Постановка задачи 

Имеется n проектов, претендентов на включение в програм-

му. Для каждого проекта i заданы затраты ci на его реализацию и 

эффекты aij, которые обеспечивает проект для направления j (под 

эффектом понимается приращение критерия Fj). Обозначим 

xi = 1, если проект i включен в программу, и xi = 0 в противном 

случае. 

Задача.  Определить  nixx i ,1,  , максимизирующие  

(4)  1 2, ,... , ,my y y  где 
i

iijj xay , 1, ,j m   

при ограничениях  

(5) ,i i

i

c x R   

(6) 
0
jj

i
iji Fax  ,   1, .j m  

3.1. ЧАСТНЫЙ СЛУЧАЙ: ОДНОЦЕЛЕВЫЕ ПРОЕКТЫ 

Рассмотрим частный случай задачи, когда для каждого 

направления j существует множество проектов Qj, дающих вклад 

в это направление, причем множества Qj не пересекаются. В этом 

случае задача решается в два этапа. 

Первый этап.  Решаем m задач о ранце: максимизировать 

(7) 



jQi

iij xay  
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при ограничениях  

(8) j
Qi

ii Rcx
J




, 

(9) jjj
Qi

ii bFax
j




0 , где RR j 0 . 

Для этого решаем обычную задачу о ранце (7), (8) при Rj = R.  

Как известно, решение задачи о ранце при Rj = R дает опти-

мальные решения при всех Rj < R. Обозначим оптимальную 

величину yj (7) через Yj(Rj), как функцию Rj. Определим мини-

мальное Rj = dj, при котором Yj(dj) ≥ bj. В итоге получаем зави-

симость Yj(Rj), где dj ≤ Rj ≤ R.  

Второй этап.  Решаем задачу максимизации 

(10) ( ) ( )j j
j

Y R R    

при ограничениях Rj ≥ bj, j = 1, …, m, 

(11) RR
m

j
j 

1

. 

Задачу решаем методом дихотомического программирова-

ния. Решение каждой задачи о ранце определяем методом об-

ратного хода. 

Пример 1.  Имеются три направления программы, данные о 

которых приведены в таблице 1. 

Таблица 1. 

 j Направление 1 Направление 2 Направление 3 

 i  1  2   3  4  5  6  7  8  9 10 11 12 

ai 12 30 50 16 16 15  8 18 24 18 10  7 

ci  6  5 10  4  4  3  4  3 12  6  5  7 

 

Примем b1 = 20, b2 = 34, b3 = 20, R = 30. 

Первый этап.  Решаем задачу о ранце для первого направ-

ления. Задачу решаем методом дихотомического программиро-

вания [2]. Дерево дихотомического представления задачи при-

ведено на рис. 1. 
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Рис. 1. 

1 шаг.  Решаем задачу для проектов 1 и 2. Решение приве-

дено в таблице 2. Первое число в клетке равно затратам, а вто-

рое – эффекту. 

Таблица 2. 

1 5;30 11;42 

0 0;0 6;12 

2 
1 0 1 

 

Результаты сведены в таблице 3. В таблице оставлены только 

Парето-оптимальные варианты. Так, вариант (6; 12) исключаем, 

поскольку он доминируется вариантом (5; 30) (при меньших 

затратах получаем больший эффект). 

Таблица 3. 

Вариант 0 1 2 

Затраты 0 5 11 

Эффект 0 30 42 

 

2 шаг. Решаем задачу для проектов 3 и 4. Решение приве-

дено в таблице 4. Результаты сведены в таблице 5. 
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Таблица 4. 

1 4;16 14;66 

0 0;0 10;50 

4 
3 0 1 

Таблица 5. 

Вариант  0  1  2  3 

Затраты  0  4 10 14 

Эффект  0 16 50 66 

 

3 шаг.  Рассматриваем объединенные проекты (1; 2) и 

(3; 4). Решение приведено в таблице 6. Результаты сведены в 

таблице 7. Поскольку b1 = 20, то варианты (0; 0) и (4; 16) исклю-

чаем. 

Таблица 6. 

2 11;42 15;58 21;92 25;108 

1 5;30 9;46 15;80 19;96 

0 0;0 4;16 10;50 14;66 

(1;2) 
(3;4) 

0 1 2 3 

Таблица 7. 

Вариант 1 2 3 4 5 6 7 

R1 5 9 10 14 15 19  25 

Y1 30 46 50 66 80 96 108 

 

Решаем задачу о ранце для второго направления. Решение 

приведено в таблице 8. 
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Таблица 8. 

Вариант 1 2 3 

R2 7 10 14 

Y2 34 49 57 

 

Решаем задачу о ранце для третьего направления. Решение 

приведено в таблице 9 

Таблица 9. 

Вариант 1 2 3 4 5 

R3 11 17 18 23 30 

Y3 28 34 42 52 59 

 

Второй этап. Решаем задачу максимизации  

(12) Y1(R1) + Y2(R2) + Y3(R3)  max 

при ограничении 

(13) R1 + R2 + R3 ≤ 30 

1 шаг. Рассматриваем направления 1 и 2. Решение приведе-

но в таблице 10. Результаты сведены в табл. 11 

Таблица 10. 

14;57 19;87 23;103 24;107 28;123 29;137 - - 

10;49 15;79 19;95 20;99 24;115 25;129 29;142 - 

7;34 12;64 16;80 17;84 21;100 22;114 26;130 - 

2 

1 
5;30 9;46 10;50 14;66 15;80 19;96 25;108 

Таблица 11. 

Вариант 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 

R1 + R2 12 15 16 17 19 20 21 22 24 25 26 29 

Y1 + Y2 64 79 80 84 95 99 100 114 115 129 130 142 
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2 шаг. Рассматриваем объединенное направление (1; 2) и 

направление 3. Решение приведено в таблице 12. 

Таблица 12. 

19;95 0;123 - - 

17;84 28;112 - - 

16;80 27;108 - - 

15;79 26;107 - - 

12;64 23;92 29;98 30;106 

(1;2) 
(3) 11;28 17;34 18;42 

 

В таблице 12 определяем клетку с максимальным вторым 

числом. Это клетка (30; 123) с эффектом 123. Клетке (30; 123) 

соответствует вариант 5 таблицы 11 и вариант 1 таблицы 9. 

Этому варианту соответствует решение задачи о ранце 

x9 = 0; x10 = 1; x11 = 1; x12 = 0 

с затратами 11 и эффектом 28. 

Варианту 5 таблицы 11 соответствует клетка (19; 95) табли-

цы 10, т.е. вариант 2 таблицы 8 и вариант 2 таблицы 7. 

Варианту 2 таблицы 8 соответствует следующее решение 

задачи о ранце для второго направления: 

x5 = 1; x6 = 1; x7 = 0; x8 = 1 

с затратами 10 и эффектом 49. 

Наконец, варианту 2 таблицы 7 соответствует следующее 

решение задачи о ранце для первого направления: 

x1 = 0; x2 = 1; x3 = 0; x4 = 1 

с затратами 9 и эффектом 46. 

3.2. ОБЩИЙ СЛУЧАЙ. МНОГОЦЕЛЕВЫЕ ПРОЕКТЫ 

В общем случае существуют проекты, реализация которых 

дает вклад в несколько направлений. Такие проекты будем 

называть многоцелевыми. Если число q многоцелевых проектов 

не велико, то можно рассмотреть все 2q вариантов вхождения в 

программу многоцелевых проектов и из них выбрать лучший. 
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Пример 2.  Имеются два направления и 8 проектов. Данные 

о проектах приведены в таблице 13. 

Таблица 13. 

i 1 2 3 4 5 6 7 8 

1ia  12 18 15 24 15    

2i
a     16 10 16 21 24 

ci 4 9 3 8 10 4 7 12 

 

Из таблицы видно, что проекты 4 и 5 являются многоцелевыми. 

Примем b1 = 20, b2 = 25, R = 30. 

1 вариант.  Ни один многоцелевой проект не включен в 

программу, т.е. x4 = x5 = 0. 

1 этап.  Решаем задачу для первого направления: максими-

зировать 

12x1 + 18x2 + 15x3 

при ограничении 

4x1 + 9x2 + 3x3   R1,  

где R1    30. Ее решение приведено в таблице 14. 

Таблица 14. 

Вариант  0  1  2  3  4 

R1  0  3  7 12 16 

Y1  0 15 37 33 45 

 

Решаем задачу для второго направления: максимизировать 

 16x6 + 21x7 + 24x8 

при ограничении 

 4x6 + 7x7 + 12x8 ≤ R2, 

где R2 ≤ 30. Ее решение приведено в таблице 15. 

Таблица 15. 

Вариант  0  1  2  3  4   5  6 
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R2  0  4  7 11 16 19 23 

Y2  0 16 21 37 40 45 61 

 

2 этап.  Решаем задачу максимизации 

    2211 RYRY   

при ограничении  

 
1 2 30.R R   

Решение приведено в таблице 16. 

Таблица 16. 

4 16;45 20;61 23;66 27;82 - - - 

3 12;33 16;49 19;54 23;70 28;73 - - 

2 7;27 11;43 14;48 18;64 23;67 26:72 30;88 

1 3;15 7;31 10;36 14;52 19;55 22;60 26;76 

0 0;0 4;16 7;21 11;37 16;40 19;45 23;61 

1 
 2 0 1 2 3 4 5 6 

 

Поскольку b1 = 20, то строки 0 и 1 в таблице следует исключить. 

Аналогично, поскольку b2 = 25, то следует исключить столбцы 0, 

1 и 2. В оставшейся таблице определяем клетку с максимальным 

вторым числом. Это клетка (30; 88) с эффектом 88. 

2 вариант.  В программу включен проект 4 (x4 = 1; x5 = 0). В 

этом случае остаток ресурса равен R´ = 30 – 8 = 22. Так как 

a41 = 24, а42 = 16, то b1´ = 0, b2´ = 25 – 16 = 9 и из таблицы 16 

следует исключить только столбец 0 и строку 0. 

Определяем клетку с максимальным вторым числом среди 

клеток, у которых первое число не больше 22. Это клетка 

(18; 64) с эффектом 64. Добавляя эффект от проекта 4 

a41 + а42 = 40, получаем 104. 

3 вариант.  В программу входит проект 5. Имеем  

 R´ = 30 – 10 = 20, b1´ = 20 – 15 = 5, b2´ = 25 – 10 = 15. 
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В таблице 16 исключаем, как и в предыдущем случае, стол-

бец 0 и строку 0. Находим клетку с максимальным вторым 

числом среди клеток, у которых первое число не больше 20. Это 

клетка (18; 64) с эффектом 64. Добавляя эффекты от проекта 5, 

получаем эффект 64 + 25 = 89. 

4 вариант.  В программу включены оба проекта 4 и 5 

(x4 = x5 = 1). Имеем R´ = 30 – 18 = 12, b´1 = 0, b´2 = 0. Находим 

клетку с максимальным вторым числом среди клеток, у которых 

первое число не более 12. Это клетка (11; 43) с эффектом 43. 

Добавляя эффекты от проектов 4 и 5, получаем эффект 

43 + 40 + 25 = 108. Максимальный эффект имеет четвертый 

вариант. Заметим, что клетке (11; 43) соответствует вариант 1 

таблицы 15 и вариант 2 таблицы 14. Варианту 1 таблицы 15 

соответствует решение для второго направления  

x6 = 1, x7 = 0, x8 = 0. 

Варианту 2 таблицы 14 соответствует решение для первого 

направления  

x1 = 1, x2 = 0, x3 = 1, x4 = 0. 

Окончательно получаем, что в программу включаются про-

екты первый, третий, четвертый, пятый и шестой с суммарным 

эффектом 108 и затратами 29. 

3.3. МЕТОД СЕТЕВОГО ПРОГРАММИРОВАНИЯ 

При большом числе многоцелевых проектов метод перебо-

ра всех вариантов их включения в программу становится неэф-

фективным. Рассмотрим алгоритм ветвей и границ с получением 

оценок на основе метода сетевого программирования [3]. При-

менение метода удобнее рассматривать для обратной задачи 

минимизации затрат, необходимых для получения требуемого 

суммарного эффекта, т.е. минимизации 

   
i

ii xсxC  

при ограничениях 

 ,j
j

y B  

 j jy b , 1j ,m . 

Иллюстрацию метода рассмотрим на простом примере. 
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Пример 3.  Имеются 4 проекта, данные о которых приведе-

ны в таблице 17. Число направлений равно 2. 

Таблица 17. 

i 1 2 3 4 

1ia  12 6 9  

2i
a   4 6 8 

ci 3 2 4 3 

 

Примем b1 = 10, b2 = 8, B = 30. Из таблицы 17 видно, что проек-

ты 2 и 3 являются многоцелевыми. Сетевое представление 

ограничений задачи приведено на рис. 2. 

 

Рис. 2. 

В соответствии с теорией сетевого программирования сле-

дует разделить затраты с2 и с3 многоцелевых проектов на две 

части s21, s22 и s31, s32 произвольным образом, поскольку число 

исходящих дуг из вершин 2 и 3 (рис. 2) равно 2. Возьмем, 

например, s21 = s22 = 1, s31 = 1, s32 = 3. Получаем две оценочные 

задачи для каждого направления. Оценочные задачи для первого 

направления: минимизировать  
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   3211 113 xxxxC    

при ограничении 

 
1 2 3 112 6 9 ,x x x B    

где BBd  11 . 

Обозначим Z1(B1) значение С1(x) в оптимальном решении 

задачи. Решение приведено в таблице 18. 

Таблица 18. 

Вариант 0 1 2 3 4 

Z1 0 1 2 4 5 

B1 0 6  15 21 27 

 

Варианты 0, 1 исключаем, поскольку для этих вариантов 

B1 < b1 = 10.  

Оценочная задача для второго направления:  

   min3312 432  xxxxC   

при ограничении 

 
2 3 4 24 6 8 ,x x x B    

где BBd  22 . 

Обозначим Z2(B2) значение С2(x) в оптимальном решении 

задачи. Решение приведено в таблице 19. 

Таблица 19. 

Вариант 0 1 2 3 4 5  

Z2 0 1 3 4 6 7 

B2 0 4 8 12 14  18 

 

Варианты 0, 1 исключаем, так как для них 822  bB .  

Решаем оценочную задачу верхнего уровня:  

     min2211  BZBZ   

при ограничении 

 3021  BB . 

Решение приведено в таблице 20. 
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Таблица 20. 

5;18 9;32    

4;14 7;29    

4;12 6;27 8;33   

2 5;25 7;29 8;35 9;37 

2 
1 22;15 34;21 45;27 66;27 

 

В таблице 20 находим клетку с минимальным первым чис-

лом среди клеток, у которых второе число не менее B = 30. Это 

клетки (8; 35) и (8; 33) с затратами 8. Основная теорема теории 

сетевого программирования утверждает, что величина затрат 8 

дает оценку снизу затрат для исходной задачи. Определим 

соответствующие оптимальные решения методом обратного 

хода. Клетке (8; 35) соответствует вариант 2 таблицы 19 и вари-

ант 4 таблицы 18. Варианту 2 таблицы 19 соответствует реше-

ние оценочной задачи для второго направления  

x2 = 0, x3 = 0, x4 = 1. 

Варианту 5 таблицы 18 соответствует решение первой оценоч-

ной задачи  

x1 = 1, x2 = 1, x3 = 1. 

Полученная пара решений не определяет допустимого решения. 

Клетке (8; 33) соответствует вариант 3 таблицы 19 и вари-

ант 3 таблицы 18. Варианту 3 таблицы 19 соответствует реше-

ние 

x2 = 1, x3 = 0, x4 = 1  

второй оценочной задачи, а варианту 3 таблицы 18 соответству-

ет решение 

x1 = 1, x2 = 0, x3 = 1 

первой оценочной задачи. Эта пара решений также не определя-

ет допустимого решения исходной задачи, а определяет только 

оценку снизу. 

Далее можно либо попытаться улучшить оценку, изменяя 

деление затрат многоцелевых проектов, либо применить алго-

ритм ветвей и границ на основе полученных оценок. Рассмот-

рим применение алгоритма метода ветвей и границ. Для ветвле-
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ния возьмем второе направление. Делим множество всех реше-

ний на два подмножества. В первом подмножестве x2 = 1, а во 

втором x2 = 0. 

Оценка первого подмножества (x2 = 1). 

Поскольку x2 = 1, то  

B´ = 30 – 10 = 20, b1´ = 10 – 6 = 4, b2´ = 8 – 4 = 4. 

Решаем оценочную задачу для первого направления:  

 3x1 + x3  min 

при ограничении 

 12x1 + 9x3 ≥ B1´, 

где 4 ≤ B1´ ≤ 20. Ее решение приведено в таблице 21. 

Таблица 21. 

Вариант 0 1 2 3 

Z1 0 1 3 4 

B1 0  9 12 21 

 

Решаем оценочную задачу для второго направления:  

 3x3 + 3x4  min 

при ограничении 

 6x3 + 8x4 ≥ B2, 

где 4 ≤ B2 ≤ 20. Ее решение приведено в таблице 22. 

Таблица 22. 

Вариант 0 1 2 

Z1 0 3 6 

B1 0 8 14 

 

Решаем оценочную задачу верхнего уровня:  

     min2211  BZBZ   

при ограничении 

 2021  BB . 

Решение приведено в таблице 23. 
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Таблица 23. 

26; 14 7; 23 - - 

13; 8 4; 17 6; 20 - 

Z2; B2 

Z1; B1 
11; 9 23; 12 34; 21 

 

Ее решение определяется клеткой (6; 20).  

Для первой оценочной задачи получаем решение x1 = 1, 

x3 = 0, а для второй – x3 = 0, x4 = 1. 

Заметим, что пара решений определяет допустимое, а зна-

чит оптимальное решение в подмножестве x2 = 1 c затратами 8. 

Оценка второго подмножества (x2 = 0). 

Решаем оценочную задачу для первого направления:  

 3x1 + x3  min 

при ограничении 

 12x1 + 9x3 ≥ B1´, 

где 10 ≤ B1 ≤ 30. Ее решение приведено в таблице 24. 

Таблица 24. 

Вариант 2 3 

Z1 3 4 

B1 12 21 

 

Решаем оценочную задачу для второго направления: 

 3x3 + 3x4  min 

при ограничении 

 6x3 + 8x4 ≥ B2, 

где 8 ≤ B2 ≤ 30. Ее решение приведено в таблице 25. 

Таблица 25. 

Вариант 2 3 

Z2 3 6 

B2 8 14 
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Решаем оценочную задачу верхнего уровня. Решение при-

ведено в таблице 26. 

Таблица 26. 

36; 14 5; 18 9; 26 10; 35 

2 3; 8 4; 14 6; 20 7; 29 

Z2; B2 

Z1; B1 
1 1; 6 23; 12 34; 21 

 

Решение определяется клеткой (10; 35) с затратами 10. 

Выбираем первое подмножество (x2 = 1). Соответствующее 

оптимальное решение x1 = 1, x2 = 1, x3 = 0, x4 = 1 с затратами 8. 

Дерево ветвлений приведено на рис. 3. 

 

Рис. 3. 

Второй способ решения задачи заключается в максималь-

ном увеличении оценки снизу путем выбора оптимального 

разделения затрат с2 и с3 при ограничениях 

 s21 + s22 = c2, 

 s31 + s32 = c3. 

Эта задача называется обобщенной двойственной задачей 

(ОДЗ). 

В работе [3] доказано, что ОДЗ является задачей выпуклого 

программирования. Однако здесь следует учесть два обстоя-

тельства. Во-первых, вычислительные эксперименты показали, 

что затраты вычислительного времени на улучшение оценки, 

как правило, не компенсируются уменьшением ветвлений в 

алгоритме ветвей и границ. Во-вторых, решение ОДЗ во многих 

случаях получаются нецелочисленным, а как известно, при 
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нецелочисленных значениях параметров задача о ранце стано-

вится NP-трудной. Поэтому рекомендуется получать оценки при 

заданном начальном делении затрат многоцелевых проектов. 

Попробуем улучшить полученную оценку. При s21 = s22 = 1, 

s31 = 3 мы имеем две пары решений оценочных задач. Первая 

пара решений 

 x1 = 1, x2 = 1, x3 = 1, 

 x2 = 0, x3 = 0, x4 = 1. 

Вторая пара решений  

 x1 = 1, x2 = 0, x3 = 1, 

 x2 = 1, x3 = 0, x4 = 1.  
Означим 2 – изменение оценки s22. Аналогично, обозначим 

3 – изменение оценки s32. Заметим, что при малых 2 и 3 опти-

мальные решения оценочных задач не меняются. Для того 

чтобы увеличить оценку снизу, необходимо, чтобы оценка снизу 

увеличилась для каждой пары решений.  

Имеем для первой пары 2 + 3 > 0, а для второй – 2 –

 3 > 0. Выбираем 2 = 0, 3 > 0. Заметим теперь, что при 3 > 0 

появляется новая пара оптимальных решений оценочных задач: 

 1) x1 = 1, x2 = 1, x3 = 0,  
 2) x2 = 1, x3 = 0, x4 = 1  
с оценкой затрат 8. 

Эта пара решений определяет допустимое, а значит опти-

мальное решение исходной задачи. 

4. Механизмы совместного финансирования 

Важнейшей задачей при управлении распределенными про-

ектами и программами является задача распределения ресурсов 

(как правило, финансовых) между отдельными направлениями 

(подпрограммами) функционально распределенной программы 

или между отдельными подразделениями (подпрограммами) 

административно распределенной программы.  

Рассмотрим класс механизмов, позволяющих согласовывать 

интересы Центра и агентов. Речь идет о механизмах совместно-

го финансирования подпрограмм, когда часть ресурсов выделя-

ет Центр, а остальные ресурсы выделяют агенты. Инструментом 
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согласования выступает норматив , определяющий величину 

ресурсов Центра, выделяемых на каждую единицу ресурсов 

агента [4]. 

Сначала рассмотрим простую аналитическую модель. При-

мем, что целевые функции агентов имеют вид 

(14)   iiiii xxrxf  )1(2,  , mi ,1 ,  

где xi – количество ресурса, выделяемое на подпрограмму i-м 

агентом. Каждый агент при заданном нормативе  решает зада-

чу максимизации (14) по xi. Ее решение  

(15)   1ii rx , mi ,1 . 

Норматив  определяется из условия ограниченности ре-

сурса Центра: 

  
H

R
  1 , где .i

i

H r  

Решая это квадратное уравнение, получаем: 

  141
2

1
 q , где 

H

R
q  . 

Для распределения ресурса Центр получает от агентов 

оценки si коэффициентов эффективности ri. На основе этой 

информации Центр определяет 

   1ii sx , где 
S

R
 , 

i
isS . 

Подставляя x и  в (15) получаем 

(16)   iiii ssrf  21  . 

При большом числе агентов оценка i-го агента слабо влияет 

на норматив . Принимая, что агенты не учитывают этого влия-

ния (гипотеза слабого влияния), определим максимум (16) по si. 

Имеем si = ri, i = 1, …, m. Таким образом, механизм совместного 

финансирования является неманипулируемым (при гипотезе 

слабого влияния). 

Перейдем к описанию дискретной модели. Примем, что для 

каждой подпрограммы имеется nj проектов. Каждый проект 

описывается эффектом аij и затратами сij, i = 1, …, nj, 

j = 1, …, m. 
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При нормативе   j-й агент расходует на i-й проект  

 
1

jiс
 

и его прибыль составит  

 






1

ji

jiji

с
a . 

Очевидно, что если ji > 0, то проект i войдет в программу. 

Примем, что проект i войдет в программу и в случае, если ji = 0 

в силу благожелательного отношения агентов к Центру. Обо-

значим Qj() – множество проектов, для которых ji ≥ 0 при 

нормативе . Определим максимальное , такое что 

(17) Rc
m

j Qi
ji

J









 

  

1
1

1 )(

. 

При такой величине норматива  Центр может участвовать в 

совместном финансировании всех проектов с неотрицательной 

прибылью. Заметим, что Центр может взять величину нормати-

ва  > 0. При этом возникает задача формирования программы 

с максимальным суммарным эффектом при обеспечении гаран-

тированного эффекта для каждого агента. Эта задача была 

рассмотрена выше. 

Для решения неравенства (17) определим для каждого про-

екта норматив  

 1
ji

ji

ji
a

c
   

(полагаем, что сji ≥ аji, поскольку в противном случае проект 

выгоден агенту без дополнительного финансирования). Прону-

меруем все проекты в очередности возрастания ji, т.е. 

1 ≤ 2 ≤ ∙∙∙ ≤ q, где q – число всех проектов. 

Определяем максимальный номер k, такой что  

(18) Rc
k

k

i
i 







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
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 

1
1

1
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Полученное значение k дает решение неравенства (17). 

Замечание.  Предполагается, что для каждого агента мно-

жество Qj(k) ≠ , причем найдутся проекты, обеспечивающие 
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агенту гарантированный уровень эффекта. Если это не так, то 

агенту предлагается разработать проекты с достаточно высоким 

эффектом. 

Пример 1.  Имеются две подпрограммы и соответственно 

два агента, у каждого по 4 проекта. Данные о проектах приведе-

ны в таблице 27.  

Таблица 27. 

i 1 2 3 4 5 6 7 8 

ai 100  50 80 60 40 30 70 20 

сi 110 60 104 84 60 48 119  36 

i 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 

 

Примем, что проекты с первого по четвертый являются 

претендентами на включение в первую подпрограмму, а проек-

ты с пятого по восьмой являются претендентами на включение 

во вторую подпрограмму. Пусть R = 140. Вычисляем 

  = 1 = 0,1; с1 < (1 + 10)R; 

  = 2 = 0,2; с1 + с2 < (91 + 5)R; 

  = 3 = 0,3; с1 + с2 + с3 < (1 + 10/3)R; 

  = 4 = 0,4; с1 + с2 + с3 + с4 < (1 + 5/2)R; 

  = 5 = 0,5; 110 + 60 + 104 + 84 + 60 < 3R = 420; 

  = 6 = 0,6; 418 + 48 =466 > 2,67140. 

Имеем k = 5, т.е. норматив 5 = 0,5. 

В этом случае в первую подпрограмму входят все четыре 

проекта, а во вторую только один пятый. Однако, если гаранти-

рованные эффекты для каждой подпрограммы d1 = d2 = 50, то 

для второй программы условие согласования планов не выпол-

нено. Поэтому возьмем k = 6 = 0,6. В этом случае во вторую 

программу входят и пятый, и шестой проект с суммарным эф-

фектом a5 + a6 = 70 > 50 и затратами второго агента 80. 

Для формирования первой подпрограммы решаем задачу 

 100x1 + 50x2 + 80x3 + 60x4  max 

при ограничении 

 100x1 + 60x2 + 104x3 + 84x4 ≤ 2451/3. 

Оптимальное решение  
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 x1 = 1, x2 = 0, x3 = 1, x4 = 0 

с эффектом 180. 

Заметим, что если снизить гарантированный уровень эф-

фекта у второй подпрограммы до 40, то норматив  уменьшает-

ся до 0,5, что позволяет существенно увеличить суммарный 

эффект (до 330 вместо 250). 
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1. Введение 

Волго-Ахтубинская пойма (ВАП) – уникальное природное 

образование (протяженность около 450 км, территория – свыше 

20 тыс. кв. км), жизнь которого полностью определяется весен-

ним паводком р. Волги. Волжская ГЭС (ВГЭС) регулирует под-

чиненный интересам гидроэнергетики гидрологический режим 

р. Волги, характеризуемый увеличенным объемом ее меженного 

стока и значительно сокращенным объемом паводкового, что 

служит причиной прогрессирующей деградации русел и обез-

воживания ВАП [5]. Факторами обезвоживания являются также 

дополнительное ограничение переменных паводков требовани-

ями гидрологической безопасности выходящих из зоны затоп-

ления осваиваемых территорий, а также расширение и углубле-

ние русла р. Волги. Результатом предпринимаемых в последние 

годы усилий по улучшению гидрологического режима северной 

части ВАП (далее – ВАП), находящейся на грани экологической 

катастрофы, является лишь замедление деградационных процес-

сов [6]. Для коренного изменения ситуации необходима разра-

ботка и реализация научно обоснованной комплексной системы 

эколого-экономического управления, создание которой на тер-

ритории ВАП – пространственно распределенной высокодина-

мичной многоагентной слабоустойчивой социоприродохозяй-

ственной системы с высоким уровнем техногенной опасности, 

социальной и экологической значимости – возможно только на 

основе междисциплинарного подхода, интегрирующего методы 

и результаты геоинформационного, гидродинамического, опти-

мизационного, теоретико-игрового и сценарно-имитационного 

моделирования.  

Главной целью проектируемой комплексной системы эко-

лого-экономического управления ВАП является создание мате-

матической модели ее устойчивого развития на основе достиже-

ния и поддержки устойчивости ее экосистемы в условиях опти-

мального гидрологического режима. Она включает в себя не-

сколько постоянно актуализируемых модулей – математических 

моделей и отвечающих им программных комплексов, реализу-

ющих основной функционал: когнитивный анализ проблемной 

ситуации; многокритериальную оптимизацию паводкового гид-
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рографа ВГЭС и природовосстановительных проектов; проекти-

рование механизмов эколого-экономического управления; сце-

нарно-имитационное моделирование социоприрохозяйственной 

динамики и развития.  

Функционирование главной части комплекса обеспечивает-

ся вспомогательным функционалом, реализуемым программным 

комплексом «ЭКОГИС», включающим в себя построение и ак-

туализацию цифровой модели рельефа (ЦМР) на основе ГИС-

технологий, численное гидродинамическое моделирование ди-

намики поверхностных вод. Первые версии основных моделей и 

результатов моделирования описаны в [4, 5, 7–9, 11]. 

2. Геоинформационное моделирование рельефа 

Разработка цифровой модели рельефа (ЦМР) ВАП b(x, y) 

была начата в 2007 г. Ее основой служат спутниковые данные 

ASTER [14] и SRTM [12] с разрешением до 20 м в плоскости 

Земли и до 0,5 м по вертикали. Программа Landsat [13] позволя-

ет получить актуальные данные высокого разрешения (15–30 

метров/пиксель). Для добавления объектам атрибутивной ин-

формации использовалась топографическая карта 1:50000 от-

крытого пользования. Цифровая карта пойменных русел и реч-

ного дна строилась совместной векторизацией топографических 

и лоцманских карт русел ВАП, Волги и Ахтубы [1] с использо-

ванием результатов экспедиционных исследований [2]. Актуа-

лизация ЦМР производится ежегодно с использованием регу-

лярно обновляемых космических снимков, размещенных на сай-

те геологической службы США [15] в открытом режиме (спут-

ник ДЗЗ Landsat 8), а также с помощью GPS-измерений границ 

паводковых затоплений. Векторная карта ВАП 2014 года вклю-

чает в себя слой гидросистемы, состоящий из 1542 русловых 

объектов общей протяженностью 887 км, слой инфраструктуры, 

включающий в себя 118 населенных пунктов, и слой рельефа 

местности, включающий более 15 тыс. рельефных объектов. 
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Рис. 1. Карта русловых зон северной части ВАП 

Естественной основой структуризации пойменной террито-

рии, необходимой для проектирования системы управления, 

служит ее гидрологическая сеть. Магистральную гидросистему 

ВАП образуют три водотока: р. Волга, р. Ахтуба и ерик «Гни-

лой» («Пахотный»), из которых берут начало соответственно 14, 

15 и 57 русел – входов на ее территорию. Эти русла, практиче-

ски равномерно (с интервалом в 1,5–2 км) распределенные 

вдоль магистральных водотоков, разветвляются на территории 

поймы, образуя (в версии 2014 г.) 86 гидросистем второго уров-

ня и соответствующих им территориальных зон (рис. 1) c функ-

циями рельефа b(xj, yj) (j = 1, ..., 86).  

3. Гидродинамическое моделирование паводков 

Численная модель динамики поверхностных вод в версии 

2014 г. учитывает все основные факторы затопления террито-

рии: поверхностные и подземные источники воды – плотины, 

осадки, ключи, выход грунтовых вод на поверхность суши; ре-

льеф местности с учетом антропогенной застройки территорий и 

рельефа дна водоемов; свойства подстилающей поверхности – 

придонное трение, инфильтрация (новая многослойная нели-

нейная модель); внутреннее вязкое трение; ветровое воздей-

ствие – нагонные волны; вращение Земли – сила Кориолиса; ис-

парение. Адекватность модели подтверждается результатами 

сравнения с данными наблюдений уровня воды на четырех гид-

ропостах в северной части ВАП и площади водной поверхности 

в различные годы с использованием данных спутника Landsat-7. 
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Реализованы параллельные OpenMP, CUDA-, OpenMP-CUDA-

версии расчетного модуля метода CSPH-TVD, снизившие в 700 

раз вычислительную сложность задачи и позволившие довести 

время расчета 100-суточного паводка до 2 часов.  

Вид функций расхода (гидрографа) Q(t) паводкового попус-

ка ВГЭС разных лет (рис. 2) демонстрирует его относительную 

хаотичность в 1962–1996 гг., обусловленную следованием тре-

бованиям безопасности ВГЭС и переменному спросу на элек-

троэнергию. В 2003–2015 гг. в нем выделяются две ступени с 

почти постоянными значениями Q1 и Q2, а меженный гидрограф 

характеризуется меньшей суточной изменчивостью. Анализ 

космических снимков и результатов гидродинамических расче-

тов показал, что перед весенним попуском воды относительная 

площадь занятой водой территории не превышает 1%, площадь 

затопления территории двухступенчатым гидрографом опреде-

ляется величиной Q1 и длительностью t1 его первой ступени, при 

Q1 ≤ 20 000 м3/с затопления территории не происходит, а при 

Q1 ≥ 30 000 м3/с и t1 ≥ 5 суток соответствуют катастрофическому 

затоплению. 

На рис. 3 показана расчетная динамика площади террито-

рии паводкового затопления S0(t) с плановыми гидрографами 

2006–2011 гг.  

На рис. 4, 5 показана расчетная динамика затопления всей 

территории ВАП и указанных на рис. 1 ее зон модельными 

(Q1 = const) паводковыми гидрографами. Различия в динамике 

зон связаны с характеристиками их рельефа и гидросистемы.  

Используемая в настоящее время гидродинамическая мо-

дель не учитывает прогрессирующей деградации русел ВАП и 

рек Волги и Ахтубы, снижающей эффективность паводков. По 

данным гидропоста в г. Волгограде снижение высоты паводка 

вследствие изменений в русле р. Волги составляет 1 м (рис. 6). 

Деградация русла р. Ахтубы и русел территории ВАП добавляет 

к этой величине значительную долю, для учета которой необхо-

димы широкомасштабные полевые исследования. 
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Рис. 2. Паводковые гидрографы ВГЭС разных лет 
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Рис. 3. Динамика площади затопления S0 (м2) для гидрографов 

за 2006–2011 гг. ([t] = сутки) 

 

Рис. 4. Динамика относительной площади затопления S (м2) для 

постоянных модельных гидрографов ([t] = сутки) 



 

Управление большими системами. Специальный выпуск 55 

 86 

4. Моделирование системы управления 

4.1. ОБЩАЯ МОДЕЛЬ УПРАВЛЕНИЯ 

Постановка задачи управления, с одной стороны, является 

результатом когнитивного анализа ситуации и экспертного по-

иска баланса между экологическим, социальным и экономиче-

ским краткосрочным и долгосрочным приоритетами различных 

групп акторов в условиях требований безопасности, деградаци-

онной природной динамики, изменчивой гидрологии волжского 

бассейна, гидротехнических ограничений, с другой – определя-

ется возможностью построения соответствующей математиче-

ской модели. 

 

Рис. 5. Динамика затопления зон ВАП для Q1 = 23000 м3/с 
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Рис. 6. Зависимость уровня воды от паводкового гидрографа 

ВГЭС в разные годы (по гидропосту г. Волгограда) 

В проектируемой модели управления состояние системы 

описывается кортежем S(x, y, l, t) = [A(l, t), B(x, y, l, t), 

C(A, B, Ext), U(A, B, Ext), F(A, B, U), (Ext(l, t))] ∈ Sдоп, где 

l = 1, 2, ... – «медленное» время (шаг по l равен одному году); 

А(l, t) = (А0(l, t), Аij(l)) (i = 1, ..., n; j = 1, ..., ki), А0 = {f0, w0} – мо-

дель агента ВГЭС: f0 – целевая функция, w0(l) = (Gф, r0(l)) – дей-

ствие, Gф = Qф(l, t) – фактический паводковый гидрограф, t – 

«быстрое» время паводка, r0 – объем софинансирования проек-

тов Центра; Aij = {fij, wij(l)} – модели агентов (хозяйствующих 

субъектов) зон ВАП: fij – целевые функции, wij – действия, 

wij(l) = (dij(l), rij(l)), dij – изменение рельефа (число созданных 

агентами дамб, удерживающих после окончания паводка необ-

ходимую для орошения воду в руслах зон), rij – объем софинан-

сирования проектов Центра, n – число зон (1 ≤ n ≤ 86), ki – число 

агентов зоны i; B(x, y, l) = (b1, ..., b6) – пространственная сеточ-

ная вектор-функция с координатами: b1(x, y, l) – ЦМР; 

b2 = φ(Gф, b1(x, y, l)) – максимальная (по t) высота паводкового 

затопления, определяемая гидродинамическими расчетами, 

b3(x, y, l) = sgn(b2(x, y, l)) – индикатор затопления территории; 
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b4(x, y, l), b5(x, y, l), b6(x, y, l) – векторные коэффициенты соот-

ветственно экологической (гидрологической, ихтиологической, 

орнитологической и др.), социальной (урбанистической, рекреа-

ционной и др.) и экономической (сельское, лесное хозяйство, 

рекреационный бизнес и пр.) значимости, рассчитываемые на 

основе данных мониторинга и экспертных оценок (число коор-

динат каждого вектора определяется наличием данных и целями 

моделирования); C(A, B, Ext) = {U(A, B, Ext), F(A, B, U)} – мо-

дель Центра (органа федеральной власти), F – целевая функция 

Центра, U = (Gпл, W, P, M) – действие Центра (управление): 

Gпл(l) = {Q1пл, t1пл, Q2пл, t2пл}, – плановый двухступенчатый павод-

ковый гидрограф; W = (W1, ..., Wn) – проекты русловосстановле-

ния в зонах ВАП, P – штрафы за сверхнормативные действия, M 

– стимулирование участия в проектах; Sдоп – множество допу-

стимых состояний системы S, определяемое природными, тех-

ническими, социально–экономическими и финансовыми огра-

ничениями.  

В рамках построенной модели S различные задачи эколого-

экономического управления описываются следующими соотно-

шениями:  

(1) Bi(l + 1) = fi(Bi, Qф, wi, Wi, Ext),  

(2) ( )  ( ( ) ( ) ( ( )))l ,k ,iU k ikF max ,F l B l r,U l   , 

(3) 
00 0 ( )( ) ( )

фпл ф пл ф Q ,rf a V V P G Q max     ,  

(4) ( ) ( )
ijij ij iз ij ij wf a S P w r M max    , 

(5) 2 3 4( ) ( )sS x,y,T S g ,g ,g , 

(6) 2 3( ) ( )sS x,y,l S g ,g  при всех l,  

(7) V(l) ≤ V0(l), ( ) ( )i ijV l l B  при всех l, 

(i = 1, ..., n; j = 1, …, ki), Ω = {l = 1, ..., T; i = 1, ..., n; k = 1, ..., 6}, 

1 ≤ n ≤ 86, где Bi = (Bi1, ..., Bi6), fi = (fi1, ..., fi6), Vф = ∫Qф(l, t)dt, 
Siз(l) = maxt Bi3(l), Bik(l) = ∫bk(x, y, l)dxidyi – интегральные функции 

зоны i; a0, aij – коэффициенты экономической эффективности 

агентов, wi = {wij} – вектор действий агентов зоны i, Ext – век-

тор-функция сценариев состояния внешней среды (уровень 

наполненности Волгоградского водохранилища, социохозяй-

ственные воздействия и ограничения), Vпл = Q1плt1пл + Q2плt2пл; 
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V – экологический ущерб (V0 – его нормативное значение); Ss – 

состояние стабильности системы S (в котором действия Центра 

компенсируют природную и антропогенную деградацию, и 

средние значения показателей паводкового затопления и пой-

менных популяций определяются средним значением паводко-

вого гидрографа, т.е. существуют однозначные функции gk 

(k = 2, 3, 4), определяемые соотношениями 

bk(x, y, l) = gk(Gпл(l), x, y)); r = (r1, ..., r4), r1 – стоимость упущен-

ной гидроэнергетической полезности от реализации Gпл, r2 – це-

на работ по проектам; r2, r2 – затраты на мониторинг, необходи-

мый для синтеза механизмов, T – горизонт планирования, µk 

(k = 1, ..., 6) – весовые коэффициенты.  

В зависимости от степени адекватности каждого из соот-

ношений (1)–(7) и целей управления Центр может решать сле-

дующие задачи:  

–  (1)–(4) – задача оптимального управления и ее частные 

случаи (см. далее);  

–  (1)–(5) – оптимальная стабилизация экосистемы;  

–  (1), (3), (4), (5) – поддержание стабильности экосистемы; 

–  (1), (3), (4), (7) – управление гидрологическим риском; 

–  (1)–(6) ((1)–(7)) – устойчивое развитие (с экологическим 

нормативом).  

На каждом шаге l динамической оптимизации поиск реше-

ния производится на множестве решений соответствующих 

иерархических игр и условной параметрической оптимизации, 

что требует численного построения функций Bik(l, A, U) в широ-

ком диапазоне параметров. Функции gk определяются в ходе 

решения соответствующих задач. Ниже приведены результаты 

исследования некоторых частных случаев задачи (1)–(4) – пара-

метрической оптимизации паводкового гидрографа и проекта 

расчистки русел с пассивными (уравнения (2)) и активными (си-

стема (2),(3)) агентами.  

4.2. МОДЕЛЬ ОПТИМИЗАЦИИ ПАВОДКОВОГО  

ГИДРОГРАФА ВГЭС  

Оптимизация паводкового гидрографа ВГЭС может иссле-

доваться и реализовываться как в составе комплексной задачи 

управления, так и в виде самостоятельной задачи. Она состоит в 
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поиске функции Gпл как решения задачи оптимизации с не-

сколькими критериями: площадь нерестилищ (Sрх ≥ Sопт), дли-

тельность их затопления (Трх ≥ Топт), максимальная площадь за-

топления  

 1( )n
iз iз оптS S S  ,  

объем гидрографа (Vпл → min) в условиях гидрологической без-

опасности (Q1 ≤ Qm). 

Когнитивный анализ ситуации показывает, что фактическая 

иерархия критериев  

 з px pxS V S T   

сводит многокритериальную задачу к параметрической одно-

критериальной с параметром S1 и заданными величинами Qm, 

Трх: 

(8) 1, 
плплан G рхSV min S , 

решение которой существует при S1 ≤ Sтax, Sтax = lim(t) Sз(Qm, t). 

Ее решением на множестве одно- и двухступенчатых гидрогра-

фов является двухступенчатый гидрограф G* = {Q*
1(=Qm), t*

1(S1), 

Q*
2(S1), t*

2(S1)} [5]. График функции Smin(S1) = Sз(S1, Gопт) прове-

ден жирной линией на рис. 7.  

Эколого-экономическая иерархия критериев  

 з px pxV S S T   

переводит (8) в задачу: 

(9) 
плплан GV min , Sрх = S1, Sз = S2, 

решение которой существует при выполнении неравенств 

S1 ≤ S2 ≤ Sтax. На рис. 7 штриховкой и цифрами выделены обла-

сти решения задачи (9) в виде одноступенчатого (1) и двухсту-

пенчатого (2) гидрографов. (Вопрос о свойствах гидрографа с 

большим числом ступеней остается открытым.) Сравнение 

рис. 2 и рис. 7 показывает, что фактический переход от одно-

ступенчатого к двухступенчатому гидрографу можно объяснить 

целевым уменьшением отношения S2 / S1.  
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4.3. МОДЕЛЬ ОПТИМИЗАЦИИ ПРОЕКТА  

ВОССТАНОВЛЕНИЯ РУСЕЛ  

Задача параметрической оптимизации проекта восстанов-

ления русел имеет вид  

 1 1 ( )( ( )) maxЦ b x,yS Q ,t ,R , z,b x,y   , 

 1 1 1( ( ))n
i i Ц i iS S Q ,t ,R , z,b x , y    ,  

где ΔSi – проектное приращение площади паводкового затопле-

ния зоны i; RЦ – затраты Центра на реализацию проекта, 

1
n
i iL L  , где Li – общая длина восстановленных русел в зоне i; 

Δz – проектное приращение глубины z русел.  

 

Рис. 7. График Smin(Sрх) и области решений задачи (9), отвеча-

ющие одноступенчатому (1) и двухступенчатому (2) гидрогра-

фам 

В созданной ЦМР ширина всех русел ВАП равна 20 м, глу-

бина – z = 2 м. Расчеты [3] показали, что для i = 1, ..., 20 при раз-

личных Q1, RЦ, t1 решением задачи maxi zS   , 

(Δz = 0; 0,5; 1; ...), Δz L = const, является значение Δz* = 1 м, ко-

торое использовалось в дальнейшем. (Далее считаем, что 

RЦ = r2·L). Предположение о независимом затоплении гидроло-

гических зон ВАП позволяет свести оптимизацию по простран-
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ственно распределенной переменной b(x, y)   к двухуровневой 

векторной оптимизации с параметрами Q1, t1, L:  

(10) ΔS(Q1, t1, L) → maxL, L = (L1, ..., Ln), 

 1 1 21
( )

n

i ii
S S Q ,t ,r ,L


   . 

Функции ΔSi в (10) являются решением задач оптимизации ра-

бот внутри каждой зоны c параметром Li (общей длиной восста-

новленных русел в зоне i) и числом альтернатив j(Li) в соответ-

ствии с числом русловых разветвлений. В связи с большой тру-

доемкостью построения виртуальных ЦМР с различными глу-

бинами русел (LВАП = 887 км) ниже приведены результаты реше-

ния частной задачи (10): n = 20, Li = 1 км и Li = 2 км (i =1,…,20). 

Зависимости ΔSi(Q1, t1, Li) (i = 1, ..., 20) строились численно для 

серии параметров Q1, t1 и различных цифровых рельефов ВАП, 

отличающихся высотами дна русел выбранных зон. На рис. 9–12 

представлены результаты расчета динамики ΔSi(Li) и ΔSi(t) 

(i = 1, …, 20) для нескольких значений параметров Q1 и t1. Пред-

ставленные рисунки демонстрируют общую тенденцию началь-

ного роста с последующей стабилизацией или падением значе-

ний функций ΔSi(t) с различиями в амплитудах и временной ло-

кализации. При Q1 = 17 тыс. м3/с в отдельных зонах наблюдают-

ся отрицательные значения ΔSi, растущие по абсолютной вели-

чине с ростом L, что показывает доминирование эффекта накоп-

ления вод в углубленных руслах над их разливом по террито-

рии. С ростом Q1 это доминирование исчезает. Нерегулярный 

характер зависимости ΔSi(t1) для некоторых зон связан с нерегу-

лярностью рельефа. Путем упорядочения зон ВАП по ΔSi были 

построены приведенные на рис. 13–16 решения частной задачи 

(10) ΔS(L) для Li = 1 км; 2км (i = 1, ..., 20) и различных Q1, t1.  
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Рис. 8. Зависимость ΔSi(Li) (i = 1, …, 20) при Q1 = 20 000 м3/с, 

t1 = 6 дней 

 

Рис. 9. Зависимость ΔSi(t) (i = 1, …, 20) при Q1 = 17 000 м3/с, 

Li = 1 км 
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Рис. 10. Зависимость ΔSi(t) при Li = 2 км (i = 1, …, 20) 

Q1 = 17 000 м3/с 

 

 

Рис. 11. Зависимость ΔSi(t) при Li = 1 км, Q1 = 23 000 м3/с 

(i = 1, …, 20) 
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Рис. 12. Зависимость ΔSi(t) при Li = 2 км, Q1 = 23 000 м3/с 

(i = 1, …, 20) 

 

 

Рис. 13. Зависимость ΔS(L) при Li = 1 км;2 км, Q1 = 17 000 м3/с, 

t1 = 3 дня (i = 1, …, 20) 
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Рис. 14. Зависимость ΔS(L) при Li = 1 км;2 км, Q1 = 17 000 м3/с, 

t1 = 6 дней (i = 1, …, 20) 

 

Рис. 15. Зависимость ΔS(L) при Li = 1 км; 2 км, Q1 = 23 000 м3/с, 

t1 = 3 дня (i = 1, …, 20) 

 

Рис. 16. Зависимость ΔS(L) при Li = 1 км;2 км, Q1 = 23 000 м3/с, 

t1 = 6 дней (i = 1, …, 20) 
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4.4. МОДЕЛИ СИНТЕЗА ОПТИМАЛЬНЫХ МЕХАНИЗМОВ 

УПРАВЛЕНИЯ  

Целями механизмов управления агентами ВАП в проекти-

руемой системе управления являются поддержание планового 

состояния системы (Ss, Bпл, Sз(Sрх, Gпл), Gпл), плановой траекто-

рии ее управляемой динамики, снижение затрат r на действия 

Центра. В [5] представлен механизм управления агентом ВГЭС 

P0, поддерживающий равенство Sз(Sрх, Gфакт, P0) = Sз(Sрх, Gпл).  

Опишем процедуру синтеза механизма софинансирования 

Агентами ВАП проекта русловосстановления, включение кото-

рого в задачу (10) увеличивает общее финансирование 

R = RЦ + RА = r2L, эквивалентное уменьшению для Центра стои-

мости работ в каждой из зон, потенциально изменяет ее реше-

ние. (Горизонт планирования предполагается единым для всех 

участников проекта.)   

Стратегией Центра является выбор величин qij – долей аген-

тов Aij в финансировании работ по восстановлению русла каж-

дой из зон длиной Li. Агент Aij, информированный о величине qij 

и функции ΔSi(Gпл, Li), находит оптимальную для него величину 

L*
ij восстановленного русла как решение задачи  

 2( )
ijij ij i пл i ij ij Lf a S G ,L – q r L max   .  

Оптимальная стратегия агента Aij:  

 
1

2( )=( ) ( / )* *
ij i i ij ijL L S q r a ,  

где 
1

2( )=( ) ( / )* '
i i i i iL q S q r A  – оптимальная стратегия коллектив-

ного агента зоны i – решение задачи  

 2( )
ii ij i i i i i Lj

F f A S L q r L max     ,  

 i ijj
A a ,  

qi > 0 – определяемая Центром доля участия коллективного 

Агента зоны i в финансировании работ по расчистке русла дли-

ной Li. Согласование интересов агентов Aij (L
*

ij = L*
i, j = 1, …, ki) 

достигается при выполнении равенств  

 
* *
ij ij i iq a q / A  (i = 1, …, n, j = 1, …, ki),  

где qi
*(Li) – оптимальная стратегия Центра, определяемая из 

уравнения L*
i(qi) = Li. 
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Обозначим  

 
*

2arg max ( ( ))
i

*
i q i i iq q r L q ,  

тогда 
1

2=( ) ( / )** ' * *
i i i iL S q r A  – максимальное значение желатель-

ной для Агентов зоны i величины Li. Таким образом, оптималь-

ные для Центра цены работ в зонах имеют вид 
 

 

* **
2*

2 **
2

(1 ), ,
1, ,         ( )

, ;

i i i

i

i i

r q L L
r

r L L
i n

  
 


 



. 

Далее Центр решает задачу (10) с условием  

 *
21

( ) .
n

Ц i ii
R L r L


  

5. Анализ результатов 

Как показали расчеты, действия Центра образуют единую 

систему и эффективность каждого из них обусловлена всей си-

стемой действий, что доказывает актуальность комплексной за-

дачи эколого-экономического управления. Проектирование 

адекватной системы управления ограничивается алгоритмиче-

ской сложностью и неопределенностью задачи. Вычислительная 

сложность гидродинамических расчетов и оптимизационных 

задач в значительной мере преодолевается распараллеливанием 

алгоритмов. Объективную неопределенность комплексной мо-

дели управления придает ее зависимость от внешних сценариев 

Ext. Субъективная неопределенность обусловлена недостаточ-

ной разработанностью теоретических основ динамики и рисков 

в слабоустойчивых распределенных социоприродохозяйствен-

ных системах, отсутствием данных пространственного монито-

ринга и социально-экономической статистики в ВАП [6, 10].  

В настоящее время обоснована адекватность нескольких 

(описанных здесь) частных моделей – составных частей проек-

тируемой комплексной системы: моделей рельефа и паводково-

го затопления, оптимизации гидрографа и восстановления ру-

сел. Однако обоснование практической значимости их результа-

тов требует обширных исследований по определению и повы-

шению их точности. Сравнение с данными спутниковых изме-

рений показывает, что относительная погрешность вычисления 
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величины Sз для всей территории ВАП равна 4%–6%, тогда как 

для небольших по размеру равнинных зон и больших гидрогра-

фов она может достигать 30%.  

6. Заключение 

В силу ограниченного объема настоящей статьи в ней не 

описаны модели когнитивного анализа (SWOT- , PEST-анализ, 

когнитивные карты) и риска, сценарно-имитационная модель 

социоприродохозяйственной динамики ВАП. Недостаточная 

практическая адекватность уравнений (1) является сдерживаю-

щим фактором проектирования комплексной модели управле-

ния социально-экономической системой, концентрирующей в 

себе большое число видов методологической и алгоритмической 

сложности и неопределенности, что актуализирует новые теоре-

тические и практические задачи моделирования динамики и ме-

ханизмов управления, параллельных вычислений, мониторинга 

и социально–экономической статистики территорий. 

Работа выполнена при частичной финансовой поддержке 

гранта РГНФ 14-12-34019 (комплексная модель эколого-

экономического управления, оптимизация гидрографа, проекта 

русловосстановления, механизмов управления), гранта 

РФФИ 13-01-97062 (модель динамики поверхностных вод), 

гранта РФФИ 14-17-97030 (использование ГИС для актуализа-

ции цифровой модели рельефа), гранта РФФИ 13-07-97056 (про-

граммный комплекс моделирования динамики поверхностных 

вод). Авторы благодарят суперкомпьютерный комплекс МГУ 
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КОРРЕКЦИЯ КООПЕРАТИВНЫХ ИГР 
КАК МЕХАНИЗМ СТАБИЛИЗАЦИИ ЭКОЛОГО-

ЭКОНОМИЧЕСКИХ СИСТЕМ 

Горелик В. А.1 

(Вычислительный центр им. А.А. Дородницына РАН,  

Москва) 

 
Предлагается подход к задачам принятия решений, для кото-

рых заданные отношения предпочтения приводят к пустым 

ядрам, состоящий в минимальной коррекции исходной модели. 

Идея реализована на примере кооперативной игры в форме ха-

рактеристической функции c пустым C-ядром как модели не-

устойчивой эколого-экономической системы, для которой кор-

рекция интерпретируется как механизм стабилизации. Опре-

делено понятие Cp-ядра и предложены методы его нахожде-

ния. 

 
Ключевые слова: кооперативная игра, характеристическая 

функция, дележ, C-ядро, минимальная коррекция, Cp-ядро, 

эксцесс, сбалансированное покрытие. 

1. Введение 

При анализе любой математической задачи один из основ-

ных вопросов – это существование решения. Задачи, которые не 

имеют решения в принятом смысле, принято называть несоб-

ственными. Для таких задач обычно вводится понятие обоб-

щенного решения. Как правило, такое решение превращается в 

классическое решение для некоторой аппроксимации исходной 

задачи. Например, если для несовместной системы уравнений 

или неравенств в качестве решения принимается элемент, кото-

                                                 
1 Виктор Александрович Горелик, доктор физико-математических 

наук, ведущий научный сотрудник, (119333, Москва, ул. Вавилова, 40, 

vgor16@mail.ru) 
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рый минимизирует некоторую норму невязки, то это эквива-

лентно решению совместной системы, получающейся из исход-

ной системы минимальным изменением некоторых параметров 

(исходных данных) в смысле данной нормы. 

Такой подход, состоящий в минимальной коррекции исход-

ной модели, получил в последнее время широкое распростране-

ние (см., например, [1–8, 10]). Естественным является его при-

менение в задачах принятия решений, для которых заданные 

отношения предпочтения приводят к пустым ядрам. В данной 

работе эта идея реализована на примере кооперативной игры, C-

ядро которой является пустым множеством. Если такая игра яв-

ляется моделью некоторой эколого-экономической системы, то 

это можно трактовать как отсутствие свойства устойчивости 

компромиссных решений (дележей), а коррекцию модели – как 

механизм стабилизации системы (например, налоговые платежи 

или льготы, плата за природные ресурсы, штрафы за загрязне-

ние окружающей среды и т.д.). 

2. О подходах к решению проблема пустоты ядра 

В данной работе рассматриваются кооперативные игры с 

побочными платежами (трасферабельной полезностью) в форме 

характеристической функции (супераддитивной). Напомним 

некоторые определения. 

Определение 2.1.  Кооперативной игрой в форме харак-

теристической функции называется пара Г = (N, v), состоящая 

из конечного множества N = {1, 2, …, n}, элементы которого 

называются игроками, и вещественной функции v: 2N  R, 

определенной на множестве всех подмножеств S  N, называ-

емых коалициями.  

Функция v(S) называется характеристической (или коали-

ционной функцией), на нее обычно накладываются условия 

(1) v(∅) = 0,  

(2) v(SТ) ≥ v(S) + v(T), если ST=∅. 

Свойство (1) формальное, а свойство (2), которое называет-

ся супераддитивностью, означает, что при объединении не со-

держащих общих членов коалиций они могут обеспечить себе 
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общий выигрыш не меньше суммы выигрышей объединившихся 

коалиций. При таком условии, вообще говоря, для игроков вы-

годно объединение в «большую коалицию» N. Вопрос состоит в 

том, как они могут разделить общий выигрыш. 

Определение 2.2.  Дележом в кооперативной игре назы-

вается вектор x = (x1,…,xn), удовлетворяющий условиям инди-

видуальной рациональности xi  v({i}) iN и коллективной 

рациональности  

 
1

( )
n

i

i

x v N


 . 

Таким образом, множество дележей есть 

(3)   
1

( ) ( ), ,
n

n

i i

i

X v x E x v N x v i i N


 
     
 

 . 

Определение 2.3.  Говорят, что дележ x доминирует де-

леж y по коалиции S ( )
S

x y , если xi > yi, i  S и ( )i

i S

x v S


 . 

Говорят, что дележ x просто доминирует дележ y ( )x y , 

если найдется такая коалиция S, что x доминирует дележ y по 

коалиции S . 

Определение 2.4.  С-ядром кооперативной игры называ-

ется подмножество таких дележей, для которых не суще-

ствует доминирующих их дележей. 

Далее С-ядро игры будем обозначать просто С. Структура C 

описывается следующей известной теоремой. 

Теорема 1.1.  C есть множество всех таких векторов x, 

что 

(4) 

1

( ) ,

( ).

i

i S

n

i

i

x v S S N

x v N





  







 

Иногда систему неравенств и одного равенства (4) прини-

мают в качестве определения C-ядра. К сожалению, эта система 

может быть несовместной, тогда С=. В терминах метода по-

крытий такие кооперативные игры называются несбалансиро-

ванными, а в рамках предлагаемого подхода их можно назвать 

несобственными (конечно, только относительно C-ядра) и при-

менить к ним методы коррекции.  
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В качестве решения проблемы пустоты C-ядра Шепли и 

Шубик [11] предложили следующее понятие C-ядра:  

 
1

( ) ( ), ( ) , ,
n

i i

i i S

C v x x v N x v S S S N 
 

 
      
 

  . 

Очевидно, что C(v)   для достаточно больших . C-ядро 

есть подмножество множества распределений (распределение – 

это вектор, удовлетворяющий только условию коллективной 

рациональности). Оно обладает свойством устойчивости в пред-

положении, что на создание любой коалиции необходимо про-

извести затраты, равные  . Если же исходно С  , но слишком 

широкое, то его можно сузить путем выбора  < 0, которое тогда 

интерпретируется как вознаграждение за создание коалиции. 

Наименьшее C-ядро есть пересечение всех непустых C-ядер. 

Обозначим его LC(v). Очевидно, что 
0 ( )( ) ( )vLС v C v , где 0(v) – 

наименьшее  такое, что ( )С v  . Величина 0(v), которая мо-

жет быть и отрицательной, определяется формулой  

 0
( ) ,

( ) min max ( , )
x X v S N

v e S x
 

 ,  

где ( , ) ( ) i

i S

e S x v S x


   – эксцесс коалиции S для дележа x. 

Введение понятия C-ядра является, по существу, частным 

случаем коррекции исходной игры. Однако при этом возникает 

вопрос, почему   фиксированная для всех коалиций величина, 

а не зависит от размера или состава коалиций. И почему в него 

надо вкладывать смысл именно затрат на создание коалиции, 

ведь эти затраты могли быть уже учтены в исходном значении 

v(S). Использование общих методов коррекции позволяет взгля-

нуть на проблему пустоты C-ядра более широко. 

3. Постановка задачи коррекции игры 

Сформулируем задачу минимальной коррекции коопера-

тивной игры с отсутствием требуемого свойства (например, пу-

стым C-ядром): 

 min   
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(5) ( )i

i S

x v S


 , 

 
1

( )
n

i

i

x v N


 , 

где 
( )( ) ( ) v Sv S v S S N    , v(S) – координаты вектора , 

2N

R , || ||  некоторая векторная норма (далее используется 

норма Гельдера с p = 2 и p = ), причем игра с характеристиче-

ской функцией ( )v S  обладает требуемым свойством.  

На параметры коррекции v(S) могут накладываться допол-

нительные ограничения, в частности, далее в основном рассмат-

ривается коррекция, не предполагающая изменения v(N)). Кроме 

того, при некоторых видах коррекции может нарушаться свой-

ство супераддитивности (2), поэтому возможно введение соот-

ветствующих ограничений на коррекцию, сохраняющих данное 

свойства, а также и любое другое (например, симметрию) или 

их комбинацию. 

Определение 3.1.  Cp-ядром назовем множество 

(6) 








 


NSSvxvXxC Sv

Si

ipp )()(,min:)( , 

где X(v) – множество распределений, получаемое из (3) исклю-

чением условий xi  v({i}) i  N, || ||p – норма Гельдера, Cp  . 

Если C-ядро игры существует, то, очевидно, Cр = C.  

Несовместность системы (4) означает, что либо исходная 

модель плохо отражает действительность и нуждается в дора-

ботке, либо плох описываемый ею реальный механизм взаимо-

действия, либо в рамках концепции C-ядра неустойчивость не-

устранима. Коррекция модели (в данном случае характеристи-

ческой функции, если это допустимо) является, соответственно, 

либо уточнением исходных параметров, либо введением допол-

нительных механизмов, обеспечивающих устойчивость возмож-

ных компромиссных решений. 

Рассмотрим возможные дополнительные условия (ограни-

чения) на коррекцию. 

1.  v(S) =   S  , N. 
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Данное условие похоже на определение C-ядра, однако 

здесь, в соответствии с общей постановкой задачи коррекции 

(5), предполагается минимизация параметров коррекции, поэто-

му для любой нормы получаем следующую задачу: 

 | |  min 

 

1

( ) ,

( ),

i
i S

n

i
i

x v S S N

x v N






   






 

которая, очевидно, сводится к задаче линейного программиро-

вания (ЗЛП): 

 u  min 

 

1

,

,

( ) ,

( )








 

    










i
i S

n

i
i

u

u

x v S S N

x v N .





  

Свойство супераддитивности автоматически сохраняется. 

Решение этой задачи, вообще говоря, не совпадает с наимень-

шим ядром, так как если С  , то здесь  = 0 и ядро не меняет-

ся, а LC(v) является его максимальным сужением. Такая коррек-

ция в эколого-экономических терминах может интерпретиро-

ваться как единая для всех минимальная плата за использование 

общих природных (например, водных) ресурсов или наоборот, 

как компенсация за природоохранные мероприятия. 

2.  v(S)  0 S  , N. 

Это ограничение на коррекцию (параметры ее не отрица-

тельны) при исходном предположении о пустоте C-ядра есте-

ственно, так как речь о сужении ядра не идет.  

Для нормы Гельдера с параметром p = 2 получаем, очевид-

но, задачу квадратичного программирования: 

 
2
( ) minv S

S N

   
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(7) 

( )

1

( )

( ) ,

( ),

0





    



 





i v S
i S

n

i
i

v S

x v S S N

x v N

.

  

Для нормы Гельдера с параметром p =  получаем ЗЛП: 

 u  min 

 

( )

( )

1

( )

,

( ) ,

( ),

0





 

    



 





v S

i v S
i S

n

i
i

v S

u

x v S S N

x v N

.

 

Свойство супераддитивности характеристической функции 

здесь после коррекции может нарушаться, поэтому ограничения 

(7) возможно следует дополнить условиями  

(8) v(ST)  v(S) + v(T), ST=,  

которые в силу их линейности не выводят из класса задач, соот-

ветственно, квадратичного или линейного программирования. 

Такая коррекция в эколого-экономических терминах может ин-

терпретироваться как дифференцированная плата за использо-

вание природных ресурсов. 

3.  v(S) = kv(S) S  , N, 0  k  1. 

Будем называть такой вид коррекции пропорциональным. 

Он может реализовываться как механизм налоговых отчислений 

или рентных платежей. Супераддитивность характеристической 

функции здесь, очевидно, сохраняется. Далее этот вариант кор-

рекции будет рассмотрен более подробно. 

4.  v(S) = kSv(S), S  , N, 0  ks  1. 

Данный вариант коррекции может реализовываться как ме-

ханизм налоговых льгот (или субсидий при ks < 0), предоставля-

емых отдельным группам. Супераддитивность скорректирован-

ной характеристической функции здесь может нарушаться, по-

этому, возможно, требуются дополнительные ограничения (8). 
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5.  ( ) ( )v S v N
S
S N



   . 

Этот вариант коррекции предполагает изменение характе-

ристической функции для всех коалиций, включая большую ко-

алицию. Данное условие можно интерпретировать как отчисле-

ния в общий фонд на охрану окружающей среды или дотации из 

этого общего фонда. Выполнение условия супераддитивности 

характеристической функции здесь обеспечивается введением 

дополнительного условия (8).  

Для нормы Гельдера с параметром p = 2 получаем задачу 

квадратичного программирования: 

 2
( )v S

S N

min


   

 

( )

( )
1

( ) ,

( ) ,

( )







    

  

  







i v S
i S

n

i v N
i

v( S )
S N

x v S S N

x v N

v N .

 

Для нормы Гельдера с параметром p =  получаем ЗЛП: 

 u  min 

 

( )

( )

( )

( )
1

( )

,

,

( ) ,

( ) ,

( )







 

 

    

  

  







v S

v S

i v S
i S

n

i v N
i

v S
S N

u

u

x v S S N

x v N

v N .

 

Если для большой коалиции изменение характеристической 

функции запрещено, то получаем частный случай этого вариан-

та  

 ( ) 0v S
S
S N



  ,  
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который означает сохранение баланса при изменении начальных 

данных.  

Варианты 1–5 позволяют усовершенствовать базовую мо-

дель коррекции кооперативной игры с целью более адекватного 

описания реальных эколого-экономических механизмов управ-

ления. 

4. Использование сбалансированных покрытий в 
задаче коррекции 

Как известно, необходимые и достаточные условия непу-

стоты C-ядра, полученные О.Н. Бондаревой (и независимо 

Л. Шепли), основаны на теории двойственности линейного про-

граммирования. Рассмотрение двойственных переменных к 

ограничениям (4) привело к понятию сбалансированного покры-

тия. 

Определение 4.1.  Сбалансированным покрытием множе-

ства всех игроков N называется отображение , ставящее в 

соответствие каждой собственной (отличной от N) коалиции 

S действительное число S из отрезка [0, 1] так, что для всех 

игроков i  N выполняются равенства 1S
S N
S i





 . 

Теорема 4.1 (Бондарева).  Необходимым и достаточным 

условием непустоты C-ядра является выполнение неравенства  

(9) ( ) ( )S
S N

v S v N


   

для любого 

 S   1 0S S S
S i

: i N , S N  


 
        

 
 . 

Для проверки условий теоремы 4.1 надо решить ЗЛП 

 ( )
S

S
S N

v S max





 . 

Удобство использования сбалансированных покрытий со-

стоит в том, что их множество не зависит от конкретной игры 

(определяется только числом игроков), а главное, как много-

гранник, оно определяется конечным числом его вершин (назы-
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ваемых приведенными покрытиями). Сбалансированные покры-

тия можно использовать для нахождения Cp-ядра.  

В соответствии с (9) получаем задачу 

(10) min 
p
 при условии   ( )max ( ( ) ( )

 

  
S

S v S
S N

v S v N


 . 

Введем множество приведенных сбалансированных по-

крытий, для которых нарушается условие (9): 

 ( ) ( )S S
S N

: v S v N 



 
   

 
 ,   . 

Теорема 4.2.  Если C-ядро исходной игры пусто, то задача 

коррекции (10) для нормы Гельдера с параметром p =  сводит-

ся к ЗЛП 

 u  min 

 u  v(S), 

 
( ) ( ) ( )S v S S

S N S N

v S v N 
 

      S, 

 v(S)  0. 

Доказательство.  Если C-ядро исходной игры пусто, то 

существует такое подмножество множества сбалансированных 

покрытий , для которого не выполняются условия (9). Среди 

этих сбалансированных покрытий выберем только приведенные 

сбалансированные покрытия, – это есть множество . Для эле-

ментов этого множества S введем параметры коррекции, удо-

влетворяющие неравенствам  

 ( )( ( ) ) ( )S v S
S N

v S v N


    

или эквивалентным им  

 ( ) ( ) ( )S v S S
S N S N

v S v N . 
 

     

В силу положительности S, очевидно, можно ограничиться 

v(S)  0. При p =  имеем целевую функцию max v(S)  min; 

вводя u  v(S), получаем задачу на u  min, что и завершает до-

казательство. 

Для нормы Гельдера с p = 2 задача (10) аналогично сводит-

ся к задаче квадратичного программирования: 

 2
( ) min



  v S
S N
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( ) ( ) ( )S v S S

S N S N

v S v N 
 

     S  , 

 v(S)  0. 

Таким образом, если при проверке на пустоту C-ядра ис-

ходной игры найдены сбалансированные покрытия (достаточно 

рассматривать приведенные покрытия), для которых не выпол-

няются условия (9), то только они учитываются в ограничениях 

задачи нахождения Cp-ядра. Например, для игры трех лиц (с су-

пераддитивной характеристической функцией) достаточно рас-

сматривать одно сбалансированное покрытие, которое дает сле-

дующее необходимое и достаточное условие не пустоты C-ядра: 

(11) v(1, 2) + v(1, 3) + v(2, 3)  2 ∙ v(1, 2, 3). 

Соответственно, если условие (11) не выполняется, то в за-

даче поиска Cp-ядра оно выступает как ограничение на коррек-

цию. 

Пример 1.  Рассмотрим игру трех лиц с пустым C-ядром в  

(0-1) редуцированной форме: v(1) = v(2) = v(3) = 0, v(1, 2, 3) = 1. 

Для нее A = v(1, 2) + v(1, 3) + v(2, 3)  2 > 0. В силу суперадди-

тивности v(1, 2), v(1, 3), v(2, 3) не больше 1, поэтому v(1, 2), 

v(1, 3), v(2, 3) не меньше A. Уменьшение этих величин на 

Δ = A / 3 при неизменных v(1), v(2), v(3), v(1, 2, 3) является, оче-

видно, единственной минимальной коррекцией при любом p (за 

исключением p = , и в этом случае единственность можно до-

стичь дополнительной лексикографической минимизацией). Она 

сохраняет (0-1) редуцированную форму и супераддитивность. 

Пусть v(1, 2) = 0,5, v(1, 3) = 0,8, v(2, 3) = 1,0, тогда Δ = 0,1, 

Cp = {(0,1; 0,3; 0,6)}. 

5. Пропорциональная коррекция. 

Рассмотрим подробнее наиболее интересную, на наш 

взгляд, пропорциональную коррекцию v(S) = kv(S) S  N, 

0  k  1. Задача минимальной коррекции имеет вид 

 k → min  
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(12) 

1

( )(1 ) ,

( ) 0

i
i S

n

i
i

x v S k S N

x v N ,k .





   

 




  

Обозначим решение задачи линейного программирования 

(12) через k0, а ядро скорректированной игры, т.е. совокупность 

x, удовлетворяющих ограничениям (12) при данном k0, – 

через Сk. 

Без ограничения общности будем далее считать, что v(S)  0 

S (например, игра в (0-1) редуцированной форме, но не обяза-

тельно). Введем величину  

 
1( , ) ( ) i

i S

x S v S x . 



    

Назовем ее относительным эксцессом коалиции S. Так как 

)(vXx   имеет место 1),( Nx , то  

 0
( )

max min ( ) 1
 

 
S Nx X v

x,S .    

Очевидно, что C   тогда и только тогда, когда 0 = 1. 

Теорема 5.1.  Если C=, то  

 

1

0 1 ( ) ( )
S

S
S N

k v N max v S






 

 
   

 
 . 

Доказательство.  Введем замену переменные r = (1  k)1, 

zi = rxi, тогда задача (12) примет вид 

 r → min  

(13) 
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Обозначим решение задачи (13) через r0, z0. Очевидно, за-

дача (13) эквивалентна задаче 

(14) 


n

i

iz
1

→min  

при ограничениях 
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т.е. для них решения z0 совпадают, а  

 r0 = 



n

i

izNv
1

01)( .  

Рассматривая двойственную задачу к задаче (14) с переменными 

S, имеем  

 


n

i

iz
1

0
= 




NS

S Sv
S

)(max 


.  

Так как k0 = 1  r0
1, получаем утверждение теоремы. 

Пример 2.  Рассмотрим игру трех лиц с пустым C-ядром в 

нередуцированной форме. Для нее v(1, 2) + v(1, 3) + v(2, 3) > 

 > 2v(1, 2, 3). Минимальная пропорциональная коррекция, при-

водящая к непустому ядру, дает значение 

k0 = 1  2v(1, 2, 3)∙[v(1, 2) + v(1, 3) + v(2, 3)]1. Пусть v(1) = 200, 

v(2) = 300, v(3) = 0, v(1, 2) = 800, v(1, 3) = 550, v(2, 3) = 650, 

v(1, 2, 3) = 900. Тогда k0 = 0,1 (отчисления с каждой коалиции 

10), )1(~v  = 180, )2(~v  = 270, )3(~v  = 0, )2,1(~v  = 720, 

)3,1(~v  = 495, )3,2(~v  = 585, а Сk = {(315, 405, 180)}. Заметим, 

что максимальное уменьшение значения характеристической 

функции здесь равно 80, а при независимой коррекции мини-

мальное Δ  66,7 (оно, естественно, меньше, так как при про-

порциональной коррекции на нее накладываются дополнитель-

ные ограничения). 

Пример 3  (распределение затрат на экологические меро-

приятия). Пусть в одном районе на берегу реки расположены 3 

предприятия, отходы производства которых загрязняют водные 

ресурсы. Районное руководство обязывает их построить по от-

дельности или совместно очистные сооружения. Себестоимости 

отдельных или совместных (в любом объединении) сооружений, 

исключающих все виды загрязнений, заданы: c(1) = 200, 

c(2) = 300, c(3) = 400, c(1, 2) = 350, c(1, 3) = 450, c(2, 3) = 550, 

c(1, 2, 3) = 700. Свяжем с проблемой распределения затрат игру 

сбережений [9] по формулам 

 ( ) ( ) ( )
i S

v S v i v S S N.


      
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Получим v(1) = v(2) = v(3) = 0, v(1, 2) = v(1, 3) = v(2, 3) = 150, 

v(1, 2, 3) = 200. В этой игре C = . Пусть в интересах районного 

управления создание общего очистного сооружения и оно мо-

жет ввести пропорциональные отчисления от экономии в фонд 

охраны окружающей среды. Тогда k0 = 1 / 9 (отчисления с каж-

дой двухэлементной коалиции 11), а Сk = {(200/3, 200/3, 

200/3)}. Заметим, что и произвольная минимальная коррекция 

дает такой же результат и сохраняет симметричность игры. 

6. Заключение 

Предлагаемый подход естественным образом может приме-

няться к различным игровым (и не только) задачам, не имею-

щим решения в принятом смысле. Однако он может быть ис-

пользован и для решения другой типичной проблемы теории игр 

и исследования операций. В задачах принятия решений в усло-

виях неполной информации (наличие случайных или неопреде-

ленных неконтролируемых факторов, многокритериальная оп-

тимизация, конфликтная ситуация) по существу не может быть 

единого принципа оптимальности. Поэтому для них возникают 

различные понятия решения. Если соответствующие множества 

решений для данной задачи непусты и пересекаются, то модель 

обладает хорошими свойствами. Но такая ситуация не типична. 

Если же эти множества не пересекаются, вопрос выбора реше-

ния остается открытым. Тогда, считая исходную модель, а воз-

можно и описываемую ее практическую ситуацию, неустойчи-

вой (некорректной), можно применить метод ее коррекции с це-

лью получения требуемых свойств. В данном случае этим свой-

ством может быть совпадение разных видов решений для скор-

ректированной модели. Например, для кооперативной игры та-

ким свойством может быть принадлежность вектора (значения) 

Шепли С-ядру, если последнее непусто, или одновременное 

требование непустоты и принадлежности. Соответствующие 

результаты получены и планируются к публикации. 
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Рассмотрена двухуровневая иерархическая система с одним 

элементом верхнего уровня и n элементами нижнего уровня. 

Приведены необходимые и достаточные условия оптимально-

сти управления верхнего уровня, которые применяются для 

исследования предлагаемой иерархической региональной модели 

охраны окружающей среды. Представлены различные меха-

низмы управления экологическими платежами, лимитами и 

штрафами, с помощью которых можно достичь идеальной 

согласованности интересов верхнего и нижнего уровней в 

иерархической системе. 
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1. Введение 

Государственный контроль над загрязнением окружающей 

среды осуществляется территориальными органами Ростех-

надзора. В рамках такого контроля производится нормирование 

загрязнений в зависимости от видов и масштабов хозяйственной 

и иной деятельности организаций. Выбросы химических ве-

ществ и размещение отходов организациями допускаются толь-

ко на основании специально выданных уполномоченными 

органами разрешений и в пределах установленных лимитов. Эти 

принципы закреплены в Федеральном законе «Об охране окру-

жающей среды». При этом определенные виды вредного воз-

действия облагаются платой. В частности облагаются платой 

выбросы в атмосферный воздух загрязняющих веществ, сбросы 

загрязняющих веществ в поверхностные и подземные водные 

объекты, размещение отходов производства и потребления. 

Поэтому организация обязана обеспечить измерение и учет 

объемов загрязнений, возникающих в производственном про-

цессе. Порядок определения платы за вредное воздействие на 

окружающую природную среду и нормативы платы по каждому 

из неблагоприятных факторов утверждены постановлением 

Правительства РФ. Экологические платежи поступают в Феде-

ральный бюджет Российской Федерации. 

Уменьшение платежа может осуществляться в результате 

зачета средств на выполнение природоохранных мероприятий, а 

также за счет льгот организациям, финансируемым из феде-

рального бюджета и бюджетов субъектов Российской Федера-

ции. Зачет расходов предусмотрен по следующим природо-

охранным мероприятиям: создание и внедрение автоматической 

системы контроля за составом и объемом сброса сточных вод 

или за загрязнением атмосферного воздуха; оснащение двигате-

лей внутреннего сгорания нейтрализаторами для обезврежива-

ния отработавших газов; строительство производств для полу-

чения сырья или готовой продукции из отходов производства; 

работы по экологическому образованию кадров; научно-

исследовательские работы соответствующей тематики. 

Существует два вида базовых нормативов платы: за вредное 

воздействие в пределах допустимых нормативов (ПДН), за 
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вредное воздействие в пределах установленных лимитов (УЛ) 

или временно согласованных нормативов. По этим видам нор-

мативов дифференцированы ставки платы, а показатели ПДН и 

УЛ по каждому разрешенному загрязнителю зафиксированы в 

экологической документации организации. 

Для выбора ставки платежа нужно сравнить фактический 

объем загрязнения с показателями ПДН и УЛ. Если фактиче-

ский объем допущенного загрязнения меньше предельно допу-

стимого норматива, то плата рассчитывается путем умножения 

этого объема на соответствующую ставку. Если же фактический 

объем превысил предельно допустимый норматив, но не достиг 

установленного лимита, то превышение оплачивается по ставке, 

действующей в пределах лимита. Ну а если фактический объем 

больше установленного лимита, то весь объем загрязнения 

оплачивается по ставке, действующей в пределах лимита, уве-

личенной в пять раз. Таким же способом определяется размер 

платежа при отсутствии разрешения на загрязнение. Получен-

ный результат дополнительно корректируется при помощи ряда 

коэффициентов, учитывающих территориальные факторы. 
В настоящей статье рассмотрен вопрос охраны окружаю-

щей среды на региональном уровне. При этом экологические 

проблемы решаются совместно с задачей согласования интере-

сов регионального управления и организаций, осуществляющей 

хозяйственную деятельность. Предлагаются механизмы управ-

ления едиными и дифференцированными экологическими пла-

тежами при наличии или отсутствии управления лимитами и 

штрафами. В [5] рассмотрены вопросы согласования интересов 

для региональных экологических моделей сохранения природ-

ных ресурсов. В данной работе рассматриваются модификации 

этих моделей, связанных с ограничениями по загрязнению 

окружающей среды. 

В пункте 2 дано описание иерархической системы и приве-

дены необходимые и достаточные условия оптимальности для 

центра в общем виде. В пункте 3 на примере региональной 

иерархической модели доказана возможность согласования 

интересов в системе при назначении региональным центром 

дифференцированных экологических платежей. В пункте 4 

доказана согласованность интересов при назначении центром 
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единых экологических платежей для всех предприятий и диф-

ференцированных лимитов и штрафов, а в пункте 5 – при фик-

сированных экологических платежах только путем назначения 

лимитов и штрафов. 

2. Согласование интересов в иерархической системе 
и условия оптимальности управления центра 

В сложных организационных системах механизмы управ-

ления основаны на иерархической декомпозиции. Адекватным 

математическим аппаратом для анализа иерархических систем 

управления служит теория игр. Развитие теоретико-игрового 

подхода к моделированию иерархических систем привело к 

созданию информационной теории иерархических систем [3, 4] 

и теории активных систем [1, 7]. В рамках информационной 

теории иерархических систем рассматривались и экологические 

проблемы [4, 6]. 

Описание функционирования иерархической системы 

управления подразумевает задание порядка принятия решений 

(выбора управляющих параметров) и информированности всех 

элементов в моменты принятия решений, а также принципов 

выбора при всех возможных видах информированности (с точки 

зрения центра). Выбирая управляющие параметры и передавая 

информацию подсистемам, центр стремится к тому, чтобы в 

процессе функционирования системы обеспечить выполнение 

необходимых глобальных ограничений на параметры системы 

(в широком смысле устойчивости или гомеостазиса системы) и 

при этом оптимизировать значение своего критерия эффектив-

ности. Рассматриваемые в статье математические модели иерар-

хической системы представляют собой игру типа Γ1 [2, 4], в 

которой управление центра не зависит от управления нижнего 

уровня. Отметим, что управление типа Γ1 может иметь место и 

для иерархических моделей, в которых механизмы управления 

включают штрафы, если функция штрафа задается в модели с 

точностью до параметров. Тогда управление центра состоит в 

выборе этих параметров, а так называемая «стратегия наказа-

ния» игры Γ2 неприменима. 
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Основным условием устойчивости и эффективности функ-

ционирования в иерархической системе является согласован-

ность интересов всех ее элементов. Интересы элементов согла-

суемы, если центр может обеспечить устойчивое 

функционирование системы. Если при этом центр может до-

стичь абсолютного максимума своего критерия эффективности, 

то интересы элементов системы идеально согласуемы. 

Рассмотрим двухуровневую иерархическую систему с од-

ним элементом верхнего уровня (центром) и n элементами 

нижнего уровня (подсистемами). 

Обозначим управление центра через u, считая его точкой 

некоторого пространства U. Управление подсистем обозначим 

через vi, i = 1, …, n, а управление нижнего уровня в целом – 

через v = (v1, …, vn), также считая его точкой некоторого про-

странства V. При выборе центром управления u и передаче 

информации об этом выборе множество возможных управлений 

нижнего уровня есть R(u)  V. 

Если фазовое состояние системы x однозначно определяет-

ся управлениями u и v, то условие устойчивости системы может 

быть записано в виде 

(1) ),( vu , 

где множество   UV представляет собой совокупность 

управлений, приводящих к устойчивым состояниям. 

Множество допустимых управлений центра, обеспечиваю-

щих выполнение условия устойчивости (1), есть 

(2) )}(),(|{ uRvvuUuD  . 

Критерии эффективности элементов нижнего уровня явля-

ются функциями от управлений верхнего и нижнего уровней, 

т.е. Gi(u, vi), i = 1, …, n. Пространства управлений подсистем 

Vi(u) зависят от управления центра, т.е. центр имеет возмож-

ность в определенных пределах регламентировать свободу их 

действий. Будем считать, что подсистема при выборе управле-

ния стремится максимизировать Gi(u, vi). Тогда оптимальная 

стратегия i-й подсистемы vi
0(u) определяется из условия 

(3) ),(max))(,(
)(

0
ii

uVv
ii vuGuvuG

ii
 . 

При этом реакция i-й подсистемы есть  
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 ),(max)(
)(

ii
uVv

i vuGArguR
ii

 .  

Множество возможных управлений нижнего уровня имеет вид  

 



n

i
i uRuR

1

)()( . 

Пусть критерий эффективности центра представляет собой 

функцию F(u, v). Задача центра заключается в нахождении 

оптимального гарантирующего управления u0 и результата F0, 

определяемых соотношением 

(4) ),(infmax
)(

0 vuFF
uRvDu 

 . 

Если максимум в задаче (3) определяется однозначно, т.е. 

имеется соотношение ),(maxаrg)(
)(

ii
uVv

i vuGuR
ii

 , то 

(5) ))(,(max 00 uvuFF
Du

 . 

Пусть пространство управлений нижнего уровня задается 

системой неравенств: 

(6) }0),(|{)(  iiii vugvuV , 

где u, vi – точки конечномерных евклидовых пространств, 

gi(u, vi) – вектор-функция размерности mi. 

Множество  будем считать заданным в виде 

(7) }0),(|),{(  vuvu  , 

где (u, v) вектор-функция размерности l. 

В [3] получены необходимые условия, а в [5] – необходи-

мые и достаточные условия оптимальности управления центра в 

общем виде (здесь они сформулированы в виде теоремы 1). 

Приведем две леммы, используемые при дальнейшем изло-

жении. Будем считать векторную функцию y(x) = 

= (y1(x), …, yi(x), …, yn(x)) вогнутой по переменной x, если каж-

дая ее компонента yi(x), i = 1, …, n, есть вогнутая функция по x. 

Лемма 1.  Пусть X и Y – выпуклые множества, и для неко-

торой непрерывно дифференцируемой функции h(x, y) x  X, 

y  Y выполнены условия  

(а) h(x, y)/yi > 0, i = 1, …, n; 

(б) функция h(x, y) вогнута по совокупности переменных; 

(в) y(x) является вогнутой функцией переменной x. 



 

Математическая экология: теоретико-игровые модели 

 125 

Тогда сложная функция h(x, y(x)) вогнута по x. 

Лемма 2.  Пусть X и Y – выпуклые множества, и для неко-

торой непрерывно дифференцируемой функции h(x, y) x  X, 

y  Y выполнены условия 

(а) h(x, y)/yi > 0, i = 1, …, n; 

(б) ( ) argmax ( , )



y Y

y x h x y . 

Тогда y(x) является вогнутой функцией переменной x. 

Введем функцию Лагранжа для задачи (3), (6): 

 ),(),(),,( iiiiiiii vugvuGvuL   ,  

где i – векторный множитель Лагранжа, i ≥ 0. Здесь и далее 

мы не делаем различия в обозначении вектора-строки и вектора-

столбца, считая их соответствующими требованиям операций 

умножения матриц и векторов. 

Теорема 1.  Пусть в задачах (3), (5), (6), (7) выполнены сле-

дующие условия: 

10.  Функция F(u, v) и компоненты вектор-функции (u, v) 

непрерывно дифференцируемы по всем переменным и вогнуты 

по совокупности переменных; функции Gi(u, vi) и компоненты 

вектор-функций gi(u, vi), i = 1, …, n, – дважды непрерывно 

дифференцируемы и вогнуты по совокупности переменных. 

20.  k(u, v)/vi > 0, i = 1, …, n, k = 1, …, l. 

30.  F(u, v)/vi > 0, i = 1, …, n. 

40.  Градиенты gi(u0, v0)/v, i  I = {i | i=1, …, n, gi(u0, v0) = 0} в 

точке (u0, v0) линейно независимы; v0 – решение задачи (3), (6) 

при u = u0. 

50.  i
0 > 0, i

0 – векторный множитель Лагранжа, соответствую-

щий (u0, v0); 

60.  (2Li(u0, vi
0, i

0)/vi
2) < 0   0 такого, что 

 (gi(u0, v0)/v) = 0, i  I. 

70.  для функции Gi(u, vi), i = 1, …, n выполняются условия 

 Gi(u, vi)/vij > 0, j=1, …, m; ),(maxarg)(
)(

0
ii

uVv
i vuGuv

ii
 . 

Тогда для того чтобы u0 являлась оптимальной стратегией цен-

тра для задачи (5), (7), необходимо и достаточно, чтобы выпол-

нялись условия 
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где матрица частных производных функций vi
0(u) определяется 

из матричного соотношения 

 
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[] – значок матрицы, T – знак транспонирования матрицы. 

Доказательство леммы 1, леммы 2 и теоремы 1 приведено 

в [5]. При этом лемма 1 и лемма 2 используются при доказатель-

стве теоремы 1. 

Оптимальный результат центра может, вообще говоря, от-

личаться от глобального максимума его критерия. 
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3. Региональная модель с дифференцированными 
экологическими платежами 

Предположим, что региональный центр регулирует экологиче-

ский платеж p = (p1, …, pm) за счет льгот организациям, финан-

сируемым из бюджета субъекта Российской Федерации, где pj – 

плата за негативное воздействие на единицу объема yj 

j-го загрязняющего вещества, j = 1, …, m. Предположим, что 

объемы вредных воздействий пропорциональны объемам соот-

ветствующих факторов производства:  

 
1

,
S

ij ij i ijs is

s

y x x 


    

где γij = (γij1, …, γijs, …, γijS) – вектор коэффициентов пропорцио-

нальности по j-му загрязняющему веществу; 

γis = (γi1s, …, γijs, …, γims) – вектор коэффициентов пропорцио-

нальности по всем загрязняющим веществами для i-го предпри-

ятия, использующего s-й фактор производства; 

xi = (xi1, …, xis, …, xiS) – вектор факторов производства i-й про-

изводственной единицы. Пусть Ki, i = 1, …, n, – финансовые 

средства предприятий, q = (q1, …, qS) – вектор стоимостей фак-

торов производства. Тогда пространство управлений i-й произ-

водственной единицы имеет вид  

 }0,0,|),{()(
~

 iiiiiiii yxKpyqxyxpX . 

После подстановки  yi = (yi1, …, yij, …, yim) = (γi1xi, …, γijxi, …, 

γimxi) = )...,,...,,(
111

1 


S

s
isims

S

s
isijs

S

s
issi xxx   имеем 

.......
1 1111

11  
 


m

j

S

s
isijsj

S

s
isimsm

S

s
isijsj

S

s
issii xpxpxpxppy 

Это эквивалентно 

 i

S

s

m

j
isijsj

m

j

S

s
isijsj

m

j

S

s
isijsji xpxpxpxppy ~

1 11 11 1

  
   

 , 

где )...,,...,,(~

111
1 




m

j
ijSj

m

j
ijsj

m

j
ijj pppp  . 

Пространство управлений i-й производственной единицы 

примет вид  
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 }0,|{)(  iiiii xKPxxpX , i=1, …, n,  

где  

  )~...,,~....,,~( 11 SSss pqpqpqP  

 )....,,...,,(
111

11 



m

j
ijSjS

m

j
ijsjs

m

j
ijj pqpqpq   

Выпуск каждого предприятия определяется векторной про-

изводственной функцией fi(xi), для которой выполняются усло-

вия  

 00
)(

,0
)(

,0)0(
2

2










 

i

iik

is

ii
i

x

xf

x

xf
f ,  

где fik(xi) – k-я компонента векторной функции fi(xi). 

Если ci – вектор цен на соответствующие виды продукции  

i-го предприятия, то задачу максимизации валового выпуска 

Gi(xi) каждого предприятия можно записать в виде 

(9) 
)(

max)()(
pXx

iiiii
ii

xfсxG


 . 

Решение задачи i-го предприятия есть вектор xi
0(p). Выбор в 

качестве целевой функции предприятия валового дохода обос-

нован тем, что его затраты Ki фиксированы, т.е. максимизация 

валового дохода эквивалентна максимизации прибыли. Заметим, 

что эта целевая функция не зависит от p, т.е. управление центра 

p влияет на оптимальный выбор нижнего уровня только через 

ограничения. 

Пусть центр стремится к увеличению суммарного валового 

выпуска предприятий, т.е. целевая функция центра есть  

 



n

i
iiii xGxF

1

)()(  ,  

где i – положительные весовые коэффициенты, означающие, 

например, налоговые отчисления в региональный бюджет. 

Также предполагается, что центр заинтересован в рациональном 

использовании ресурсов региона (энергетических, природных, 

трудовых). Тогда задача центра имеет вид 

(10) ,max))(())((

1

0 )(|1

00

Xpxp

n

i
iii n

i

ii

pxGpxF
 





  
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где X – ограничение по объемам ресурсов. Решением задачи (10) 

является вектор p0. 

В [4] рассмотрена близкая по математической постановке 

задача потребления и доказано, что, управляя вектором цен на 

ресурсы и финансовыми средствами Ki, i = 1, …, n, можно до-

стичь идеальной согласованности интересов уровней иерархии. 

В [4] также показано, что управляя только едиными ценами на 

ресурсы при неизменных финансовых средствах, центр, вообще 

говоря, не может достичь идеальной согласованности. В рас-

сматриваемых далее задачах не предполагается управление 

финансовыми средствами. Поэтому центр, управляя едиными 

экологическими платежами при фиксированных финансовых 

средствах предприятий, не может достичь идеальной согласо-

ванности. 

Как будет показано ниже, устанавливая для предприятий 

дифференцированные платежи, можно добиться идеальной 

согласованности. 

Рассмотрим задачу централизованного управления 

(11) 
Xxx

n

i
iii n

i

i

xGxF
 







1

|1

max)()(  , 

решение которой есть вектор x* = (x1
*, …, xi

*, …, xn
*). 

Введем функцию Лагранжа для задачи (11): 

(12) )()(),(
11





n

i
i

n

i
iii xXxGxL  , 

где  = (1, …, S) – вектор множителей Лагранжа, и рассмот-

рим для i-го элемента нижнего уровня систему S + 1 линейных 

уравнений относительно m + 1 неизвестных ki, pi = (pi1, …, pim): 

 *,...,,1,~
iiiisssi xkKSspqk     

или более подробно 

(13) *

1

,...,,1, iii

m

j
ijsijssi xkKSspqk   



. 

Обозначим p0i вектор экологических платежей для i-го предпри-

ятия, определяемый законодательством РФ. 

Теорема 2.  Пусть функции Gi(xi), i = 1, …, n, непрерывны и 

строго вогнуты по совокупности переменных и имеют непре-
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рывные положительные производные по xis, система линейных 

уравнений (13) имеет положительное решение такое, что pi  p0i, 

i = 1, …, n. Тогда выбором дифференцированных экологических 

платежей pi для элементов нижнего уровня в задаче (10) центр 

достигает глобального максимума, т.е. интересы в такой системе 

идеально согласуемы. 

Доказательство.  При любом i функция Gi(xi) имеет на 

компактном выпуклом множестве Xi(p) при фиксированном p 

единственный глобальный максимум. Составим для задачи на 

условный экстремум (9) функцию Лагранжа: 

(14) )()(),( iiiiiiii PxKxGxL   , 

где i ≥ 0 – множитель Лагранжа. Для того чтобы точка 

xi
0 = (xi1

0, …, xis
0, …, xiS

0) была точкой максимума, необходимо и 

достаточно, чтобы для каждой переменной xis
0 выполнялись 

условия 

(15) 
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Возьмем производные функции Лагранжа (14) и запишем усло-

вия (15) в виде 

(16) 
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Функция  

 



n

i
iii xGxF

1

)()(    

как линейная комбинация непрерывных строго вогнутых и 

монотонных функций также является непрерывной строго 

вогнутой и монотонной, поэтому она имеет единственный гло-

бальный максимум на множестве, определяемом ограничением 

Xx
n

i
i 

1

. Причем это ограничение в точке максимума выполня-

ется как равенство. 
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Пусть x* = (x1
*, …, xi

*, …, xn
*) доставляют глобальный мак-

симум функции  

 



n

i
iii xGxF

1

)()(  .  

Тогда, дифференцируя функцию Лагранжа (12), получаем необ-

ходимые и достаточные условия экстремума: 

(17) 
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Для того чтобы доказать утверждение теоремы, достаточно 

показать, что центр может выбрать такие p, что для нижнего 

уровня xi
0 = xi

*, i = 1, …, n. 

Так как X > 0 и 
1

n

i
i

x X



 , то 0
1





n

i
isx  j, т.е. s i такое, 

что xis
* > 0 и из (17) i((сifi(xi

*))xis) = s. По условию теоремы 

i > 0, (сifi(xi
*))xis > 0, xi, то s > 0, s = 1, …, S. 

Определим компоненты экологического платежа так: 

Pis = kis, где ki такие, что имеет место равенство Ki = Pixi
*. 

Тогда из (16) и (17) имеем равенство ikis = s  i, из которого 

получаем i = 1  (kii). 

Значит, xi
* удовлетворяет условиям (16), т.е. xi

* является оп-

тимумом для нижнего уровня при данных дифференцированных 

платежах pi = (pi1, …, pim), определяемых из (13), что и требова-

лось доказать. 

Для нахождения управления центра, обеспечивающего иде-

альное согласование интересов, нужно решить системы (17) и 

(13). Однако если система (13) не имеет решения, то идеальная 

согласованность недостижима. В этом случае центр должен 

решать задачу оптимального управления в иерархической си-

стеме (4) или (5). Для этого можно использовать условия (8). 

Применительно к модели с дифференцированными экологиче-

скими платежами они принимают вид 
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4. Региональная модель с едиными экологическими 
платежами и с назначением лимитов и штрафов 

Предположим, что центр имеет возможность назначать 

только единые экологические платежи p, но при этом штрафо-

вать предприятия за превышение допустимых уровней загрязне-

ний, установленных для каждого предприятия. Размеры штра-

фов zij за единицу превышения по j-му виду загрязнения и 

лимиты i = (i1, …, ij, …, im) для каждого предприятия опре-

деляются центром и удовлетворяют условиям zij ≥ 0, i ≥ 0, 

i = 1, …, n,  

 
1

n

ij j
i

B


 ,  

где Bj – фиксированная величина, означающая максимально 

допустимый уровень загрязнений по j-му показателю для всего 

региона. Обозначим zi = (zi1, …, zim), z = (z1, …, zn), 

β = (β1, …, i, …, βn). Целевая функция центра, как и ранее, 

имеет вид  

 
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
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i
iii xGxF

1

)()(  . 
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В качестве функции штрафа возьмем суммарное превыше-

ние по всем видам загрязнения. Тогда каждое предприятие 

решает задачу 

(18) 
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Введем вектор превышений допустимых уровней 

wi = (wi1, …, wim). Задача (18) эквивалентна следующей задаче 

(19) 
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Решение этой задачи есть вектор ),,(0
iii zpx  . 

Задача центра принимает вид 
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Обозначим оптимальное управление центра (p0, z0, 0). 

Исследуем вопрос, при каких условиях в региональной мо-

дели с назначением штрафа возможна идеальная согласован-

ность интересов уровней иерархии. 

Составим для задачи на условный экстремум (19) функцию 

Лагранжа 

(21) 
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где i1 ≥ 0, i2 ≥ 0 – множители Лагранжа, i2 – m-мерный вектор. 

Задача централизованного управления имеет вид 
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(22) 
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Обозначим через xi
* = (xi1

*, …, xis
*, …, xiS

*) решение задачи 

(22). Рассмотрим систему ns + n уравнений относительно 

2mn + m + n неизвестных p = (p1, …, pm), λ1 = (λ11, …, λn1), 

λi2 = (λi12, …, λim2), βi = (βi1, …, βim), i = 1, …, n: 

(23) 
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Обозначим через p0 вектор экологических платежей для пред-

приятий, определяемый законодательством РФ. 

Теорема 3.  Пусть функции Gi(xi), i = 1, …, n, непрерывны и 

строго вогнуты по совокупности переменных и имеют непре-

рывные положительные производные по xis; система уравнений 

(23) имеет положительное решение λ1, λi2, p,  такое, что p  p0. 

Тогда выбором единых экологических платежей p, штрафов z и 

лимитов  для элементов нижнего уровня в задаче (20) центр 

достигает глобального максимума, т.е. интересы в такой системе 

идеально согласуемы. 

Доказательство.  При любом i функция Gi(xi) имеет на 

компактном выпуклом множестве Xi(p, zi, i) при фиксирован-

ных p, zi, i единственный глобальный максимум. 

Для того чтобы точка xi
0 = (xi1

0, …, xis
0, …, xiS

0) была точкой 

максимума, необходимо и достаточно, чтобы для каждой пере-

менной xis
0 и wi

0 выполнялись условия 
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Возьмем производные функции Лагранжа (21) и запишем усло-

вия (24) в виде 

(25) 
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Функция  

 
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iii xGxF
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)()(    

как линейная комбинация непрерывных строго вогнутых и 

монотонных функций также является непрерывной, строго 

вогнутой и монотонной, поэтому она имеет единственный гло-

бальный максимум на множестве Q1. 

Пусть x* = (x1
*, …, xi

*, …, xn
*) доставляют глобальный мак-

симум функции  
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на множестве Q1. Тогда, дифференцируя функцию Лагранжа 
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получаем необходимые и достаточные условия экстремума: 
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Для того чтобы доказать утверждение теоремы, достаточно 

показать, что центр может выбрать такие p, zi, i, что для нижне-

го уровня xi
0 = xi

*, i = 1, …, n. 

Так как X > 0 и Xx
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isx  j, т.е. s i такое, 

что xis
*>0 и из (26)  
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Определим i1, i2, p,  согласно системе (23), из которой 

следует, что i1 > 0, а i2 > 0 по предположению теоремы. Поло-

жим zij = i2j / i1, wij = –βij + γij xi
*, тогда из первого уравнения 

системы (23) имеем  
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0
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*
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Из второго и третьего уравнений системы (23)  
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Значит, в точке xi
* выполнены все условия (25) и xi

* является 

решением задачи нижнего уровня, т.е. xi
* = xi

0. Теорема доказа-

на. 

Для нахождения управления центра, обеспечивающего иде-

альное согласование интересов, нужно решить системы (26) и 

(23). Однако если система (23) не имеет решения, то идеальная 

согласованность недостижима. В этом случае центр должен 

решать задачу оптимального управления в иерархической си-

стеме (4) или (5). Для этого предлагается использовать условия 

(8), конкретный вид которых может быть получен аналогично 

тому, как это сделано в предыдущем разделе. 

Возможен также случай, когда центр управляет величинами 

штрафов zi и лимитов i, i = 1, …, n, но не может управлять 

платежами p. Такая ситуация возникает, когда экологические 

платежи установлены на государственном уровне и у регио-

нального центра нет возможности менять их. Из доказательства 

теоремы 3 вытекает, что идеальная согласованность в этом 

случае может быть достигнута при условии, что система (23) 

имеет решение при фиксированных единых платежах p . Это 

весьма жесткое условие, поэтому в общем случае идеальной 

согласованности нет, а оптимальное управление центра опреде-

ляется на основании условий (8). 

5. Заключение 

Предложенные математические методы исследования поз-

воляют определять оптимальное управление в иерархических 

моделях региональных систем охраны окружающей природной 

среды и в некоторых случаях согласовывать интересы регио-

нального центра и предприятий, сочетая эффективности про-

мышленного производства и экологические ограничения. 
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УДК 519.83

СИЛЬНО ДИНАМИЧЕСКИ УСТОЙЧИВОЕ
КООПЕРАТИВНОЕ РЕШЕНИЕ В ОДНОЙ

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЙ ИГРЕ УПРАВЛЕНИЯ
ВРЕДНЫМИ ВЫБРОСАМИ1

Громова Е. В.2 , Петросян Л. А.3

(Санкт-Петербургский государственный университет)

Рассматривается проблема построения сильно динамически
устойчивого (СДУ ) кооперативного решения для дифференци-
альных игр двух лиц. Формулируется подход, позволяющий при
достаточно общих предположениях построить кооперативное
решение, удовлетворяющее СДУ. Показывается, что получен-
ное решение, кроме того, будет удовлетворять условию защи-
ты от иррационального поведения. Теоретические результаты
демонстрируются на примере дифференциальной игры управле-
ния вредными выбросами в атмосферу.

Ключевые слова: дифференциальные игры, динамическая устой-
чивость, сильно динамическая устойчивость, условие Янга, мо-
дель управления вредными выбросами.

1. Постановка задачи

Рассматривается кооперативная дифференциальная игра n
лиц Γ(x0, T − t0) с предписанной продолжительностью T − t0,
на отрезке времени t ∈ [t0, T ] из начального состояния x0 ∈ Rn,

1 Работа выполнена при финансовой поддержке гранта СПбГУ
9.38.245.2014.

2 Екатерина Викторовна Громова, кандидат физико-
математических наук, доцент (ekaterina.shevkoplyas@gmail.com).

3 Леон Аганесович Петросян, доктор физико-математических на-
ук, профессор (Санкт-Петербург, Петродворец, Университетский пр.,
д.35, тел. (812) 428-71-59).
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уравнениями движения
(1) ẋ = f(x, u1, . . . , un), x(t0) = x0,

x ∈ Rn, ui ∈ U ⊂ compRk, и функциями выигрыша

Ki(x0, T − t0;u1, . . . , un) =
∫ T

t0

hi(x, u1, . . . , un)dt,

где x(t) — решение системы (1) при управлениях (u1, . . . , un) и
i ∈ N , где N — множество игроков, |N | = n.

Пусть S ⊂ N — коалиция в игре Γ(x0, T − t0). Определим
для S ⊂ N характеристическую функцию v(x0, T − t0;S) как
нижнее значение антагонистической игры между коалицией S,
действующей как игрок I (максимизирующий) и коалицией N\S,
действующей как игрок II (минимизирующий), где под выигры-
шем игрока S понимается сумма выигрышей игроков, входящих
в S, а под стратегией игрока S — элемент декартова произведения
множеств стратегий игроков, входящих в S. В данной формали-
зации мы из соображений простоты под стратегией игрока будем
понимать функцию ui(x, t) со значением в множестве мгновен-
ных допустимых управлений Ui. Нижнее значение игры (supinf)
всегда существует и является супераддитивной функцией от коа-
лиции S ⊂ N .

Определение 1. Траекторию x̄(t), t ∈ [t0, T ], назовем ко-
оперативной траекторией, если имеет место

max
u1,...,un

n∑
i=1

Ki(x0, T − t0;u1, . . . , un) =

= max
u1,...,un

n∑
i=1

∫ T

t0

hi(x, u1, . . . , un)dt =

=
n∑

i=1

∫ T

t0

hi( ¯x(t), ū1(t), . . . , ūn(t))dt.

Мы предполагаем, что такая траектория x̄(t), t ∈ [t0, T ], суще-
ствует и единственна. В противном случае дальнейшие выкладки
и определения необходимо незначительно изменить.
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Рассмотрим подыгры игры Γ(x0, T − t0), Γ(x̄(t), T − t) с
начальным условием на кооперативной траектории. В каждой
подыгре Γ(x̄(t), T − t) можно таким же образом, как и в основ-
ной игре Γ(x0, T − t0), определить характеристическую функцию
(см. [1]) v(x̄(t), T − t;S), где S ⊂ N , которая также будет су-
пераддитивной. Определим множество дележей M(x̄(t), T − t) в
игре Γ(x̄(t), T − t) как

M(x̄(t), T − t) = {α = (α1, . . . , αn) :
n∑

i=1

αi = v(x̄(t), T − t;N),

αi > v(x̄(t), T − t; {i}), i ∈ N}.

Из супераддитивности характеристической функции следует, что
множество M(x̄(t), T − t) 6= ∅, t ∈ [t0, T ]. Определим также ядро
C(x̄(t), T − t) ⊂ M(x̄(t), T − t) в игре Γ(x̄(t), T − t) и предполо-
жим, что для всех t ∈ [t0, T ], C(x̄(t), T − t) 6= ∅.

Напомним, что ядро в игре Γ(x̄(t), T − t) — это множество
дележей αt = (αt

1, . . . , α
t
n), удовлетворяющих неравенствам∑

i∈S

αt
i > v(x̄(t), T − t;S)

для всех S ⊂ N .
Определение 2. [6]. Функция βi(τ), τ ∈ [t0, T ], i ∈ N , на-

зывается процедурой распределения дележа α ∈ M(x0, T − t0),
если

αi =
∫ T

t0

βi(τ)dτ, i ∈ N.

Определение 3. [6]. Ядро C(x0, T − t0) в игре Γ(x0, T − t0)
называется динамически устойчивым, если для каждого дележа
α ∈ C(x0, T − t0) найдется процедура распределения дележа
(ПРД) такая, что∫ T

t
βi(τ)dτ ∈ C(x̄(t), T − t), t ∈ [t0, T ], i ∈ N.
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Нами было ранее показано (см. [4, 6]), что если C(x̄(t), T −
t) 6= ∅ при t ∈ [t0, T ] и существует дифференцируемый селектор
α(t) ∈ C(x̄(t), T − t) (α(t0) = α), то ядро является динамически
устойчивым и ПРД {βi(t)} определяется по формуле

βi(τ) =− d

dτ
αi(τ), i = 1, . . . , n.

α(t0) =α.

Приведем определение сильного динамически устойчивого ядра
C(x0, T − t0) в игре Γ(x0, T − t0).

Определение 4. Ядро C(x0, T − t0) сильно динамически
устойчиво в игре Γ(x0, T − t0), если

1) C(x̄(t), T − t) 6= ∅, t ∈ [t0, T ];

2) существует такой дележ α ∈ C(x0, T − t0) и такая ПРД
β(τ) = (β1(τ), . . . , βn(τ)), τ ∈ [t0, T ], что

αi =
∫ T

t0

βi(τ)dτ, ∀i = 1, . . . , n,

и

C(x0, T − t0) ⊃
∫ t

t0

β(τ)dτ ⊕ C(x̄(t), T − t), t ∈ [t0, T ].

Здесь символ ⊕ определяется следующим образом. Пусть
a ∈ Rn, B ⊂ Rn, тогда a⊕B = {a + b : b ∈ B}.

Заметим, что определение 4 незначительно отличается от
определения сильной динамической устойчивости в работах [3,
14]. Сильная динамическая устойчивость ядра означает, что при
развитии игры вдоль кооперативной траектории x̄(t) в ядре су-
ществует дележ ᾱ такой, что однократное отклонение в момент t
от этого дележа в пользу другого оптимального дележа (т.е. дру-
гого дележа из ядра в подыгре, начинающейся в момент времени
t из состояния x̄(t)), приведет к суммарным выплатам игрокам
во всей игре, которые также содержатся в изначально выбранном
принципе оптимальности (ядре).
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2. Сильно динамически устойчивое ядро
в кооперативной дифференциальной игре
с предписанной продолжительностью и с двумя
участниками

2.1. СУЩЕСТВОВАНИЕ СИЛЬНО ДИНАМИЧЕСКИ
УСТОЙЧИВОГО ЯДРА
Как мы уже отметили и как это следует непосредственно из

определения множества дележей и ядра для игры двух лиц, эти
множества совпадают, т.е. M(x0, T − t0) = C(x0, T − t0), и также
множества M(x̄(t), T − t) = C(x̄(t), T − t), t ∈ [t0, T ].

Для игры Γ(x0, T − t0) с двумя участниками ядро имеет вид

C(x0, T − t0) = {α = (α1, α2) : α1 + α2 = v(x0, T − t0;N),
α1 > v(x0, T − t0; {1}),

α2 > v(x0, T − t0; {2})} = M(x0, T − t0).

Аналогичным образом для подыгр Γ(x(t), T − t) мы имеем

C(x̄(t), T − t) = {αt = (αt
1, α

t
2) : αt

1 + αt
2 = v(x̄(t), T − t;N),

αt
1 > v(x̄(t), T − t; {1}),

αt
2 > v(x̄(t), T − t; {2})} = M(x̄(t), T − t).

Введем величины A1(t) > 0 и A2(t) > 0 следующим обра-
зом:

(2) A1(t)+A2(t) = v(x̄(t), T −t;N)−
2∑

i=1

v(x̄(t), T −t; {i}) > 0.

Вычислим γi(t) = − d
dtAi(t), i = 1, 2. Будем также использовать

обозначение Ai для Ai(T ), i = 1, 2. Очевидно, что

Ai =

T∫
t0

γi(t)dt.

Введем функции (в предположении дифференцируемости
функций v(x̄(t), T − t; {i}))
(3) β̄i(τ) = γi(τ)− d

dτ
v(x̄(τ), T − τ ; {i}))
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и потребуем, чтобы при всех τ ∈ [t0, T ] имело место

(4) β̄1(τ) + β̄2(τ) = − d

dτ
v(x̄(τ), T − τ ;N)).

Тогда получаем

(5)
2∑

i=1

γi(τ) = − d

dτ
v(x̄(τ), T−τ ;N)+

2∑
i=1

d

dτ
v(x̄(τ), T−τ ; {i})

и, интегрируя, получаем (2)

A1 + A2 =

−
∫ T

t0

d

dτ
v(x̄(τ), T − τ ;N)dτ +

2∑
i=1

∫ T

t0

d

dτ
v(x̄(τ), T − τ ; {i})dτ.

A1 + A2 = v(x̄(t0), T − t0;N)−
2∑

i=1

v(x̄(t0), T − t0; {i}) > 0.

То есть если γi(τ), i = 1, 2 удовлетворяет (5), то условие (2)
всегда выполнено.

Рассмотрим теперь вектор ᾱ = (ᾱ1, ᾱ2), где

(6) ᾱi =
∫ T

t0

β̄i(τ)dτ.

Легко видеть, что ᾱ ∈ C(x0, T − t0). Действительно,

ᾱi =
∫ T

t0

β̄i(τ)dτ =
∫ T

t0

γi(τ)dτ+
∫ T

t0

(− d

dτ
v(x̄(τ), T−τ ; {i}))dτ =

= Ai + v(x0, T − t0; {i}),

и согласно (2)

ᾱ1 + ᾱ2 =
2∑

i=1

Ai + v(x0, T − t0; {i}) = v(x0, T − t0;N).

А поскольку Ai > 0, имеем

ᾱi = Ai + v(x0, T − t0; {i}) > v(x0, T − t0; {i}),

т.е. ᾱ = (ᾱ1, ᾱ2) ∈ C(x0, T − t0).
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Условие 2.1. Существуют такие A1 и A2, удовлетворяющие
(2), и такие γ1(τ), γ2(τ), τ ∈ [t0, T ], удовлетворяющие (4), что
t∫

t0

γi(τ)dτ > 0 при t ∈ [t0, T ].

Теорема 1. При выполнении условия 2.1 ядро игры Γ(x0, T−
t0) сильно динамически устойчиво.

Доказательство. Во-первых, из-за супераддитивности харак-
теристической функции C(x̄(τ), T − τ) 6= 0, τ ∈ [t0, T ]. Возьмем
теперь дележ ᾱ = (ᾱ1, ᾱ2), который определяется формулой (6),
ᾱ ∈ C(x0, T − t0).

Покажем, что имеет место сильная динамическая устойчи-
вость, при этом в качестве дележа α = (α1, α2), фигурирующего
в определении сильной динамической устойчивости, можно взять
дележ ᾱ = (ᾱ1, ᾱ2). Надо показать включение∫ t

t0

β̄(τ)dτ ⊕ C(x̄(t), T − t) ⊂ C(x0, T − t0)

при всех t ∈ [t0, T ], где β̄(τ) является ПРД для дележа ᾱ.
Действительно, возьмем произвольный дележ αt ∈

C(x̄(t), T − t). Обозначим

α̂i =
∫ t

t0

β̄i(τ)dτ + αt
i,

тогда

α̂1 + α̂2 =
∫ t

t0

(β̄1(τ) + β̄2(τ))dτ + αt
1 + αt

2 =

=
∫ t

t0

[− d

dτ
v(x̄(τ), T − τ ;N)]dτ + v(x̄(t), T − t;N) =

= −v(x̄(τ), T − τ ;N) + v(x̄(t0), T − t0;N) + v(x̄(τ), T − τ ;N) =
= v(x̄(t0), T − t0;N).
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Кроме того,

α̂i =
∫ t

t0

β̄i(τ)dτ + αt
i >

>
∫ t

t0

[γi(τ)− d

dτ
v(x̄(τ), T − τ ; {i})]dτ + v(x̄(t), T − t; {i}) =

=
∫ t

t0

γi(τ)dτ − v(x̄(t), T − t; {i}) + v(x̄(t0), T − t0; {i})+

+ v(x̄(t), T − t; {i}) > v(x̄(t0), T − t0; {i}).

Последнее неравенство выполнено из-за условия 2.1 на A1,
A2 и γ1(τ), γ2(τ) (τ ∈ [t0, T ]), т.е. ядро C(x0, T − t0) сильно
динамически устойчиво, так как дележ αt ∈ C(x̄(t), T − t) про-
извольный.

Заметим, что в каждый момент времени t ∈ [t0, T ] имеет
место

2∑
i=1

βi(t) = − d

dt
v(x̄(t), T − t;N) =

2∑
i=1

hi(x̄(t)),

таким образом, используя ПРД β̄ = (β̄1, β̄2) игроки фактически в
каждый момент времени перераспределяют мгновенный суммар-
ный доход, т.е. обеспечивается мгновенная трансферабельность
выигрышей, что вполне соответствует идеологии теории коопе-
ративных игр с трансферабельными выигрышами.

2.2. УСЛОВИЕ ЯНГА
Проблема динамической и сильно динамической устойчиво-

сти кооперативных решений изучается при предположении о ра-
циональном поведении игроков. В то же время является актуаль-
ным вопрос динамической устойчивости кооперативного реше-
ния при предположении о возможности нерационального пове-
дения для отдельных игроков. Как известно [15], в данном слу-
чае условие для защиты игроков от иррационального поведения
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других участников игры выглядит следующим образом:
(7)

ϑ∫
t0

βi(t)dt+V ({i}, x̄(ϑ), T−ϑ) > V ({i}, x0, T−t0), i = 1, . . . , n.

Это означает, что в случае иррационального разрушения коопера-
ции в момент ϑ выигрыш, который получит игрок i все равно бу-
дет не меньше, чем выигрыш в некооперативном варианте игры,
т.е. если он с самого начала будет действовать самостоятельно.

Для случая игры двух лиц условие (7) может быть переписа-
но в следующем виде (при помощи первой производной по ϑ):

(8) βi(t) > − d

dt
V ({i}, x̄(t), T − t), i = 1, 2.

Рассмотрим некоторый селектор ᾱi(t) =
T∫
t

β̄i(τ)dτ из сильно

динамически устойчивого решения (6). Тогда условие (8) может
быть представлено в следующем виде:

(9)
d

dt
ᾱi(t) 6

d

dt
V ({i}, x̄(t), T − t), i = 1, 2.

Фактически условие (9) является «уточнением» условия индиви-
дуальной рациональности (ᾱi(t) > V ({i}, x̄(t), T − t)) для произ-
водной первого порядка.

Поскольку для игры двух лиц по построению αi(t) = Ai(t)+
V ({i}, x̄(t), T − t) где d

dtAi(t) = −γi(t) 6 0, i = 1, 2, имеем:

(10)
d
dt ᾱi(t) = −γi(t) + d

dtV ({i}, x̄(t), T − t) 6
6 d

dtV ({i}, x̄(t), T − t), i = 1, 2.
Таким образом, неравенство (10) выполняется для любого деле-
жа, построенного по описанной выше процедуре при помощи
ПРД (3).

Это означает, что предложенная процедура распределения
дележа (3) в случае игры двух лиц будет обеспечивать не только
выполнение свойства сильно динамической устойчивости ядра,
но и гарантировать выполнение условие Янга защиты от ирраци-
онального поведения участников.
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3. Дифференциальная игра управления вредными
выбросами в атмосферу

3.1. МОДЕЛЬ ИГРЫ
В качестве примера рассмотрим теоретико-игровую модель

управления вредными выбросами в атмосферу [10, 13]. В игре
принимают участие 2 игрока (фирмы, страны), каждый из ко-
торых имеет промышленное производство на своей территории.
Предполагается, что объём производства прямо пропорционален
вредным выбросам ui. Таким образом, стратегией игрока явля-
ется выбор объёма вредных выбросов ui ∈ [0;umax

i ]. В данном
примере будем искать решение в классе позиционных стратегий
ui(t, x).

Динамика изменения общего уровня загрязнения x(t) зада-
ётся уравнением

ẋ(t) =
2∑

i=1

ui(t)− δx(t), x(t0) = x0,

где δ – коэффициент абсорбции, соответствующий естественному
очищению атмосферы.

Доход игрока i в момент времени t определяется по формуле

R(ui(t)) = ciui(t)−
1
2
u2

i (t).

Каждый игрок несет расходы, связанные с устранением за-
грязнений. Мгновенный выигрыш (полезность) игрока i равен
R(ui(t))− kix(t), ki > 0.

Без ограничения общности будем предполагать, что момент
начала игры t0 = 0.

Тогда выигрыш i-го игрока имеет вид

(11) Ki(0, x0, u1, u2) =

T∫
0

(Ri(ui(τ))− kix(τ))dτ.

Предположим, что выполняется следующее условие регуляр-
ности:

(12)

∑2
j=1 kj

δ
6 ci 6 umax

i , i = 1, 2.
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3.2. КООПЕРАТИВНАЯ ИГРА
Рассмотрим кооперативный вариант игры, в котором игроки

максимизируют суммарный выигрыш

(13)
2∑

i=1

Ki(0, x0, u1, u2).

Для определения управлений ū = (ū1, ū2), доставляющих мак-
симум выражению (13), запишем уравнение Гамильтона–Якоби–
Беллмана:

(14)

−V 12
t = max

ui

{
−k12x +

2∑
i=1

ciui −
1
2

2∑
i=1

u2
i + V 12

x

2∑
i=1

ui − δxV 12
x

}
,

где V 12
t и V 12

x – частные производные функции Беллмана

V 12(x, t), k12 =
2∑

i=1
ki.

Максимизирующее управление найдем из выражения ci −
ui + Vx = 0, откуда следует ūi = ci + Vx. После подстановки ūi в
(14) получаем

(15) −V 12
t = −k12x +

1
2
ĉ12 + c12V

12
x +

3
2
(V 12

x )2 − δxV 12
x ,

где c12 =
2∑

i=1
ci и ĉ12 =

2∑
i=1

c2
i .

Предположим, что функция Беллмана [9, 11] имеет вид
(16) V 12(x, t) = A(t)x + B(t),
тогда соответствующие частные производные будут записывать-
ся следующим образом: V 12

t = Ȧ(t)x + Ḃ(t) и V 12
x = A(t). Под-

ставляя эти выражения в (15) и группируя подобные слагаемые,
получаем систему двух дифференциальных уравнений:

(17)

{
Ȧ(t) = δA(t) + k12,

Ḃ(t) = −1
2 ĉ12 − c12A(t)− 3

2A2(t),
с краевыми условиями A(T ) = B(T ) = 0. Решение системы (17)
имеет следующий вид:
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
A(t) = −k12

δ
[1 + e−δT eδt],

B(t) =
α0(T − t)− α1

(
e−2δ(T−t) − 1

)
+ α2

(
e−δ(T−t) − 1

)
4δ3 ,

где α0 = 2δ
(
ĉ12δ

2 − 2c12δk12 + 3k2
12

)
, α1 = −3k2

12, α2 =
4k12(3k12 − c12δ).

Таким образом, оптимальные управления ūi имеют вид ūi =
ci − k12

δ
[1− e−δT eδt], i = 1, 2. Отметим, что выполнение условия

(12) гарантирует принадлежность оптимального управления ūi

интервалу [0, umax
i ].

Оптимальная траектория x̄(t), соответствующая оптималь-
ным управлениям (ū1, ū2), имеет вид

x̄(t) =
c12

δ
+ e−δ t

(
x0 −

c12

δ
+

3 e−T δ
(
2 eT δ − 1

)
k12

2 δ2

)
−(18)

−
3 e−δ t e−δ (T−2 t)

(
2 eδ (T−t) − 1

)
k12

2 δ2
.

Далее, найдем выражение для значений характеристической
функции V ({1}, x0, T − t0) и V ({2}, x0, T − t0). Найдем значение
характеристической функции для игрока 2, действующего само-
стоятельно, т.е.

V ({2}, x0, T − t0) = max
u2

min
u1

K2(x0, u1, u2).

Для удобства будем использовать следующее сокращенное обо-
значение: V ({2}, x(t), T − t) = V ({2}). Запишем соответствую-
щее уравнение Гамильтона–Якоби–Беллмана:

(19)
V ({2})t = maxu2 minu1

{
−k2x + c2u2 − 1

2u2
2+

+V ({2})x

2∑
i=1

ui − δxV ({2})x,

где V ({2})t и V ({2})x – частные производные функции Беллмана
V ({2}, x, T − t).
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Максимизирующие управления имеют вид uo
i = ci + Vx, i =

2, а минимизирующее управление определяется как

uo
1 =

{
0, V ({2})x > 0,

umax
1 , V ({2})x < 0.

После подстановки найденных управлений в (19) получаем

(20)
V ({2})t = −k2x + 1

2 ĉ2 + c2V ({2})x + V ({2})2x−
−δxV ({2})x + V ({2})xuo

1,

где ĉ2 = c2
2.

Выберем функцию Беллмана в cледующем виде [9]:
(21) V ({2}, x, T − t) = A{2}(t)x + B{2}(t).
Тогда V ({2})t = Ȧ{2}(t)x+Ḃ{2}(t) и V ({2})x = A{2}(t). После
подстановки частных производных в (20) и приведения подобных
слагаемых получается система двух дифференциальных уравне-
ний:

(22){ ˙A{2}(t) = δA{2}(t) + k2,

˙B{2}(t) = −1
2 ĉ2 − c2A{2}(t)− (A{2}(t))2 −A{2}(t)uo

1,

с краевыми условиями A{2}(T ) = B{2}(T ) = 0. Анализируя
решение первого дифференциального уравнения заключаем, что
A(t) 6 0 для всех t ∈ [t0, T ] и, следовательно, uo

1 = umax
i . Можно

легко показать, что выполнение условия (12) гарантирует выпол-
нение требования ūi ∈ [0, umax

i ], i = 2.
Таким образом, характеристическая функция V ({2}) имеет

вид V ({2}, x, T − t) = A{2}(t)x+B{2}(t), где A{2}(t), B{2}(t)
вычисляются следующим образом:

A{2}(t) = −k2(1− e−δ (T−t))
δ

,

B{2}(t) = Tc22δ3−2Tc2δ2k2+2c2δk2−2Tumaxδ2k2+2Tδk2
2+2umaxδk2−3k2

2

2δ3 −
− t(c22δ2−2c2δk2−2umaxδk2+2k2

2)
2δ2 − k2

2e−2δ(T−t)

2δ3 − k2e−δ(T−t)(c2δ−2k2+δumax)
δ3

.
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Аналогично находится характеристическая функция для ко-
алиции S1 = {1}.

Очевидно, что характеристическая функция (16, 21) являет-
ся супераддитивной по построению. Следовательно, вдоль опти-
мальной траектории x̄(t) (18) в любой момент времени t ∈ [0, T ]
выполняется следующее неравенство:
(23)
V ({1, 2}, x̄(t), T − t) > V ({1}, x̄(t), T − t) + V ({2}, x̄(t), T − t).

3.3. ПОСТРОЕНИЕ СИЛЬНО ДИНАМИЧЕСКИ
УСТОЙЧИВОГО ПРИНЦИПА ОПТИМАЛЬНОСТИ
Построим сильно динамический принцип оптимальности.

Для этого найдем разность значений характеристической функ-
ции V ({1, 2}, x̄(t), T−t) и V ({1}, x̄(t), T−t)+V ({2}, x̄(t), T−t).
По определению, эта разность соответствует A1(t) + A2(t) (2), а
по построению (A1(t) + A2(t)) является неотрицательной вели-
чиной:

(24)
A1(t) + A2(t) = V ({1, 2}, x̄(t), T − t)−
−V ({1}, x̄(t), T − t)− V ({2}, x̄(t), T − t) > 0.

Получаем:

A1(t) + A2(t) =
−k1k2(e−δ(T−t) − 1)2 + (2k1k2 − δξ)(e−δ(T−t) − 1)

δ3
+

(25)

+
(2δk1k2 − δ2ξ)(T − t)

δ3
+

k12(e−δ(T−t) − 1) + δk12(T − t)
δ2

umax,

где
(26) ξ = c1k2 + c2k1.

Найдем выражение для γ1(t)+γ2(t). Из определения (5) сле-
дует, что

(27)

2∑
i=1

γi(t) = − d
dt

2∑
i=1

Ai(t) =

= − d
dtV ({1, 2}, x̄(t), T − t) + d

dt

2∑
i=1

V ({i}, x̄(t), T − t).

Заметим, что функция V ({1, 2}, x̄(t), T−t)−V ({1}, x̄(t), T−
t)−V ({2}, x̄(t), T−t) представляет собой разность неотрицатель-
ных убывающих функций, однако с общем случае мы не можем
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гарантировать неотрицательность ее первой производной (так как
разность убывающих функций не является убывающей функцией
в общем случае).

Однако в нашем примере данное условие неотрицательно-
сти суммы γ1(t) + γ2(t) (или, что эквивалентно, неположитель-

ность производной d
dt

2∑
i=1

Ai(t)) легко гарантировать при помощи

дополнительных ограничений на параметры модели.
Имеем:

2∑
i=1

γi(t) = − d

dt

2∑
i=1

Ai(t) =

=
2k1k2

δ2
(e−δ(T−t) − 1)2 + δ

(
1− e−δ(T−t)

)
(k12umax − ξ) .

Очевидно, что при k12umax − ξ > 0 мы гарантируем неотрица-
тельность γ1(t) + γ2(t). Поскольку ξ имеет вид (26), имеем
(28) (k1 + k2)umax > k1c2 + k2c1.

Теперь определим величины A1(t), A2(t) следующим обра-
зом:

Ai(t) =
−k1k2(e−δ(T−t) − 1)2 + (2k1k2 − δξ)(e−δ(T−t) − 1)

2δ3
+

(29)

+
(2δk1k2 − δ2ξ)(T − t)

2δ3
+

k12(e−δ(T−t) − 1) + δk12(T − t)
2δ2

umax,

i = 1, 2.

Очевидно, что Ai(t) > 0, i = 1, 2, в силу (24). Тогда γi(t) =
− d

dtAi(t) = k1k2
δ2 (e−δ(T−t) − 1)2 + δ

(
1− e−δ(T−t)

) (k12umax−ξ)
2 ,

причем γi(t) > 0, i = 1, 2, в силу (28).
Введем функции ПРД β̄i(t), i = 1, 2, по формуле (3). Тогда

имеем

β2(t) = γ2(t)−
d

dt
V ({2}, x̄(t), T − t) =(30)

− 1
4δ3

(
α0(t) + α1(t)e−δ(T−t) + α2e−2δ(T−t) − α3(t)e−2Tδ

)
,
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где
α0(t) = −(5k2

12−k1
2)δ+2(k12u

max
1 −k1u

max
2 +(T−t)k1k12+c1k2+

c2k12)δ2 − 2((T − t)2k1
2 + (T − t)c2k1 + (T − t)k1u

max
1 + c2

2)δ3,
α1(t) = (10k2

12−2k1
2)δ−2c1δ

2k2−4c2δ
2k12−2δ2(k12u

max
1 −

k1u
max
2 )− 4(T − t)δ2k1k12,
α2 = −(5k2

12 − k1
2)δ,

α3(t) = ((2k12− k1)(1− eTδ−δt)+ (T − t)δk1eTδ−δt)(3k12(1+
e2δt)− 2(3k12 − c12δ)eTδ −2δ2x0eTδ).
Компонента ПРД β1(t) вычисляется аналогичным образом. Оче-
видно, что условие 2.1 выполнено.

Теперь рассмотрим вектор ᾱ = (α1, α2), построенный по
формуле (6), а именно ᾱi(t) =

∫ T
0 β̄i(t)dt, i = 1, 2. Как было

доказано, он является дележом из c-ядра, кроме того, построен-
ный таким образом дележ обеспечивает сильную динамическую
устойчивость c-ядра.

Окончательно имеем следующий вид для дележа ᾱ =
(α1, α2):

α1 = A1 + V ({1}, x0, T − t0);(31)

α2 = A2 + V ({2}, x0, T − t0) =
1

24δ3
(η0(t)x0 + η1+(32)

+η2(t)e−δ(T−t) + η3(e−δ(T−t) − 1) + η4e−2δ(T−t) + η5(t)),
где

η0(t) = −24δ2k2 − 12δ3k1t + 12δ2(k1 + 2k2)e−δ(T−t) +
12Tδ2(δ − 1)k1,

η1 = −66k1k2 − 45k2
2 − 12k1

2,
η2(t) = 12(5k2

12 − 3k2
1 − 2k1k2)− 24(T − t)δk1k12,

η3 = −12δ(c1k2 + 2c2k12)− 12δ(k12u
max
1 − k1u

max
2 ),

η4 = 3k1
2 − 15k2

12,
η5(t) = 30(T − t)δk2

12− 12T ĉ2δ
3(t− 1)− 12(T − t)2δ2k1k12 +

4(T − t)3δ3k1
2 − 6(T − t)δk1

2−
−12(T − t)δ2(c1k2 + 2c2k12) + 6(T − t)2c2δ

3 − 12(T −
t)δ2(k12u

max
1 − k1u

max
2 ) + 6(T − t)2δ3k1u

max
1 .

Заметим, что в данном случае при выборе функций A1(t),
A2(t) мы разделили между игроками сумму A1(t) + A2(t) попо-
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лам. Таким образом, для нового дележа имеем:
ᾱ1 = A1 + V ({1}, x0, T − t0) =
= 1

2(A1 + A2) + V ({1}, x0, T − t0) =
= 1

2V ({1, 2}, x0, T − t0)− V ({1}, x0, T − t0)−
−V ({2}, x0, T − t0) + V ({1}, x0, T − t0) =
= 1

2(V ({1, 2}, x0, T − t0)− V ({2}, x0, T − t0))+
+1

2(V ({1}, x0, T − t0),
ᾱ2 = A2 + V ({2}, x0, T − t0) =
= 1

2(A1 + A2) + V ({2}, x0, T − t0) =
= 1

2V ({1, 2}, x0, T − t0)− V ({1}, x0, T − t0)−
−V ({2}, x0, T − t0) + V ({2}, x0, T − t0) =
= 1

2(V ({1, 2}, x0, T − t0)− V ({1}, x0, T − t0))+
+1

2(V ({2}, x0, T − t0),

т.е. вектор ᾱ является вектором Шепли в игре с характеристиче-
ской функцией V ({2}, x0, T − t0).

Очевидно, что при выполнении условия A1(t) + A2(t) > 0
предложенный выбор функций A1(t) > 0, A2(t) > 0 не являет-
ся единственно возможным. Величина A1(t) + A2(t) могла быть
разделена между игроками в любых пропорциях, однако в таком
случае дележ ᾱ не являлся бы вектором Шепли.

Используя ПРД (30) при выполнении дополнительного огра-
ничения на параметры модели (28), мы обеспечиваем динамиче-
скую и сильную динамическую устойчивость ядра на основе век-
тора Шепли (31). Сильная динамическая устойчивость ядра как
кооперативного решения в данном примере соответствует тому,
что однократное отклонение от соглашения о совместном контро-
ле объемов вредных выбросов не приводит к нереализуемости со-
глашения действовать совместно оптимально на протяжении всей
игры, поскольку при выборе другого дележа из ядра в подыгре,
начинающейся в момент нарушения соглашения, суммарные вы-
платы игрокам все равно принадлежат изначально выбранному
принципу оптимальности (ядру). Таким образом, кооперативное
соглашение по контролю объемов вредных выбросов не наруша-
ется.

Кроме того, обеспечивается защита от иррационального по-
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ведения участников, поскольку ранее было доказано, что в случае
игры двух лиц выбор ПРД β̄i(t) по формуле (30) гарантирует вы-
полнение условия Янга (9).

4. Заключение

В работе предложен конструктивный метод построения
сильно динамически устойчивого кооперативного решения для
дифференциальной игры двух лиц, а именно, сформулированы
достаточно общие условия, при которых в C–ядре можно выде-
лить дележ, однократное отклонение от которого в пользу дру-
гого дележа из C–ядра в подыгре, начинающейся в момент от-
клонения от первоначально выбранного дележа, не приводит к
нереализуемости первоначально выбранного соглашения о раз-
деле суммарного выигрыша согласно C–ядру. Кроме того, дока-
зано, что в играх двух лиц данное кооперативное решение будет
также защищено от иррационально поведения участников, т.е. от
однократного отклонения от кооперативного соглашения по неко-
торым иррациональным причинам.

Полученные теоретические результаты проиллюстрированы
на примере дифференциальной игры управления вредными вы-
бросами с двумя участниками, а именно, в данной задаче полу-
чено аналитическое решение, гарантирующее сохранение коопе-
рации в сильно динамическом смысле.
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Дается краткий обзор эколого-экономических и социо-эколого-
экономических математических моделей и рассматривается
один из возможных подходов к проблеме реализации страте-
гий устойчивого развития регионов, родственный теоретико-
игровым подходам — нормирование антропогенных воздействий
на природную среду. Предлагается соответствующий матема-
тический аппарат применительно к моделям указанного типа
как системам неоднородной структуры.

Ключевые слова: устойчивое развитие, математическая модель,
динамические системы, антропогенные воздействия.

Введение

Социально-экономическое развитие регионов должно отве-
чать принципам устойчивого развития с учетом экологического
фактора (sustainable development). Это особенно актуально для
такой страны как Россия с ее огромным природно-ресурсным по-
тенциалом, составляющим крупный экологический резерв пла-
неты, за сохранение и рациональное использование которого эта
исторически сложившаяся великая держава несет особую ответ-
ственность перед будущими поколениями.

Даже при самом талантливом государственном руководстве
на всех уровнях (что весьма далеко от реальности) эффектив-
ность принимаемых управленческих решений, особенно в слож-
ных современных геополитических условиях, невозможно обес-
печить без сравнения многочисленных возможных вариантов,
возникающих на практике, с оценкой их долгосрочных послед-
ствий (экономических, социальных, политических, экологиче-
ских), что требует решения сложных междисциплинарных за-
дач системного анализа. Однако соответствующей общеприня-
той практической методологии их решения и необходимых дан-
ных для комплексных оценок по критериям устойчивого разви-
тия на сегодня не существует, что приводит к односторонней на-
правленности важных программ и проектов — преимущественно
социально-экономической (таких, например, как Концепция дол-
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госрочного социально-экономического развития Российской Фе-
дерации на период до 2020 года) либо природоохранной (таких
как ФЦП «Охрана озера Байкал и социально-экономическое раз-
витие природной территории на период до 2020 года»).

Для решения указанных проблем устойчивого развития наи-
более подходящими представляются реализованные на современ-
ных компьютерах динамические модели, которые отражают эво-
люцию экономических, социальных и экологических компонент
во взаимодействии при различных управленческих и внешних
воздействиях, и методы их анализа, характерные для математи-
ческой теории систем и управления. Это показали уже первые
известные модели мировой динамики, содержащиеся в работах
Дж. Форрестера и Д. Медоуза и др. [40, 44], выполненные в на-
чале 1970-х годов под эгидой Римского клуба8 , где была коли-
чественно обоснована возможность наступления в сравнительно
недалеком будущем глобального экологического кризиса при со-
временных тенденциях мирового развития.

Они оказали большое влияние на «пробуждение экологи-
ческого сознания» во всех слоях мирового сообщества вплоть
до правительств, и тем самым на становление современной па-
радигмы устойчивого развития, сформулированной официально
Конференцией ООН по окружающей среде и развитию (Рио-де-
Жанейро, 3-14 июня 1992 года) в известном документе «Повест-
ка дня на XXI век» (Agenda XXI), принятой ООН как програм-
ма действий для предотвращения экологического кризиса. Одна-
ко задолго до этого события необходимость разработки подоб-

8 Римский клуб — международная общественная организация, со-
зданная итальянским промышленником Аурелио Печчеи и генеральным
директором по вопросам науки Организации экономического сотруд-
ничества и развития Александром Кингом в 1968 году, объединяющая
представителей мировой политической, финансовой, культурной и на-
учной элиты. Одной из главных своих задач Римский клуб считал при-
влечение внимания мировой общественности к глобальным проблемам
посредством заказных докладов, отражающих перспективы развития
биосферы и идеи гармонизации отношений человека и природы (Вики-
педия).
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ных программ на различных уровнях была ясно осознана сре-
ди ученых самых разных специальностей, что привело к быстро
нарастающему потоку междисциплинарных исследований в тра-
диционных научных организациях и в новых, таких, например,
как Международный институт прикладного системного анализа в
Вене или Институт системного анализа Академии наук в Москве,
и многих других в разных странах.

В этих исследованиях важную роль играют построение мате-
матических моделей регионов как социо-эколого-экономических
систем и применение разнообразных математических методов,
о чем свидетельствуют многочисленные публикации с середины
1970-х. Отметим лишь наиболее значимые, на наш взгляд, моно-
графии и некоторые статьи последних лет [1, 2, 6, 7, 13, 16, 17,
24–29, 31, 33–38, 46] среди огромного вала работ, инициирован-
ного по существу работами [40, 44] и другими, выполненными
по заказу Римского клуба.

Важным стимулом здесь послужило то обстоятельство, что
модели, представленные в [40, 44], сами по себе уникальны и
не могут быть непосредственно тиражированы и применены к
многочисленным объектам, таким как отдельные страны, реги-
оны, природные и производственные комплексы, изучение ко-
торых требуется для практического применения новых прин-
ципов взаимоотношений человека и природы. Будучи примера-
ми эффективных междисциплинарных исследований, они в то
же время не содержат методических материалов для организа-
ции таких исследований. С самого начала стало очевидным, что
усилия должны быть направлены на развитие соответствующе-
го информационно-компьютерного инструментария, включающе-
го не только модели объектов различной сложности, но и эффек-
тивные методы их многовариантного анализа, соответствующее
информационное и программное обеспечение. Иначе та или иная
конкретная модель, в создание которой вложен большой труд, как
правило, междисциплинарного коллектива, будет использоваться
крайне неэффективно.

На этом пути возникают многие методологические пробле-
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мы, такие как:

• противоречие между растущей специализацией научных
дисциплин и требованиями их интеграции при междисци-
плинарных исследованиях;

• идентификация моделей в условиях острого дефицита дан-
ных междисциплинарного характера и невозможности про-
ведения натурных экспериментов над объектом;

• «антиинтуитивное» поведение сложных систем, препят-
ствующее простому сценарному анализу, с одной стороны,
а с другой — сложность и неоднородность математических
моделей, препятствующая применению классических мето-
дов теории управления;

• отставание процессов создания алгоритмов и программ от
прогресса вычислительной техники.

Эти проблемы и возможные подходы к их решению, апробиро-
ванные в практических приложениях, в полной мере отражены в
представленном списке публикаций.

В частности, в [24, 25] обосновывается целесообразность
эволюционного развития необходимого класса моделей, начиная
от известных классических моделей экономики, допускающих
глубокий теоретический анализ путем их модификации и допол-
нения новыми блоками и описывающих поведение природных
систем, что перекликается с работой группы известного эконо-
миста В. Леонтьева [43], выполненной под эгидой ООН на осно-
ве обобщения соотношений экономического баланса. Однако для
более глубокого анализа этого недостаточно; в [25] были сформу-
лированы аналоги классических вариационных задач экономиче-
ского роста как некоторых замыкающих вариационных принци-
пов. Эти задачи были решены в общем виде, почти аналитически,
с учетом их вырожденности эффективными методами теории вы-
рожденных задач [9].
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В [13] рассматриваются информационные проблемы и пред-
лагаются подходы к идентификации в условиях дефицита инфор-
мации, в частности, схема формирования новой статистики, со-
держащей данные о взаимодействии экономических, природных
и социальных компонент. В [6, 28] содержатся результаты практи-
ческого приложения предложенных моделей и методов к форми-
рованию стратегий устойчивого развития конкретных регионов.
Заметим, что [13, 16] — коллективные монографии участников
проведенных работ, и подобный «жанр», по-видимому, должен
быть типичным для представления результатов междисциплинар-
ных исследований.

Большое значение приобретают исследования, связанные
с разработкой действенных механизмов реализации стратегий
устойчивого развития в различных условиях взаимодействия
агентов с различными интересами [1, 2, 5, 14, 16–18, 20, 21, 29,
31, 33–37, 42, 46], в том числе — с эффективным применением
математических методов.

В [5, 26, 34–37] представлены результаты и иссле-
дования теоретико-игровых механизмов управления эколого-
экономическими системами: комплексного оценивания инте-
грального риска и ущерба, штрафов, платы за риск, финансиро-
вания снижения уровня риска, компенсации затрат на снижение
уровня риска, продажи квот на уровень риска, аудита, снижения
ожидаемого ущерба, экономической мотивации, оптимизации ре-
гиональных программ, согласования интересов органов управле-
ния.

Цель данной статьи — рассмотреть один из подходов к дан-
ной проблеме, близкий к теоретико-игровым, — нормирование
антропогенных воздействий и предложить соответствующий ма-
тематический аппарат применительно к эколого-экономическим
моделям как системам неоднородной структуры.
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1. Постановка и решение задачи нормирования

Рассматривается дискретно-непрерывная модель системы
переменной структуры [15, 32]

ẋ = f(k, t, x, w), k ∈ K = {kI , kI + 1, . . . kF }, t ∈ [tI(k), tF (k)],
(1)

x ∈ Rn(k), w ∈ Rq(k), x(kI) = xI .

Здесь xI — заданное начальное состояние. Функции x(k, t) при
каждом k описывают динамику состояния системы на отрезках
[tI(k), tF (k)], где tF (k) = tI(k +1), и связаны между собой соот-
ношениями
(2) x(tI(k + 1)) = F (u(k + 1))x(tF (k)),
где F (u(k + 1)) — матрица размера n(k + 1) × n(k). Вектор
u(k) ∈ Rm(k)

и функция w(k, t), t ∈ [tI(k), tF (k)], характеризу-
ют внешние воздействия на систему. При этом первое определяет
начальное состояние x(tI) очередного отрезка, а второе изменяет
эволюцию системы на этом отрезке.

Заданы параметрические семейства множеств U(k, ω(k)) ⊂
Rm(k), W(k, ν(k)) ⊂ Rq(k), (ω(k), ν(k)) : ω(k) ∈ Ω(k) ⊂
Rm(k), ν(k) ∈ N(k) ⊂ Rq(k). При каждом k набор парамет-
ров ω(k), ν(k) порождает множество в фазовом пространстве
в момент tF (k), соответствующее всевозможным воздействиям
u(k) ∈ U(k, ω(k)), w(k, t) ∈ W(k, ν(k)), t ∈ [tI(k), tF (k)] на си-
стему (1)–(2), которое обозначим Ξ(k, ω, ν). Пусть заданы мно-
жества X(k) = {x ∈ Rn(k) : Q(k, x) > 0} и скалярная функ-
ция ξ(ω(kI) . . . ω(kF ), ν(kI) . . . ν(kF )) и требуется максимизиро-
вать эту функцию при ограничениях
(3) Ξ(k, ω, ν) ⊂ X(k), (ω(k), ν(k)) ∈ Ω(k)×N(k), k ∈ K.

Содержательный смысл задачи нормирования состоит в
определении управлений w, обеспечивающих попадание состо-
яния социо-эколого-экономической системы в нужную область
X , отвечающую требованиям устойчивого развития, путем оп-
тимального (по экономическим критериям) ограничения мно-
жества антропогенных воздействий U. Это некоторый вариант
теоретико-игровой постановки, где с одной стороны выступают
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субъекты — источники антропогенных воздействий и в то же вре-
мя экономических и иных благ (предприятия, население), а с дру-
гой — административный орган, определяющий нормы (квоты)
отрицательных воздействий.

Эта постановка является обобщением задачи нормирования,
исследованной в [3], где размерности всех величин на протяже-
нии всего дискретно-непрерывного процесса принимались неиз-
менными.

Для решения задачи исключим связи между состояниями на
границах отрезков (2) и введем в соотношение вместо x(tF (k))
дополнительное воздействие y(k+1), удовлетворяющее условиям

y(k) ∈ Y(α(k), β(k)),

Y(α(k), β(k)) = {y(k) ∈ Rn(k) : α(k) 6 y(k) 6 β(k)}, k ∈ K.

Дальнейшее исследование будем вести поэтапно. На пер-
вом этапе, считая k фиксированным, опишем всевозможные зна-
чения параметров α(k), β(k), α(k) 6 β(k) и (ω(k), ν(k)) ∈
Ω(k) × N(k), k ∈ K, при которых выполняется условие:
всякое решение системы (1), соответствующее всевозможным
u(k) ∈ U(k, ω(k)), u(k + 1) ∈ U(k + 1, ω(k + 1)), t ∈
[tI(k), tF (k)], y(k) ∈ Y(α(k), β(k)) с начальным условием
x(k, tI(k)) = F (u(k))y(k) удовлетворяет неравенствам
(4) α(k + 1) 6 x(k, tF (k)) 6 β(k + 1),
(5) Q(k + 1, F (u(k + 1))x(k, tF (k))) > 0.

Неравенство (5) получено из (3) с учетом условия (2).
На втором этапе, объединяя эти задачи и исключая дополни-

тельные переменные α(k), β(k), k ∈ K, перейдем к задаче дис-
кретной оптимизации с ограничениями, в которой роль управле-
ний будут играть параметры ω(k), ν(k), k ∈ K. При этом будем
опираться на принцип расширения [11, 22].

Введем в рассмотрение вспомогательные непрерывно диф-
ференцируемые при каждом k функции ϕ(k, t, x) и определим
с их помощью следующие конструкции (аналоги конструкций
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В.Ф. Кротова в соответствующих достаточных условиях опти-
мальности):

Rj(k, t, x, w) = ϕjT
x (k, t, x)f(k, t, x, w) + ϕ(k, t, x)j

t ,

t ∈ [tI(k), tF (k)], j = 1, 2, 3,

G1(tI(k), tF (k), x(k), u(k), y(k)) = x(k)− α(k − 1)+

+ϕ1(k, tF (k), x)− ϕ1(k, tI(k), F (k, u(k))y(k)),

G2(tI(k), tF (k), x(k), u(k), y(k)) = −x(k) + β(k + 1)+

+ϕ2(k, tF (k), x)− ϕ2(k, tI(k), F (k, u(k))y(k)),

G3(tI(k), tF (k), x(k), u(k), u(k + 1), y(k)) =
= Q(k + 1, F (u(k + 1))x(k, tF (k)))+

+ϕ3(k + 1, tF (k), x(k))− ϕ3(k, tI(k), F (k, u(k))y(k)),

µj(k) =

tF (k)∫
tI(k)

sup[ϕjT
x (k, t, x)f(k, t, x, w) + ϕ(k, t, x)j

t ]dt,

x(k) ∈ Rn(k), w(k) ∈ W(k, ν(k)),

m1(k, α(k), β(k), ω(k)) = inf{x(k) + ϕ1(k, tF (k), x)−
−ϕ1(k, tI(k), F (k, u(k))y(k)) : x(k) ∈ Rn(k),

u(k) ∈ U(k, ω(k)), α(k) 6 y(k) 6 β(k), Q(k, y(k), u(k)) > 0},

m2(k, α(k), β(k), ω(k)) = inf{−x(k) + ϕ2(k, tF (k), x)−
−ϕ2(k, tI(k), F (k, u(k))y(k))), x(k) ∈ Rn(k),

u(k) ∈ U(k, ω(k)), α(k) 6 y(k) 6 β(k), Q(k, y(k), u(k)) > 0},
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m3(k, α(k), β(k), ω(k), ω(k + 1)) = inf Q(k + 1, F (u(k + 1))x(k, tF (k)))

+ϕ3(k + 1, tI(k + 1), x(k))− ϕ3(k, tI(k), F (k, u(k))y(k)),

x(k) ∈ Rn(k), u(k) ∈ U(k, ω(k)), u(k + 1) ∈ U(k + 1, ω(k + 1)),
α(k) 6 y(k) 6 β(k), Q(k, y(k), u(k)) > 0.

Теорема 1. Пусть существуют функции ϕj(k, t, x) и векто-
ры α(k), β(k), такие, что при всех k ∈ K функции µj(k) инте-
грируемы на отрезке [tI(k), tF (k)] и справедливы неравенства
(6) m1(k, α(k), β(k), ω(k))− α(k + 1)− µ1(k, ν(k)) > 0,

(7) m2(k, α(k), β(k), ω(k)) + β(k + 1)− µ2(k, ν(k)) > 0,

(8) m3(k, α(k), β(k), ω(k))− µ3(k, ν(k)) > 0,

(9) supQ1(F1(u1))xI > 0 : u1 ∈ U1(ω1), xI = α1 = β1.

Тогда Ξ(k, ω(k), ν(k))⊂ X(k) при всех k ∈ K.

Доказательство. Покажем сначала, что из неравенств (6),
(7), (9) для любого процесса x(k, t) системы (1)–(2), порожден-
ного допустимыми воздействиями u(k), w(k, t), следует выпол-
нение неравенств
(10) α(k + 1) 6 x(k, tF (k)) 6 β(k + 1).
Вдоль данного процесса из определения mj(k) и µj(k) вытекают
неравенства

m1(k, α(k), β(k), ω(k))− µ1(k, ν(k)) 6 x(k, tF (k))+

+ϕ1(k, tF (k), x)− ϕ1(k, tI(k), F (k, u(k))y(k))−
tF (k)∫

tI(k)

sup[ϕ1T
x (k, t, x(t))f(k, t, x(k), w(k)) + ϕ1(k, t, x(t))t]dt,

x(k) ∈ Rn(k), w(k) ∈ W(k, ν(k)).

Если x(k − 1, tI(k)) удовлетворяет неравенствам
(11) α(k) 6 x(k − 1) 6 β(k),
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то, положив y(k) = x(k − 1, tI(k)), с учетом соотношения (2),
получаем

m1(k, α(k), β(k), ω(k))− µ1(k, ν(k)) 6 x(k, tF (k))+

+ϕ1(k + 1, tF (k), x(k, tF (k)))− ϕ1(k, tI(k), x(k, tI(k)))−
tF (k)∫

tI(k)

sup[ϕ1T
x (k, t, x)f(k, t, x, w) + ϕ1(k, t, x)t]dt,

w(k) ∈ W(k, ν(k)),

где подынтегральное выражение есть полная производная функ-
ции ϕ1(k) в силу системы (1) при данном k. Поэтому из послед-
него неравенства получаем

m1(k, α(k), β(k), ω(k))− µ1(k, ν(k)) 6 x(k, tF (k)).

Отсюда и из (6) имеем

x(k, tF (k)) > α(k + 1).

Аналогично из (7) будем иметь x(k, tF (k)) 6 β(k + 1). Ес-
ли же x(k − 1, tI(k)) не удовлетворяет условию (11), а выпол-
няется, например, условие x(k − 1) > β(k), тогда можно по-
казать, что не будут выполнены аналогичные условия и для
x(k− l, tI(k− l) + 1), l = 1, 2, . . . k, что в итоге приведет к нера-
венству xI > β1, которое противоречит условию xI = α1 = β1.
Следовательно, неравенства (10) имеют место. Из (8) аналогич-
ным образом получим Q(k + 1, F (u(k + 1)) x(k, tF (k))) > 0.
Так как параметры u(k) ∈ U(k, ω(k)), w(k, t) ∈ W(k, ν(k)) и
y(k) ∈ Y(k) выбраны из соответствующих множеств произволь-
но, то имеет место включение Ξ(k, ω(k), ν(k))⊂ X(k) при всех
k. Теорема доказана.

Выберем параметры α(k+1), β(k+1) таким образом, чтобы
неравенства (6) – (7) выполнялись как равенства. Тогда
(12) α(k + 1) = m1(k, α(k), β(k), ω(k))− µ1(k, ν(k)),
(13) β(k + 1) = −m2(k, α(k), β(k), ω(k)) + µ2(k, ν(k)),
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(14) α1 = β1 = xI .

Равенства (12)–(14) можно рассматривать как дискретную управ-
ляемую систему, где фазовыми перемеными являются α(k), β(k),
а управлениями — ω(k)), ν(k), k ∈ K. Если подходящий набор
функций ϕj(k) найден, то исходная задача нормирования может
быть заменена дискретной задачей оптимального управления:
на траекториях системы (12)–(14) максимизировать функцию
ξ(ω(kI) . . . ω(kF ), ν(kI) . . . ν(kF )) при наличии фазовых ограни-
чений (8), (9) и ограничений на управление ω(k) ∈ Ω(k), ν(k) ∈
N(k), k ∈ K. В результате решение задачи нормирования распа-
дается на два этапа: поиск подходящих функций ϕj(k) и решение
исходной задачи оптимального управления.

Несколько замечаний о первой задаче. Произвольный набор
функций ϕj(k) и совместность неравенств (6)–(9) гарантирует
непустоту множества управлений, обеспечивающих выполнение
всех ограничений задачи дискретного оптимального управления.
Однако при неудачном выборе функций ϕj(k) в это множество
могут не попасть параметры ω(k), ν(k), k ∈ K, являющиеся
решением задачи нормирования. Используя результаты, получен-
ные в [11, 19], можно найти условие для определения функций
ϕj(k), при которых решение задачи нормирования всегда будет
попадать в множество допустимых решений дискретной задачи
оптимального управления. При этом для поиска таких функций
потребуется решать уравнения в частных производных первого
порядка типа уравнения Беллмана [11, 22].

Второй путь решения задачи связан с построением алгорит-
мов последовательного улучшения, когда на каждом шаге реша-
ются две задачи — улучшение функций ϕj(k), приводящее к рас-
ширению множества допустимых значений в дискретной задаче,
и собственно решение дискретной задачи оптимального управле-
ния при заданных ϕj(k). Для решения первой из них могут при-
меняться алгоритмы, разработанные в [10, 23] для непрерывных
задач оптимального управления.

171



Управление большими системами. Специальный выпуск 55

2. Задача нормирования для линейных систем

В этом разделе для избежания громоздкости изложения бу-
дем считать размерности всех объектов не зависящими от k. В
случае, когда системы (1)–(2) линейны
(15) ẋ(k) = A(k, t)x(k) + B(k, t)w(k), t ∈ [tI(k), tF (k)],

x(tI(k)) = D(k)x(k − 1, tF (k − 1)) + P (k)u(k),(16)

x(t(kI)) = xI , Q(k, x) = C(k)x(k) + d(k),
возможно построение замкнутых алгоритмов решения задачи
нормирования. При этом условие (5) примет вид
(17) C(k+1)D(k+1)x(k, tF (k))+C(k+1)P (k+1)u(k+1) > 0.

Рассмотрим неравенства (6)–(8) из теоремы, полагая
ϕj(k, x(k)) = Sj(k, t)x(k), j = 1, 2, 3, k ∈ K. Пусть мат-
ричные функции S1(k), S2(k), S3(k) удовлетворяют на отрезках
[tI(k), tF (k)] матричному дифференциальному уравнению

(18)
dSj(k, t)

dt
= −Sj(k, t)A(k, t), j = 1, 2, 3,

с условиями
(19) S1(k, tF (k)) = −E,

(20) S2(k, tF (k)) = E,

(21) S3(k, tF (k)) = −C(tF (k))D(tF (k)).
Тогда неравенства (6)–(8) будут иметь вид:

−α(k + 1)− |S1(k, tI(k))D(k)|+β(k)− |S1(k, tI(k))D(k)|−α(k)−
(22)

−|S1(k, tI(k))P (k)|+ω(k)− n+(k) > 0,

β(k + 1) + |S1(k, tI(k))D(k)|−β(k)− |S1(k, tI(k))D(k)|+α(k)−
(23)

−|S1(k, tI(k))P (k)|−ω(k)− n−(k) > 0
|C(k + 1)P (k + 1)|+ω(k + 1) + d(k + 1)−(24)

−|S3(k, tI(k))P (k)|−α(k)− n+(k) > 0,

(25) D1α1 + P1ω1 > 0.

Здесь через |M |+ обозначена матрица, полученная из матрицы M
заменой отрицательных элементов нулями, через |M |− — заменой
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положительных элементов нулями, через n+(k), n−(k) обозначе-
ны соответственно интегралы

tF (k)∫
tI(k)

|Sj(k, t)B(k)|+ν(k)dt,

tF (k)∫
tI(k)

|Sj(k, t)B(k)|−ν(k)dt,

j = 1, 2, 3. При этом учтено равенство S1(k) = −S2(k), сле-
дующее из условий (18)–(20). Дискретная управляемая система
(12)–(14) преобразуется к виду:

α(k + 1) = |S1(k, tI(k))D(k)|+β(k)− |S1(k, tI(k))D(k)|−α(k)−
(26)

−|S1(k, tI(k))P (k)|+ω(k)− n+(k),

β(k + 1) = −|S1(k, tI(k))D(k)|−β(k)− |S1(k, tI(k))D(k)|+α(k)−
(27)

−|S1(k, tI(k))P (k)|−ω(k)− n−(k).
Таким образом, исходная задача нормирования сведена к

дискретной линейной задаче оптимального управления (24)–(27),
целевая функция которой имеет вид

ξ(ω, ν) → max, (ω, ν) ∈ Ω×N.

При этом матрицы S1(k, tI(k)), S3(k, tI(k)) определяются из со-
отношений (19) и (21). Заметим, что для линейного процесса
условия (6)–(9) являются достаточными и необходимыми усло-
виями выполнения включения Ξ(k, ω(k), ν(k)) ⊂ X(k) при всех
k ∈ K.

3. Задача нормирования выбросов загрязняющих
веществ вдоль русла реки

Пусть имеется K источников выбросов загрязняющих ве-
ществ с интенсивностью u(k), расположенных вдоль русла реки
в точках (k), k = 1, 2, . . . ,K. Требуется определить предельно
допустимые выбросы (ПДВ) (интенсивность ω(k)) каждого ис-
точника при соблюдении предельно допустимых концентраций
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(ПДК) загрязняющих веществ в контрольных створах x(k)k, ко-
торые расположены в зоне неполного перемешивания. Интенсив-
ность ω(k), k = 1, 2, . . . ,K, должна быть такой, чтобы выпол-
нялось условие

K∑
k=1

ξ(k, ω(k)) −→ max,

где ξ(k, ω(k)) — максимальная возможная прибыль, получаемая
предприятием в п. k, если предельные выбросы загрязняющих
веществ равны ω(k).

Распространение неконсервативного вещества вдоль русла
будем описывать системой дифференциальных уравнений на эта-
пе k, k = 1, 2, . . . ,K:

S(k, x) = − 1
Q(x)

dQ(x)
dx

S(k, x)− kSt(k, x)
v(k)

,(28)

x ∈ [x(k) + l(k), x(k + 1)],
связанных между собой отношениями

S(k, x(k)) = S(k − 1, x(k − 1)) +
1

M(k)
·

·
∫∫

M(k)
u(k) exp(f(k, y, z))/l(k)DyDz×(29)

×erf(z1k)× erf(z2k)dydz,

SI(x1) = SΦ,

где
f(k, y, z) = −y2v2/4Dyl(k))− z2v(k)/4Dzl(k)− kl(k)/v(k),

z1k = B(k)
√

v(k)/4
√

Dyl(k), z2k = H(k)
√

v(k)/4
√

Dzl(k),

(30)

erf(z) =
∫ z

0
e−ξ2

dξ

u(k) — интенсивность k-го источника; SΦ — фоновая концентра-
ция вещества для первого источника; Q(x(k)) — расход воды в
точке x(k); S(k, x(k)) — концентрация загрязняющего вещества
в точке x(k); v(k), B(k),H(k) — скорость, ширина и глубина ре-
ки в створе полного перемешивания k-го источника, т. е. в точке
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x(k) + l(k) (l(k) — длина зоны достаточно полного перемешива-
ния k-го источника); Dy,Dz — коэффициенты турбулентной дис-
персии; M(k) — площадь живого сечения реки в створе полного
перемешивания k-го источника; k — коэффициент, характеризу-
ющий деструкцию загрязняющего вещества. Второе слагаемое в
(29) получено из точного решения уравнений турбулентной диф-
фузии [30]. Условие (5) задачи нормирования в данном случае
будет иметь вид

ПДК− S̄(k + 1, xk(k + 1)) > 0,(31)

S̄(k + 1, xk(k + 1)) = S(x(k + 1)) + max
y,z∈M(k,xk(k+1))

u(k + 1)×,

(32)

× exp fk(k + 1, y, z)/erf(zk(k + 1))× erf(z̄k(k + 1)),

fk(k + 1)(y, z) = −y2
√

v(k + 1)/4Dy(xk(k + 1)− x(k + 1))−

−z2
√

v(k + 1)/4Dz(xk(k + 1)− x(k + 1))−

−k(xk(k + 1)− x(k + 1))/v(k),

zk(k + 1) = B(k + 1)
√

v(k + 1)/4
√

Dy(xk(k + 1)− x(k + 1)),

z̄k(k + 1) = H(k + 1)
√

v(k + 1)/4
√

Dz(xk(k + 1)− x(k + 1)).
Дополнительные ограничения (4) перепишем так: α(k + 1) 6
S(k, tF (k)) 6 β(k + 1).

Задача нормирования выбросов загрязняющих веществ сво-
дится к задаче линейного программирования.

В (28) обозначим

− 1
Q(k, x)

dQ(k, x)
dx

− k

v(k)
= A(k, x).

В выражении (29) во втором слагаемом u(k) не зависит от y, z
поэтому u(k) вынесем за знак двойного интеграла и введем обо-
значение

P (k) =
1

M(k)
·
∫∫

M(k)
u(k) exp(f(k, y, z))/l(k)DyDz×

×erf(z1k)× erf(z2k)dydz.
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Тогда выражения (28)–(30) можно записать следующим образом:
dS(k, x)

dx
= A(k, x)S(k, x), x ∈ [x(k), x(k + 1)],(33)

S(k, x(k)) = S(k − 1, x(k)) + P (k)u(k),(34)

SI(x1) = SΦ.(35)
Учитывая, что второе слагаемое в (32) линейно относительно
u(k), обозначим

D(k + 1) = max
y,z∈M(k,xk(k+1))

[
1

(xk(k + 1)− x(k + 1))
√

DyDz

×

× exp(fk(k + 1)(y, z))/erf(zk(k + 1))× erf(z̄k(k + 1))

]

и представим его в виде D(k + 1)u(k + 1). Тогда из (32) получим

S̄(k + 1, xk(k + 1)) = S(k, x(k + 1)) + D(k + 1)u(k + 1),

а из (31) —
Q(k + 1, S(k)) = ПДК− S(k, x(k + 1))−(36)

−D(k + 1)u(k + 1) > 0.

Если задача нормирования выбросов загрязняющих веществ ре-
шается с условием соблюдения ПДК в створе достаточно полного
перемешивания, то условие (31) можно переписать:

Q(k + 1, S(k)) = ПДК− S(k, x(k + 1))− P (k + 1)u(k + 1) > 0,

где

P (k + 1) =
1

M(k + 1, x(k + 1) + l(k + 1))
×∫∫

M(k+1,x(k+1)+l(k+1))
exp(f(k + 1, y, z))/l(k + 1)

√
DyDz×

×erf(z(k + 1))× erf(z̄(k + 1))dydz.

На описанной модели проведены расчеты ПДС для источников
загрязнения на р. Селенге; исходная информация приведена в
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таблице 2 и 3. Результаты расчетов приведены в таблице 4. Рас-
четы проводились с условием соблюдения ПДК в контрольном
створе xk(k) = x(k) + l(k) где l(k) — длина зоны достаточного
перемешивания — принята равной 5 км.

Таблица 1. Гидрологическая информация
Гидрологический
пункт

Расстояние до ис-
точника, км

Расход года
95%-й обеспечен-
ности, м3/с

Наушки 0 18,2
Ново-Селенгинск 116 29,2
Мостовой 252 43,4
Кабанск 396 44,9

Таблица 2. Гидрохимическая информация

Загрязняющее
вещество

ПДК, мг/м3 Коэффициент
деструкции,
1/сут

Начальная
концентрация,
мг/м3

Фенол 0,001 0,5 0,0
СПАВ 0,1 0,6 0,0
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Таблица 3. Значения предельно допустимых веществ (лето)

Пункт сброса Расстояние от п. Наушки, км
ПДВ, кг/ч

Фенол СПАВ
Наушки 0 0,021 2,148

Селендума 100 0,038 3,853
Иволгинск 220 0,0768 7,724
Улан-Удэ 244 0,057 5,84
Татаурово 290 0,073 7,414

Селенгинск 344 0,0702 7,131
Кабанск 396 0,049 5,03

Заключение

Созданные на сегодня многочисленные модели взаимодей-
ствия человеческой деятельности и природной среды позволяют
разрабатывать на их основе математическими методами разнооб-
разные административные и экономические механизмы реализа-
ции стратегий устойчивого развития с учетом отношений различ-
ных агентов, принимающих решения. Среди них важное прак-
тическое значение имеет нормирование антропогенных воздей-
ствий на природные объекты, которое может быть использовано
как самостоятельно, так и в комбинации с другими механизмами
— экономическими (например, торговля квотами) и процедурами
согласования интересов.

Рассмотренный выше метод нормирования для дискретно-
непрерывных динамических систем может быть обобщен на бо-
лее сложные иерархические модели сетевой структуры. Об этом
говорит исследованная в [2] задача нормирования применительно
к модели бассейна реки как дерева операторов.
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МОДЕЛИРОВАНИЕ КОНКУРЕНТНОЙ
МАРШРУТИЗАЦИИ ЭКОЛОГИЧЕСКИ БЕЗОПАСНЫХ
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ТРАНСПОРТНОЙ СЕТИ

Захаров В. В.1 , Крылатов А. Ю.2

(Санкт-Петербургский государственный университет)

На сегодняшний день наблюдается серьезная нехватка методо-
логических инструментов поддержки принимаемых решений по
выделению на городской транспортной сети «зеленых» подсе-
тей и стимулированию водителей использовать более экологи-
чески безопасные автомобили. Настоящая статья посвящена
проблеме распределения двух видов транспортных потоков на
сети, включающей «зеленые» и «не-зеленые» маршруты. Прове-
ден анализ конкурентного сценария взаимодействия этих двух
групп транспортных средств на сети. Разработан метод выде-
ления «зеленых» маршрутов («зеленой» подсети), которые обес-
печивают «зеленым» автомобилям меньшее время перемещения
из районов отправления в районы прибытия при равновесном по
Вардропу и Нэшу распределениях потоков. Условия сбалансиро-
ванности «зеленой» подсети с параллельными маршрутами по-
лучены в явном виде.
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Введение

В современных крупных городах мира существует проблема
загрязнения воздуха. Большое количество промышленных объ-
ектов вкупе с огромным количеством плотно движущихся авто-
мобилей ежедневно производят колоссальные выбросы загрязня-
ющих веществ в атмосферу городов, что естественно влияет на
качество жизни людей. Согласно данным Федеральной службы
государственной статистики в России за последние 14 лет пере-
движные источники выбросили 41,9% от общего числа загряз-
няющих атмосферу веществ, из которых 15% составляет вклад
автомобильного транспорта (данные Всемирного банка). Евро-
пейское агентство окружающей среды [21] сообщает, что в 2010
году 17,5% всех парниковых газов, выброшенных в атмосферу,
поступило от автомобильного транспорта. При этом вклад легко-
вого транспорта в выбросах всего CO2 составляет 12% [23].

Динамика увеличения выбросов за счет автомобильного
транспорта неутешительна. В то время как выбросы CO2 стаци-
онарными источниками в Европе постоянно понижается с 1990
года [18], выбросы от автомобильного транспорта увеличились
на 23% между 1990 и 2009 годами [21]. В свою очередь, в США
27% всего объема парниковых газов выбрасывается личным авто-
мобильным транспортом, а если учитывать общественный транс-
порт, то их совокупный вклад составит 43% [28]. В одной из
крупнейших стран Южной Америки, Бразилии, на 2010 год вклад
в загрязнение воздуха со стороны промышленного сектора со-
ставил 29%, в то время как вклад автомобильного транспорта –
43% [12].

Многочисленные исследования, например [3–5, 10, 15], сви-
детельствуют о том, что выбор маршрута движения может ока-
зывать серьезное влияние на объем выбросов загрязняющих ве-
ществ и расход топлива во время ежедневных поездок. Более то-
го, вид транспорта (личный, общественный и т.п.) и время от-
правления также оказывают значительный эффект на объемы за-
грязняющих выбросов [16, 25]. Таким образом, эти исследова-
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ния говорят об актуальности изучения проблем маршрутизации
потоков с множеством различных групп участников движения в
контексте снижения объемов выбросов загрязняющих веществ в
атмосферу со стороны городского транспорта.

Развитие информационных и телекоммуникационных техно-
логий предоставляет пользователям транспортной сети возмож-
ность получать информацию о дорожных условиях и исполь-
зовать ее при выборе маршрута движения, времени отправле-
ния, вида транспорта и т.п. [8, 14, 20]. Исследования показыва-
ют, что маршруты движения, характеризующиеся минимальным
объемом выбросов загрязняющих веществ, не совпадают с марш-
рутами с минимальным временем движения [4, 19, 22, 32]. Немо-
нотонная зависимость между скоростью движения и объемами
загрязняющих выбросов порождают конфликт интересов водите-
ля при выборе режима вождения: стремиться к минимальному
времени движения или минимальным выбросам [4–6, 30]. Пове-
денческие модели принятия решения по выбору маршрутов дви-
жения качественно описаны в [5].

Согласно результатам, полученным в целом ряде исследо-
ваний, в процессе маршрутизации транспортных потоков также
следует учитывать уровень наклона дорожного полотна, который
оказывает серьезное влияние на объемы выбрасываемых транс-
портом загрязняющих веществ [9, 11, 29, 31]. Эксперимент с ис-
пользованием трех легковых автомобилей с бензиновыми дви-
гателями, описанный в [31], показал, что объем выбросов CO2

значительно зависит от рельефа. Так, на дороге с положитель-
ным уклоном > 5% выбросы на 40–60 % выше, чем на дороге с
отрицательным уклоном. В статье [9] показано, что объемы вы-
бросов загрязняющих веществ на плоской и на холмистой мест-
ностях могут отличаться на 15–20%. Поэтому выбирая оптималь-
ный маршрут движения, следует принимать во внимание, в том
числе, уровень наклона проезжей части альтернативных маршру-
тов. В [29] предложена методика оценки объемов выброса загряз-
няющих веществ с учетом уровня наклона автомобильной доро-
ги. Информацию предлагается собирать с помощью специальных
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LiDAR-GIS-систем и формировать на ее основе Цифровые карты
местности (DTM).

В настоящей работе нас интересуют вопросы, связанные с
разработкой мер по стимулированию водителей к переходу на
экологически дружелюбные автомобили посредством выделения
для их движения специальных маршрутов на транспортной сети.
Основным исследовательским вопросом является вопрос о том,
какое количество маршрутов необходимо выделить под движение
исключительно экологически дружелюбных автомобилей, чтобы

• водители были заинтересованы в использовании таких ав-
томобилей,

• такие маршруты не оказались не востребованными.

В литературе встречаются разные определения термина «зе-
леный автомобиль», однако, в целом, экологически дружелюб-
ные автомобили можно разделить на два вида: «абсолютно зе-
леные автомобили» и «автомобили с низким уровнем загрязне-
ния» [17]. Абсолютно зеленые автомобили – это автомобили с ну-
левыми выбросами парниковых газов, например, использующие
в качестве топлива воду или энергию солнца. Электрические ав-
томобили можно называть абсолютно зелеными только в том слу-
чае, если электричество получается из возобновляемых источни-
ков энергии. Автомобили, использующие био-дизель, природный
газ и т.п., являются автомобилями с низким уровнем загрязне-
ния [26]. Следуя такой классификации, можно выделять четыре
типа автомобилей: 1) автомобили с высоким уровнем загрязне-
ния; 2) автомобили со средним уровнем загрязнения; 3) автомо-
били с низким уровнем загрязнения; 4) автомобили с нулевым
уровнем загрязнения. В настоящей главе под зелеными автомо-
билями мы будем понимать автомобили с низким и нулевым уров-
нями загрязнения, в то время как под не-зелеными автомобилями
– все остальные.

При исследовании проблемы распределения потоков авто-
мобилей разных типов мы будем рассматривать ряд теоретико-
игровых моделей так называемой «зеленой» маршрутизации. В
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первом параграфе будет рассмотрена задача выделения транс-
портной подсети для движения исключительно зеленых автомо-
билей. Во втором параграфе будут выписаны правила распреде-
ления транспортных потоков в условиях выделенных маршру-
тов для движения зеленых автомобилей. В третьем параграфе бу-
дет рассмотрена задача поиска оптимального множества зеленых
маршрутов в условиях конкурентной маршрутизации транспорт-
ных потоков с множеством групп участников движения. Четвер-
тый параграф будет посвящен правилам распределения транс-
портных потоков в условиях конкурентной маршрутизации при
появлении выделенных маршрутов для движения зеленых авто-
мобилей. Заключению будет отведен последний параграф.

1. Выделение маршрутов для движения экологически
безопасных транспортных потоков

Администрации крупных городов заинтересованы в появле-
нии экологически безопасных автомобилей на улично-дорожной
сети, так как это способно снизить уровень выделяемых транс-
портными потоками парниковых газов. В связи с этим, необхо-
димо разработать меры для мотивации водителей пересаживать-
ся на зеленые автомобили. Одной из мотивационных мер такого
характера может быть выделение специальных маршрутов, до-
ступных только для движения экологически безопасных автомо-
билей. Вопрос заключается в том, каким образом обеспечить зе-
леные автомобили достаточно привлекательными условиями для
движения. В силу того, что администрация обладает информаци-
ей о текущем количестве экологически безопасных автомобилей,
поставленный вопрос может быть сформулирован количествен-
но. Какое количество маршрутов следует выделить для движения
только зеленых автомобилей (будем называть такие маршруты
зелеными маршрутами в противоположность не-зеленым марш-
рутам). В самом деле, с одной стороны, если зеленые марш-
руты загружены только частично, а не-зеленые – перегружены,
то транспортная сеть является несбалансированной [7]. С дру-
гой стороны, если зеленые маршруты могут быть перегружены
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потоком имеющихся на сети экологически дружелюбных автомо-
билей, то использование таких автомобилей не будет представ-
ляться привлекательной альтернативой для водителей. Таким об-
разом, необходимо найти условия, гарантирующие хорошо сба-
лансированное использование зеленых и не-зеленых маршрутов
транспортной сети. Настоящий параграф посвящен поиску этих
условий.

1.1. ТРАНСПОРТНАЯ СЕТЬ ИЗ ПАРАЛЛЕЛЬНЫХ КАНАЛОВ
В настоящем пункте мы собираемся рассмотреть сеть, состо-

ящую из одного района отправления и одного района прибытия.
Будем предполагать, что имеются только параллельные маршру-
ты (непересекающиеся) между районами отправления-прибытия.
При этом некоторые из этих параллельных маршрутов объявля-
ются зелеными, другие – не-зелеными. Считаем, что по зеленым
маршрутам могут двигаться только зеленые автомобили, а по не-
зеленым – как зеленые, так и не-зеленые.

Рассмотрим транспортную сеть, представленную ориентиро-
ванным графом с одной парой районов отправления-прибытия и
n параллельными дугами. Каждая дуга ассоциируется с маршру-
том из района отправления в район прибытия. Будем использо-
вать следующие обозначения: N = {1, . . . , n} – множество номе-
ров всех маршрутов; N1 = {1, . . . , n1} – множество номеров зеле-
ных маршрутов; N2 = {n1 +1, . . . , n2 = n} – множество номеров
не-зеленых маршрутов; G – количество зеленых автомобилей на
транспортной сети; F – количество не-зеленых автомобилей на
транспортной сети; gi – транспортный поток зеленых автомоби-
лей по маршруту i, i = 1, n, g = (g1, . . . , gn); fi – транспортный
поток не-зеленых автомобилей по маршруту i, i = n1 + 1, n2,
f = (fn1+1, . . . , fn); t0i – время свободного движения по маршру-
ту i, i = 1, n; ci – пропускная способность маршрута i, i = 1, n;

ti(fi) = t0i

(
1 + fi

ci

)
– время движения потока fi по загруженному

маршруту i, i = 1, n. Мы моделируем время движения с помо-
щью линейной BPR-функции задержки [27].

Проблема состоит в том, чтобы определить условия, гаран-
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тирующие: 1) ситуацию конкурентного равновесия Вардропа на
всей транспортной сети; 2) использование зеленых маршрутов
только экологически дружелюбными автомобилями; 3) эффек-
тивное использование инфраструктурных мощностей транспорт-
ной сети: все выделенные зеленые маршруты востребованы. Дей-
ствительно, наличие ситуации конкурентного равновесия Вар-
дропа на транспортной сети соответствует тому, что время дви-
жения всех автомобилей между фиксированной парой районов
отправления-прибытия одинаково [24]. Это значит, что исполь-
зование экологически безопасных автомобилей привлекательно
до тех пор, пока движение по выделенным зеленым маршрутам
меньше или равно времени движения всех остальных автомоби-
лей. Математически такая задача выражается следующей опти-
мизационной программой:

(1)

min
g,f

z(g, f) = min
g,f

[
n1∑
i=1

∫ gi

0
ti(u)du +

n2∑
i=n1+1

∫ gi+fi

0
ti(u)du

]
при ограничениях

(2)
n∑

i=1

gi = G,

(3)
n∑

i=n1+1

fi = F,

(4) gi > 0 ∀i = 1, n,

(5) fi > 0 ∀i = n1 + 1, n2.

Неизвестными переменными задачи (1)–(5) являются транс-
портные потоки через все доступные маршруты (как зеленые, так
и не-зеленые) для каждого фиксированного значения n1. В общем
случае решение такой задачи требует сложных вычислительных
процедур. Однако можно упростить эту задачу, найдя граничное
значение n1, которое может быть оценено напрямую. В самом
деле, граничное значение n1 соответствует ситуации, когда все
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экологически безопасные автомобили используют только зеле-
ные маршруты и их время движения меньше или равно време-
ни движения остальных автомобилей, использующих не-зеленые
маршруты.

Прежде всего необходимо отметить, что решение задачи (1)–
(5) может содержать маршруты с нулевыми потоками в ситуации
конкурентного равновесия Вардропа (если ∃i = 1, n : gi = 0
и fi = 0). Подобная проблема может возникнуть, когда началь-
ное множество возможных маршрутов плохо определено. Мы бу-
дем рассматривать случай хорошо сбалансированного начального
множества маршрутов или множества, состоящего из полностью
востребованных маршрутов. Таким образом, необходимо опреде-
лить условия, при которых начальное множество маршрутов яв-
ляется полностью востребованным. В то же время зеленые марш-
руты должны обеспечить зеленые автомобили меньшим време-
нем движения между районами отправления-прибытия. В связи с
этим введем следующее

Определение 1. Значение n1 называется оптимальным то-
гда и только тогда, когда:

• время движения зеленых автомобилей по зеленым маршру-
там меньше или равно времени движения транспортного
потока по не-зеленым маршрутам;

• все зеленые маршруты востребованы (когда все зеленые
автомобили двигаются только по зеленым маршрутам).

Без умаления общности, будем считать, что когда n1 опреде-
лено, маршруты пронумерованы следующим образом:
(6) t01 6 . . . 6 t0n1

и t0n1+1 6 . . . 6 t0n2
.

Лемма 1. Предположим, что все зеленые автомобили G ис-
пользуют только имеющиеся зеленые маршруты. Каждый зе-
леный маршрут из множества n1 маршрутов востребован для
движения тогда и только тогда, когда

(7) G >

n1∑
i=1

ci

(
t0n1

t0i
− 1
)

,
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и каждый не-зеленый маршрут из множества |n2 −n1| маршру-
тов востребован для движения тогда и только тогда, когда

(8) F >

n2∑
i=n1+1

ci

(
t0n2

t0i
− 1
)

.

Доказательство. Если все зеленые автомобили используют
только зеленые маршруты для движения, оптимизационная про-
блема (1)–(5) может быть рассмотрена в виде двух независимых
задач:
1) для зеленых автомобилей:

(9) min
g

z1(g) = min
g

n1∑
i=1

∫ gi

0
ti(u)du

при ограничениях

(10)
n1∑
i=1

gi = G,

(11) gi > 0 ∀i = 1, n1,

(12) gi = 0 ∀i = n1 + 1, n2.

2) для не-зеленых автомобилей:

(13) min
f

z2(f) = min
f

n2∑
i=n1+1

∫ fi

0
ti(u)du

при ограничениях

(14)
n2∑

i=n1+1

fi = F,

(15) fi > 0 ∀i = n1 + 1, n2.

Рассмотрим Лагранжиан задачи (9)–(12)

L1 =
n1∑
i=1

∫ gi

0
ti(u)du + ω1

(
G−

n1∑
i=1

gi

)
+

n1∑
i=1

ηigi
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и продифференцируем его:

∂L1

∂gi
= ti(gi)− ω1 + ηi = 0,

где ω1 > 0 и ηi > 0 для i = 1, n1 – множители Лагранжа. Благо-
даря условиям Куна–Таккера, имеем

(16) ti(gi)
{

= ω1 при gi > 0,
6 ω1 при gi = 0,

для i = 1, n1.
Выполнение неравенства gi > 0 для i = 1, n1 означает,

что каждый зеленый маршрут из множества n1 маршрутов вос-

требован. Согласно (16), если gi > 0, то t0i

(
1 + gi

ci

)
= ω1 и

gi =
(

ω1

t0i
− 1
)

ci > 0 для i = 1, n1. Следовательно, ω1 > t0i

для i = 1, n1 и, согласно (6), ω1 > t0n1
. Таким образом, получаем

G =
n1∑
i=1

gi =
n1∑
i=1

(
ω1

t0i
− 1
)

ci >

n1∑
i=1

(
t0n1

t0i
− 1
)

ci.

Задача (13)–(15) может быть исследована аналогичным об-
разом, что приведет к получению (8).

Лемма 1 дает первое правило определения оптимального n1.
Если неравенство (7) выполняется, то все зеленые маршруты бу-
дут востребованы, когда все имеющиеся на сети экологически
дружелюбные автомобили используют только зеленые маршру-
ты для движения. Одновременное выполнение условий (7), (8)
означает, что транспортная сеть является полностью загружен-
ной – все маршруты востребованы. В то же время условие (7) не
гарантирует, что все экологически дружелюбные автомобили бу-
дут использовать только зеленые маршруты для движения. Что-
бы побудить зеленые автомобили использовать только зеленые
маршруты, лицо, принимающее решение, должно создать такие
условия, что для водителей будет предпочтительней двигаться по
зеленой подсети.
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Теорема 1. Предположим, что начальное множество
маршрутов полностью востребовано имеющимися транс-
портными потоками G и F . Поток зеленых автомобилей G
использует только зеленые маршруты тогда и только тогда,
когда

(17)
G +

∑n1
i=1 ci∑n1

i=1
ci

t0i

6
F +

∑n2
i=n1+1 ci∑n2

i=n1+1
ci

t0i

.

Доказательство. Если все зеленые автомобили используют
только зеленые маршруты, оптимизационная задача (1)–(5) мо-
жет быть рассмотрена в виде двух независимых задач (9)–(12)

и (13)–(15). Благодаря (16), получаем
∑n1

i=1

(
ω1

t0i
− 1
)

ci = G и,
следовательно,

ω1 =
G +

∑n1
i=1 ci∑n1

i=1
ci

t0i

.

Согласно (16):

(18) ti(gi) =
G +

∑n1
i=1 ci∑n1

i=1
ci

t0i

при gi > 0,

а так как n1 определено таким образом, что все зеленые марш-
руты востребованы, уравнение (18) справедливо для i = 1, n1.
Таким образом, (18) определяет время движения любого автомо-
биля из потока зеленых автомобилей.

Аналогично можно доказать для (13)–(15), что

(19) ti(fi) =
F +

∑n2
i=n1+1 ci∑n2

i=n1+1
ci

t0i

при fi > 0,

для i = n1 + 1, n2. Выражение (19) определяет время движения
любого автомобиля из потока не-зеленых автомобилей. Следо-
вательно, неравенство (17) утверждает, что для любого зеленого
автомобиля выгодней ехать (в смысле времени движения) по зе-
леным маршрутам.

Теорема 1 дает второе правило определения оптимального
n1. Действительно, если администрация предоставит экологиче-
ски безопасным автомобилям такое количество маршрутов, что
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условие (17) будет выполнено, то водители смогут почувствовать
главное из возможных преимуществ от использования особого
типа автомобилей – меньшее время движения.

1.2. ТРАНСПОРТНАЯ СЕТЬ ПРОИЗВОЛЬНОЙ ТОПОЛОГИИ
Рассмотрим сеть, представленную ориентированным графом

G, включающим множество последовательно пронумерованных
узлов N и множество последовательно пронумерованных дуг A.
Пусть R задает множество районов отправления, а S – районов
прибытия (R ∩ S = ∅). Введем следующие обозначения: Krs –
множество возможных маршрутов между районами отправления
r и прибытия s; Krs

1 – множество зеленых маршрутов, Krs
1 ⊂

Krs; Krs
2 – множество не-зеленых маршрутов, Krs

2 ⊂ Krs; Krs
1 ∩

Krs
2 = ∅ и Krs

1 ∪ Krs
2 = Krs; Grs и F rs – транспортный спрос

зеленых и не-зеленых автомобилей между районами отправления
r и прибытия s соответственно; grs

k при k ∈ Krs – поток зеленых
автомобилей по маршруту k, g = {grs

k }r,s
k∈Krs ; f rs

k при k ∈ Krs
2 –

поток не-зеленых автомобилей по маршруту k, f = {f rs
k }r,s

k∈Krs
2

;

xa – транспортный поток по дуге a ∈ A, x = (. . . , xa, . . .); ca –
пропускная способность дуги a ∈ A; ta(xa) – время движения
по загруженной дуге a ∈ A; δrs

a,k – индикатор: δrs
a,k = 1 если дуга

a «входит» в маршрут k между районами r и s, и δrs
a,k = 0 в

противном случае.
В веденных обозначениях, проблема (1)–(5) может быть пе-

реформулирована для сети произвольной топологии:

(20) min
x

Z(x) = min
x

∑
a∈A

∫ xa

0
ta(u)du

при ограничениях

(21)
∑

k∈Krs

grs
k = Grs ∀r, s,

(22)
∑

k∈Krs
2

f rs
k = F rs ∀r, s,

(23) grs
k > 0 ∀k ∈ Krs, r, s,
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(24) f rs
k > 0 ∀k ∈ Krs

2 , r, s,

при условии

(25) xa =
∑

r

∑
s

∑
k∈Krs

1

grs
k δrs

a,k +
∑

r

∑
s

∑
k∈Krs

2

(grs
k + f rs

k ) δrs
a,k.

Неизвестными переменными в оптимизационной программе
(20)–(25) являются значения транспортных потоков по доступ-
ным маршрутам (как по зеленым, так и по не-зеленым). Наибо-
лее важным моментом в сформулированной задаче является то,
что ее решение зависит от множества зеленых маршрутов – зе-
леной подсети. Для того чтобы найти оптимальное решение по-
ставленной проблемы, мы можем рассматривать множество зе-
леных маршрутов как параметр, которым управляет администра-
ция. Таким образом, в действительности мы имеем двухуровне-
вую систему управления. Распределение зеленых автомобилей
должно учитывать оптимальную реакцию водителей зеленых и
не-зеленых автомобилей, основанную на концепции конкурент-
ного равновесия Вардропа.

В предыдущем подпункте мы задали процедуру, которая поз-
волит поддерживать процесс принятия решений в сфере задания
зеленых маршрутов. В самом деле, главным критерием для ли-
ца, принимающего решение, когда оно собирается предоставить
часть общих маршрутов для пользования только одному виду
транспорта (например, зеленым автомобилям), является эффек-
тивность использования пропускной способности транспортной
сети. Разработанный метод позволяет нам находить такое множе-
ство зеленых маршрутов, что:

• время движения любого количества зеленых автомобилей
(от нулевого потока до всех имеющихся на сети зеленых ав-
томобилей), использующих для движения зеленые маршру-
ты, меньше или равно времени движения остального транс-
портного потока из района отправления в район прибытия;

• если все зеленые автомобили будут использовать только зе-
леные маршруты для движения, то ни один зеленый марш-
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рут не будет не востребован (отсутствует переизбыток зе-
леных маршрутов).

Первое условие гарантирует такое абсолютное преимуще-
ство как меньшее время движения для зеленых автомобилей, ко-
торые используют зеленые маршруты. Второе условие утвержда-
ет, что транспортная сеть используется эффективно. Одновремен-
ное выполнение этих двух условий, с одной стороны, мотивирует
водителей использовать зеленые автомобили, с другой стороны,
гарантирует эффективное (нерасточительное) использование про-
пускной способности транспортной сети.

В связи с этим, по аналогии с Теоремой 1, можно сформули-
ровать следующее

Утверждение 1. Предположим, что все зеленые автомоби-
ли используют только зеленые маршруты, которые являются
полностью востребованными. Поток зеленых автомобилей Grs

∀r, s использует только зеленые маршруты тогда и только то-
гда, когда

∑
a∈Ak1

ta(xa) 6
∑

a∈Ak2

ta(xa) ∀k1 ∈ Krs
1 , k2 ∈ Krs

2 , r, s,

где Ak – множество дуг, входящих в состав маршрута k ∈ Krs

∀r, s.
Таким образом, исследование простой транспортной сети из

параллельных маршрутов позволяет нам разработать метод, со-
стоящий из следующей процедуры:

1) Задаем начальное множество возможных маршрутов как
полностью востребованное.

2) Задаем множество зеленых маршрутов таким образом, что-
бы предоставить зеленым автомобилям меньшее время дви-
жения по сравнению со всем остальным транспортным по-
током.
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Применим такой подход к сети произвольной топологии.
Прежде всего, мы можем оценить граничное состояние множе-
ства Krs

1 . Граничное состояние множества Krs
1 соответствует си-

туации, когда все зеленые автомобили используют только зеле-
ные маршруты и их время движения меньше или равно време-
ни движения не-зеленых автомобилей, использующих не-зеленые
маршруты. В таком случае можем рассмотреть задачу (20)–(25) в
виду двух независимых задач:
1) для зеленых автомобилей:

(26) min
x

Z1(x) = min
x

∑
a∈A

∫ xa

0
ta(u)du

при ограничениях

(27)
∑

k∈Krs
1

grs
k = Grs ∀r, s,

(28) grs
k > 0 ∀k ∈ Krs

1 , r, s,

(29) grs
k = 0 ∀k ∈ Krs

2 , r, s,

при условии

(30) xa =
∑

r

∑
s

∑
k∈Krs

1

grs
k δrs

a,k,

2) для не-зеленых автомобилей:

(31) min
x

Z2(x) = min
x

∑
a∈A

∫ xa

0
ta(u)du

при ограничениях

(32)
∑

k∈Krs
2

f rs
k = F rs ∀r, s,

(33) f rs
k > 0 ∀k ∈ Krs

2 , r, s,

при условии

(34) xa =
∑

r

∑
s

∑
k∈Krs

2

f rs
k δrs

a,k.

199



Управление большими системами. Специальный выпуск 55

Оптимизационные задачи (26)–(30) и (31)–(34) являются
обычными задачами нахождения конкурентного равновесия на
сети [24]. К сожалению, для сети произвольной топологии невоз-
можно получить аналитические условия, подобные условиям, по-
лученным для сети из параллельных каналов. Однако сегодня су-
ществует множество методов решения такой задачи. Впервые для
этих целей был использован алгоритм Франка–Вульфа [13].Таким
образом, лицо, принимающее решение, можем найти оптималь-
ную зеленую подсеть, выполняя следующие действия:

1) Задать начальное множество зеленых маршрутов Krs
1 для

каждой пары районов отправления-прибытия.

2) Решить задачи (26)–(30) и (31)–(34), используя существую-
щие инструменты и методы.

3) Определить, является ли время движения зеленых автомо-
билей, двигающихся по зеленой подсети, меньшим или рав-
ным времени движения остального транспортного потока.

4) Определить, являются ли все зеленые маршруты востребо-
ванными в случае, когда все зеленые автомобили двигаются
по зеленой подсети.

5) Если п. 3 и 4 не выполняются, то возвращаемся к п. 1. В
противном случае оптимальная зеленая подсеть найдена.

Следует отметить, что определение зеленой подсети на се-
ти произвольной топологии является довольно сложной вычис-
лительной задачей. Для того чтобы решить задачи (26)–(30) и
(31)–(34), необходимо использовать специальные информацион-
ные технологии со специфическим программным обеспечением.
В то же время, иногда лицу, принимающему решение, требуются
только оценки, а не абсолютно точные значения. В таком слу-
чае полученные в предыдущем подпункте условия могут быть
удобным инструментом поддержки процесса принятия решений,
в том числе и на сети общей топологии.
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2. Конкурентное равновесие Вардропа на сети с
выделенными маршрутами для движения
экологически безопасных транспортных потоков

В предыдущем параграфе мы получили условия определения
числа зеленых маршрутов, которые необходимо выделить на сети
для стимулирования водителей использовать экологически без-
опасные автомобили. Теперь мы можем выписать условия конку-
рентного равновесия Вардропа на сети с выделенными маршру-
тами для движения зеленых автомобилей.

2.1. ТРАНСПОРТНАЯ СЕТЬ ИЗ ПАРАЛЛЕЛЬНЫХ КАНАЛОВ
Теорема 2. Предположим, что все маршруты являются

полностью востребованными:

G >

n1∑
i=1

ci

(
t0n1

t0i
− 1
)

и F >

n2∑
i=n1+1

ci

(
t0n2

t0i
− 1
)

.

В таком случае распределение транспортных потоков зеле-
ных и не-зеленых автомобилей на сети из параллельных каналов
является ситуацией конкурентного равновесия Вардропа (g∗, f∗)
тогда и только тогда, когда
1) если n1 таково, что

G +
∑n1

i=1 ci∑n1
i=1

ci

t0i

6
F +

∑n2
i=n1+1 ci∑n2

i=n1+1
ci

t0i

,

то

g∗i =
ci

t0i

G +
∑n1

s=1 cs∑n1
s=1

cs
t0s

− ci для i = 1, n1,

f∗i =
ci

t0i

F +
∑n2

s=n1+1 cs∑n2
s=n1+1

cs
t0s

− ci для i = n1 + 1, n2;

2) если n1 таково, что

G +
∑n1

i=1 ci∑n1
i=1

ci

t0i

>
F +

∑n2
i=n1+1 ci∑n2

i=n1+1
ci

t0i

,
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то

g∗i =
ci

t0i

G1 +
∑n1

s=1 cs∑n1
s=1

cs
t0s

− ci для i = 1, n1,

g∗i + f∗i =
ci

t0i

G2 + F +
∑n2

s=n1+1 cs∑n2
s=n1+1

cs
t0s

− ci для i = n1 + 1, n2,

где G1 + G2 = G и

G1 +
∑n1

i=1 ci∑n1
i=1

ci

t0i

=
F + G2 +

∑n2
i=n1+1 ci∑n2

i=n1+1
ci

t0i

.

Доказательство. Вынесенные утверждения напрямую сле-
дуют из теоремы 1 и теоремы из [2].

2.2. ТРАНСПОРТНАЯ СЕТЬ ПРОИЗВОЛЬНОЙ ТОПОЛОГИИ
По аналогии с теоремой 2 можно сформулировать следую-

щее
Утверждение 2. Предположим, что все маршруты являют-

ся полностью востребованными:

grs
k > 0 ∀k ∈ Krs

1 и (grs
k + f rs

k ) > 0 ∀k ∈ Krs
2 ∀r, s.

В таком случае распределение транспортных потоков на
сети произвольной топологии является ситуацией конкурентно-
го равновесия Вардропа (g∗, f∗) тогда и только тогда, когда
1) если Krs

1 таково, что∑
a∈Ak1

ta(xa) 6
∑

a∈Ak2

ta(xa) ∀k1 ∈ Krs
1 , k2 ∈ Krs

2 , r, s,

то

• grs
k
∗ определяется как решение задачи (26)–(30),

• f rs
k
∗ определяется как решение задачи (31)–(34);
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2) если Krs
1 таково, что∑

a∈Ak1

ta(xa) >
∑

a∈Ak2

ta(xa) ∀k1 ∈ Krs
1 , k2 ∈ Krs

2 , r, s,

то

• grs
k
∗ при k ∈ Krs

1 определяется как решение задачи

min
x

Z1(x) = min
x

∑
a∈A

∫ xa

0
ta(u)du

при ограничениях

∑
k∈Krs

grs
k = Grs

1 ∀r, s,

grs
k > 0 ∀k ∈ Krs

1 , r, s,

при условии
xa =

∑
r

∑
s

∑
k∈Krs

1

grs
k δrs

a,k,

• (grs
k
∗ + f rs

k
∗) определяется как решение задачи

min
x

Z2(x) = min
x

∑
a∈A

∫ xa

0
ta(u)du

при ограничениях

∑
k∈Krs

2

(grs
k + f rs

k ) = Grs
2 + F rs ∀r, s,

(grs
k + f rs

k ) > 0 ∀k ∈ Krs, r, s,
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при условии

xa =
∑

r

∑
s

∑
k∈Krs

2

(grs
k + f rs

k ) δrs
a,k,

где Grs
1 + Grs

2 = Grs, а Grs
1 и Grs

2 + F – такие потоки
автомобилей по зеленым и не-зеленым маршрутам соот-
ветственно, что

∑
a∈Ak1

ta(xa) =
∑

a∈Ak2

ta(xa) ∀k1 ∈ Krs
1 , k2 ∈ Krs

2 , r, s.

3. Выделение маршрутов для движения экологически
безопасных транспортных потоков в условиях
конкурентной маршрутизации

Как отмечалось в параграфе 2, администрация крупного го-
рода заинтересована в появлении экологически безопасных ав-
томобилей на улично-дорожной сети, так как это позволит сни-
зить уровень выделяемых транспортными потоками парниковых
газов. В связи с чем необходимо разработать меры по мотиви-
рованию водителей пересаживаться на экологически безопасные
автомобили. Одной из мотивационных мер такого характера мо-
жет быть выделение специальных маршрутов, доступных только
для движения экологически безопасных автомобилей. Вопрос за-
ключается в том, какое количество маршрутов следует выделить
для движения только экологически безопасных автомобилей. В то
же время, на сегодняшний момент на транспортной сети совре-
менных крупных городов появляется все больше конкурирующих
между собой групп пользователей. Учитывая взаимное влияние
этих групп, необходимо найти условия, гарантирующие сбалан-
сированное использование транспортной сети с выделенными на
ней зелеными маршрутами. Настоящий параграф посвящен по-
иску этих условий.
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3.1. ТРАНСПОРТНАЯ СЕТЬ ИЗ ПАРАЛЛЕЛЬНЫХ КАНАЛОВ
Рассмотрим транспортную сеть, представленную ориентиро-

ванным графом, состоящим из одной пары исток-сток (районы
отправления-прибытия) и n параллельных маршрутов. Мы счи-
таем, что на данной сети имеются выделенные зеленые марш-
руты (для движения только зеленых автомобилей) и не-зеленые
маршруты (для движения как зеленых, так и не-зеленых автомо-
билей). Введем следующие обозначения: N = {1, . . . , n} – мно-
жество номеров всех маршрутов; N1 = {1, . . . , n1} – множество
номеров зеленых маршрутов; N2 = {n1 + 1, . . . , n2 = n} – мно-
жество номеров не-зеленых маршрутов; M = {1, . . . ,m} – мно-
жество групп пользователей (ГП) транспортной сети, j ∈ M ; Gj

– количество зеленых автомобилей в ГП j, G =
∑m

j=1 Gj ; F j

– количество не-зеленых автомобилей в ГП j, F =
∑m

j=1 F j ;

gj
i при i = 1, n – транспортный поток зеленых автомобилей

j-й ГП по маршруту i; f j
i при i = n1 + 1, n2 – транспорт-

ный поток не-зеленых автомобилей j-й ГП по маршруту i;
gj = (gj

1, . . . , g
j
n) и f j = (f j

n1+1, . . . , f
j
n2), а g = (g1, . . . , gm),

f = (f1, . . . , fm) и g−j = (g1, . . . , gj−1, gj+1, . . . , gm), f−j =
(f1, . . . , f j−1, f j+1, . . . , fm); t0i и ci – время свободного движе-
ния и пропускная способность маршрута i; Fi – транспортный

поток по маршруту i; ti(Fi) = t0i

(
1 + Fi

ci

)
– время движения по

загруженному маршруту i. Мы моделируем время движения с по-
мощью линейной BPR-функции задержки [27].

Каждая ГП стремится минимизировать время движения сво-
их пользователей:

(35)

min
gj ,fj

zj(g, f) = min
gj ,fj

[
n1∑
i=1

ti (Fi) gj
i +

n2∑
i=n1+1

ti (Fi)
(
gj
i + f j

i

)]
∀j ∈ M , при ограничениях

(36)
n∑

i=1

gj
i = Gj ∀j ∈ M,

205



Управление большими системами. Специальный выпуск 55

(37)
n∑

i=n1+1

f j
i = F j ∀j ∈ M,

(38) gj
i > 0 ∀j ∈ M, i = 1, n,

(39) f j
i > 0 ∀j ∈ M, i = n1 + 1, n2.

Таким образом, можно рассмотреть бескоалиционную игру
Γm

(
M, {Gj ,Fj}j∈M , {Hj}j∈M

)
, где {Gj ,Fj}j∈M – множество

стратегий (gj , f j), удовлетворяющих ограничениям (36)–(39), а
Hj(g, f) = −zj(g, f) ∀j ∈ M . Равновесие по Нэшу в игре Γm

достигается реализацией таких стратегий (g∗, f∗), что

Hj (g∗, f∗) > Hj

(
gj , f j , g−j∗, f−j∗

)
∀j ∈ M.

Конкурентные отношения между различными группами
пользователей приводят к их взаимному влиянию на время пе-
редвижения, и этот факт адресует нас к проблеме поиска равно-
весия по Нэшу. Здесь следует отметить, что процесс нахождения
равновесия по Нэшу, когда поведение каждой ГП моделируется
оптимизационной программой (35)–(39), представляется доволь-
но сложной проблемой. В то же время, граничное значение n1

может быть оценено напрямую. В самом деле, граничное зна-
чение n1 соответствует ситуации, когда все зеленые автомобили
распределяются только по зеленым маршрутам и время их дви-
жения меньше или равно времени движения не-зеленых автомо-
билей, распределяемых по не-зеленым маршрутам. Далее под оп-
тимальным n1 будем понимать значение, заданное в определении
1.

Без умаления общности будем считать, что когда n1 опреде-
лено, маршруты пронумерованы следующим образом:

(40) t01 6 . . . 6 t0n1
и t0n1+1 6 . . . 6 t0n2

.

Лемма 2. Предположим, что все экологически дружелюб-
ные автомобили Gj ∀j ∈ M используют только имеющиеся зе-
леные маршруты. Каждый зеленый маршрут из множества n1
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маршрутов востребован для движения тогда и только тогда,
когда

(41) Gj >
1

m + 1

n1∑
i=1

ci

(
t0n1

t0i
− 1
)

∀j ∈ M,

и каждый не-зеленый маршрут из множества |n2 −n1| маршру-
тов востребован для движения тогда и только тогда, когда

(42) F j >
1

m + 1

n2∑
i=n1+1

ci

(
t0n2

t0i
− 1
)

∀j ∈ M.

Доказательство. Если все экологически дружелюбные ав-
томобили используют только зеленые маршруты для движения,
оптимизационная проблема (35)–(39) может быть рассмотрена в
виде двух независимых задач:
1) для зеленых автомобилей:

(43) min
gj

zj
1(g) = min

gj

n1∑
i=1

ti(Fi)g
j
i ∀j ∈ M

при ограничениях

(44)
n1∑
i=1

gj
i = Gj ∀j ∈ M,

(45) gj
i > 0 ∀j ∈ M, i = 1, n1,

(46) gj
i = 0 ∀j ∈ M, i = n1 + 1, n2;

2) для не-зеленых автомобилей:

(47) min
fj

zj
2(f) = min

fj

n2∑
i=n1+1

ti(Fi)f
j
i ∀j ∈ M

при ограничениях

(48)
n2∑

i=n1+1

f j
i = F j ∀j ∈ M,
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(49) f j
i > 0 ∀j ∈ M, i = n1 + 1, n2.

Согласно теореме 1 из [1], для задач (43)–(46) и (47)–(49) все
маршруты – ненулевые тогда и только тогда, когда выполняются
условия (41) и (42) соответственно.

Лемма 2 дает первое правило нахождения оптимального чис-
ла зеленых маршрутов в случае множества групп участников дви-
жения. Если неравенство (41) выполняется, то все зеленые марш-
руты будут востребованы, когда все имеющиеся на сети эколо-
гически дружелюбные автомобили используют только зеленые
маршруты для движения. Одновременное выполнение условий
(41), (42) означает, что транспортная сеть является полностью
загруженной – все маршруты востребованы. В то же время, усло-
вие (41) не гарантирует, что все экологически дружелюбные ав-
томобили будут использовать только зеленые маршруты для дви-
жения. Чтобы побудить зеленые автомобили использовать толь-
ко зеленые маршруты, лицо, принимающее решение, должно со-
здать такие условия, что для водителей будет предпочтительней
двигаться по зеленой подсети.

Теорема 3. Предположим, что начальное множество
маршрутов полностью востребовано имеющимися транс-
портными потоками G и F . Поток зеленых автомобилей G
использует только зеленые маршруты тогда и только тогда,
когда

n1∑
i=1

[
t0i

m + 1
+ Ψ(G, m)

] [
ci

t0i
Ψ(Gj , 1)− ci

m + 1

]
6

6
n2∑

i=n1+1

[
t0i

m + 1
+ Φ(F,m)

] [
ci

t0i
Φ(F j , 1)− ci

m + 1

]
∀j ∈ M,(50)

где

(51) Ψ(x, y) =
x + y

m+1

∑n1
r=1 cr∑n1

r=1
cr
t0r

,
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(52) Φ(x, y) =
x + y

m+1

∑n2
r=n1+1 cr∑n2

r=n1+1
cr
t0r

.

Доказательство. Согласно [1], при выполнении условий
(41), (42) оптимальное распределение транспортных потоков
(g∗, f∗) можно выразить в явном виде. Если подставить полу-
ченные в явном виде g∗ и f∗ в функционалы (43) и (47) соответ-
ственно, то получим левую и правую части формулы (50). При-
чем левая часть будет характеризовать время движения потока
зеленых автомобилей j-й ГП по зеленым маршрутам, а правая
часть – время движения потока не-зеленых автомобилей j-й ГП
по не-зеленым маршрутам.

Теорема 3 дает второе правило нахождения оптимального
числа зеленых маршрутов в случае множества групп участников
движения. В самом деле, если администрация выделит такое ко-
личество зеленых маршрутов, что условие (50) выполняется, то
для любой группы пользователей будет предпочтительней напра-
вить зеленые автомобили по зеленым маршрутам. В этом случае
не-зеленые автомобили увидят, что зеленые автомобили имеют
меньшее время движения из района отправления в район при-
бытия. Данное обстоятельство послужит лучшей мотивацией для
водителей к использованию экологически безопасных транспорт-
ных средств. В свою очередь условия (41), (42) гарантируют пол-
ную востребованность всех выделенных зеленых и не-зеленых
маршрутов.

3.2. ТРАНСПОРТНАЯ СЕТЬ ПРОИЗВОЛЬНОЙ ТОПОЛОГИИ
Рассмотрим сеть, представленную ориентированным графом

G, включающим множество последовательно пронумерованных
узлов N и множество последовательно пронумерованных дуг A.
Пусть R задает множество районов отправления, а S – райо-
нов прибытия (R ∩ S = ∅). Введем следующие обозначения:
M = {1, . . . ,m} – множество групп пользователей (ГП) транс-
портной сети j ∈ M ; Krs – множество возможных маршрутов
между районами отправления r и прибытия s; Krs

1 – множество
зеленых маршрутов, Krs

1 ⊂ Krs; Krs
2 – множество не-зеленых
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маршрутов, Krs
2 ⊂ Krs; Krs

1 ∩ Krs
2 = ∅ и Krs

1 ∪ Krs
2 = Krs;

Gj,rs и F j,rs – транспортный спрос j-й ГП зеленых и не-зеленых
автомобилей между районами отправления r и прибытия s со-
ответственно, Grs =

∑m
j=1 Gj,rs и F rs =

∑m
j=1 F j,rs; gj,rs

k при
k ∈ Krs – поток зеленых автомобилей j-й ГП по маршруту k;
gj,rs = (. . . , gj,rs

k , . . .), gj = (. . . , gj,rs, . . .) и g = (g1, . . . , gm),
g−j = (g1, . . . , gj−1, gj+1, . . . , gm); f j,rs

k при k ∈ Krs
2 – по-

ток не-зеленых автомобилей j-й ГП по маршруту k; f j,rs =
(. . . , f j,rs

k , . . .), f j = (. . . , f j,rs, . . .) и f = (f1, . . . , fm), f−j =
(f1, . . . , f j−1, f j+1, . . . , fm); xa – транспортный поток по дуге
a ∈ A, x = (. . . , xa, . . .); xj

a – транспортный поток j-й ГП по
дуге a ∈ A, xj = (. . . , xj

a, . . .); ca – пропускная способность дуги
a ∈ A; ta(xa) – время движения по загруженной дуге a ∈ A; δrs

a,k

– индикатор: δrs
a,k = 1 если дуга a «входит» в маршрут k между

районами r и s, δrs
a,k = 0 в противном случае.

Проблема (35)–(39) может быть переформулирована для сети
общей топологии:

(53) min
xj

Zj(x) = min
xj

∑
a∈A

ta(xa)xj
a ∀j ∈ M

при ограничениях

(54)
∑

k∈Krs

gj,rs
k = Gj,rs ∀j ∈ M,

(55)
∑

k∈Krs
2

f j,rs
k = F j,rs ∀j ∈ M,

(56) gj,rs
k > 0 ∀k ∈ Krs, j ∈ M,

(57) f j,rs
k > 0 ∀k ∈ Krs

2 , j ∈ M,

при условии

(58)

xj
a =

∑
r

∑
s

∑
k∈Krs

1

gj,rs
k δrs

a,k +
∑

r

∑
s

∑
k∈Krs

2

(
gj,rs
k + f j,rs

k

)
δrs
a,k,
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(59) xa =
m∑

j=1

xj
a.

Таким образом, можно рассмотреть бескоалиционную иг-
ру Γ

(
M, {Gj ,Fj}j∈M , {Hj}j∈M

)
, где {Gj ,Fj}j∈M – множество

стратегий (g, f), удовлетворяющих ограничениям (54)–(57), а
Hj (x (g, f)) = −Zj (x (g, f)) ∀j ∈ M . Равновесие по Нэшу в
игре Γ достигается реализацией таких стратегий (g∗, f∗), что

Hj (x (g∗, f∗)) > Hj

(
x
(
gj , f j , g−j∗, f−j∗

))
∀j ∈ M.

Как и в предыдущих пунктах, неизвестными переменны-
ми в поставленной задаче является распределение транспортных
потоков по доступным маршрутам (по зеленым и не-зеленым).
При разной конфигурации зеленой подсети (множества зеленых
маршрутов) мы будем получать разное равновесное распределе-
ние. Таким образом, мы можем рассматривать множество зеле-
ных маршрутов как параметр, которым управляет администра-
ция. Мы приходим к двухуровневой системе управления на сети
произвольной топологии при наличии множества групп участни-
ков движения.

Воспользовавшись процедурой, заданной в предыдущем
пункте, мы можем найти такую зеленую подсеть, что

• время движения любого количества зеленых автомобилей
(от нулевого потока до всех имеющихся на сети зеленых ав-
томобилей), использующих для движения зеленые маршру-
ты, меньше или равно времени движения остального транс-
портного потока между заданными районами отправления-
прибытия;

• если все зеленые автомобили будут использовать только
зеленые маршруты для движения между заданной парой
районов отправления-прибытия, то ни один зеленый марш-
рут не будет не востребован (отсутствует переизбыток зеле-
ных маршрутов между каждой парой районов отправления-
прибытия).
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В связи с этим по аналогии с теоремой 3 можно сформули-
ровать следующее

Утверждение 3. Предположим, что все зеленые автомоби-
ли используют только зеленые маршруты, которые являются
полностью востребованными. Поток зеленых автомобилей Grs

∀r, s использует только зеленые маршруты тогда и только то-
гда, когда∑

a∈Ak1

ta(xa)xj
a 6

∑
a∈Ak2

ta(xa)xj
a ∀k1 ∈ Krs

1 , k2 ∈ Krs
2 , r, s,

где Ak – множество дуг, входящих в состав маршрута k ∈ Krs

∀r, s.
Воспользовавшись утверждением 3, мы можем оценить гра-

ничное состояние множества Krs
1 . Граничное состояние множе-

ства Krs
1 соответствует ситуации, когда все зеленые автомоби-

ли используют только зеленые маршруты и их время движения
меньше или равно времени движения не-зеленых автомобилей,
использующих не-зеленые маршруты. В таком случае можем рас-
смотреть задачу (53)–(59) в виде двух независимых задач:
1) для зеленых автомобилей:

(60) min
xj

Zj
1(x) = min

xj

∑
a∈A

ta(xa)xj
a ∀j ∈ M

при ограничениях

(61)
∑

k∈Krs
1

gj,rs
k = Gj,rs ∀j, r, s,

(62) gj,rs
k > 0 ∀k ∈ Krs

1 , j, r, s,

(63) gj,rs
k = 0 ∀k ∈ Krs

2 , j, r, s,

при условии

(64) xj
a =

∑
r

∑
s

∑
k∈Krs

1

gj,rs
k δrs

a,k ∀j ∈ M,
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(65) xa =
m∑

j=1

xj
a,

2) для не-зеленых автомобилей:

(66) min
xj

Zj
2(x) = min

xj

∑
a∈A

ta(xa)xj
a ∀j ∈ M

при ограничениях

(67)
∑

k∈Krs
2

f j,rs
k = F j,rs ∀j, r, s,

(68) f j,rs
k > 0 ∀k ∈ Krs

2 , j, r, s,

при условии

(69) xj
a =

∑
r

∑
s

∑
k∈Krs

2

f j,rs
k δrs

a,k ∀j ∈ M,

(70) xa =
m∑

j=1

xj
a.

Оптимизационные задачи (60)–(65) и (66)–(70) являются
сложными вычислительными задачами нахождения равновесия
по Нэшу на сети [1]. К сожалению, для сети произвольной то-
пологии невозможно получить аналитические условия, подобные
условиям, полученным для сети из параллельных каналов.

4. Равновесие по Нэшу на сети с выделенными
маршрутами для движения экологически
безопасных транспортных потоков в условиях
конкурентной маршрутизации

В предыдущем параграфе мы получили правила определе-
ния числа зеленых маршрутов в условиях наличия конкурирую-
щих групп пользователей. Теперь мы можем выписать правило
равновесного по Нэшу распределения транспортных потоков на
сети с выделенными маршрутами для движения зеленых автомо-
билей.
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4.1. ТРАНСПОРТНАЯ СЕТЬ ИЗ ПАРАЛЛЕЛЬНЫХ КАНАЛОВ
Теорема 4. Предположим, что все маршруты являются

полностью востребованными:

Gj >
1

m + 1

n1∑
i=1

ci

(
t0n1

t0i
− 1
)

∀j ∈ M

и

F j >
1

m + 1

n2∑
i=n1+1

ci

(
t0n2

t0i
− 1
)

∀j ∈ M.

В таком случае распределение транспортных потоков на
сети из параллельных каналов является ситуацией равновесия по
Нэшу (g∗, f∗) тогда и только тогда, когда
1) если n1 таково, что

n1∑
i=1

[
t0i

m + 1
+ Ψ(G, m)

] [
ci

t0i
Ψ(Gj , 1)− ci

m + 1

]
6

6
n2∑

i=n1+1

[
t0i

m + 1
+ Φ(F,m)

] [
ci

t0i
Φ(F j , 1)− ci

m + 1

]
∀j ∈ M,

при Ψ(x, y) и Φ(x, y) заданых в (51) и (52), то

gj
i

∗
= bj

i −
1

m + 1

m∑
q=1

bq
i ,

где

bj
i =

 ci

t0i

Gj+
∑m

s=1 Gs+
∑n1

r=1 cr∑n1
r=1

cr
t0r

− ci для i = 1, n1,

0 для i = n1 + 1, n2,
∀j ∈ M,

f j
i

∗
= yj

i −
1

m + 1

m∑
q=1

yq
i ,
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где

yj
i =

ci

t0i

F j +
∑m

s=1 F s +
∑n2

r=n1+1 cr∑n2
r=n1+1

cr
t0r

− ci для i = n1 + 1, n2,

∀j ∈ M ,
2) если n1 таково, что

n1∑
i=1

[
t0i

m + 1
+ Ψ(G, m)

] [
ci

t0i
Ψ(Gj , 1)− ci

m + 1

]
>

>

n2∑
i=n1+1

[
t0i

m + 1
+ Φ(F,m)

] [
ci

t0i
Φ(F j , 1)− ci

m + 1

]
∀j ∈ M,

при Ψ(x, y) и Φ(x, y), заданых в (51) и (52), то

gj
i

∗
= bj

i −
1

m + 1

m∑
q=1

bq
i ,

где

bj
i =

ci

t0i

Gj
1 +

∑m
s=1 Gs

1 +
∑n1

r=1 cr∑n1
r=1

cr
t0r

− ci для i = 1, n1, ∀j ∈ M,

(
gj
i

∗
+ f j

i

∗)
= yj

i −
1

m + 1

m∑
q=1

yq
i ,

где

yj
i =

ci

t0i

F j + Gj
2 +

∑m
s=1 (F s + Gs

2) +
∑n2

r=n1+1 cr∑n2
r=n1+1

cr
t0r

− ci
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для i = n1 + 1, n2, ∀j ∈ M , при Gj = Gj
1 + Gj

2 ∀j ∈ M и G1 =∑m
j=1 Gj

1, G2 =
∑m

j=1 Gj
2 такими, что

n1∑
i=1

[
t0i

m + 1
+ Ψ(G1,m)

] [
ci

t0i
Ψ(Gj

1, 1)− ci

m + 1

]
6

6
n2∑

i=n1+1

[
t0i

m + 1
+ Φ(F + G2,m)

] [
ci

t0i
Φ(F j + Gj

2, 1)− ci

m + 1

]
∀j ∈ M,

при Ψ(x, y) и Φ(x, y), заданых в (51) и (52).
Доказательство. Вынесенные утверждения напрямую сле-

дуют из теоремы 3 и теоремы 1 из [1].

4.2. ТРАНСПОРТНАЯ СЕТЬ ПРОИЗВОЛЬНОЙ ТОПОЛОГИИ
По аналогии с теоремой 4 можно сформулировать следую-

щее
Утверждение 4. Предположим, что все маршруты являют-

ся полностью востребованными:

gj,rs
k > 0 ∀k ∈ Krs

1 и
(
gj,rs
k + f j,rs

k

)
> 0 ∀k ∈ Krs

2 ,

∀j ∈ M, r, s.
В таком случае распределение транспортных потоков на

сети из параллельных каналов является ситуацией равновесия по
Нэшу (g∗, f∗) тогда и только тогда, когда
1) если Krs

1 таково, что

∑
a∈Ak1

ta(xa)xj
a 6

∑
a∈Ak2

ta(xa)xj
a k1 ∈ Krs

1 , k2 ∈ Krs
2

∀j ∈ M, r, s, то

• gj∗ ∀j ∈ M определяется как решение задачи (60)–(65),
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• f j∗ ∀j ∈ M определяется как решение задачи (66)–(70),

2) если Krs
1 таково, что

∑
a∈Ak1

ta(xa)xj
a >

∑
a∈Ak2

ta(xa)xj
a ∀k1 ∈ Krs

1 , k2 ∈ Krs
2 ,

∀j ∈ M, r, s, то

• {gj,rs
k

∗}r,s
k∈Krs

1
∀j ∈ M определяется как решение задачи

(71) min
xj

Z
j
1(x) = min

xj

∑
a∈A

ta(xa)xj
a ∀j ∈ M

при ограничениях

(72)
∑

k∈Krs
1

gj,rs
k = Gj,rs

1 ∀j, r, s,

(73) gj,rs
k > 0 ∀k ∈ Krs

1 , j, r, s,

при условии

(74) xj
a =

∑
r

∑
s

∑
k∈Krs

1

gj,rs
k δrs

a,k ∀j ∈ M,

(75) xa =
m∑

j=1

xj
a,

• {gj,rs
k

∗
, f j,rs

k

∗}r,s
k∈Krs

2
∀j ∈ M определяется как решение за-

дачи

(76) min
xj

Z
j
2(x) = min

xj

∑
a∈A

ta(xa)xj
a ∀j ∈ M

при ограничениях

217



Управление большими системами. Специальный выпуск 55

(77)
∑

k∈Krs
2

(
gj,rs
k + f j,rs

k

)
= Gj,rs

2 + F j,rs ∀j, r, s,

(78) gj,rs
k > 0 ∀k ∈ Krs

2 , j, r, s,

(79) f j,rs
k > 0 ∀k ∈ Krs

2 , j, r, s,

при условии

(80) xj
a =

∑
r

∑
s

∑
k∈Krs

2

(
gj,rs
k + f j,rs

k

)
δrs
a,k ∀j ∈ M,

(81) xa =
m∑

j=1

xj
a,

где Gj,rs
1 +Gj,rs

2 = Gj,rs, а Gj,rs
1 и Gj,rs

2 +F j,rs ∀j ∈ M – та-
кие потоки автомобилей по зеленым и не-зеленым маршру-
там соответственно, что∑

a∈Ak1

ta(xa)xj
a 6

∑
a∈Ak2

ta(xa)xj
a ∀k1 ∈ Krs

1 , k2 ∈ Krs
2 ,

∀j ∈ M, r, s.

5. Заключение

В силу того, что наблюдается серьезная нехватка методо-
логических инструментов поддержки принимаемых решений по
выделению на городской транспортной сети «зеленых» подсе-
тей и по мотивации водителей использовать более экологически
безопасные автомобили, настоящая статья посвящена проблеме
распределения двух видов транспортных потоков на сети, вклю-
чающей «зеленые» и «не-зеленые» маршруты. Проведен анализ
конкурентного сценария взаимодействия этих двух групп транс-
портных средств на сети. Разработан метод выделения зеленых
маршрутов (зеленой подсети), которые обеспечивают «зеленым»
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автомобилям меньшее время перемещения из районов отправле-
ния в районы прибытия при равновесном по Нэшу распределе-
нии потоков. Условия сбалансированности «зеленой» подсети с
параллельными маршрутами получены в явном виде.

В дальнейших исследованиях предполагается рассмотреть
двухуровневые модели минимизации выбросов загрязняющих ве-
ществ транспортными потоками мегаполиса, нижний уровень ко-
торых реагирует согласно условиям, полученным в настоящей
работе. Данная тема представляется крайне актуальной для про-
должения исследований, так как практически половина всех вы-
бросов загрязняющих веществ в атмосферу современных городов
мира приходится на долю автомобильного транспорта. В связи
с этим городские администрации вынуждены создавать условия,
стимулирующие появление технологических инноваций в обла-
сти регулирования транспортных потоков в городах.
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Abstract: Nowadays there is a lack of methodological tools for
supporting decision makers in the sphere of motivation to use green
vehicles by drivers and of available green capacity allocation. We
study the problem of green and non-green traffic flow assignment in
the network consisting of green and non-green routes. The analysis
of competitive and cooperative frameworks is performed. We suggest
an approach to green routes’ selection (defining the, so called, green
subnetwork, which is fully loaded and provides smaller travel time
for green vehicles under Wardrop and Nash traffic flow assignments).
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ЗАДАЧИ УПРАВЛЕНИЯ РЫБНЫМ ПРОМЫСЛОМ 
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Предложены модельные варианты управления рыбным про-

мыслом с помощью квот (разрешений на вылов объектов 

промысла). Показаны варианты линеаризации начальных не-

линейных задач или линеаризованные способы их исследова-

ния и решения. Сформулированы игровые задачи о рыбном 

промысле. Для задач оптимизации распределения квот и за-

дач максимизации дохода от промысла приведены иллю-

стративные примеры.  

 
Ключевые слова: оптимальный сбор урожая, математическое 

моделирование, оптимизация. 

1. Введение  

Управление морскими рыбными промыслами содержит 

много аспектов. В статье рассматривается только процедура 

распределения разрешений (квот) на вылов рыб и других мор-

ских организмов. Рыбные промыслы отличаются от многих дру-

гих процессов сбора урожая многовидовыми технологиями. 

Орудия промысла (тралы, сети, ловушки и т.п.) являются много-

видовыми в смысле изымаемых ими особей многих биологиче-
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ских видов. Субъекты промысла (будем далее для краткости 

называть их «рыбаками») обладают определенным набором 

орудий промысла, который далее будет именоваться способом 

промысла. Таким образом, каждый рыбак отождествлен с одним 

и только одним способом промысла. 

Одним из способов управления промыслами является выда-

ча рыбакам уполномоченными органами разрешений (квот) на 

определенные объемы вылова определенных биологических ви-

дов или групп близких видов в определенное время и в опреде-

ленных промысловых районах. Эти виды или объединенные 

группы видов называются объектами промысла. Разрешения на 

промысел выдаются по объектам, а сам промысел из-за орудий 

лова является многовидовым, с выловом других, не предусмот-

ренных разрешениями, объектов. Выловы непредусмотренных 

объектов будем называть приловами. Проблема учета приловов 

в математическом смысле приводит к задачам линейной и нели-

нейной (квадратичной) оптимизации. Задачи описывают спосо-

бы распределения квот, при которых ожидаемый объем вылова 

по каждому виду будет близок к заранее определенному допу-

стимому объему вылова. Каждый рыбак обладает определенны-

ми возможностями промысла, его доход индивидуален. Это 

приводит к игровой постановке задач о промысле, подобный 

подход тоже рассматривается в статье.  

2. Постановка задачи 

Задача оптимизации распределения квот сформулирована в 

статье [1]. Проблема формирования квот и соответствия резуль-

татов промысла заранее выданным квотам обсуждается нами в 

работе [2] на примере рыбных промыслов в прикамчатских во-

дах. Здесь мы рассмотрим серию взаимосвязанных задач рас-

пределения квот для определенного морского промыслового 

района. Пусть имеется m  объектов промысла и n способов про-

мысла (предприятий-судовладельцев с определенными типами 

судов и орудий лова). Рассматривается выделенный промысло-

вый период (например, 1 год). Индексы i, j = 1, …, m соответ-

ствуют объектам промысла, индекс k = 1, …, n – способам про-
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мысла. Адекватная рыбному промыслу задача имеет m, n > 1, 

что мы и предполагаем в дальнейшем. 

Через αijk обозначены доли объекта i в вылове способом k 

при квоте на объект j (коэффициенты прилова). Эти коэффици-

енты вычисляются на основе ретроспективных данных о про-

мыслах в этом районе. 

Пусть v = (v1, …, vm) – заданный неотрицательный вектор 

допустимых уловов для каждого объекта промысла. Требуется 

найти расчётные оценки квот ujk на вылов объекта j способом 

промысла k. 

Приведем эту задачу к стандартным обозначениям. Для 

каждого способа промысла k введем матрицу приловов 

1( )m
k ijk i , jA    и вектор квот xk = (u1k, …, umk)* (здесь и далее 

символ «*» означает действие транспонирования). Переобозна-

чим вектор допустимых уловов: v = b. Через A = (A1 | A2 | … | An) 

обозначим общую неотрицательную матрицу приловов, состоя-

щую из матриц приловов для каждого способа промысла. Ее 

размерность равна m × s, где s = m ∙ n. Общий вектор квот обо-

значаем x = (x1
*, …, xn

*)*.  

Тогда задача принимает стандартный вид: 

(1) 

2

0

( x ) Ax b inf,

x .

   




 

Здесь под нормой понимается евклидова норма в конечно-

мерном линейном пространстве Rm. Задачу (1) назовем задачей 

мягкой оптимизации. 

Наряду с задачей (1) будем рассматривать такую же задачу 

с условием непревышения разрешенных объемов вылова для 

каждого объекта промысла: 

(2) 

2

0

Ax b inf,

Ax b,

x .

  



 


 

Задачу (2) назовем задачей жесткой оптимизации. В задаче 

(2) в дальнейшем будет удобнее использовать не евклидову, а 

ромбическую норму:  
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1

q

jd
j

x x


  для  
q

q Rxxxx  *

21 ),...,,( [3].  

Эта норма на множестве неотрицательных векторов является 

линейной, чем мы и воспользуемся в дальнейшем. 

С задачами (1) и (2) связаны два множества. Через G обо-

значим множество всех решений задачи (1). Ниже будет введено 

множество D «условных» решений задачи мягкой оптимиза-

ции (1), являющееся подмножеством множества G . 

На множестве D «условных» решений задачи (1) можно 

рассматривать игровую задачу максимизации дохода от про-

мысла для каждого рыбака. Обозначим для рыбака номер k че-

рез pjk доход от реализации единицы объема квоты номер j без 

учета затрат, а cjk – коэффициент затрат на организацию про-

мысла по реализации этой квоты. Если через pk = (p1k, …, pmk) 

обозначить вектор коэффициентов удельного дохода от реали-

зации продукции, а через ck = (c1k, …, cmk) – вектор коэффициен-

тов затрат, то задача максимизации общего дохода для рыбака 

номер k примет вид  

(3) 
( ) *

k k k k k k kx p x x C x sup,

x D.

   



 

Будем предполагать, что вектор pk и диагональная матрица 

Ck = diag ck с вектором ck по главной диагонали строго положи-

тельны.  

Задача (3) формулируется для каждого рыбака. На ее основе 

можно рассматривать различные игровые постановки задач: ис-

кать арбитражные решения, рассматривать варианты коопера-

ций и иерархий между игроками [8]. Для динамических систем 

такие задачи рассматривались, в частности, в работах [3, 9]. 

Здесь же мы рассмотрим ситуацию коалиции всех рыбаков 

с общим критерием оптимизации дохода (все рыбаки признаны 

равноправными): 

(4) 1

( ) ( )
n

k k
k

x x sup,

x D.




   

 


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Задачу (4) будем называть задачей максимизации дохода. 

Эта задача также решается на множестве D «условных» реше-

ний задачи мягкой оптимизации (см. ниже).  

3. Исследование задач 

3.1. ЗАДАЧА МЯГКОЙ ОПТИМИЗАЦИИ 

В задаче (1) используем евклидову норму. Тогда  

 
2*** )(2)()( xAbAAxAxxxx  . 

Из указанного равенства следует, что множество решений 

задачи (1) равно 

(5)  0 ( ) 0 0s * * * * *G x R A Ax A b ,x A Ax A b ,x       . 

Множество G имеет нелинейное описание. Решение зада-

чи (1) будем искать одним из численных методов поиска опти-

мального решения – методом градиентного спуска с перемен-

ным шагом [5]. Этот метод характеризуется невысокой гаранти-

ей сходимости даже для квадратичного функционала. Поэтому 

можно рассмотреть иные способы решения задачи (1). 

Задача минимизации квадратичного функционала  

(6) 2( )x || Ax b ||    

с евклидовой нормой без ограничения знака x имеет множество 

решений  

 0 { }s * *D x R | A Ax A b   .  

В нашем случае матрица A  имеет размерность m × s, где 

s = m˖n > m. Ранг матрицы A   r = r(A) ≤ m, матрицы A* и A*A 

имеют такой же ранг [4]. Система уравнений 

(7) * *A Ax A b  

совместна, так как ранг расширенной матрицы (A*A | A*b) также 

равен r . Обозначим через x0 одно из решений системы (7). То-

гда D0 = x0 + L, где L – подпространство решений однородной 

системы A*Ax = 0. Размерность этого подпространства равна  

s – r ≥ 1. Это означает, что множество D0 континуально. Обо-

значим D = D0 ∩ R+
S. Очевидно, что D  G. Множество D назо-

вем множеством «условных» решений задачи (1), так как оно 

появляется из множества D0 решений задачи безусловной мини-
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мизации функционала (6) добавлением условия неотрицатель-

ности. Множество D описывается линейно, хотя бы один из 

элементов этого множества можно искать решением следующей 

задачи линейного программирования: 

(8) 

0 0

d

* *

y inf,

A Ax y A b,

x , y .

 


 
  


 

(здесь ||y||d – упомянутая выше ромбическая норма для соответ-

ствующего линейного пространства). 
Если оптимальное решение ( )x, y  имеет 0y  , то 

x D G   является решением задачи (1). Если же 0y , то 
множество D =  и 

__

x  можно рассматривать в качестве при-
ближения к решению задачи (1). Таким образом, мы предлагаем 
решать задачу (1) двумя приближенными методами: 

–  методом градиентного спуска; 

–  решением вспомогательной задачи линейного програм-

мирования (8). 

Решение задачи (8) будем называть линейным методом ре-

шения задачи мягкой оптимизации. 

3.2. ЗАДАЧА ЖЕСТКОЙ ОПТИМИЗАЦИИ 

В задаче (2) будем использовать ромбическую норму. Эта 

норма на множестве неотрицательных векторов является линей-

ной. 

Вместо квадрата нормы будем минимизировать саму норму 

(оптимальные решения x  при этом не меняются). Тогда задача 

(2) сводится к задаче линейного программирования следующего 

вида: 

(9) 

0

d
Ax sup,

Ax b,

x .

 



 


 

Переход от (2) к (9) справедлив из-за неотрицательности 

матрицы A. 
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3.3. ЗАДАЧА МАКСИМИЗАЦИИ ДОХОДА 

Задача (4) является типичной задачей квадратичного про-

граммирования, широко известны ее свойства и численные ме-

тоды решения [6, 7]. 

Все же попробуем провести свой анализ задачи, пользуясь 

ее специфичностью. Задача (4) может быть записана в виде 

 

0

*

* *

x Cx px inf,

A Ax A b,

x .

  



 


 

Для решения этой задачи можно использовать метод гради-

ентного спуска. Составляем функцию Лагранжа 

   xbAAxApxCxxxL   ***

00 )(),,,(   

при λ0 = 1 и μ ≥ 0 с условиями дополняющей нежесткости 

μ˖x = 0 [7]. Затем переходим к дифференциальному условию 

минимизации функции Лагранжа по x, собираем все полученные 

условия и решаем эту систему относительно x, λ, μ.  

 

4. Примеры применения моделей и методов 

Расчеты проведены на примерах, построенных по аналогии 

с данными о морских рыбных промыслах. Первый и второй 

примеры условно названы малым и большим соответственно 

размерам таблиц исходных данных. Большой пример по объему 

данных соответствует реальным промыслам. Третий пример 

придуман специально для случая непустого множества D с 

ненулевым значением функционала  на нем. Во всех примерах 

по сравнению с начальной постановкой задачи квоты выдаются 

рыбакам (способам промысла) без детализации основного объ-

екта промысла (индекс j опущен). В таблицах ниже централь-

ную часть занимает матрица A, остальные части таблиц названы 

в соответствии с общей постановкой задачи. Все исходные дан-

ные и результаты приведены в условных единицах. 
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4.1. МАЛЫЙ ПРИМЕР 

Таблица 1. Данные о промыслах малого примера 

О
б

ъ
ек

ты
 

п
р
о
м

ы
с-

л
а Способы промысла 

Д
о
п

у
ст

и
м

ы
й

 

в
ы

л
о
в
 

 1 2 3 4 5 6 7 8  

1 0,2 0,1 1,0 0,3 0,4 0,1 0,0 0,1 34,6 

2 1,0 0,2 0,1 0,1 1,0 0,2 0,1 0,2 108,4 

3 0,3 1,0 0,2 1,0 0,1 1,0 0,2 0,1 59,2 

4 0,1 0,3 0,0 0,1 0,1 0,3 0,1 0,0 17,1 

5 0,2 0,4 0,3 0,2 0,2 0,4 1,0 1,0 37,8 

К
о
эф

ф
и

ц
и

ен
ты

 з
ат

р
ат

 

н
а 

в
ы

л
о
в
 

0
,0

0
1
 

0
,0

0
5
 

0
,0

0
3
 

0
,0

0
9
 

0
,0

0
2
 

0
,0

0
4
 

0
,0

0
6
 

0
,0

0
8
 

 

К
о
эф

ф
и

ц
и

ен
ты

 

у
д

ел
ьн

о
го

 д
о
х

о
д
а 2 4 6 8 3 1,4 1 0,4  

 

Для задачи мягкой оптимизации представлено решение ме-

тодом градиентного спуска. Причем оптимальный вектор y  в 

задаче (8) ненулевой, т.е. множество D пусто, и поэтому задача 

максимизации дохода не имеет решения. Задача мягкой оптими-

зации дает решение (рис. 1), отклоняющееся по ряду объектов в 

большую сторону от допустимого улова. В задаче жесткой оп-

тимизации таких отклонений не может быть, но разрешенный 

охват объектов промысла гораздо меньше. Этот пример демон-
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стрирует такой набор исходных данных, при котором решения 

задач мягкой и жесткой оптимизации сильно различаются. 

 

Рис. 1. Объемы выловов в задачах мягкой и жесткой  

оптимизации (малый пример) 

4.2. БОЛЬШОЙ ПРИМЕР 

Исходные данные приведены в таблице 2. Для задачи мяг-

кой оптимизации решение получено методом градиентного 

спуска. Судя по решениям задач мягкой и жесткой оптимизации 

(рис. 2), большой пример лучше сбалансирован по исходной 

информации, чем малый.  

Решения задач здесь гораздо ближе к допустимым уловам 

по сравнению с малым примером.  

Таблица 2. Данные о промыслах в большом примере 

Объекты 

промысла 

Способы промысла 

1 2 3 4 5 6 7 8 

1 1 1 1 0,02 0,3 0,001 0,003 0 

2 0,08 0,01 0,03 0,005 0,01 0 0,001 0 

3 0,03 0,15 0,2 1 1 0,03 0,03 0,1 

4 0 0 0 0,25 0,05 1 1 1 

5 0,04 0 0 0,001 0,002 0 0 0 

6 0 0 0 0,02 0,04 0,005 0,002 0 

7 0,02 0,1 0,6 0,01 0,1 0,001 0,005 0 

8 0,03 0,09 0,2 0,01 0,08 0,002 0,005 0 
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Объекты 

промысла 

Способы промысла 

1 2 3 4 5 6 7 8 

9 0 0,05 0,3 0,005 0,04 0 0 0 

10 0,01 0,002 0 0,003 0,001 0,001 0 0,01 

11 0,02 0 0 0,001 0,002 0 0 0 

12 0 0,03 0 0 0 0,002 0 0 

13 0 0 0 0 0,003 0 0 0 

14 0,002 0 0 0,01 0,001 0 0 0 

15 0,001 0 0 0 0,001 0 0 0 

Коэффи-

циенты 

затрат 

на вылов 

2 4 6 8 3 1,4 1 0,4 

Коэффи-

циенты 

удельного 

дохода 

0,001 0,005 0,003 0,009 0,002 0,004 0,006 0,008 

 

Таблица 2. Данные о промыслах в большом примере (продолже-

ние) 

Объекты 

промысла 

Способы промысла 

9 10 11 12 13 14 15 16 

1 0,2 0,05 0,02 0,05 0 0 0,05 0,01 

2 0,05 0,01 1 1 1 1 0,02 0,03 

3 0,25 0,05 0,01 0,05 0,15 0,02 0 0,17 

4 0,04 0,005 0 0 0 0 0 0,05 

5 0,1 0,001 0,2 0,04 0,07 0,06 0,03 0,02 

6 0,08 0,02 0 0 0 0,08 1 1 

7 1 1 0 0 0 0 0,05 0,04 

8 0,15 0,07 0 0 0 0 0,08 0,2 

9 0,2 0,05 0 0 0 0,04 0 0,02 

10 0 0,004 0,05 0 0 0 0 0 

11 0 0,005 0 0 0 0 0,06 0,1 

12 0 0 0 0 0 0 0 0 

13 0 0 0 0 0 0 0 0 



 

Управление большими системами. Специальный выпуск 55 

234 

Объекты 

промысла 

Способы промысла 

9 10 11 12 13 14 15 16 

14 0 0 0 0 0 0 0,1 0,02 

15 0 0 0 0 0 0 0 0,00

5 

Коэффи-

циенты 

затрат 

на вылов 

4 6 3 1,4 1 2 4 6 

Коэффи-

циенты 

удельного 

дохода 

0
,0

0
1
 

0
,0

0
5
 

0
,0

0
3
 

0
,0

0
9
 

0
,0

0
2
 

0
,0

0
5
 

0
,0

0
3
 

0
,0

0
9
 

 

Таблица 2. Данные о промыслах в большом примере (продолже-

ние) 

Объекты про-

мысла 

Способы промысла Допустимый 

вылов 17 18 19 20 

1 0,02 0,01 0,08 0,002 10 

2 0,03 0,04 0,04 0,005 1,5 

3 0,04 0 0 0,02 120 

4 0 0 0 0 75 

5 0,01 0,001 0,001 0 0,08 

6 0,06 0 0,002 0 2 

7 0,05 0 0,15 0,1 15 

8 0 0 1 1 5 

9 0 0 0,1 0 3 

10 0 0 0 0 1 

11 1 1 0 0 2 

12 0 0 0 0 4 

13 0 0 0 0 0,5 

14 0,004 0 0 0 12 

15 0 0,05 0 0 0,3 

Коэффици-

енты затрат 
8 3 1 0,4 
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Объекты про-

мысла 

Способы промысла Допустимый 

вылов 17 18 19 20 

на вылов 

Коэффици-

енты удель-

ного дохода 

0,002 0,004 0,006 0,008  

 

 

Рис. 2. Объемы выловов в задачах мягкой и жесткой  

оптимизации (большой пример) 

4.3. УСЛОВНЫЙ ПРИМЕР 

Данные подобраны так, что множество D непусто. В этом 

случае мы можем решать задачу (4) максимизации дохода.  

Таблица 3. Данные о промыслах в условном примере 

Объекты про-

мысла 

Способы промысла Допус-

тимый 

вылов 
1 2 3 4 

1 1/11 2/11 2/11 1/11 1,0 

2 2/11 1/11 1/11 2/11 2,0 

3 1/11 1/11 1/11 1/11 3,0 

Коэффициенты 

затрат 

на вылов 

0,2 0,1 0,1 0,2 
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Объекты про-

мысла 

Способы промысла Допус-

тимый 

вылов 
1 2 3 4 

Коэффициенты 

удельного до-

хода 

0,8 0,2 0,2 4,4  

 

 

Рис. 3. Объемы выловов в задачах мягкой и жесткой  

оптимизации (условный пример) 

Для сравнения всех примеров можно предложить некото-

рый критерий качества решений приведенных задач. В качестве 

такого критерия рассмотрим  

 mq  ,  

где  – значение функционала (6). Этот критерий учитывает 

размерность задачи и квадратичность функционала . Решение 

тем лучше, чем меньше значение q.  

Из таблицы 4 видно, что в задаче мягкой оптимизации ли-

нейный метод может оказаться лучше градиентного. Задача 

жесткой оптимизации проигрывает по этому критерию задаче 

мягкой оптимизации по причине более жестких условий на ре-

шение. 
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Таблица 4. Сравнение качества результатов 

 Задача мягкой оптимиза-

ции 

Задача 

жесткой 

оптими-

зации 

Задача мак-

симизации 

дохода метод гради-

ентного 

спуска 

линейный  

метод 
q    

Малый 

пример  

24,17 24,45 38,15 – – 

Большой 

пример 

3,06 3,02 10,14 – – 

Условный 

пример  

1,04 1,04 1,15 1,04 25,2 

5. Заключение 

В статье приведен анализ задач оптимального распределе-

ния квот при морском рыбном промысле. Несмотря на нелиней-

ность ряда задач, удается их сводить к линейным или решать 

линейными методами. Представлена игровая задача об оптими-

зации доходов субъектов промысла. Для задач оптимизации 

распределения квот и максимизации общего дохода приведены 

примеры расчетов, иллюстрирующих модельные представления. 
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Математическая экология: теоретико-игровые модели

УДК 519.977
ББК 22.1

РАВНОВЕСИЕ И УПРАВЛЕНИЕ В ЗАДАЧЕ
СОХРАНЕНИЯ ВИДОВОГО СОСТАВА

БИОСООБЩЕСТВА

Иванова А. С.1 , Кириллов А. Н.2

(Институт прикладных математических исследований
Карельского научного центра РАН, Петрозаводск)

Предлагаются математические модели для задачи сохранения
видового состава биосообщества. Построено равновесие для ди-
намической модели саморегуляции присутствия популяций в аре-
але (местообитании). В модели с изменяющейся пищевой при-
влекательностью ареала найдено управление интенсивностями
изъятия особей, позволяющее сохранить видовой состав.

Ключевые слова: управление, динамика популяций, миграция,
равновесие.

Введение

В теории фуражирования предполагается, что пищевой ре-
сурс, потребляемый популяцией, распределен по ареалам. Попу-
ляция, условно говоря, решает две задачи: выбора ареала и опре-
деления момента времени ухода из него (при недостатке пищи).
Многочисленные работы посвящены этому направлению матема-
тической экологии [3, 5, 6, 9, 10]. В классической работе Э. Чар-
нова (E. Charnov) [5] была предложена статическая модель, да-
ющая условия ухода популяции из ареала (теорема Чарнова) –
так называемая теорема о маргинальных значениях. В настоящей
работе предлагаются и исследуются динамические модели ухода

1 Александра Сергеевна Иванова, аспирантка (a_s_ivanova@bk.ru).
2 Александр Николаевич Кириллов, доктор физико-математических

наук, ведущий научный сотрудник (kirillov@krc.karelia.ru).
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популяции из ареала в случае его недостаточной пищевой при-
влекательности.

В статье предлагаются две динамические модели ухода по-
пуляции некоторого вида из ареала. Исследуется возможность со-
хранения видового состава ареала. Взаимодействие в пределах
ареала описывается системой Лотки–Вольтерры. При этом в пер-
вой модели миграция учтена в уравнениях динамики хищник-
жертва, а во второй, представляющей собой систему с перемен-
ной структурой, миграция задается отдельной системой. Для пер-
вой модели находится равновесие по Нэшу, отражающее само-
регуляцию присутствия популяций в ареале. Во второй модели
предполагается, что мигрировать может только хищник, и стро-
ится управление (в смысле интенсивности изъятия особей), поз-
воляющее сохранить видовой состав ареала. Пищевая привле-
кательность ареала для хищника зависит от количества особей
жертвы, приходящихся на одного хищника, и изменяется во вре-
мени. При этом модель позволяет описывать возврат хищника в
ареал, т.е. может быть использована для решения задачи о выборе
им ареала.

1. Равновесие в двухвидовой модели с миграцией

Рассмотрим систему Лотки–Вольтерры с учетом миграции:
(1) ẋ1 = p1x1(a− bq1x2)− µ1p2x1,

(2) ẋ2 = q1x2(kbp1x1 −m)− µ2q2x2,

где x1, x2 – количественные характеристики популяций жертвы
и хищника соответственно; a – коэффициент роста популяции
жертв; b – коэффициент, характеризующий интенсивность по-
требления жертв хищником за единицу времени; k – доля по-
лученной с потребляемой хищником биомассой энергии, которая
расходуется им на воспроизводство, 0 < k < 1; m – коэффици-
ент смертности хищников; µ1, µ2 – положительные коэффициен-
ты миграции жертвы и хищника; p1x1, q1x2 – доли популяций
жертвы и хищника соответственно, участвующие во взаимодей-
ствии в пределах ареала; p2x1, q2x2 – доли популяций жертвы и
хищника соответственно, участвующие в процессе миграции из
240
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ареала, p1 + p2 = 1, pi ∈ [0, 1], q1 + q2 = 1, qi ∈ [0, 1], i = 1, 2. Та-
ким образом, каждая популяция разделяется на две части – участ-
вующие во взаимодействии и мигрирующие.

Введем обозначения

H1(p1, q1) = p1(a− bq1x2)− µ1(1− p1) = Ap1 − µ1,

H2(p1, q1) = q1(kbp1x1 −m)− µ2(1− q1) = Bq1 − µ2,

где A = A(q1, x2) = a−bq1x2+µ1, B = B(p1, x1) = kbp1x1−m+
µ2. Следуя [7, 8], будем полагать, что популяции, находящиеся в
ареале, стремятся увеличить H1,H2. Тогда возникает игра с дву-
мя участниками – популяциями хищника и жертвы – со страте-
гиями p1, q1 и функциями выигрыша Hi, i = 1, 2. Для краткости
назовем эту игру игрой ареал-миграция. Найдем равновесие по
Нэшу в данной игре. Из условий

∂H1

∂p1
= a− bq1x2 + µ1 = 0,

∂H2

∂q1
= kbp1x1 −m + µ2 = 0,

получаем

p1 =
m− µ2

kbx1
= p̃1, q1 =

a + µ1

bx2
= q̃1.

При этом если p1, q1 принимают максимальные граничные значе-
ния, т.е. p̃1 = 1, q̃1 = 1, то

x1 =
m− µ2

kb
= x̃1, x2 =

a + µ1

b
= x̃2.

Справедлив следующий результат.
Теорема 1. Равновесие по Нэшу (p∗1, q

∗
1) в игре ареал-

миграция имеет вид:
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если m > µ2, то

(p∗1, q
∗
1) =



(p̃1, q̃1), если x1 > x̃1, x2 > x̃2;
(1, 1), если x1 > x̃1, x2 < x̃2;
(1, 0), если x1 < x̃1;
(1, q1),∀q1 ∈ [0, q̃1], если x1 = x̃1, x2 > x̃2;
(1, q1),∀q1 ∈ [0, 1], если x1 = x̃1, x2 6 x̃2;
(p̃1, 1), если x1 > x̃1, x2 = x̃2;

если m 6 µ2, то

(p∗1, q
∗
1) =


(1, 1), если x2 < x̃2;
(0, 1), если x2 > x̃2;
(p1, 1),∀p1 ∈ [0, 1], если x2 = x̃2,m < µ2;
(1, 1), если x2 = x̃2,m = µ2.

Доказательство. Рассмотрим случай m > µ2, x1 > x̃1, x2 >
x̃2. Поскольку (p̃1, q̃1) ∈ (0, 1)×(0, 1) и A(q̃1, x2) = 0, B(p̃1, x1) =
0, то получаем

H1(p̃1, q̃1) = −µ1, H2(p̃1, q̃1) = −µ2.

При этом

H1(p1, q̃1) = A(q̃1, x2)p1 − µ1 = H1(p̃1, q̃1),

H2(p̃1, q1) = B(p̃1, x1)q1 − µ2 = H2(p̃1, q̃1),

т.е. p̃1, q̃1 – равновесие по Нэшу в рассматриваемом случае.
В остальных случаях положения точки (x1, x2) при m > µ2

стратегия (p̃1, q̃1) не принадлежит внутренности квадрата [0, 1]2.
В силу линейности A(q1, x2), B(p1, x1) относительно q1, p1, хотя
бы одна из компонент (q1 или p1) равновесия по Нэшу принад-
лежит границе квадрата [0, 1]2. Пусть, например, m > µ2, x1 >
x̃1, x2 < x̃2. Тогда A(q1, x2) = a− bq1x2 + µ1 > a− bq1x̃2 + µ1 =
(1 − q1)(a + µ1) > 0, т.е. A(q1, x2) > 0. Отсюда получаем
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p∗1 = 1. Далее, в силу линейности H2(1, q1) по q1, учитывая, что
B(1, x1) > 0 при x1 > x̃1, получаем q∗1 = 1. Итак (1, 1) – равно-
весие по Нэшу в данном случае. Остальные случаи при m > µ2

и m 6 µ2 рассматриваются аналогично. �
Отметим, что теоретико-игровые методы в теории фуражи-

рования используются довольно активно (например, см. обзор
[8]).

Рассмотрим динамику системы, порожденную найденным
равновесием, и дадим ее экологическую интерпретацию.

Пусть m > µ2. При x1 > x̃1, x2 > x̃2

ẋ1 = −µ1x1, ẋ2 = −µ2x2.

Данная система описывает миграцию (уход из ареала) как хищни-
ка, так и жертвы. При этом x̃1, x̃2 являются пороговыми значени-
ями для начала миграции. Причем популяция жертвы мигрирует
даже при малых значениях x̃1, которые соответствуют достаточ-
но близким значениям коэффициентов смертности (m) и мигра-
ции (µ2) хищника. Это, возможно, связано с тем, что рассмат-
риваемая область характеризуется достаточно большим количе-
ством x2 хищников, что вызывает миграцию популяции жертв.
При x1 > x̃1, x2 < x̃2

ẋ1 = x1(a− bx2), ẋ2 = x2(kbx1 −m).

Появление системы Лотки–Вольтерры объясняется наличием в
данной области достаточного количества особей жертвы при ма-
лом количестве хищников, что не вызывает миграцию ни тех, ни
других. При x1 < x̃1

ẋ1 = ax1, ẋ2 = −µ2x2,

т.е. при малом количестве жертвы происходит интенсивная ми-
грация хищника, что вызывает рост популяции жертв в течение
ограниченного времени.

Прямые x1 = x̃1, x2 = x̃2 являются границами областей с
различной динамикой, и поэтому участки этих прямых либо про-
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шиваются траекториями, либо на них возникает скользящий ре-
жим. Это зависит от взаимного положения векторов фазовых ско-
ростей, соответствующих динамическим системам, определен-
ным в областях с общей границей. Для того чтобы не загромож-
дать статью техническими деталями, не будем находить участки
скольжения и прошивания.

Пусть m 6 µ2. При x2 < x̃2

ẋ1 = x1(a− bx2), ẋ2 = x2(kbx1 −m),

т.е. при достаточно малом количестве хищников в ареале популя-
ция жертв не покидает его, и взаимодействие популяций задается
системой Лотки–Вольтерры. При x2 > x̃2

ẋ1 = −µ1x1, ẋ2 = −mx2.

В этом случае, наоборот, большое количество хищников в ареа-
ле приводит к уходу из него популяции жертв, что вызывает и
уход хищников. Для случаев x1 = x̃1 или x2 = x̃2 появление
скользящих режимов объяснено выше.

2. Модель с изменяющейся пищевой
привлекательностью ареала

2.1. ОПИСАНИЕ МОДЕЛИ
В работе [1] предложено для описания пищевой привлека-

тельности ареала в модели «хищник-жертва» с миграцией ис-
пользовать функцию ñ = ñ(t) вида

(3) ñ(t) = ñ(t0) +

t∫
t0

x2(τ)
(

x1(τ)
x2(τ)

− λ

)
dτ,

где t0 – момент времени появления популяции хищника в ареале;
x1 = x1(t), x2 = x2(t) – численности популяций жертвы и хищ-
ника соответственно; 0 < λ – заданная пороговая постоянная. Ве-
личина ñ характеризует накопление избытка (если x1(τ)

x2(τ) > λ) или

недостатка (если x1(τ)
x2(τ) < λ) пищевого ресурса x1 для популяции

244



Математическая экология: теоретико-игровые модели

хищника x2. Подробнее мотивация вида функции ñ представлена
в [1].

Следует отметить, что на важность рассмотрения отношения
жертва/хищник для описания динамики популяций обратил вни-
мание Р. Ардити (R. Arditi) [4].

Из (3) получаем уравнение
(4) ˙̃n = x1 − λx2.

При этом ñ может как возрастать, так и убывать, в зависимости
от избытка или недостатка пищевого ресурса x1 соответственно.

Пусть 0 < Λ – пороговое значение пищевой привлекатель-
ности ареала. Тогда если ñ < Λ, то ареал непривлекательный и
популяция хищника мигрирует, покидая ареал, а если ñ > Λ, то
ареал привлекательный и популяция хищника остается в ареале и
взаимодействует с жертвой, взаимодействие описывается систе-
мой Лотки–Вольтерры.

Для сохранения видового состава биосообщества предлага-
ется производить изъятие особей жертвы и (или) хищника с ин-
тенсивностями u1 > 0, u2 > 0 соответственно. В дальнейшем
u1, u2 считаем управляющими параметрами.

Рассмотрим модель «хищник-жертва» с миграцией, пред-
ставляющую собой систему с переменной структурой, описыва-
ющую пять режимов:
если ñ > Λ, то

(5) ẋ1 = x1(a− bx2 − u1), ẋ2 = x2(kbx1 −m− u2), ˙̃n = x1 − λx2,

если ñ < Λ, x2 > ε∗(x1), то

ẋ1 = ax1, ẋ2 = x2(−m−m1), ˙̃n = x1 − λx2,(6)

если ñ < Λ, 0 < x2 6 ε∗(x1), то

ẋ1 = 0, ẋ2 = −h, ˙̃n = 0,(7)

245



Управление большими системами. Специальный выпуск 55

если ñ < Λ, x2 = 0, то

ẋ1 = ax1, ẋ2 = 0, ˙̃n = x1 − λx2,(8)

если ñ = Λ, x2 < ε∗(x1), то

ẋ1 = 0, ẋ2 = h, ˙̃n = 0,(9)

где a – коэффициент прироста жертв в отсутствие хищников; bx1

– количество жертв, потребляемых одним хищником за единицу
времени; k – доля полученной с потребляемой хищником био-
массой энергии, которая расходуется им на воспроизводство; m
– коэффициент смертности хищников в отсутствие жертв; m1 –
коэффициент интенсивности миграции, причем, a, b, k,m, m1, h
считаются положительными постоянными (k < 1); ε∗(x1) имеет
вид [1]

ε∗(x1) =
{

x1
λ , 0 6 x1 < ελ,
ε, x1 > ελ;

где ε – положительная постоянная.
Система (5) описывает взаимодействие между хищником и

жертвой (полный режим P2), (6) – миграцию хищника (пере-
ходный режим P21), (7) – исчезновение хищника из сообщества
(минус-скачок P−), (8) – динамику жертвы в отсутствие хищни-
ка (нулевой режим P1), (9) – появление хищника в сообществе
(плюс-скачок P+).

Таким образом, динамика популяций в ареале описывается
разрывной динамической системой (5)–(9), функционирующей в
пяти режимах. Переход от одного режима к другому происходит
при попадании траектории на границы областей, соответствую-
щих режимам.

Отметим, что уравнение (4) учитывает инерционность в при-
нятии хищником решения о миграции. Действительно, «важное
решение» о начале миграции не должно быть подвержено влия-
нию мгновенных значений фазовых переменных.

Далее рассмотрим модель «хищник-жертва» Лотки–
Вольтерры, учитывающую изъятие особей:
(10) ẋ1 = x1(a− bx2 − u1), ẋ2 = x2(kbx1 −m− u2).
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Уравнение фазовой траектории системы (10), проходящей через
точку M0(x10, x20), имеет вид (при u1 = u2 = 0 см., например,
[2])
(11) (a− u1) ln x2 − bx2 + (m + u2) ln x1 − kbx1 − c = 0,

где
c = c(x10, x20, u1, u2) = (a− u1) ln x20 − bx20+

+(m + u2) ln x10 − kbx10.

Через f = f(x1, x2, x10, x20, u1, u2) обозначим левую часть урав-
нения (11). Нетрудно показать, что f = 0 – выпуклая замкнутая
кривая. Положение равновесия R системы (10) при постоянных
u1, u2 имеет координаты

x1 =
m + u2

bk
, x2 =

a− u1

b
.

В силу того, что в правые части первых двух уравнений си-
стемы (5) не входит ñ, то в пространстве (x1, x2, ñ) траектории
этой системы будут располагаться на цилиндрах. При этом обра-
зующие цилиндров параллельны оси Oñ, направляющие – траек-
тории системы (10). Из условий, при которых определена систе-
ма (5), следует, что цилиндры располагаются в полупространстве
ñ > Λ.

Для системы (5)–(9) множество

{(x1, x2, ñ) : x1 > 0, x2 > 0}

инвариантно, поэтому далее x1 > 0, x2 > 0.

2.2. ДИСКРИМИНАНТНАЯ ПЛОСКОСТЬ
В работе [1] плоскость

π = {(x1, x2, ñ) : ñ = Λ}

названа дискриминантной плоскостью. Дальнейшее поведение
траекторий системы (5)–(9) зависит от того, в какой участок
плоскости π они попадают. Для сокращения записи для точек
(x1, x2,Λ) дискриминантной плоскости π будем использовать
обозначение (x1, x2).
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Прямая l = {(x1, x2) : x1 − λx2 = 0} делит плоскость π на
две полуплоскости

π+ = {(x1, x2) : x1 − λx2 > 0}, π− = {(x1, x2) : x1 − λx2 < 0}.

Отметим, что при λ = m
ak прямая l проходит через положение

равновесия R
(

m
bk , a

b

)
системы (10) при u1 = u2 = 0, при λ > m

ak
прямая l лежит ниже точки R, а при λ < m

ak – выше точки R.
Ранее (см. (9)) было указано, что в точках множества

E = {(x1, x2) : x2 < ε∗(x1)}

система (5)–(9) функционирует в режиме плюс-скачка P+.
Если M(x1, x2) ∈ π+\E, то M – начальная точка режима

P2. Действительно, при этом ˙̃n = x1 − λx2 > 0, т.е. вектор фа-
зовой скорости в точке M направлен в сторону возрастания ñ, и
система (5)–(9) функционирует в режиме P2, для которого M –
начальная точка.

Если M(x1, x2) ∈ π−, то аналогично предыдущему можно
показать, что M – начальная точка режима P21.

2.3. УПРАВЛЕНИЕ, СОХРАНЯЮЩЕЕ СОСТАВ
БИОСООБЩЕСТВА
Введем следующие два определения.
Определение 1. Постоянные управляющие параметры

u1, u2 называются допустимыми, если выполнены неравенства

0 6 u1 < a,
u2 > 0.

Определение 2. Если траектория системы (5)–(9), начав-
шаяся в M(x1, x2), содержится в полупространстве ñ > Λ,
то точка M называется точкой сохранения состава биосооб-
щества.

Постановка задачи: найти допустимые u1, u2, сохраняющие
состав биосообщества.

Введем следующие множества:
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Π =


{(x1, x2) : x1 − λx2 > 0, x1 > m

bk , ε 6 x2 6 a
b},

если 0 < ε 6 a
b ;

∅,
если ε > a

b ;

K1 =


{(x1, x2) : x1 − λx2 > 0, x1 > m

bk , x2 > a
b},

если 0 < ε 6 a
b ;

{(x1, x2) : x1 − λx2 > 0, x1 > m
bk , x2 > ε},

если ε > a
b ;

K2 =



{(x1, x2) : x1 − λx2 > 0, x1 < m
bk , ε 6 x2 6 a

b},
если или 0 < ε 6 a

b при λ < m
ak , или 0 < ε < a

b при λ = m
ak ,

или 0 < ε < m
bkλ при λ > m

ak ;
∅,
если или ε > a

b при λ < m
ak , или ε > a

b при λ = m
ak ,

или ε > m
bkλ при λ > m

ak ;

K3 =



{(x1, x2) : x1 − λx2 > 0, x1 < m
bk , x2 > a

b},
если 0 < ε 6 a

b при λ < m
ak ;

{(x1, x2) : x1 − λx2 > 0, x1 < m
bk , x2 > ε},

если a
b < ε < m

bkλ при λ < m
ak ;

∅,
если λ > m

ak или ε > m
bkλ при λ < m

ak .

Введенным множествам соответствуют различные способы
управления, позволяющие сохранить состав биосообщества. Так,
введение множеств K1,K2,K3 обусловлено тем, что положение
равновесия системы (10) при допустимых u1, u2 может принад-
лежать только Π, что позволяет построить простое управление
для начальных точек из Π (теорема 2). Если же начальная точка
принадлежит K1 или K2, то способ управления усложняется
(теоремы 3–6). Построение управления для множества K3

составит предмет дальнейшего исследования.
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Таким образом, получаем дизъюнктное разбиение дискрими-
нантной плоскости

π = π− ∪ l ∪ E ∪Π ∪K1 ∪K2 ∪K3

(см. рис. 1, 2, 3).
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Рис. 1. Разбиение плоскости π в случае λ < m
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Рис. 2. Разбиение плоскости π в случае λ = m
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a) ε < a
b б) ε = a

b в) ε > a
b
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Рис. 3. Разбиение плоскости π в случае λ > m
ak :

a) ε < a
b б) ε = a

b в) ε > a
b

Теорема 2. Пусть M0(x10, x20) ∈ Π. Тогда если

(12)
u1 = a− bx20,
u2 = bkx10 −m,

то M0 является точкой сохранения состава биосообщества.
Доказательство. Так как M0 ∈ Π, то u1, u2 (см. (12)) допу-

стимы. Из (12) выразим координаты точки M0:

x10 =
m + u2

bk
, x20 =

a− u1

b
.

Они совпадают с координатами положения равновесия системы
(10). Это значит, что в точке M0 при всех t

ẋ1 = 0, ẋ2 = 0.

Поскольку M0 ∈ Π, то

˙̃n
∣∣
M0

= x10 − λx20 > 0

(см. (4)). Таким образом, после попадания траектории системы
(5)–(9) в точку M0

x1(t) = x10, x2(t) = x20,

а ñ(t) растет с постоянной скоростью. Следовательно, траектория
системы (5)–(9) после попадания в точку M0 – это луч

M0q = {(x1, x2, ñ) : x1 = x10, x2 = x20, ñ > Λ}.

Это значит, что M0 – точка сохранения состава биосообщества.
�
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Теорема 3. Пусть M0(x10, x20) ∈ K1. Тогда если u1, u2 та-
кие, что

(13)
u1 = a− bx20 − λx20

x10
(kbx10 −m− u2),

kbx10 −m + 1
λ

x10
x20

(bx20 − a) 6 u2 < kbx10 −m + bx10
λ ,

то M0 является точкой сохранения состава биосообщества.
Доказательство. Так как M0 ∈ K1, то u1, u2 (см. (13)) до-

пустимы. Из (5) получим

(14)
dx2

dx1
=

x2(kbx1 −m− u2)
x1(a− bx2 − u1)

.

Тогда

dx2

dx1

∣∣∣∣
M0

=
x20(kbx10 −m− u2)

x10(a− bx20 − a + bx20 + λx20
x10

(kbx10 −m− u2))
=

1
λ

.

Если через l′ обозначим касательную в точке M0 к траекто-
рии системы (10), проходящей через точку M0, то из последнего
равенства следует, что l′ параллельна l. Уравнение l′ имеет вид

x1 − λx2 − x10 + λx20 = 0.

Прямая l′ образует две полуплоскости

π+
l′ = {(x1, x2) : x1 − λx2 − x10 + λx20 > 0},

π−
l′ = {(x1, x2) : x1 − λx2 − x10 + λx20 < 0}.

Из (13) следует, что координаты положения равновесия R
системы (10) удовлетворяют условиям

m + u2

bk
> x10,

a− u1

b
6

a

b
< x20.

Тогда R ∈ π+
l′ . Следовательно, в силу выпуклости траекторий си-

стемы (10), траектория, проходящая через точку M0, содержится
в Cl (π+

l′ ) (Cl A – замыкание A), т.е. во всех точках траектории

x1 − λx2 > x10 − λx20 > 0.

Значит, во всех точках траектории системы (10) ñ растет
(см. (4)). Таким образом, траектория системы (5)–(9), начавшаяся
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в точке M0, по цилиндрической поверхности уходит в бесконеч-
ность, т.е. M0 – точка сохранения состава биосообщества. �

Из теоремы 3 следует, что наименьшее u2, при котором M0

является точкой сохранения состава биосообщества, достигается
при u1 = 0 и имеет вид

u2 = kbx10 −m +
1
λ

x10

x20
(bx20 − a).

Далее естественно поставить задачу минимизации изъятия хищ-
ника в случае u1 = 0, т.е. когда нет изъятия жертвы. Решение
такой задачи позволит сохранить состав биосообщества с наи-
меньшим антропогенным воздействием на окружающую среду.

Справедлива теорема.
Теорема 4. Пусть λ > m

ak , M0(x10, x20) ∈ K1. Тогда в
случае u1 = 0 существует минимальное допустимое значение
u2 = u∗2, при котором M0 является точкой сохранения состава
биосообщества.

Доказательство. Так как λ > m
ak , M0(x10, x20) ∈ K1, то

допустим параметр u2 ∈ [u20, u21], где

u20 = akλ−m,
u21 = kbx10 −m + 1

λ
x10
x20

(bx20 − a).

Условие коллинеарности вектора скорости системы (10) и
прямой l имеет вид

x2(kbx1 −m− u2)
x1(a− bx2)

=
1
λ

.

Точки (x1, x2) траектории системы (10), проходящей через M0, в
которых вектор скорости коллинеарен прямой l, удовлетворяют
системе уравнений{

x2(kbx1−m−u2)
x1(a−bx2) = 1

λ ,

a lnx2 − bx2 + (m + u2) ln x1 − kbx1 − c = 0;

или равносильной ей:

(15)

{
kbλx1x2 − (m + u2)λx2 − ax1 + bx1x2 = 0,
a lnx2 − bx2 + (m + u2) ln x1 − kbx1 − c = 0;
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где c = c(x10, x20, u2) = a lnx20 − bx20 + (m + u2) ln x10 − kbx10.
Пусть F1(x1, x2, u2), F2(x1, x2, u2) – соответственно левые

части первого и второго уравнений системы (15). В силу свойств
траекторий системы (10), система (15) при любом u2 ∈ [u20, u21]
имеет решение (x̃1(u2), x̃2(u2)), где x̃2(u2) > a

b .
Далее рассмотрим прямую l̃, перпендикулярную l. Точку O′

пересечения l̃ с l примем за начало отсчета, а луч, находящийся
в π− – за положительною полуось. Таким образом, получим ось
координат l̃. Определим функцию

(16) d(u2) =

{ |x̃1(u2)−λx̃2(u2)|√
1+λ2

, если (x̃1(u2), x̃2(u2)) ∈ π−,

− |x̃1(u2)−λx̃2(u2)|√
1+λ2

, если (x̃1(u2), x̃2(u2)) ∈ π+.

Из (16) и из непрерывности функций F1, F2 по u2 (см. (15)) сле-
дует, что d(u2) – непрерывная функция. При u2 = u20, в силу
свойств траекторий системы (10), решение системы (15) нахо-
дится в π−, следовательно, d(u20) > 0. А при u2 = u21, т.е.
при u1 = 0, u2 = u21, решением системы (15) является точ-
ка M0 ∈ π+ (см. доказательство теоремы 3), следовательно,
d(u21) < 0. Из непрерывности d(u2), в силу теоремы о промежу-
точных значениях функции непрерывной на отрезке, следует, что
существует такое u2 ∈ (u20, u21), что d(u2) = 0. Пусть u∗2 наи-
меньшее из решений последнего уравнения. Это значит, что тра-
ектория системы (10), проходящая через M0, при u1 = 0, u2 = u∗2
касается прямой l. Тогда так как положение равновесия системы

(10) R
(

m+u∗
2

bk , a
b

)
∈ π+, то в любой точке траектории:

˙̃n = x1 − λx2 > 0,

т.е. траектория системы (5)–(9), начавшаяся в точке M0, по ци-
линдрической поверхности уходит в бесконечность, т.е.
M0 – точка сохранения состава биосообщества. �

Аналогичным образом доказываются следуюшие результа-
ты.
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Теорема 5. Пусть M0(x10, x20) ∈ K2. Тогда если

ε >
m

b(1 + kλ)

и u1, u2 такие, что

(17)
u1 = a− bx20 − λx20

x10
(kbx10 −m− u2),

0 6 u2 < kbx10 −m + bx10
λ ,

то M0 является точкой сохранения состава биосообщества.
Из теоремы 5 следует, что наименьшее u1, при котором M0 –

точка сохранения состава биосообщества, достигается при u2 =
0 и имеет вид

u1 = a− bx20 − λ
x20

x10
(kbx10 −m).

Решение задачи минимизации изъятия жертвы в случае u2 =
0 дается теоремой.

Теорема 6. Пусть λ > m
ak , M0(x10, x20) ∈ K2. Тогда в

случае u2 = 0 существует минимальное допустимое значение
u1 = u∗1, при котором M0 является точкой сохранения состава
биосообщества.

Замечание 1. В теоремах 4, 6 рассмотрен случай λ > m
ak ,

что означает, что хищнику для удовлетворения его биологиче-
ских потребностей требуется достаточно большое количество
жертвы. Случай λ < m

ak требует отдельного рассмотрения, что
будет сделано в дальнейших исследованиях.

3. Заключение

В статье предложены и исследованы две динамические си-
стемы, описывающие взаимодействие популяций и условия их
ухода из ареала. На основе теоретико-игрового подхода реша-
ется задача саморегулирования видового состава в модели, ком-
бинирующей взаимодействие хищник-жертва и миграцию в од-
ной системе уравнений (первая модель). Для модели с перемен-
ной структурой и с изменяющейся пищевой привлекательностью

255



Управление большими системами. Специальный выпуск 55

(вторая модель) найдено управление, имеющее смысл интенсив-
ности изъятия особей, обеспечивающее сохранение видового со-
става ареала. Таким образом, рассмотрены системы с внутренним
и внешним регулированием биосостава.

Следует отметить, что в первой модели, в отличие от второй,
не заложен полный уход хотя бы одной из популяций из место-
обитания. Это можно сделать, введя достаточно малые окрест-
ности координатных осей x1 = 0, x2 = 0, после попадания в
которые динамика задавалась бы системой типа (7). Тогда само-
регулирование обеспечит сохранение биосостава не для всех на-
чальных значений x1, x2, хотя в первой модели достаточно малые
значения x1, x2 можно интерпретировать как признак отсутствия
соответствующей популяции в ареале. В дальнейших исследо-
ваниях будет дано развитие второй модели, в которой заложена
возможность возвращения в ареал (система (9)), для решения за-
дачи выбора популяциями местообитания. Также представляет
интерес сочетание обеих моделей таким образом, чтобы в ком-
бинированной модели учитывались возможности как саморегу-
лирования на основе равновесия по Нэшу, так и внешнего регу-
лирования за счет изъятия особей.

Литература

1. КИРИЛЛОВ А.Н. Экологические системы с переменной
размерностью // Обозрение прикладной и промышленной
математики. – 1999. – Т. 6. – Вып. 2. – С. 318–336.

2. ЛЕОНОВ Г.А. Введение в теорию управления. — СПб.:
Изд-во СПбГУ, 2004. -– 218 с.

3. ATEHORTUA A.M., LADINO L.M., VALVERDE J.C.
Population dynamics of a two-stage migratory species with
predation and capture // Nonlinear Analysis: Real World
Applications. — 2014. – Vol. 16. -– P. 27–39.

4. ARDITI R., GINZBURG L.R. Coupling in predator-
prey dynamics: ratio-dependence // Journal of Theoretical
Biology. — 1989. — Vol. 139. — P. 311–326.

256



Математическая экология: теоретико-игровые модели

5. CHARNOV E.L. Optimal foraging, the marginal value
theorem // Theoretical population biology. — 1976. — Vol. 9,
№2. — P. 129–136.

6. CHARNOV E.L. Life history invariants. – Oxford University
Press, 1993. — 167 p.

7. KRIVAN V. The Lotka-Volterra predator-prey model
with foraging-predation risk trade-offs // The American
Naturalist. — 2007. — Vol. 170, №5. – P. 771–782.

8. KRIVAN V., CRESSMAN R., SCHNEIDER C. The ideal free
distribution: a review and synthesis of the game theoretic
perspective // Theoretical Population Biology. — 2008. -–
Vol. 73. – P. 403–427.

9. NONACS P. State dependent behavior and the marginal value
theorem // Behavioral Ecology. — 2001. — Vol. 12, №1. -–
P. 71–83.

10. STEPHENS D.W., KREBS J.R. Foraging theory. – Princeton
University Press. Princeton, 1986. – 247 p.

257



Управление большими системами. Специальный выпуск 55

EQUILIBRIUM AND CONTROL IN THE PROBLEM
OF SPECIES COMPOSITION PROTECTION IN
BIOCOMMUNITY

Alexandra Ivanova, Institute of applied mathematical research of
the Karelian research centre RAS, Petrozavodsk, post-graduate
student (a_s_ivanova@bk.ru).
Alexander Kirillov, Institute of applied mathematical research of
the Karelian research centre RAS, Petrozavodsk, Doctor of Science,
Leading Research Associate (kirillov@krc.karelia.ru).

Abstract: The mathematical models are proposed for the problem
of a biological community species composition protection. The
equilibrium is constructed for the dynamical model, describing the
self regulation of the populations presence in a patch. For the model
with varying food attractiveness we find species removal limits, which
allow preserving the species composition.

Keywords: control, population dynamics, migration, equilibrium.

Статья представлена к публикации
членом редакционной коллегии Д.А. Новиковым

Поступила в редакцию 06.02.2015.
Дата опубликования 31.05.2015.

258



 

Математическая экология: теоретико-игровые модели 

259 

УДК 51-7:517.97(262.54) 
ББК 26.221 

ЭВОЛЮЦИОННО-УСТОЙЧИВЫЕ 
ХАРАКТЕРИСТИКИ АЗОВСКОГО МОРЯ 

ПРИ ВАРИАЦИИ ДОНСКОГО СТОКА 

Ильичев В. Г.1, Дашкевич Л. В.2, Кулыгин В. В.3 

(ФГБУН Институт аридных зон  

Южного научного центра РАН, Ростов-на-Дону) 
 

Предложена компьютерная эколого-эволюционная модель 

«биогенные элементы – водоросли». Обнаружено, что в 

асимптотическом режиме отношение органических форм 

азота и фосфора в экосистеме слабо изменяется, несмотря на 

сильную деформацию химического состава стока р. Дон. На 

основе «парадоксальных» модельных экспериментов установ-

лена причина этого явления. Определены эволюционно-

устойчивые параметры благоприятных температур развития 

основных групп водорослей. Показано, что у теплолюбивых во-

дорослей такие параметры единственны, а у холодолюбивых 

водорослей допускаются две реализации. 

 

Ключевые слова: модель, механизмы адаптации, эволюци-

онно-устойчивые параметры. 

 

В недалеком прошлом Азовское море являлось одним из 

наиболее высокопродуктивных водоемов Мирового океана. До 

зарегулирования стока рек Дона (1953 г.) и Кубани (1975 г.) при 

благоприятной солености азовских вод ежегодный вылов рыбы 

достигал 8 т/км2 [3]. После сооружения Цимлянского водохра-

нилища произошло сокращение объема речного стока, и в ре-

                                                 
1 Виталий Григорьевич Ильичев, доктор технических наук, главный 

научный сотрудник (vitaly369@yandex.ru). 
2 Людмила Владимировна Дашкевич, кандидат географических наук, 

научный сотрудник (ldashkev@ssc-ras.ru). 
3 Валерий Валерьевич Кулыгин, кандидат технических наук, научный 

сотрудник (kulygin@ssc-ras.ru). 



 

Управление большими системами. Специальный выпуск 55 

260 

зультате структура и динамика экологической системы Азовско-

го моря существенно изменились. В частности, здесь возросла 

доля низкопродуктивных черноморских видов. В целях восста-

новления былой продуктивности в 80-х годах прошлого века 

разрабатывались крупные водные проекты – дотация речного 

стока, регулирование водообмена с помощью Керченского гид-

роузла, сужение гирла Таганрогского залива [4, 7]. С экономи-

ческой точки зрения наиболее дорогостоящим был первый про-

ект, связанный с предполагаемой переброской части стока се-

верных рек. А наименее дорогим являлся проект сужения гирла 

Таганрогского залива. Хотя в свое время эти проекты так и не 

были реализованы, их целесообразность в новой геополитиче-

ской обстановке по-прежнему обсуждается. 

Одним из аспектов экологической экспертизы перечислен-

ных (и других) проектов является исследование отклика различ-

ных трофических уровней экосистемы Азовского моря на изме-

нение гидрологического и гидрохимического режима стока 

р. Дон. Здесь важно определить устойчивые тенденции, не зави-

сящие от выбора начальных условий в переменных модели. Как 

правило, это достигается путем построения асимптотического 

состояния на основе проведения расчетов на многолетнюю пер-

спективу. 

Другой вариант устойчивости связан с тем, что параметры 

популяций могут несколько изменяться в процессе микроэво-

люции до некоторых финальных (так называемых эволюционно-

устойчивых) параметров. Поэтому модельные расчеты должны 

ориентироваться на выбор таких параметров. Первоначально 

соответствующая концепция была развита в работе Мэйнарда 

Смита [18] для грубых качественных моделей с использованием 

методов теории игр. 

Однако если природный объект допускает достаточно пол-

ное количественное описание, то более естественным представ-

ляется построение эколого-эволюционных моделей. 

В настоящей статье на примере эколого-эволюционной мо-

дели фитоценозов двух районов Азовского моря: Таганрогского 

залива (ТЗ) и собственно моря (СМ) будет проведен соответ-

ствующий анализ динамики биогенных веществ (азота и фосфо-

ра) с учетом влияний водорослей. 
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1. Модельные механизмы адаптации водорослей 

Основой моделей динамики и микроэволюции экологиче-

ских систем являются различные процессы адаптации. На при-

мере водорослей рассмотрим важнейшие из них. 

1.1. АДАПТАЦИЯ К СОДЕРЖАНИЮ БИОГЕННЫХ ВЕЩЕСТВ 

В модели круговорота азота (N) и фосфора (P), которые 

предназначены для анализа поведения экосистем, необходимо 

включать механизмы адаптации водорослей к содержанию био-

генных веществ в среде. В противном случае при модельных 

расчетах на длительную перспективу может «возникать» не-

ограниченный рост N или P [8]. Поэтому учет механизмов адап-

тации водорослей представляется обязательным. 

В обзоре [15] рассмотрены модельные схемы адаптации во-

дорослей к содержанию азота и фосфора, основанные на кон-

цепции клеточной квоты. Более удобным при модельной реали-

зации является следующий механизм адаптации, опирающийся 

на концепцию Ф. Добжанского [16] о жестком полиморфизме 

природных популяций. Следуя этой идее, всякая («исходная») 

популяция водорослей состоит из набора близких субпопуля-

ций, каждая из которых имеет «свои» параметры kN – доля N и 

kP – доля P в клетках водорослей. Дополнительно будем счи-

тать, что потребление азота и фосфора i-й субпопуляцией про-

порционально их внутриклеточному содержанию (т.е. величи-

нам kN
i, kP

i). Субпопуляцию с наибольшим kN
i будем называть 

«азотолюбивой», а с наибольшим kP
i – «фосфоролюбивой». Ис-

ход конкуренции данных субпопуляций зависит от содержания 

азота и фосфора в среде. Это взаимодействие должно быть со-

гласовано с принципом компенсации Ле-Шателье – Брауна, а 

именно: при больших N доминирует азотолюбивая субпопуля-

ция, поскольку в этом случае происходит наиболее сильное по-

требление N. Аналогично, при больших P доминирует фосфоро-

любивая субпопуляция. 

В качестве базовой модели динамики биомассы популяции 

водорослей (x) используем однородную схему Пирcа [19]: 

(1) ( )P Nx xf xk / P, xk / N . 
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Здесь P и N – концентрации минеральных форм фосфора и 

азота в воде; f(u, ν) – гладкая трофическая функция, убывающая 

по каждой переменной. 

Ниже будем использовать частный случай схемы Пирса, а 

именно модель Контуа, в которой f(u, v) = –1 + r / (1 + u + v). В 

развернутой форме получаем 

(2) 
)(

1)/,/(
NP

NP
PkNkxPN

rPN
NxkPxkf


 . 

Здесь r – скорость роста водорослей, зависящая от темпера-

туры и солености среды; скорость смертности равна –1. Пусть 

условия среды постоянные, тогда при r > 1 в модели (1) с правой 

частью (2) имеется единственное, положительное равновесие 

( , )N PX k k , где 

(3) 
1

( , )N P

N P

r
X k k

N / k P / k





. 

Данное равновесие глобально устойчиво в R+. 

Теперь построим расширение модели (2), включающее в 

себя три субпопуляции (x1, x2, x3). Определим внутриклеточное 

содержание азота и фосфора в данных субпопуляциях следую-

щим образом: 

1) kN
1 = kN и kP

1 = kP (исходная популяция); 

2) kN
2 = kN γ и kP

2 = kP / γ (азотолюбивый мутант); 

3) kN
3 = kN / γ и kP

3 = kP γ (фосфоролюбивый мутант). 

Здесь γ – некоторое число, большее 1. Взаимодействие всех 

субпопуляций описывается системой («Триадой»): 

(4) ( )i i
i i P Nx x f Sk / P, Sk / N , 

где i = 1, 2, 3 и S = x1 + x2 + x3. 

На рис. 1 проведены две прямые: 

Ф) P / kP = γ N / kN и  

А) N / kN = γ P / kP, 

которые разбивают первый квадрант на три области (1, 2 и 3). 

Пусть в системе (4) в качестве функции f выбрана схема Контуа, 

тогда для «Триады» справедливо следующее основное свойство 

адаптации [8]: если точка (N, P) принадлежит области c номе-

ром i, то i-я субпопуляция вытесняет остальные. 
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Рис. 1. При разных соотношениях N и P доминируют  

субпопуляции 1, 2 или 3 

Правую часть «Триады» целесообразно дополнить следую-

щим слагаемым: 

(5) ( )i i
i i P Nx x f Sk / P, Sk / N   , 

где i = 1, 2, 3; µ – положительно и мало. Присутствие малого 

числа µ позволяет навечно закрепить трехвидовую структуру в 

машинной модели «Триады», и в то же время в (5) сохраняются 

прежние закономерности доминирования субпопуляций. 

Отметим, что функционирование «Триад» не устраняет 

возможности возникновения дисбаланса N и P в среде, а лишь 

смягчает его. 

В предлагаемой ниже модели «водоросли – азот и фосфор» 

Азовского моря представлены три основные группы водорослей 

(диатомовые, пирофитовые и синезеленые). Динамика каждой 

группы водорослей описывается модельной конструкцией «Три-

ада» с γ = 1,1. Известно, что в Таганрогском заливе обитают в 

основном диатомовые и синезеленые водоросли, а в собственно 

море – диатомовые и пирофитовые водоросли. В соответствую-

щих моделях фитоценозов учитывается конкурентное взаимо-

действие указанных «Триад». 
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1.2. АДАПТАЦИЯ К ТЕМПЕРАТУРЕ 

Суть построения традиционных эколого-эволюционных 

моделей заключается в следующем [1]. Вместо одной популяции 

(х) с фиксированным параметром α рассматривается многочис-

ленное сообщество близких субпопуляций (х1, …, xn). Каждая 

переменная (xi) является носителем своего параметра (αi). Далее 

в процессе конкурентного отбора выживает одна cубпопуляция, 

обладающая «наилучшим», точнее эволюционно-устойчивым 

значением параметра. Данное «прямолинейное копирование» 

эволюционных процессов требует задания большого числа суб-

популяций. Поэтому такая компьютерная модель экосистемы 

вызывает, по сути, неограниченные затраты машинного времени 

при расчетах на долгосрочную перспективу. 

Ниже предлагается иная модельная конструкция [9] меха-

низма адаптации, в которой параметр играет активную роль, и 

наряду с переменными сам изменяется в процессе работы моде-

ли. Итак, пусть динамика популяции в постоянной среде задает-

ся базовой моделью 

(6) ( , )x xf x  . 

Гладкая функция f(x, α) отражает негативное действие 

внутренней конкуренции, поэтому она строго убывает. Чтобы в 

(6) реализовалось положительное равновесие, достаточно счи-

тать: f(0, α) > 0 и f(, α) < 0 при всех α. 

Напомним формальное определение: значение α0 называет-

ся эволюционно-устойчивым (ЭУ-параметр), если соответству-

ющая популяция не вытесняется в сообществе конкурентов с 

близкими к α0 значениями параметров [18]. Оказывается, поиск 

ЭУ-параметров можно осуществить в модели с помощью всего 

лишь трех субпопуляций: «исходная популяция» и два ее мутан-

та. Здесь исходная популяция (x1) является носителем базового 

параметра α, а мутанты (x2 и x3) – носители параметров  +  и 

 –  соответственно (константа δ положительна и мала). Разу-

меется, чтобы сохранялись адаптивные возможности такой мо-

дели, необходимо постоянно поддерживать в ней трехвидовую 

структуру. Поэтому динамику субпопуляций дополним «под-

качкой» численности (в размере µ): 
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(7)   ),( 32111 xxxfxx ,  

   ),( 32122 xxxfxx , 

   ),( 32133 xxxfxx , 

где µ – положительно и мало. 

В зависимости от значения α в (7) будет доминировать та 

или иная субпопуляция. Далее, выберем Dom достаточно боль-

шой константой, например, положим Dom = 10. Пусть 

(x1, x2, x3) – численности субпопуляций в текущий момент вре-

мени. Зададим изменение параметра α следующим образом: 

1) α растёт при доминировании («с запасом») мутанта x2, 

т.е. при x2 > x1 Dom и x2 > x3; 

2) α убывает при доминировании («с запасом») мутанта x3, 

т.е. при x3 > x1 Dom и x3 > x2. 

В этой связи, естественно определить следующую функцию 

отбора Sel(x1, x2, x3): 

Sel = 1 при доминировании x2;  

Sel = –1 при доминировании x3; 

Sel = 0 в остальных случаях. 

Наконец, дополним систему (7) уравнением для базового 

параметра: 

(8) 1 2 3( , , )Sel x x x  , 

где скорость микроэволюции ε положительна и мала. 

Для «правильной» работы системы (7)–(8) следует указать 

относительный порядок малости коэффициентов δ, µ, ε. Так, в 

работе [5] предлагается брать δ малым, µ очень малым, а ε со-

всем малым. Показано, что в этом случае финальное значение 

параметра α оказывается эволюционно-устойчивым. 

Неожиданно данная конструкция является эффективной 

при периодически изменяющихся условиях среды, например, 

температуры (θ). Здесь в рамках простейшей версии схемы Кон-

туа базовая модель имеет вид  

(9) 











x
rxx

1

1
)(1  , 
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где r = r0[1 – (θ – α)2] при θ  I = ( – 1,  + 1) и r0 > 1; иначе 

r = 0. Обычно I называют интервалом температурной толе-

рантности, у каждого вида водорослей он свой. 

Здесь актуальна следующая проблема: где в процессе мик-

роэволюции будет располагаться интервал I? В результате рас-

четов по модели (7)–(8) обнаружены два возможных финальных 

состояния [10]. Разумеется, тот или иной исход эволюционного 

процесса зависит от выбора начального положения I. Сформу-

лируем основной результат: 

пусть θ – синусоидальная кривая, тогда I оказывается 

вблизи минимума или максимума θ. 

Это так называемая «гипотеза критических значений». Ве-

роятно, первый исход соответствует реализации холодолюби-

вых (диатомовых) водорослей, а второй – характерен для тепло-

любивых (пирофитовых или синезеленых) водорослей. 

Одновременный учет в модели указанных двух адаптаций 

можно осуществить с помощью конструкции «Пентада», со-

держащей пять субпопуляций. Здесь 1-я субпопуляция имеет 

стандартный набор параметров, 2 и 3-я субпопуляции отвечают 

за биогенную адаптацию, а 4 и 5-я субпопуляции реализуют 

температурную адаптацию. 

Последнее. Довольно непросто бывает добиться в модели 

устойчивого сосуществования различных видов водорослей. 

Здесь стабилизирующую роль может играть модельный меха-

низм перехода активных клеток водорослей в пассивное состоя-

ние: когда температура среды оказывается «плохой» (θ лежит 

вне I), то происходит переход клеток из активного состояния в 

пассивное (споры), в котором они не размножаются, не питают-

ся и практически не умирают [14]. Напротив, когда температура 

среды становится «хорошей» ( лежит внутри I), то клетки во-

дорослей возвращаются в активное состояние. Наличие этого 

механизма существенно «смягчает» процессы межвидовой кон-

куренции. 
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2. Парадоксальные модельные эксперименты 
в анализе дисбаланса минеральных форм азота 
и фосфора 

С точки зрения теории автоматического регулирования, 

процессы питания водорослей осуществляют прямые связи, а 

процессы распада отмерших клеток образуют обратные связи в 

общем круговороте веществ в экосистеме [11]. Когда отношение 

общих запасов азота (Nобщ) к общим запасам фосфора (Pобщ) 

близко к значению азот/фосфор в клетках водорослей (Nкл / Pкл), 

то в биологическом круговороте веществ активно «работают» 

две обратные связи (как по азоту, так и по фосфору). Напротив, 

при избыточном накоплении в среде, например N, ослабляется 

действие обратной связи по азоту. Сокращение же числа актив-

ных обратных связей опасно, поскольку может привести к де-

стабилизации водной экосистемы. 

Из таблицы 1 следует, что потребление P всеми группами 

водорослей примерно одинаково, а потребление N существенно 

различно. При этом наибольшее потребление азота осуществля-

ется синезелеными водорослями. Кроме того, полезно иметь в 

виду значения отношений kN / kP: 5 (диатомовые); 6,69 (пирофи-

товые); 8,75 (синезеленые). 

Таблица 1. Экологические характеристики водорослей Азовско-

го моря [2, 12] 

         Параметр 

Группа 

водорослей 

Оптимал. 

cоленость,

‰  

Оптимал. 

температура, 

°С 

Содержание в 

клетках N и P 

kN kP 

Диатомовые 9 12-14 0,00525 0,00105 

Пирофитовые 14 19-22 0,00750 0,00112 

Синезеленые 6 22-24 0,01050 0,00120 

 

Далее, согласно наблюдениям [3] в Азовском море средне-

многолетняя величина np = Nобщ. / Pобщ составляла  10. Указан-

ное значение np близко к величине Nкл / Pкл для основных видов 

азовских водорослей. После сооружения Цимлянского водохра-

нилища (1953 г.) сократился объем (ν) и деформировался хими-
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ческий состав (cN, cP) донского стока. В результате в Азовском 

море стало наблюдаться постепенное нарастание отношения np. 

За промежуток времени 1970–1980 гг. величина np достигла 

значения  20. Представляет интерес поиск причин, вызываю-

щих рост np.  

Ниже будет представлена идея компьютерного исследова-

ния эффектов воздействия вариантов химического состава вод 

(cN, cP) и годового объема стока (ν) на фитоценозы ТЗ и СМ. За-

давались следующие параметры речного стока: 

1)  ν изменялся в пределах 50–10 км3/год, естественно, такое со-

кращение ν вызывает увеличение солености как ТЗ, так и СМ; 

2)  для (cN, cP) были выбраны следующие варианты (в мг/м3): 

1 – (2000, 200); 2 – (2000, 300); 3 – (3000, 200); 4 – (3000, 300). 

Здесь при расчетах использовалась модель «водоросли – 

азот и фосфор», в которой каждой группе фитопланктона соот-

ветствовала своя «Триада». Пусть заданы конкретные парамет-

ры донского стока, тогда при расчетах на многолетнюю пер-

спективу в данной модели устанавливается периодическое (пе-

риод = год) состояние. Этот асимптотический режим является 

единственным и устойчивым. 

Обнаружено [6], что при уменьшении ν (среднегодовое) со-

держание минерального P падает, а содержание минерального N 

убывает лишь при v  [50,25] и, напротив, резко возрастает при 

дальнейшем уменьшении ν от 25 до 10. Этот неожиданный ре-

зультат − возникновение дисбаланса N и P в Азовском море при 

снижении объема донского стока меньше критического значе-

ния (25 км3/год) – имел место при всех четырех вариантах хими-

ческого состава р. Дон. 

Очевидно, убыль ν порождает одновременную трансформа-

цию двух процессов, как гидрологического (изменение массо-

обмена ТЗ↔СМ↔Черное море), так и биологического (пере-

стройка видового состава водорослей при росте солености). 

Чтобы разобраться в хитросплетении указанных факторов, 

необходимо выделить их в «чистом виде». 
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Рис. 2. Разные пути в пространстве (ν, S), соединяющие 

два состояния экосистемы 

Воспользуемся здесь следующими «парадоксальными» со-

ображениями. Пусть объем донского стока непрерывно умень-

шается от 50 до 10 км3/год. Это вызывает увеличение солености 

каждого района Азовского моря. Геометрически в пространстве 

факторов (см. рис. 2) происходит движение по диагонали (R) от 

точки 1 к точке 2. Теперь заменим «прямой» путь (R) на «околь-

ный» (B+G), состоящий из вертикального (B) и горизонтального 

(G) отрезков. Движение факторов по отрезку B связано только с 

увеличением солености («гидрология заморожена»). Поэтому 

путь B вызывает деформацию чисто биологических процессов. 

Аналогично, движение факторов по отрезку G порождает лишь 

изменение массообмена («соленость заморожена»). Значит, путь 

G вызывает деформацию чисто гидрологических процессов. Ра-

зумеется, такие односторонние изменения данных факторов в 

природе не наблюдаются. Однако в экспериментах с математи-

ческой моделью это вполне допустимо и реализуемо. 

На основе предложенных модельных экспериментов был 

выявлен следующий механизм возникновения дисбаланса N и P 

в Азовском море: 

−  при сокращении объема стока р. Дон от 50 до 25 км3/год 

решающее значение имеют биологические факторы (перестрой-

ка видового состава водорослей), вызывающие одновременное 

уменьшение N и P. Оказывается, сопутствующее увеличение 

солености до 11‰ вызывает рост общей биомассы водорослей, 

и попутно увеличивается потребление биогенных веществ; 
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−  при дальнейшем сокращении стока доминируют гидро-

логические процессы, приводящие к увеличению N и уменьше-

нию P. Действительно, здесь происходит рост доли атмосфер-

ных осадков и притока черноморских вод с аномально высоким 

содержанием N / P. Так, имеем соответственно 1400 / 45 ≈ 31 и 

350 / 27 ≈ 13 [8]. 

3. Парадоксальные модельные эксперименты 
в анализе баланса органических форм азота 
и фосфора  

Ниже считаем, что фитоценоз характеризуется видовым со-

ставом водорослей, а также набором минеральных и органиче-

ских форм биогенных элементов (для простоты ограничимся 

лишь N и P). Разумеется, замкнутый по веществу фитоценоз 

включает в себя потребление минеральных элементов N и P во-

дорослями, которые размножаются и частично отмирают. В ре-

зультате (линейного) распада органических соединений веще-

ства N и P возвращаются в водную толщу. 

Здесь в модели представлены два фитоценоза: ТЗ и СМ. В 

первом присутствуют только диатомовые и синезеленые водо-

росли, а во втором обитают только диатомовые и пирофитовые 

водоросли (+ их споры). Каждая группа фитопланктона пред-

ставлена своей “Пентадой”. Поэтому здесь происходит одно-

временная адаптация водорослей к биогенному и температур-

ному режимам. Среднемноголетние значения стока р. Дон и 

температуры (по районам) приведены в таблице 2. 

Таблица 2. Среднемноголетние [17] ежемесячные значения 

температуры воды ТЗ и СМ (ºС) и объемы стока р. Дон (км3) 

            Фактор 

Месяц 
Сток р.Дон 

Температура 

ТЗ 

Температура 

СМ 

I 1,00 1,08 1,93 

II 1,17 0,14 1,49 

III 2,09 2,18 2,67 

IV 3,78 10,8 9,31 

V 4,55 18,2 16,3 
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            Фактор 

Месяц 
Сток р.Дон 

Температура 

ТЗ 

Температура 

СМ 

VI 2,21 22,6 22,1 

VII 1,45 24,6 24,3 

VIII 1,32 23,5 24,1 

IX 1,27 18,4 19,4 

X 1,31 12,1 14,8 

XI 1,32 5,75 7,8 

XII 1,08 3,42 4,6 

 

Напомним, объемы районов ТЗ – 25,9 км3 и СМ – 295,34км3. 

В системе одностороннего обмена р. Дон→ТЗ→СМ→Черное 

море реализована простейшая балансовая гидрологическая схе-

ма: сколько воды втекает, столько же ее и вытекает. Разумеется, 

вода является основным «переносчиком» биогенных веществ и 

водорослей.  

При модельных расчетах считаем, что в донской воде со-

держание минеральных форм N и P равно нулю, а концентрация 

органических форм N и P задается парой (cN, cP). Пусть 

Ft(cN, cP) – вектор состояния модели фитоценозов, соответству-

ющий (cN, cP), в момент времени t. Отметим, что правая часть 

модели динамики водорослей является однородной функцией 

первой степени (при µ = 0), а процессы распада и массопереноса 

линейны. Поэтому имеет место равенство 

Ft(λcN, λcP) = λ Ft(cN, cP) для произвольной константы λ > 0.  

По сути, ключевое значение для анализа качественных из-

менений имеет лишь отношение R = cN / cP. В таблице 3 приве-

дены результаты компьютерного исследования влияния химиче-

ского состава стока р. Дон на фитоценозы ТЗ и СМ. Здесь R из-

меняется от 2400 / 80 до 2400 / 440. 

Здесь обозначено: Nm, N0 и Pm, P0 – минеральные и органические 

формы N и P. 

Отметим, что попутно в модели происходил поиск эволю-

ционно-устойчивых значений благоприятных температур разви-

тия водорослей. Разумеется, это влияет и на динамику всего фи-

тоценоза. Здесь начальные значения данных параметров выби-
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рались следующими: 22 – синезеленые (aC), пирофитовые (aП) и 

3 –диатомовые (аД). 

Таблица 3. Асимптотики среднегодовых характеристик 

(в мг/м3) фитоценозов в природной системе р. Дон→ТЗ→СМ 

                       R 

 

Характеристика 

2400

/80 

2400/

140 

2400/

200 

2400/

260 

2400/

320 

2400/

380 

2400/

440 

Таганрогский залив 

Синезел. 2670 4659 6269 6167 5959 5962 5965 

Диатом. 910 1585 2444 3666 4448 4457 4462 

Nm 1207 767 401 305 251 251 251 

Pm 12 21 34 63 102 153 203 

N0 983 1266 1510 1572 1600 1601 1601 

P0 41 71 101 123 138 148 157 

Собственно море 

Пирофит. 3049 5333 7611 9556 9388 9237 9243 

Диатом. 960 1683 2411 3332 4647 4815 4821 

Nm 1739 1257 777 351 235 224 224 

Pm 10 18 26 37 65 122 182 

N0 449 771 1094 1303 1443 1448 1449 

P0 35 62 88 114 131 132 132 

 

Дополнительно было проведено специальное компьютерное 

исследование того, как влияет выбор начальных параметров на 

их финальные значения. Так, при cN = 2400 и cP = 200 рассмот-

рено 11 вариантов, а именно: начальные значения температур 

развития теплолюбивых водорослей фиксированы aC = aП = 26, а 

у холоднолюбивых изменяются аД = k, где k = 1, …, 11. В табли-

цу 4 сведены полученные в модели эволюционно-устойчивые 

значения данных параметров. 

Финал процессов микроэволюции для теплолюбивых (сине-

зеленых и пирофитовых) водорослей практически однозначен, и 

соответствующие параметры располагаются вблизи максимума 

температурной кривой (это согласуется с гипотезой критиче-

ских значений). 
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Таблица 4. Финальные значения параметров благоприятных 

температур развития водорослей 

         k 

 

Парам. 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 

Таганрогский залив 

aC 22,1 22,1 22,1 22,0 22,1 22,1 22,1 22,1 22,1 22,2 22,2 

аД 1,6 2,3 2,3 2,3 2,3 2,3 2,3 2,3 2,3 12,2 12,2 

Собственно море 

aП 21,8 21,8 218 21,8 21,8 21,8 21,8 21,8 21,8 21,8 21,8 

аД 3,2 3,2 3,2 3,3 3,3 3,2 7,2 7,4 7,4 7,4 7,4 

 

А для холоднолюбивых диатомовых водорослей могут воз-

никать два варианта финала. Так, самое низкое значение ЭУ-

параметра соответствует минимуму температурной кривой. Да-

лее, имеются веские основания полагать, что более высокое зна-

чение ЭУ-параметра соответствует точке перегиба температур-

ной кривой. В этой связи сообщество диатомовых водорослей в 

Азовском море включает в себя несколько групп с существенно 

разными оптимальными температурами развития. 

Далее, из таблицы 3 можно извлечь динамику азот/фосфор 

для различных форм биогенных веществ в зависимости от вели-

чины R. Неожиданно находим, что в СМ величина N0 / P0 совсем 

мало изменяется (см. таблицу 5).  

Таблица 5.Отношение азот/фосфор в природной системе 

р.Дон→ ТЗ→СМ при разных R 

                 R 

 

Отношение 

2400/

80 

2400/

140 

2400/

200 

2400/

260 

2400/

320 

2400/

380 

2400/

440 

Таганрогский залив 

Nm / Pm 100,6 36,5 11,8 4,8 2,5 1,6 1,2 

N0 / P0 23,0 17,6 14,9 12,8 11,5 10,8 10,2 

Собственно море 

Nm / Pm 174,0 69,8 29,9 9,5 3,6 1,8 1,2 

N0 / P0 12,7 12,5 12,4 12,1 11,0 10,9 10,9 
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В чем причина высокой устойчивости отношения N0 / P0 в 

собственно море? Может быть, в уникальности видового соста-

ва фитоценоза СМ или в уникальности каскада фитоценозов ТЗ 

и СМ? В этой связи в рамках гидрологической схемы 

р. Дон→район 1→район 2 были проведены «парадоксальные» 

компьютерные эксперименты, в которых рассмотрены любые 

расстановки фитоценозов по районам. Так, например, сценарий 

р. Дон→СМ→ТЗ означает: 1)  р. Дон впадает в большой район, 

в котором обитают пирофитовые и диатомовые водоросли; 

2)  из данного района вода поступает в малый район, в котором 

находятся cинезеленые водоросли. 

Согласно проведенным расчетам отношение Nm / Pm сильно 

изменяется во всех районах при вариации R. Напротив, во всех 

сценариях отношение N0 /P0 слабо изменяется, особенно во вто-

ром районе (см. таблицу 6). Поэтому биологические характери-

стики районов не имеют принципиального значения. 

Скорее всего, «вина» лежит на гидрологических особенно-

стях районов. Так, когда первый район является большим, то 

стабилизация N0 / P0 возникает уже в нем. Вероятно, низкая про-

точность большого района всегда способствует стабилизации 

N0 / P0. В приложении подтвержден этот тезис с помощью ана-

лиза упрощенной автономной модели. 

Сформулируем основные выводы. 

1.  Органическое вещество водоемов имеет как аллохтонное 

(заносимое извне), так и автохтонное (продуцируемое внутри) 

происхождение. Автохтонная органика (это, в основном, от-

мершие клетки водорослей) в определенном смысле упорядоче-

на, поскольку в ней концентрации азота и фосфора близки к их 

содержанию внутри клеток водорослей. Напротив, аллохтонная 

органика не «отфильтрована» водорослями, и в ней соотноше-

ние азот/фосфор может допускать значительные вариации. В 

слабопроточных и высокопродуктивных водоемах превалирует 

автохтонная органика, поэтому величина (азот органиче-

ский)/(фосфор органический) слабо изменяется даже при силь-

ной деформации химического состава речного стока. 

2.  Благоприятные температуры развития теплолюбивых 

водорослей располагаются вблизи максимума температурной 

кривой водоема. А у холодолюбивых водорослей они находятся 
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около минимума или точки перегиба температурной кривой. 

Следует ожидать, что при деформации термического режима 

среды произойдет изменение указанных параметров. Это может 

вызвать трансформацию продуктивности не только фитопланк-

тона, но и всей экологической системы в целом. 

Таблица 6. Сценарии «перестановок фитоценозов» и отноше-

ние азот/ фосфор при разных R 

 

Работа выполнена при поддержке Российского фонда фун-

даментальных исследований (проект № 14-05-31322). 

            R 

Отношение 

2400/

80 

2400/

140 

2400/

200 

2400/

260 

2400/

320 

2400/

380 

2400/

440 

р. Дон→ТЗ→ТЗ 

Первый район 

Nm / Pm 100,6 36,5 11,8 4,8 2,5 1,6 1,2 

N0 / P0 23 17,6 14,9 12,8 11,5 10,8 10,2 

Второй район 

Nm / Pm 124 45,2 13,1 4,9 2, 3 1,5 1,1 

N0 / P0 17,8 16 15,1 13,3 12,7 12,5 12,3 

р. Дон→СМ→ТЗ 

Первый район 

Nm / Pm 148 62 27,7 9,4 3,5 1,9 1,3 

N0 / P0 13,1 12,3 11,9 11,6 10,8 10,7 10,6 

Второй район 

Nm / Pm 139 51 16,2 5,4 2,4 1,5 1,1 

N0 / P0 14,4 14,2 14 12,8 12,2 12,2 12,2 

р. Дон→СМ→CМ 

Первый район 

Nm / Pm 148 62 27,7 9,4 3,5 1,9 1,3 

N0 / P0 13,1 12,3 11,9 11,6 10,8 10,7 10,6 

Второй район 

Nm / Pm 150 62 26,5 8,3 3,3 1,8 1,2 

N0 / P0 12,2 12,2 12,1 11,8 11 10,9 10,9 
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4. Приложение 

Обозначим через d – величину потока донской воды, а через 

V – объем района фитоценоза. Отношение ρ = d / V характеризу-

ет проточность района. Разумеется, чем меньше ρ, тем ниже 

проточность. Напомним, cN и cP – концентрации органических 

форм N и P в речном стоке. Пусть параметры rN и rP – скорости 

распада органических форм азота и фосфора; F и G – биомассы 

двух видов водорослей (например, пирофитовые и диатомовые); 

χ – коэффициент смертности водорослей; ϕN, ϕP – содержание 

N, P в клетках F; γN, γP – содержание N, P в клетках G. 

Теперь без учета переменных факторов среды получаем 

уравнения: 

 )()( 000 NNNN GFNrNcN   , 

 )()( 000 PPPP GFPrPcP   . 

Отсюда находим следующие равновесные значения: 

 
N

NNN
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Очевидно, при малых ρ получаем соотношение: 

 
PP

NN

N

P

GF

GF

r

r

P

N










0

0
~

~

. 

Согласно наблюдениям имеет место [13]. 

(П.1) 5,2
N

P

r

r
, 

а при F > 0 и G > 0 справедливо неравенство: 

(П.2) },min{
P

N

P

N















PP

NN

GF

GF




},max{

P

N

P

N








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Проведем конкретный расчет для СМ. Для пирофитовых и 

диатомовых водорослей известно ϕN / ϕP = 6,69 и γN / γP = 5, со-

ответственно (см. раздел 2). Поэтому на основе (П.1) и (П.2) 

находим довольно узкий диапазон отношения органических 

форм азот и фосфора:  



 

Математическая экология: теоретико-игровые модели 

277 

 7,16~

~

5,12
0

0 
P

N
. 

Литература 

1. АБРОСОВ Н.С., РОЗЕНГАУЗ М.М. Динамика гетерогенной 

популяции в условиях трофической конкуренции (к теории 

коэволюции) // Пробл. эколог. мониторинга и моделир. эко-

систем. – Л.: Гидрометеоиздат ,1986. – Т. 9. – С. 166–183. 

2. АЛДАКИМОВА А.Я. О некоторых закономерностях внут-

ригодовой динамики фитопланктона Азовского моря // Био-

логические ресурсы Азовского моря. – Ростов н/Д.: РГУ, 

1976. – С. 71–75. 

3. БРОНФМАН А.М., ДУБИНИНА В.Г., МАКАРОВА Г.Д. 

Гидробиологические и гидрохимические основы продуктив-

ности Азовского моря. – М.: Пищ. пром., 1979. – 288 с. 

4. ВОРОВИЧ И.И., ГОРЕЛОВ А.С., ГОРСТКО А.Б. И ДР. Ра-

циональное использование водных ресурсов бассейна Азов-

ского моря. Математические модели. – М.: Наука, 1981. – 

360 с. 

5. ИЛЬИЧЕВ В.Г. Адаптация параметров в моделях популя-

ций // Журнал общей биологии. – 2005. – Т. 66, №2. – 

С. 171–179. 

6. ИЛЬИЧЕВ В.Г. Вычислительные эксперименты в поиске 

причин возникновения дисбаланса азота и фосфора в Азов-

ском море // Математическое моделирование. – 2006. – 

№2. – С. 89–100. 

7. ИЛЬИЧЕВ В.Г. Математическое моделирование экологиче-

ского состояния бассейна Азовского моря // Метеорология и 

гидрология. – 1995. – №1. – C. 56–64. 3. 

8. ИЛЬИЧЕВ В.Г. Устойчивость, адаптация и управление в 

экологических системах. – М.: Физматлит, 2009. – 192 с. 

9. ИЛЬИЧЕВ В.Г. Эволюционная устойчивость биологических 

сообществ // Журнал общей биологии. – 2010. – Т. 71, №1. – 

С. 63–74.  

10. МАТИШОВ Г.Г., ИЛЬИЧЕВ В.Г., СЕМИН В.Л. И ДР. Об 

адаптации популяций к температурному режиму среды. 



 

Управление большими системами. Специальный выпуск 55 

278 

Результаты компьютерных экспериментов // Доклады 

Академии наук. – 2008. – Т. 420, №2. – Май. – С. 282–285. 

11. НОВОСЕЛЬЦЕВ В.Н. Организм в мире техники: киберне-

тический аспект. – М.: Наука, 1989. – 239 с.  

12. СЕРГЕЕВ Ю.Н., КОЛОДОЧКА Х.Д., КРУММЕЛЬ Х.Д. И 

ДР. Моделирование процессов переноса и трансформации 

вещества в море. – Л.: ЛГУ, 1979. – 291 с. 

13. СКОПИНЦЕВ Б.А. Закономерности разложения (минера-

лизации) органического вещества отмершего планктона // 

Водные ресурсы. – 1976. – №2. – С. 150–160. 

14. УШАТИНСКАЯ Р.С. Скрытая жизнь и анабиоз. – М.: 

Наука, 1990. – 182 с. 

15. ФУРСОВА П.В., ЛЕВИЧ А.П. Математическое моделиро-

вание в экологии сообществ // Проблемы окружающей сре-

ды, ВИНИТИ (обзорная информация). – М., 2002. – №9. – 

50 c. 

16. DOBZHANSKY TH. Genetics of the Evolutionary Process. – 

N.Y.: Columbia Univ. Press, 1970. – 505 p. 

17. MATISHOV G., MATISHOV D., GARGOPA YU., ETC. Cli-

matic Atlas of the Sea of Azov 2008. – NOAA Atlas NESDIS 65, 

U.S. Government Printing Office, Washington, D.C., 2008. – 

148 p.  

18. MAYNARD S.J. Evolution and the theory of games. – N.J.: 

Cambridge Univ. Press, 1982. – 224 p. 

19. PEARCE C. A new deterministic model for the interaction be-

tween predator and prey // Biometrics. – 1970. – Vol. 26, 

No. 3. – P. 387–392. 



 

Математическая экология: теоретико-игровые модели 

279 

EVOLUTIONARY STABLE CHARACTERISTICS OF SEA 

OF AZOV WITH VARIATIONS OF DON RIVER RUNOFF 

 

Vitaly Il’ichev, Institute of Arid Zones of SSC RAS, Rostov-on-

Don, Doctor of Science, chief research scientist 

(vitaly369@yandex.ru). 

Liudmila Dashkevich, Institute of Arid Zones of SSC RAS, Rostov-

on-Don, Cand.Sc., research scientist (ldashkev@ssc-ras.ru). 

Valerii Kulygin, Institute of Arid Zones of SSC RAS, Rostov-on-

Don, Cand.Sc., research scientist (kulygin@ssc-ras.ru). 

 

Abstract: An ecological evolutionary simulation for the system “bio-

genic elements – algae” is introduced. It is found that in the asymp-

totic mode the relation of organic forms of nitrogen and phosphorus 

in the ecosystem varies slightly, despite the strong deformation of the 

chemical composition of the runoff of the Don river. We perform a 

series of “paradoxical” model experiments to uncover the reason of 

this phenomenon. We also determine the evolutionary stable values 

of the temperature, which is favorable for the growth of main algae 

groups. It is shown that for the thermophilic algae such a tempera-

ture is unique, while for cold-loving algae two favorable values of 

the temperature are possible. 
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АСИММЕТРИЯ В КООПЕРАТИВНОЙ ЗАДАЧЕ
УПРАВЛЕНИЯ БИОРЕСУРСАМИ1

Мазалов В. В.2 , Реттиева А. Н.3

(ФГБУН Институт прикладных математических исследований
Карельского научного центра РАН, Петрозаводск)

В работе представлены результаты исследования теоретико-
игровых задач управления биоресурсами, учитывающих асим-
метрию участников процесса эксплуатации. Рассмотрены сле-
дующие варианты несимметричности игроков: использование
различных коэффициентов дисконтирования и различные (слу-
чайные) горизонты планирования. Целью работы является опре-
деление кооперативного выигрыша и его распределение между
участниками в несимметричных случаях. Для построения коопе-
ративных выигрышей и стратегий игроков предложено исполь-
зование арбитражной схемы Нэша. Показано, что применение
арбитражного решения для определения кооперативного поведе-
ния не только выгодно обоим игрокам, но и благотворно влияет
на экологическую обстановку.

Ключевые слова: задача управления биоресурсами, асимметрич-
ные игроки, арбитражное решение Нэша.
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никами. Главной целью рационального природопользования яв-
ляется поддержание стабильного развития популяции. Поэтому
изучение разницы между кооперативным и эгоистическим (ин-
дивидуальным) поведениями в задачах оптимального управления
биоресурсами является важной задачей (см., например, [7, 9]).

Известно, что при кооперации устанавливается более щадя-
щий режим эксплуатации. Для поддержания кооперативного по-
ведения участников используется принцип динамической устой-
чивости [2, 6, 17]. А для стабильности соглашения и невыгодно-
сти его нарушения необходимо выполнение условия «защиты от
иррационального поведения» [1, 23]. Идея этого подхода также
состоит в сравнении выигрышей игроков при некооперативном
поведении и при разрушении кооперативного соглашения с по-
следующим эгоистическим поведением.

Удобной для исследования процессов эксплуатации ресур-
сов в дискретном времени является модель «рыбных войн» [8].
Предполагается степенная функция развития популяции и лога-
рифмические функции «мгновенных» выигрышей игроков. Тогда
общий выигрыш участника определяется как конечная или бес-
конечная сумма дисконтированных «мгновенных» выигрышей.
В такой модели равновесные по Нэшу и кооперативные страте-
гии определяются в аналитическом виде. Исследованию коопе-
ративного поведения и динамической устойчивости кооператив-
ных решений в модели «рыбных войн» посвящено множество
работ [4, 5, 11, 15, 19]. Еще одним преимуществом данной моде-
ли является то, что динамически устойчивые решения и условия,
стимулирующие кооперативное поведение, также строятся в ана-
литическом виде.

Исследование кооперативного и некооперативного поведе-
ния в задачах управления биоресурсами со случайным горизон-
том планирования является важной теоретической и практиче-
ской задачей. В работах [20] и [10] построены кооперативные
стратегии и динамически устойчивые решения в случае, когда
горизонт планирования является случайной величиной с задан-
ным распределением.
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Традиционно при исследовании кооперативного поведения в
задачах природопользования предполагается использование иг-
роками одинаковых коэффициентов дисконтирования. Если же
они различаются (в этом случае игроки являются несимметрич-
ными), то нет возможности определить выигрыши игроков при
кооперативном поведении стандартными способами. Проблема
построения кооперативного поведения в данном случае мало изу-
чена, несмотря на то, что асимметрия распространена в реальных
экологических задачах. Например, страны, заключающие коопе-
ративное соглашение, могут иметь различный уровень инфляции,
экологические условия и т.д. В работах [13] и [22] было показа-
но, что конфликты при эксплуатации ресурсов могут возникать
из-за разницы в уровнях дисконтирования (предпочтениях во вре-
мени). Поэтому важной задачей в исследовании кооперативного
поведения в задачах управления биоресурсами является поиск
оптимального компромисса в случае, когда цели игроков разли-
чаются (различные коэффициенты дисконтирования и затраты на
вылов).

В работе [4] было предложено построение кооперативного
выигрыша как взвешенной суммы индивидуальных выигрышей
(в непрерывном случае см. [18]). Данный подход вызывает кри-
тику, так как игрок с большим коэффициентом дисконтирования
покидает процесс эксплуатации достаточно быстро, но должен
получить свою долю от общего выигрыша коалиции. Авторы по-
казали, что при определении весовых коэффициентов с помощью
арбитражного решения Нэша вся выгода от кооперативного со-
глашения достается первому участнику. Заметим, что это ущем-
ляет интересы второго игрока, что не должно быть при подписа-
нии кооперативного соглашения. Другой подход был предложен
в [21], где решение определяется с помощью арбитражной схемы.

Арбитражная схема Нэша была применена в [3] для опреде-
ления общего коэффициента дисконтирования, после чего зада-
ча сводится к определению динамически устойчивого распреде-
ления общего кооперативного выигрыша. В [14] кооперативные
стратегии получены из максимизации взвешенной суммы инди-
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видуальных выигрышей, и замечено, что данное решение должно
удовлетворять решению задачи максимизации произведения Нэ-
ша. Получен хорошо известный результат, что при применении
побочных платежей кооперативный выигрыш делится поровну.

В данной работе для построения и стимулирования коопера-
тивного поведения предложено использование арбитражной схе-
мы Нэша. Таким образом, при использовании предложенного
подхода нет необходимости в суммировании выигрышей несим-
метричных игроков. Арбитражная схема дает абсолютно другое
решение (см. классический пример в [16]). При построении ко-
оперативного поведения с помощью максимизации взвешенной
суммы выигрышей игроков существуют области параметров за-
дачи, при которых кооперативные выигрыши игроков меньше,
чем некооперативные [4]. Это невозможно в представленной схе-
ме: при кооперативном поведении, определенном с помощью ар-
битражного решения, выигрыши игроков больше или равны (при
некоторых параметрах) выигрышам в равновесии по Нэшу (в раз-
деле 5 представлены результаты моделирования, показывающие
этот факт).

Еще одной важной прикладной задачей является определе-
ние кооперативных выигрышей в случае различных горизонтов
планирования. Когда время участия одного из игроков меньше,
чем у другого, то игрок включается в процесс эксплуатации (в
данном случае – вылов) на фиксированное время и готов всту-
пить в кооперацию зная, что это более прибыльно для него. Но
так как у игрока меньший, чем у партнера, горизонт планирова-
ния, то он должен получить выгоду от кооперации больше, чем
игрок, который продолжает процесс эксплуатации ресурса даль-
ше.

Модель со случайными временами участия в процессе экс-
плуатации является наиболее приближенной к реальности, так
как внешние случайные процессы могут вызвать расторжение
кооперативного договора и участники не могут знать этого зара-
нее. Например, рыболовецкие артели могут обанкротиться, флот
может быть поврежден и т.д. В случае участников-стран может
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разразиться кризис, резко измениться уровень инфляции, между-
народные или внутреннее экономические и политические ситуа-
ции могут измениться и т.д. Все эти процессы могут разрушить
кооперативное соглашение, и определение кооперативного пове-
дения участников процесса природопользования в данном случае
не было исследовано ранее.

В работе исследуется дискретная теоретико-игровая задача
управления биоресурсами. Игроки (страны или рыболовецкие ар-
тели) эксплуатируют ресурс, развитие которого описывается сте-
пенной функцией. «Мгновенные» выигрыши игроков имеют ло-
гарифмический вид.

Игроки используют различные коэффициенты дисконтирова-
ния, что можно интерпретировать как их различные предпочте-
ния во времени. Развитием этой модели является ситуация, ко-
гда горизонты планирования игроков различаются как следствие
расторжения кооперативного договора или по другим причинам.
Хотя при заключении контрактов предполагается фиксирован-
ное время участия, внешние процессы могут заставить участника
выйти из игры, поэтому естественно рассматривать его горизонт
планирования как случайную величину.

Из всего выше сказанного следует, что для определения ко-
оперативного поведения в моделях с различными коэффициента-
ми дисконтирования и временами участия в процессе эксплуа-
тации необходима разработка новых методов. Поэтому в данной
работе для построения кооперативных стратегий и выигрышей
игроков в этих случаях предлагается использовать арбитражную
схему Нэша.

Результаты получены в аналитическом виде, что позволит
использовать их для конкретных рыбных популяций с соответ-
ствующими параметрами.

Статья организована следующим образом. В разделе 1 пред-
ставлена модель и определено равновесное по Нэшу решение.
Модель с различными коэффициентами дисконтирования рас-
смотрена в разделе 2, где кооперативное поведение строится с
использованием арбитражной схемы Нэша. В разделе 3 иссле-
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дована модель, в которой игроки различаются не только коэф-
фициентами дисконтирования, но и горизонтами планирования.
Результаты численного моделирования представлены в разделе 4.
А в разделе 5 приведены основные результаты и их обсуждение.

1. Модель и равновесие по Нэшу

Рассматривается дискретная теоретико-игровая модель
управления биоресурсми с одинаковым горизонтом планиро-
вания у обоих игроков, но с различными коэффициентами
дисконтирования.

Пусть два игрока (страны или рыболовецкие артели) эксплу-
атируют ресурс на протяжении конечного горизонта планирова-
ния [0, n]. Динамика развития популяции имеет вид
(1) xt+1 = (εxt − u1t − u2t)α, x0 = x,
где xt > 0 – размер популяции в момент времени t; ε ∈ (0, 1) –
коэффициент естественной выживаемости; α ∈ (0, 1) – коэффи-
циент естественного роста; uit > 0 – вылов игрока i, i = 1, 2.

Предполагается логарифмический вид функции выигрышей
игроков и наличие различных коэффициентов дисконтирования.
Тогда выигрыши игроков имеют следующий вид:

(2) Ji =
n∑

t=0

δt
i ln(uit),

где δi ∈ (0, 1) – коэффициент дисконтирования игрока i, i = 1, 2.
Теорема 1. Равновесные по Нэшу стратегии в задаче (1),

(2) имеют вид

uN
1t =

εa2

t−1∑
j=0

aj
1

t∑
j=0

aj
1

t∑
j=0

aj
2 − 1

x, uN
2t =

εa1

t−1∑
j=0

aj
2

t∑
j=0

aj
1

t∑
j=0

aj
2 − 1

x,

где ai = αδi, i = 1, 2, t = 1, . . . , n.
Индивидуальные выигрыши игроков –

(3) V N
i (x, δi) =

n∑
j=0

(ai)j lnx +
n∑

j=1

(δi)n−jAij − (δi)n ln k,
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(4) Alj =ln
[( ε

j∑
k=1

ak
p

j∑
k=0

ak
1

j∑
k=0

ak
2−1

) j∑
k=0

ak
l
(

j∑
k=1

ak
l )

j∑
k=1

ak
l
]
, l, p=1, 2, l6=p.

Основной проблемой в данной ситуации является то, что нет
возможности определить выигрыши игроков при кооперативном
поведении стандартными способами. В работе [4] было предло-
жено построение кооперативного выигрыша как взвешенной сум-
мы индивидуальных, но данный подход не является традицион-
ным для кооперативной теории игр. Поэтому для построения и
стимулирования кооперативного поведения в работе предложено
использование арбитражной схемы Нэша.

2. Многошаговая игра и рекурсивная арбитражная
схема Нэша

Определим кооперативное поведение в данной модели с по-
мощью рекурсивной арбитражной процедуры. В каждый момент
времени кооперативные стратегии находятся из арбитражного ре-
шения, где в качестве точки статус-кво выступают некооператив-
ные выигрыши.

Начинаем рассмотрение с одношаговой игры и предполага-
ем, что в конце игры игроки делят оставшийся ресурс в пропор-
ции k : (1−k). Этот подход отличается от традиционно использу-
емого в исследовании моделей «рыбных войн» равного деления.
Параметр k предполагается здесь заранее заданным, а в даль-
нейших исследованиях может быть использован для регулирова-
ния кооперативного поведения. Заметим, что деление оставшего-
ся ресурса не означает, что ресурс весь исчерпывается. В данном
предположении игроки получают компенсацию (выраженную в
денежных единицах, если домножить на некоторую константу)
за неиспользованный ими ресурс.

Пусть начальный размер популяции равен x. Предположим,
что игроки играют индивидуально, тогда выигрыш первого игро-
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ка имеет вид

HN
11 = ln(u11) + δ1 ln(k(εx− u11 − u21)α) =

= ln(u11) + a1 ln(εx− u11 − u21)− δ1 ln(k)

и, аналогично, выигрыш второго –

HN
21 = ln(u21) + a2 ln(εx− u11 − u21)− δ2 ln(1− k).

Максимизируя вогнутые функции выигрышей, получим
некооперативные стратегии обоих игроков:

uN
11 =

εa2

(1 + a1)(1 + a2)− 1
x, uN

21 =
εa1

(1 + a1)(1 + a2)− 1
x,

и выигрыши в равновесии по Нэшу:

HN
11 = (1 + a1) ln(x) + A11 − δ1 ln(k),(5)

HN
21 = (1 + a2) ln(x) + A21 − δ2 ln(1− k),(6)

где A11 и A21 не зависят от x и имеют вид

Ai1 = ln
[ (εaj)1+aiaai

i

((1 + a1)(1 + a2)− 1)1+ai

]
, i, j = 1, 2, i 6= j.

Для определения кооперативных стратегий решается задача
максимизации произведения Нэша

Hc
1 = (ln(u1) + a1 ln(εx− u1 − u2)− δ1 ln(k)−HN

11) ·(7)

·(ln(u2) + a2 ln(εx− u1 − u2)− δ2 ln(1− k)−HN
21) =

= (Hc
11 −HN

11)(H
c
21 −HN

21) → max,

где HN
i1 заданы в (5)–(6).

В Приложении 1 приведено доказательство того, что реше-
ние задачи (7) достигается во внутренней точке допустимого
множества и единственно. Этот результат верен и для всех задач
максимизации, решаемых далее.
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Из условий первого порядка получим следующую связь ко-
оперативных стратегий игроков в одношаговой игре:

(8) u2 =
εx− u1(1 + a1)

1 + a2
.

Как обычно, в моделях «рыбных войн», ищем кооператив-
ные стратегии игроков в линейном виде u1 = γc

11x, u2 = γc
21x, и

из условий первого порядка они могут быть найдены из решения
следующего уравнения:

γc
21

(
ln(γc

21) + a2 ln(ε− γc
11 − γc

21)−A21

)
=

= γc
11

(
ln(γc

11) + a1 ln(ε− γc
11 − γc

21)−A11

)
со связью

γc
21 =

ε− γc
11(1 + a1)
1 + a2

.

К сожалению, аналитическое решение не может быть найде-
но. Ниже будут представлены результаты численного моделиро-
вания.

Тогда кооперативные выигрыши в одношаговой игре имеют
вид

Hc
11(γ

c
11, γ

c
21;x) = (1 + a1) ln(x) +

+ ln(γc
11) + a1 ln(ε− γc

11 − γc
21)− δ1 ln(k),(9)

Hc
21(γ

c
11, γ

c
21;x) = (1 + a2) ln(x) +

+ ln(γc
21) + a2 ln(ε− γc

11 − γc
21)− δ2 ln(1− k).(10)

Теперь перейдем к двухшаговой игре. Сначала предполо-
жим, что участники играют индивидуально до конца игры, тогда
игроки максимизируют свои выигрыши вида

HN
12 = ln(u12) + δ1H

N
11 =

= ln(u12) + a1(1 + a1) ln(εx− u12 − u22) + δ1A11 − (δ1)2 ln(k),
HN

22 = ln(u22)+a2(1+a2) ln(εx−u12−u22)+δ2A21−(δ2)2 ln(1−k).

Максимизируя, получим некооперативные стратегии:

uN
12 =

ε(a2 + a2
2)

2∑
j=0

aj
1

2∑
j=0

aj
2 − 1

x, uN
22 =

ε(a1 + a2
1)

2∑
j=0

aj
1

2∑
j=0

aj
2 − 1

x,
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и выигрыши в равновесии по Нэшу:

HN
12 = (1 + a1 + a2

1) ln(x) + A12 + δ1A11 − δ2
1 ln(k),(11)

HN
22 = (1 + a2 + a2

2) ln(x) + A22 + δ2A21 − δ2
2 ln(1− k),(12)

где A12 и A22 не зависят от x.
Кооперативные стратегии определяются из решения задачи

максимизации произведения Нэша в двухшаговой игре:

Hc
2 = (ln(u1) + δ1H

c
11(γ

c
11, γ

c
21;x)−HN

12)·
· (ln(u2) + δ2H

c
21(γ

c
11, γ

c
21;x)−HN

22) =

=
(
ln(u1) + (a1 + a2

1) ln(εx− u1 − u2)+

+ δ1(ln(γc
11) + a1 ln(ε− γc

11 − γc
21))− δ2

1 ln(k)−HN
12

)
·

·
(
ln(u2) + (a2 + a2

2) ln(εx− u1 − u2)+

+ δ2(ln(γc
21) + a2 ln(ε− γc

11 − γc
21))− δ2

2 ln(k)−HN
22) =

= (Hc
12 −HN

12)(H
c
22 −HN

22

)
→ max,

где Hc
i1(γ

c
11, γ

c
21;x) заданы в (9)–(10) и HN

i2 определены в (11)–
(12).

Аналогично, из уравнений первого порядка получим уравне-
ние для нахождения γc

12 и γc
22 со связью

γc
22 =

ε− γc
12(1 + a1 + a2

1)
1 + a2 + a2

2

.

Тогда, кооперативные выигрыши в двухшаговой игре имеют
следующий вид:

H2c
1 (γc

11, γ
c
12, γ

c
21, γ

c
22;x) =

= (1 + a1 + a2
1) ln(x) + ln(γc

12) + (a1 + a2
1) ln(ε− γc

12 − γc
22) +

+δ1(ln(γc
11) + a1 ln(ε− γc

11 − γc
21))− δ1 ln(k),

H2c
2 (γc

11, γ
c
12, γ

c
21, γ

c
22;x) =

= (1 + a2 + a2
2) ln(x) + ln(γc

22) + (a2 + a2
2) ln(ε− γc

12 − γc
22) +

+δ2(ln(γc
21) + a2 ln(ε− γc

11 − γc
21))− δ2 ln(1− k).
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Повторяя процесс для n-шаговой игры, получим следующий
результат.

Теорема 2. Кооперативные выигрыши в задаче (1), (2) име-
ют вид

Hc
1n(γc

11, . . . , γ
c
1n, γc

21, . . . , γ
c
2n;x) =

n∑
j=0

aj
1 ln(x)− δn

1 ln(k) +

+
n−1∑
j=0

δn−j
1

[
ln(γc

1n−j) +
n−j∑
i=1

ai
1 ln(ε− γc

1n−j − γc
2n−j)

]
,(13)

Hc
2n(γc

11, . . . , γ
c
1n, γc

21, . . . , γ
c
2n;x) =

n∑
j=0

aj
2 ln(x)− δn

2 ln(1− k) +

+
n−1∑
j=0

δn−j
2

[
ln(γc

2n−j) +
n−j∑
i=1

ai
2 ln(ε− γc

1n−j − γc
2n−j)

]
.(14)

Кооперативные стратегии могут быть найдено рекурсивно
из уравнений

γc
2n

n−1∑
j=0

(
δn−j
2

[
ln(γc

2n−j)+
n−j∑
i=1

ai
2 ln(ε−γc

1n−j−γc
2n−j)

]
−δj

2A2n−j

)
=

=γc
1n

n−1∑
j=0

(
δn−j
1

[
ln(γc

1n−j)+
n−j∑
i=1

ai
1 ln(ε−γc

1n−j−γc
2n−j)

]
−δj

1A1n−j

)
со связью

γc
2n =

ε− γc
1n

n∑
i=0

ai
1

n∑
i=0

ai
2

,

где Aij имеют вид (4).
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3. Случайные времена участия в процессе
эксплуатации

Теперь исследуем модель, в которой игроки различаются не
только коэффициентами дисконтирования, но и горизонтами пла-
нирования. Причем предполагается случайная природа моментов
выхода игроков из кооперации, что обусловлено тем, что внеш-
ние стохастические процессы могут вызвать расторжение коопе-
ративного договора.

Пусть первый игрок эксплуатирует ресурс на протяжении n1

моментов времени, а второй – на протяжении n2 моментов вре-
мени. При этом n1 является дискретной случайной величиной с
диапазоном значений {1, . . . , n} и соответствующими вероятно-
стями {θ1, . . . , θn}; n2 – дискретная случайная величина с тем же
диапазоном и вероятностями {ω1, . . . , ωn}. Предполагается, что
горизонты планирования независимы. Таким образом, на проме-
жутке времени [0, n1] или [0, n2] игроки вступают в кооперацию,
и необходимо определить их стратегии.

Выигрыши игроков определяются как математические ожи-
дания:

H1 = E
{ n1∑

t=1

δt
1 ln(u1t)I{n16n2} +

+
( n2∑

t=1

δt
1 ln(u1t) +

n1∑
t=n2+1

δt
1 ln(ua

1t)
)
I{n1>n2}

}
=

=
n∑

n1=1

θn1

[ n∑
n2=n1

ωn2

n1∑
t=1

δt
1 ln(u1t) +

+
n1−1∑
n2=1

ωn2

( n2∑
t=1

δt
1 ln(u1t) +

n1∑
t=n2+1

δt
1 ln(ua

1t)
)]

,(15)
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H2 = E
{ n2∑

t=1

δt
2 ln(u2t)I{n26n1} +

+
( n1∑

t=1

δt
2 ln(u2t) +

n2∑
t=n1+1

δt
2 ln(ua

2t)
)
I{n2>n1}

}
=

=
n∑

n2=1

ωn2

[ n∑
n1=n2

θn1

n2∑
t=1

δt
2 ln(u2t) +

+
n2−1∑
n1=1

θn1

( n1∑
t=1

δt
2 ln(u2t) +

n2∑
t=n1+1

δt
2 ln(ua

2t)
)]

,(16)

где ua
it – стратегия игрока i, когда его партнер покидает игру,

i = 1, 2.

3.1. РАВНОВЕСИЕ ПО НЭШУ
Для определения кооперативного поведения используется

арбитражная схема Нэша, где в качестве точки статус-кво высту-
пают выигрыши при некооперативном поведении. Поэтому нач-
нем с определения равновесных по Нэшу стратегий. Выигрыши
игроков (функции Беллмана) за весь период продолжения игры
имеют вид

V N
1 (1, x) = max

uN
11,...,uN

1n

{ n∑
n1=1

θn1

[ n∑
n2=n1

ωn2

n1∑
t=1

δt
1 ln(uN

1t) +

+
n1−1∑
n2=1

ωn2

( n2∑
t=1

δt
1 ln(uN

1t) +
n1∑

t=n2+1

δt
1 ln(ua

1t)
)]}

,

V N
2 (1, x) = max

uN
21,...,uN

2n

{ n∑
n2=1

ωn2

[ n∑
n1=n2

θn1

n2∑
t=1

δt
2 ln(uN

2t) +

+
n2−1∑
n1=1

θn1

( n1∑
t=1

δt
2 ln(uN

2t) +
n2∑

t=n1+1

δt
2 ln(ua

2t)
)]}

.

В дальнейшем исследовании необходимы выигрыши игроков
при наступлении момента времени τ , τ = 1, 2, . . . Заметим, что
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вероятности того, что первый игрок, например, продолжит участ-
вовать в процессе эксплуатации τ, τ +1, . . . , n моментов времени
имеют вид

θτ
n∑

l=τ

θl

,
θτ+1
n∑

l=τ

θl

, . . . ,
θn
n∑

l=τ

θl

.

Следовательно, при наступлении момента времени τ функ-
ции Беллмана игроков V N

i (τ, x), i = 1, 2, примут вид

V N
1 (τ, x) = max

uN
1τ ,...,uN

1n

{ n∑
n1=τ

θn1

n∑
l=τ

θl

[ n∑
n2=n1

ωn2

n∑
l=τ

ωl

n1∑
t=τ

δt
1 ln(uN

1t) +

+
n1−1∑
n2=τ

ωn2

n∑
l=τ

ωl

n2∑
t=τ

δt
1 ln(uN

1t) + V a
1 (τ, n1)

]}
,(17)

V N
2 (τ, x) = max

uN
2τ ,...,uN

1n

{ n∑
n2=τ

ωn2

n∑
l=τ

ωl

[ n∑
n1=n2

θn1

n∑
l=τ

θl

n2∑
t=τ

δt
2 ln(uN

2t) +

+
n2−1∑
n1=τ

θn1

n∑
l=τ

ωl

n1∑
t=τ

δt
2 ln(uN

2t) + V a
2 (τ, n2)

]}
,(18)

где

V a
1 (τ, n1) =

n1−1∑
n2=τ

ωn2

n∑
l=τ

ωl

n1∑
t=n2+1

δt
1 ln(ua

1t),

V a
2 (τ, n2) =

n2−1∑
n1=τ

θn1

n∑
l=τ

θl

n2∑
t=n1+1

δt
2 ln(ua

2t)

– выигрыши игроков, когда игрок i, i = 1, 2, эксплуатирует ресурс
индивидуально, и они будут определены позже.
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В приложении 2 показано, как получить связь между
V N

i (τ, x) и V N
i (τ + 1, x) вида

V N
1 (τ, x) = δτ

1 ln(uN
1τ ) + P τ+1

τ V N
1 (τ + 1, x) +

+ C1τ

n∑
n1=τ+1

θn1

n1∑
t=τ

δt
1 ln(ua

1t),(19)

V N
2 (τ, x) = δτ

2 ln(uN
2τ ) + P τ+1

τ V N
2 (τ + 1, x) +

+ C2τ

n∑
n2=τ+1

ωn2

n2∑
t=τ

δt
2 ln(ua

2t),(20)

где

P τ+1
τ =

n∑
l=τ+1

ωl

n∑
l=τ

ωl

n∑
l=τ+1

θl

n∑
l=τ

θl

, C1τ =
ωτ
n∑

l=τ

ωl

1
n∑

l=τ

θl

, C2τ =
θτ
n∑

l=τ

θl

1
n∑

l=τ

ωl

.

Теперь необходимо определить стратегию игрока, когда его
оппонент покидает игру. Предположим, что горизонт планирова-
ния первого игрока меньше, чем второго, и рассмотрим времен-
ной промежуток [n1, n2], где второй игрок эксплуатирует ресурс
индивидуально. Начнем с одношаговой игры и предположим, что
в конечный момент игрок получает весь оставшийся ресурс. Ана-
логично, заметим, что это означает получение некоторой компен-
сации за неиспользованный им ресурс, а не полное исчерпывание
ресурса.

Пусть начальный размер популяции x. Как и ранее, ищем
стратегию второго игрока в линейном виде: ua

21 = γ21x. Тогда
выигрыш второго игрока в одношаговой игре имеет вид

H21(γ21) = ln(γ21x) + δ2 ln(εx− γ21x)α =
= (1 + a2) ln(x) + ln(γ21) + a2 ln(ε− γ21).

Так как данная функция является вогнутой, то для нахожде-
ния максимума используем условия первого порядка и получим
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стратегию γ21 =
ε

1 + a2
и выигрыш в виде

H21(γ21) = (1 + a2) ln x + (1 + a2) ln(
ε

1 + a2
) + a2 ln a2.

Следовательно, выигрыш второго игрока в двухшаговой игре
примет вид

H22(γ21, γ22) = ln(γ22x) + δ2H21(γ21) =
= (1 + a2 + a2

2) ln(x) + ln(γ22) +

+a2(1 + a2) ln(ε− γ22) + δ2

(
(1 + a2) ln(

ε

1 + a2
) + a2 ln a2

)
.

Аналогично, из условий первого порядка получим γ22 =
ε

1+a2+a2
2

и выигрыш второго игрока в виде

H22(γ21, γ22)=(1 + a2 + a2
2) ln x+(1+a2+a2

2) ln(
ε

1+a2+a2
2

)+

+(a2+a2
2) ln(a2+a2

2)+δ2

(
(1+a2) ln(

ε

1+a2
)+a2 ln a2

)
.

Продолжая процесс n2 − τ шагов, получим, что стратегия
второго игрока, оставшегося в процессе эксплуатации, имеет вид
γ2n2−τ = ε

n2−τ∑
j=0

aj
2

, а выигрыш –

V a
2 (τ, n2) = H2n2−τ (γ21, . . . , γ2n2−τ ) =

=
n2−τ∑
j=0

aj
2 lnx +

n2−τ∑
j=1

δn2−τ−j
2 Dj

1,

где

Dj
1 =

j∑
l=0

al
2 ln

( ε
j∑

p=0
ap

2

)
+

j∑
l=1

al
2 ln(

j∑
p=1

ap
2).

Аналогично действуя для первого игрока, получим опти-
мальные стратегии игроков, индивидуально эксплуатирующих
ресурс, в виде

ua
it =

ε(1− ai)
1− at

i

x,
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а индивидуальные выигрыши –

(21) V a
i (τ, ni)=

ni∑
t=τ

δt
i ln(ua

it)=
ni−τ∑
j=0

aj
i lnx+

ni−τ∑
j=1

δni−τ−j
i Dj

i , i=1, 2,

где

Dj
i =

j∑
l=0

al
i ln

( ε
j∑

p=0
ap

i

)
+

j∑
l=1

al
i ln(

j∑
p=1

ap
i ), i = 1, 2.

Вернемся к построению равновесия по Нэшу. Как обыч-
но, в моделях «рыбных войн» функции выигрыша ищем в виде
V N

i (τ, x) = Aτ
i lnx+Bτ

i и предполагаем линейный вид стратегий
игроков uN

iτ = γN
iτ x, i = 1, 2.

Тогда, используя связи между функциями выигрыша (19) и
(20), запишем уравнения Беллмана в виде

Aτ
1 lnx + Bτ

1 =
= δτ

1 ln(γN
1τx) + P τ+1

τ (αAτ
1 ln(εx− γN

1τx− γN
2τx) + Bτ

1 ) +

+C1τ

n∑
n1=τ+1

θn1(
n1−τ∑
j=0

aj
1 lnx +

n1−τ∑
j=1

δn1−τ−j
1 Dj

1),(22)

Aτ
2 lnx + Bτ

2 =
= δτ

2 ln(γN
2τx) + P τ+1

τ (αAτ
2 ln(εx− γN

1τx− γN
2τx) + Bτ

2 ) +

+C2τ

n∑
n2=τ+1

ωn2(
n2−τ∑
j=0

aj
2 lnx +

n2−τ∑
j=1

δn2−τ−j
2 Dj

2).(23)

Максимизируя, получим равновесные по Нэшу стратегии:

γN
1τ=

εδτ
1Aτ

2

δτ
1Aτ

2+δτ
2Aτ

1+αAτ
1A

τ
2P

τ+1
τ

, γN
2τ=

εδτ
2Aτ

1

δτ
1Aτ

2+δτ
2Aτ

1+αAτ
1A

τ
2P

τ+1
τ

.

Коэффициенты Aτ
i и Bτ

i получим из (22) и (23):

(24) Aτ
1=

δτ
1 +C1τ

n∑
n1=τ+1

θn1

n1−τ∑
j=0

aj
1

1− αP τ+1
τ

,Aτ
2=

δτ
2 +C2τ

n∑
n2=τ+1

ωn2

n2−τ∑
j=0

aj
2

1− αP τ+1
τ

,
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Bτ
1 =

1
1− P τ+1

τ

[
δτ
1 ln(γN

1τ ) + αAτ
1P

τ+1
τ ln(ε− γN

1τ − γN
2τ ) +

+C1τ

n∑
n1=τ+1

θn1

n1−τ∑
j=1

δn1−τ−j
1 Dj

1

]
,

Bτ
2 =

1
1− P τ+1

τ

[
δτ
2 ln(γN

2τ ) + αAτ
2P

τ+1
τ ln(ε− γN

1τ − γN
2τ ) +

+C2τ

n∑
n2=τ+1

ωn2

n2−τ∑
j=1

δn2−τ−j
2 Dj

2

]
.(25)

Следовательно, равновесные по Нэшу стратегии и выигры-
ши определены в виде V N

i (τ, x) = Aτ
i lnx+Bτ

i , i = 1, 2. Присту-
пим к определению кооперативного поведения игроков.

3.2. КООПЕРАТИВНОЕ РАВНОВЕСИЕ
Для построения кооперативных стратегий и выигрышей иг-

роков применяется арбитражная схема Нэша для всего периода
продолжения игры. Таким образом, необходимо решить следую-
щую задачу:

(V c
1 (1, x)− V N

1 (1, x))(V c
2 (1, x)− V N

2 (1, x)) =

= (
n∑

n1=1

θn1

[ n∑
n2=n1

ωn2

n1∑
t=1

δt
1 ln(uc

1t) +

+
n1−1∑
n2=1

ωn2(
n2∑
t=1

δt
1 ln(uc

1t) +
n1∑

t=n2+1

δt
1 ln(ua

1t))
]
− V N

1 (1, x)) ·

·(
n∑

n2=1

ωn2

[ n∑
n1=n2

θn1

n2∑
t=1

δt
2 ln(uc

2t) +(26)

+
n2−1∑
n1=1

θn1(
n1∑
t=1

δt
2 ln(uc

2t) +
n2∑

t=n1+1

δt
2 ln(ua

2t))
]
− V N

2 (1, x)) → max,

где V N
i (1, x) = AN

i lnx+BN
i , i = 1, 2, – выигрыши в равновесии

по Нэшу, определенные в (22)–(25).
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Аналогично предыдущему подразделу получим связь меж-
ду функциями Беллмана (кооперативными выигрышами) при на-
ступлении моментов времени τ и τ + 1:

V c
1 (τ, x) = δτ

1 ln(uc
1τ ) + P τ+1

τ V c
1 (τ + 1, x) +

+ C1τ

n∑
n1=τ+1

θn1

n1∑
t=τ

δt
1 ln(ua

1t),

V c
2 (τ, x) = δτ

2 ln(uc
2τ ) + P τ+1

τ V c
2 (τ + 1, x) +

+ C2τ

n∑
n2=τ+1

ωn2

n2∑
t=τ

δt
2 ln(ua

2t).

Теорема 3. Кооперативные выигрыши в задаче (1), (15),
(16) со случайными горизонтами планирования имеют вид

V c
i (n− k, x) =

= δn−k
i ln(uc

in−k) + αPn−k+1
n−k Gi

n−k+1 ln(εx− uc
1n−k − uc

2n−k) +

+
k−1∑
l=2

Pn−l
n−k[δ

n−l
i ln(γc

in−l) + αPn−l+1
n−l ln(ε− γc

1n−l − γc
2n−l)] +

+Pn−1
n−k [δn−1

i ln(γc
in−1)+Pn

n−1αAi ln(ε−γc
1n−1−γc

2n−1)+Pn
n−1Bi]+

+
k∑

l=1

Pn−l
n−kCin−lV

l
i (ni),(27)

где

V l
1 (n1) =

n∑
n1=n−l+1

θn1

n1∑
t=n−l

δt
1 ln(ua

1t),

V l
2 (n2) =

n∑
n2=n−l+1

ωn2

n2∑
t=n−l

δt
2 ln(ua

2t),

Gi
k =

k∑
l=1

δn−l
i αk−lPn−l

n−k + αkAiP
n
n−k, i = 1, 2.
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Кооперативные стратегии связаны как

(28) γc
2n−k =

δn−k
1 δn−k

2 ε− δn−k
2 γc

1n−kG
1
k

δn−k
1 G2

k

,

(29) γc
1n−k =

δn−k
1 εγc

1n−1G
2
1

δn−1
1 εG2

k + γc
1n−1(G

1
kG

2
1 −G1

1G
2
k)

.

Стратегия первого игрока на последнем шаге – γc
1n−1 определя-

ется из решения одного из условий первого порядка.
Доказательство. Доказательство приведено в приложе-

нии 3.
Заметим, что все параметры выражены через одну неиз-

вестную стратегию первого игрока на последнем шаге – γc
1n−1,

для определения которой необходимо решить одно из уравнений
условий первого порядка, например последнего

−
αA1P

n
n−1

ε− γc
1n−1 − γc

2n−1

(V c
2 (1, x)− V N

2 (1, x)) +

+
( δn−1

2

γc
2n−1

−
αA2P

n
n−1

ε− γc
1n−1 − γc

2n−1

)
(V c

1 (1, x)− V N
1 (1, x)) = 0.

К сожалению, аналитического решения не существует, по-
этому ниже будут представлены результаты численного модели-
рования.

4. Результаты моделирования

4.1. N-ШАГОВАЯ ИГРА
Моделирование было проведено для 20-шаговой игры со

следующими параметрами:

ε = 0,6, α = 0,3, x0 = 0,8,
δ1 = 0,85, δ2 = 0,9.

Сравним кооперативные и некооперативные выигрыши

V nc
1 (x, δ1) = −14,1039 > V N

1 (x, δ1) = −14,6439,

V nc
2 (x, δ2) = −20,5108 > V N

2 (x, δ2) = −23,2596.
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Заметим, что кооперация выгодна обоим игрокам, и данная
схема построения кооперативного поведения дает преимущество
игроку с большим коэффициентом дисконтирования.

Рис. 1. Размер популяции: темная линия – кооперативное
поведение, светлая – равновесие по Нэшу

На рис. 1 представлен размер популяции, а на рис. 2, 3 – вы-
ловы игроков. Заметим, как и ранее, что кооперативное поведе-
ние не только выгоднее игрокам, но и лучше для экологической
ситуации, так как допускает более щадящий режим эксплуата-
ции.

Рис. 2. Вылов первого игрока: темная линия – кооперативное
поведение, светлая – равновесие по Нэшу
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Рис. 3. Вылов второго игрока: темная линия – кооперативное
поведение, светлая – равновесие по Нэшу

Рис. 4. Кооперативные выигрыши игроков
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Сравним выигрыши игроков при изменении коэффициентов
дисконтирования. На рис. 4 представлены выигрыши V nc

1 (x, δ1) и
V nc

2 (x, δ2) для δ1 = 0,1, . . . , 0,9 и δ2 = 0,1, . . . , 0,9. Заметим, что
игрок с более высоким коэффициентом дисконтирования получа-
ет больше выгоды от кооперации. И игроки получают одинаковые
выигрыши при совпадении коэффициентов дисконтирования.

При использовании предложенного в работе метода опреде-
ления кооперативного поведения кооперативный выигрыш игро-
ка всегда больше или равен (при некоторых параметрах) выиг-
рышу в равновесии по Нэшу. На рис. 5 представлены выигрыши
второго игрока при кооперативном и эгоистическом поведении.
Следовательно, предложенный подход стимулирует кооператив-
ное поведение, что не всегда выполняется при применении дру-
гих подходов определения кооперативных стратегий и выигры-
шей игроков [2].

Рис. 5. Выигрыш второго игрока: в равновесии по Нэшу и
кооперативный
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4.2. СЛУЧАЙНЫЕ ГОРИЗОНТЫ ПЛАНИРОВАНИЯ
Для моделирования был использован метод Монте-Карло и

n = 10. Использовались те же параметры задачи и следующие
вероятности

θi = 0,1, ωi = 0,005i + 0,0725.

Получены ожидаемые выигрыши при кооперации и в равно-
весии по Нэшу

V c
1 (1, x) = −6,2151 > V N

1 (1, x) = −10,1958,

V c
2 (1, x) = −7,3256 > V N

2 (1, x) = −12,8829.

На рис. 6 представлены результаты моделирования при 50
симуляциях при эгоистическом поведении, а на рис. 7 – при ко-
операции. Точками обозначены результаты моделирования, а кру-
гом – ожидаемые выигрыши, полученные в (22)–(25) и (27).

Рис. 6. Равновесие по Нэшу

Также приведем результаты моделирования для конкретных
значений горизонтов планирования, а именно n1 = 10, n2 = 20 и
k = 1

3 .
Сравним кооперативный и некооперативный выигрыши пер-

вого игрока на временном промежутке [0, n1]:

V c
1 (n1, x) = −10,3870 > V N

1 (n1, x) = −11,9010.
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Рис. 7. Кооперативное равновесие

Для второго игрока сравним его кооперативный выигрыш на
промежутке [0, n1] плюс выигрыш от индивидуального поведе-
ния на промежутке времени [n1, n2] после кооперации с неко-
оперативным выигрышем на промежутке [0, n1] плюс выигрыш
от индивидуального поведения на промежутке времени [n1, n2]
после эгоистического поведения:

V c
2 (n2, x) = −19,6375 > V N

2 (n2, x) = −23,2596.

Заметим, что кооперативные выигрыши обоих игроков боль-
ше, чем выигрыши в равновесии по Нэшу.

На рис. 8 показан размер популяции на всем промежутке
планирования [0, n2], откуда еще раз видно, что кооперативное
поведение благотворно влияет на экологическую обстановку.

Вылов первого игрока на промежутке [0, n1] показан на
рис. 9, а вылов второго игрока на промежутках [0, n1] и [n1, n2]
– на рис. 10. Заметим, что при кооперации вылов второго игрока
меньше, чем в равновесии по Нэшу, но это компенсируется его
дальнейшей индивидуальной эксплуатацией ресурса.

Теперь сравним выигрыши игроков для различных горизон-
тов планирования в случае, когда первый игрок покидает игру
раньше. На рис. 11 представлены функции выигрыша V c

1 (n1, x)
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Рис. 8. Размер популяции: темная линия – кооперативное
поведение, светлая – равновесие по Нэшу

Рис. 9. Выигрыш первого игрока: темная линия – кооперативное
поведение, светлая – равновесие по Нэшу

Рис. 10. Выигрыш второго игрока: темная линия –
кооперативное поведение, светлая – равновесие по Нэшу
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и V c
2 (n2, x) для n2 = 2, . . . , 10 и n1 = 1, . . . , n2 − 1. Видно, что

чем n1 ближе к n2, тем меньше разница между выигрышами иг-
роков.

Рис. 11. Кооперативные выигрыши игроков

Заметим, что при использовании предложенного метода
определения кооперативного поведения кооперативный выигрыш
игрока всегда больше или равен (при некоторых параметрах) вы-
игрышу в равновесии по Нэшу. На рис. 12 представлены выиг-
рыши второго игрока при кооперативном и эгоистическом пове-
дении для различных горизонтов планирования. Следовательно,
это еще раз показывает, что предложенный подход стимулирует
кооперативное поведение.

5. Заключение

Традиционно в задачах оптимального управления биоресур-
сами предполагается, что игроки используют одинаковые коэф-
фициенты дисконтирования и горизонты планирования. В реаль-
ных эколого-экономических системах эти параметры различают-
ся и, более того, могут иметь случайную природу. В таком слу-
чае стандартные схемы определения кооперативного поведения
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Рис. 12. Выигрыш второго игрока: в равновесии по Нэшу и
кооперативный

не могут быть применены и необходима разработка новых мето-
дов построения кооперативных выигрышей и стратегий игроков.

В работе исследуется теоретико-игровая задача управления
биоресурсами в дискретном времени с несимметричными игро-
ками, использующими различные коэффициенты дисконтирова-
ния (предпочтения во времени). Для определения кооператив-
ных стратегий и выигрышей участников используется рекурсив-
ная арбитражная схема Нэша. Предложенная схема отличается от
стандартного способа определения общего кооперативного выиг-
рыша как взвешенной суммы индивидуальных выигрышей иг-
роков. Арбитражное решение Нэша стимулирует кооперативное
поведение в случае, когда коэффициент дисконтирования одно-
го из игроков больше, чем другого. Показано, что кооперативные
выигрыши участников при использовании предложенной схемы
больше или равны (при некоторых параметрах) выигрышам при
эгоистическом поведении.

В работе также исследована дискретная задача управления
биоресурсами, в которой игроки различаются не только коэф-
фициентами дисконтирования, но и горизонтами планирования.
Причем предполагается, что времена участия в процессе эксплу-
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атации ресурса являются случайными величинами с различными
распределениями. Таким образом, один из участников покидает
игру в случайный момент времени и получает некоторую компен-
сацию за неиспользованный им ресурс. Оставшийся игрок про-
должает процесс эксплуатации индивидуально до окончания его
горизонта планирования. Для построения кооперативного пове-
дения в данном случае используется арбитражная схема Нэша
для всего периода продолжения игры. Сначала определены рав-
новесные по Нэшу стратегии и выигрыши игроков, используемые
как точка статус-кво. Затем кооперативные стратегии и выигры-
ши игроков построены с помощью арбитражной схемы.

Преимущество использования арбитражной схемы Нэша за-
ключается в возможности рассмотрения игроков как независи-
мых. В традиционном подходе функция общего кооперативного
выигрыша представляется суммой индивидуальных выигрышей
игроков, что далеко от реальной ситуации. Например, если игро-
ки – это граничащие страны, то это даже невозможно, особенно в
случае различных горизонтов планирования. Другие недостатки
традиционной схемы описаны во введении. Арбитражное реше-
ние Нэша в некотором смысле похоже на равновесие по Нэшу
(см. [12]). Игроки действуют индивидуально, как и ранее, но в
рамках кооперативного соглашения.
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Приложение 1.

Покажем, что решение задачи (7) существует, единственно и
достигается во внутренней точке допустимого множества. Запи-
шем (7) в виде задачи минимизации произведения Нэша

Hc
1 = (−Hc

11 + HN
11)(H

c
21 −HN

21) → min
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на множестве

HN
11 −Hc

11 6 0,(30)

HN
21 −Hc

21 6 0,(31)

−(εx− u1 − u2) 6 0,

u1 > 0, u2 > 0.

Используя теорему Куна–Таккера, запишем функцию
Лагранжа в виде

L = (−Hc
11 + HN

11)(H
c
21 −HN

21) +
+ λ1(HN

11 −Hc
11) + λ2(HN

21 −Hc
21)− λ3(εx− u1 − u2).

Заметим сразу, что множитель Лагранжа λ3 может быть ис-
ключен из условий минимума, так как условия для него имеют
вид

εx− u1 − u2 > 0,

λ3(εx− u1 − u2) = 0,

и, если предположить, что λ3 > 0, то εx − u1 − u2 = 0 и Hc
11 =

Hc
21 = −∞, что противоречит условиям (30), (31).

Следовательно, запишем условия Куна–Таккера только для
двух множителей Лагранжа (здесь введено обозначение x̄ = εx−
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u1 − u2):(
− 1

u1
+

a1

x̄

)
(Hc

21 −HN
21 + λ1) +

a2

x̄
(Hc

11 −HN
11 − λ2) > 0,

u1

[(
− 1

u1
+

a1

x̄

)
(Hc

21 −HN
21 + λ1) +

a2

x̄
(Hc

11 −HN
11 + λ2)

]
= 0,(

− 1
u2

+
a2

x̄

)
(Hc

11 −HN
11 + λ2) +

a1

x̄
(Hc

21 −HN
21 + λ1) > 0,

u2

[(
− 1

u2
+

a2

x̄

)
(Hc

11 −HN
11 + λ2) +

a1

x̄
(Hc

21 −HN
21 + λ1)

]
= 0,

Hc
11 −HN

11 > 0,(32)

λ1(Hc
11 −HN

11) = 0,(33)

Hc
21 −HN

21 > 0,(34)

λ2(Hc
21 −HN

21) = 0,(35)

u1 > 0, u2 > 0, λ1 > 0, λ2 > 0.

1) Рассмотрим случай λ1 = 0, λ2 > 0, тогда из (35) получим

Hc
21 −HN

21 = 0.

Если хотя бы одна из стратегий ui, i = 1, 2, равняется нулю,
то условия (32) или (34) не выполняются. Следовательно,
ui > 0, i = 1, 2, и тогда

Hc
11 −HN

11 = −λ2,

что противоречит условию (32).

2) Аналогично, в случае λ1 > 0, λ2 = 0 получим Hc
21−HN

21 =
−λ1, что противоречит условию (34).

3) Рассмотрим случай λ1 > 0, λ2 > 0, тогда из (33) и (35)
получим

Hc
11 −HN

11 = 0, Hc
21 −HN

21 = 0.

Аналогично первому случаю, легко проверить, что ui > 0,
i = 1, 2, а целевая функция Hc

1 равна нулю. Из системы
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условий Куна–Таккера получим(
− 1

u1
+

a1

x̄

)
λ1 +

a2

x̄
λ2 = 0,(

− 1
u2

+
a2

x̄

)
λ2 +

a1

x̄
λ1 = 0.(36)

Следовательно,
λ2 =

u2

u1
λ1.

Из первого уравнения (36) получим

(37)
(
− 1

u1
+

a1

x̄
+

a2

x̄

u2

u1

)
λ1 = 0.

Так как в данном случае кооперативное поведение совпада-
ет с некооперативным, то u1 = uN

1 , u2 = uN
2 . Подставляя

некооперативные стратегии, запишем (37) в следующем ви-
де:

a1a2

u1x̄
λ1 = 0.

Получили, что λ1 = 0, что противоречит предположению.

4) Окончательно, рассмотрим случай λ1 = λ2 = 0. Анало-
гично, легко проверить, что ui > 0, i = 1, 2. Следователь-
но, минимум достигается во внутренней точке допустимого
множества и может быть найден из условий первого поряд-
ка.

Для того чтобы показать, что условия Куна–Таккера явля-
ются достаточными условиями в задаче (7), рассмотрим вторую
производную Hc

1 по u1:

f1 =
( 1

u2
1

+
a1

x̄2

)
(Hc

21 −HN
21) +

a2

x̄2
(Hc

11 −HN
11) +

2a2

x̄

[ 1
u1
− a1

x̄

]
,

и по u2 :

f2 =
( 1

u2
2

+
a2

x̄2

)
(Hc

11 −HN
11) +

a1

x̄2
(Hc

21 −HN
21) +

2a1

x̄

[ 1
u2
− a2

x̄

]
.
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Следовательно, Hc
1 вогнута, если f1 > 0 и f2 > 0. Заметим,

что для этого выражения в квадратных скобках должны быть по-
ложительны. Таким образом, условия принимают вид

εx− u1(1 + a1)− u2 > 0, εx− u1 − u2(1 + a2) > 0 .

Из условий первого порядка получим решение в виде (8),
поэтому в точке максимума выполняется

εx− u1(1 + a1)− u2(1 + a2) = 0.

Следовательно, полученное решение удовлетворяет услови-
ям. Более того, условия выполняются и в некоторой окрестности
точки решения, так как

a2u2 > 0, a1u1 > 0.

Таким образом, показано, что условия Куна–Таккера являют-
ся достаточными условиями существования максимума.

Покажем, что полученное решение единственно. Предполо-
жим, что существуют два решения: u1, u2 и û1, û2. Из условий
Куна–Таккера получим следующие соотношения:

ln(u2) + a2 ln(εx− u1 − u2)
u1

− ln(û2) + a2 ln(εx− û1 − û2)
û1

=

=
ln(u1) + a1 ln(εx− u1 − u2)

u2
− ln(û1) + a1 ln(εx− û1 − û2)

û2
.

Подставляя выражения (8) для u2 и û2, запишем

f =
1
u1

(
ln

(εx− u1(1 + a1)
1 + a2

)
+ a2 ln

(εxa2 − u1(a2 − a1)
1 + a2

))
−

− 1
û1

(
ln

(εx− û1(1 + a1)
1 + a2

)
+ a2 ln

(εxa2 − û1(a2 − a1)
1 + a2

))
−

− 1 + a2

εx− u1(1 + a1)

(
ln(u1) + a1 ln

(εxa2 − u1(a2 − a1)
1 + a2

)
)

+

+
1 + a2

εx− û1(1 + a1)

(
ln(û1) + a1 ln

(εxa2 − û1(a2 − a1)
1 + a2

))
= 0.

314



Математическая экология: теоретико-игровые модели

Исследуем функцию f и покажем, что она равна нулю только
при u1 = û1.

Легко видеть, что f возрастает по u1 и убывает по û1. Рас-
смотрим пределы u1 → 0 и u1 → εx

1+a1
. Выражение для второго

предела получено из условий неотрицательности εx− u1(1 + a1)
и εxa2 − u1(a2 − a1).

Сначала рассмотрим f1 = u1û1f .
Так как

lim
u1→0

f1 = û1

(
ln

( εx

1 + a2

)
+ a2 ln

( εxa2

1 + a2

))
и

lim
û1→0

f1 = −u1

(
ln

( εx

1 + a2

)
+ a2 ln

( εxa2

1 + a2

))
,

то

lim
u1→0

f = lim
u1→0

f1

u1û1
= −∞

и

lim
û1→0

f = lim
û1→0

f1

u1û1
= ∞.

Теперь рассмотрим f2 = (εx−u1(1+a1))(εx− û1(1+a1))f .
Так как

lim
u1→ εx

1+a1

f2 = −
(
ln

( εx

1 + a1

)
+ a1 ln

( εxa2

1 + a2

))
и

lim
û1→ εx

1+a1

f2 = ln
( εx

1 + a1

)
+ a1 ln

( εxa2

1 + a2

)
,

то

lim
u1→ εx

1+a1

f = lim
u1→ εx

1+a1

f2

(εx− u1(1 + a1))(εx− û1(1 + a1))
= ∞

и

lim
û1→ εx

1+a1

f = lim
û1→ εx

1+a1

f2

(εx− u1(1 + a1))(εx− û1(1 + a1))
= −∞.

315



Управление большими системами. Специальный выпуск 55

Следовательно, f равно нулю только при u1 = û1, а так как
такая точка единственна, то и полученное решение единственно.

Аналогичным образом показывается, что решения всех за-
дач максимизации в данной работе достигаются во внутренних
точках, единственны и могут быть получены из условий первого
порядка.

Приложение 2. Равновесие по Нэшу

Проведем доказательство для первого игрока (найдем связь
между V N

1 (τ, x) и V N
1 (τ + 1, x)), а для второго процедура

аналогична. Из (17) запишем функцию Беллмана первого игрока
при наступлении в игре момента времени τ :

V N
1 (τ, x) = max

uN
1τ ,...,uN

1n

{ θτ
n∑

l=τ

θl

n∑
n2=τ

ωn2

n∑
l=τ

ωl

δτ
1 ln(uN

1τ ) +

+
n∑

n1=τ+1

θn1

n∑
l=τ

θl

[ n∑
n2=n1

ωn2

n∑
l=τ

ωl

n1∑
t=τ

δt
1 ln(uN

1t) +

+
n1−1∑
n2=τ

ωn2

n∑
l=τ

ωl

n2∑
t=τ

δt
1 ln(uN

1t) + V a
1 (τ, n1)

]}
=

θτ
n∑

l=τ

θl

δτ
1 ln(uN

1τ ) +

+
n∑

n1=τ+1

θn1

n∑
l=τ

θl

[ n∑
n2=n1

ωn2

n∑
l=τ

ωl

(
n1∑

t=τ+1

δt
1 ln(uN

1t) + δτ
1 ln(uN

1τ )) +

+
n1−1∑
n2=τ

ωn2

n∑
l=τ

ωl

(
n2∑

t=τ+1

δt
1 ln(uN

1t) + δτ
1 ln(uN

1τ )) + V a
1 (τ, n1)

]
=
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= δτ
1 ln(uN

1τ ) +
n∑

n1=τ+1

θn1

n∑
l=τ

θl

[ n∑
n2=n1

ωn2

n∑
l=τ

ωl

n1∑
t=τ+1

δt
1 ln(uN

1t) +

+
n1−1∑

n2=τ+1

ωn2

n∑
l=τ

ωl

n2∑
t=τ+1

δt
1 ln(uN

1t) + V a
1 (τ, n1)

]
=

= δτ
1 ln(uN

1τ ) +
n∑

n1=τ+1

θn1

n∑
l=τ+1

θl

n∑
l=τ+1

θl

n∑
l=τ

θl

·

·
[ n∑
n2=n1

ωn2

n∑
l=τ+1

ωl

n∑
l=τ+1

ωl

n∑
l=τ

ωl

n1∑
t=τ+1

δt
1 ln(uN

1t)+

+
n1−1∑

n2=τ+1

ωn2

n∑
l=τ+1

ωl

n∑
l=τ+1

ωl

n∑
l=τ

ωl

n2∑
t=τ+1

δt
1 ln(uN

1t) +

+
ωτ
n∑

l=τ

ωl

n1∑
t=τ

δt
1 ln(ua

1t) +

n∑
l=τ+1

ωl

n∑
l=τ

ωl

V a
1 (τ + 1, n1)

]
=

= δτ
1 ln(uN

1τ ) + P τ+1
τ V N

1 (τ + 1, x) +

+C1τ

n∑
n1=τ+1

θn1

n1∑
t=τ

δt
1 ln(ua

1t),(38)

где

P τ+1
τ =

n∑
l=τ+1

ωl

n∑
l=τ

ωl

n∑
l=τ+1

θl

n∑
l=τ

θl

, C1τ =
ωτ
n∑

l=τ

ωl

1
n∑

l=τ

θl

.
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Аналогично, получим связь между V N
2 (τ, x) и V N

2 (τ + 1, x)
в виде

V N
2 (τ, x) = δτ

2 ln(uN
2τ ) + P τ+1

τ V N
2 (τ + 1, x) +

+ C2τ

n∑
n2=τ+1

ωn2

n2∑
t=τ

δt
2 ln(ua

2t),

где

C2τ =
θτ
n∑

l=τ

θl

1
n∑

l=τ

ωl

.

Приложение 3. Кооперативное равновесие

Определим кооперативные выигрыши игроков V c
i (τ, x) при

наступлении момента времени τ как

V c
1 (τ, x) = max

uc
1τ ,...,uc

1n

{ n∑
n1=τ

θn1

n∑
l=τ

θl

[ n∑
n2=n1

ωn2

n∑
l=τ

ωl

n1∑
t=τ

δt
1 ln(uc

1t) +

+
n1−1∑
n2=τ

ωn2

n∑
l=τ

ωl

n2∑
t=τ

δt
1 ln(uc

1t) + V a
1 (τ, n1)

]}
,(39)

V c
2 (τ, x) = max

uc
2τ ,...,uc

2n

{ n∑
n2=τ

ωn2

n∑
l=τ

ωl

[ n∑
n1=n2

θn1

n∑
l=τ

θl

n2∑
t=τ

δt
2 ln(uc

2t) +

+
n2−1∑
n1=τ

θn1

n∑
l=τ

ωl

n1∑
t=τ

δt
2 ln(uc

2t) + V a
2 (τ, n2)

]}
.(40)

Начнем с ситуации наступления момента времени n. Так как
на следующем шаге n + 1 выигрыши обоих игроков нулевые, то
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оптимальные кооперативные стратегии совпадают с равновесны-
ми по Нэшу, а выигрыши имеют вид

V c
i (n, x) = δn

i ln(uc
in) = V N

i (n, x) =
= δn

i ln(γN
inx) = Ai lnx + Bi, i = 1, 2,

где
Ai = δn

i , Bi = δn
i ln(γN

1n) = δn
i ln(

ε

2
), i = 1, 2.

Теперь, предположим, что в игре наступил момент времени
n− 1. Следовательно, задача (26) принимает вид
(41) (V c

1 (n−1, x)−V N
1 (n−1, x))(V c

2 (n−1, x)−V N
2 (n−1, x))→max,

где

V c
1 (n− 1, x) = δn−1

1 ln(uc
1n−1) +

+Pn
n−1V

c
1 (n, (εx− uc

1n−1 − uc
2n−1)

α) + C1n−1θn

n∑
t=n−1

δt
1 ln(ua

1t),

V c
2 (n− 1, x) = δn−1

2 ln(uc
2n−1) +

+Pn
n−1V

c
2 (n, (εx− uc

1n−1 − uc
2n−1)

α) + C2n−1ωn

n∑
t=n−1

δt
2 ln(ua

2t).

Запишем задачу (41) в виде(
δn−1
1 ln(uc

1n−1) + Pn
n−1(αA1 ln(εx− uc

1n−1 − uc
2n−1) + B1) +

+C1n−1θn

n∑
t=n−1

δt
1 ln(ua

1t)− V N
1 (n− 1, x)

)
·

·
(
δn−1
2 ln(uc

2n−1) + Pn
n−1(αA2 ln(εx− uc

1n−1 − uc
2n−1) + B2) +

+C2n−1ωn

n∑
t=n−1

δt
2 ln(ua

2t)− V N
2 (n− 1, x)

)
.

Как обычно, ищем стратегии игроков в линейном виде
uc

in−1 = γc
in−1x, i = 1, 2. Тогда условия первого порядка примут
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вид( δn−1
1

γc
1n−1

−
Pn

n−1αA1

ε− γc
1n−1 − γc

2n−1

)
(V c

2 (n− 1, x)− V N
2 (n− 1, x))−

−
Pn

n−1αA2

ε− γc
1n−1 − γc

2n−1

(V c
1 (n− 1, x)− V N

1 (n− 1, x)) = 0,(42)

−
Pn

n−1αA1

ε− γc
1n−1 − γc

2n−1

(V c
2 (n− 1, x)− V N

2 (n− 1, x)) +

+
( δn−1

2

γc
2n−1

−
Pn

n−1αA2

ε− γc
1n−1 − γc

2n−1

)
·

·(V c
1 (n− 1, x)− V N

1 (n− 1, x)) = 0.(43)

Вычитая (43) из (42), получим следующее соотношение:

V c
1 (n−1, x)−V N

1 (n−1, x)=
δn−1
1

δn−1
2

γc
2n−1

γc
1n−1

(V c
1 (n−1, x)−V N

2 (n−1, x))

подставляя которое в (42) получим связь между кооперативными
стратегиями игроков:

(44) γc
2n−1 =

δn−1
1 δn−1

2 ε− δn−1
2 γc

1n−1(δ
n−1
1 + Pn

n−1αA1)
δn−1
1 (δn−1

2 + Pn
n−1αA2)

.

Перейдем к ситуации, когда в игре наступил момент времени
n− 2. Тогда, задача (26) примет вид
(45) (V c

1 (n−2, x)−V N
1 (n−2, x))(V c

2 (n−2, x)−V N
2 (n−2, x))→max,

где

V c
1 (n− 2, x)=δn−2

1 ln(uc
1n−2) + C1n−2

n∑
n1=n−1

θn1

n1∑
t=n−2

δt
1 ln(ua

1t) +

+Pn−1
n−2 V c

1 (n−1, (εx−uc
1n−2−uc

2n−2)
α),

V c
2 (n− 2, x)=δn−2

2 ln(uc
2n−2) + C2n−2

n∑
n2=n−1

ωn2

n2∑
t=n−2

δt
2 ln(ua

2t)

+Pn−1
n−2 V c

2 (n−1, (εx−uc
1n−2−uc

2n−2)
α).
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Перепишем задачу (45) в виде(
δn−2
1 ln(uc

1n−2) + Pn−1
n−2 (δn−1

1 + Pn
n−1αA1) ·

·α ln(εx− uc
1n−2 − uc

2n−2) + Pn−1
n−2 (δn−1

1 ln(γc
1n−1) +

+Pn
n−1αA1 ln(ε− γc

1n−1 − γc
2n−1) + Pn

n−1B1) + Pn−1
n−2 C1n−1θn ·

·
n∑

t=n−1

δt
1 ln(ua

1t)+C1n−2

n∑
n1=n−1

θn1

n1∑
t=n−2

δt
1 ln(ua

1t)−V N
1 (n−2, x)

)
·

·
(
δn−2
2 ln(uc

2n−2) + Pn−1
n−2 (δn−1

2 + Pn
n−1αA2) ·

·α ln(εx− uc
1n−2 − uc

2n−2) + Pn−1
n−2 (δn−1

2 ln(γc
2n−1) +

+Pn
n−1αA2 ln(ε− γc

1n−1 − γc
2n−1) + Pn

n−1B2) + Pn−1
n−2 C2n−1ωn ·

·
n∑

t=n−1

δt
2 ln(ua

2t) + C2n−2

n∑
n2=n−1

ωn2

n2∑
t=n−2

δt
2 ln(ua

2t)−

−V N
2 (n− 2, x)

)
→ max .

Находя стратегии в линейном виде uc
in−2 = γc

in−2x, i = 1, 2,
запишем условия первого порядка для задачи (45):

( δn−2
1

γc
1n−2

−
αPn−1

n−2 (δn−1
1 + αA1P

n
n−1)

ε− γc
1n−2 − γc

2n−2

)
·

·(V c
2 (n−2, x)−V N

2 (n−2, x))−(46)

−
Pn−1

n−2 α(δn−1
2 +αA2P

n
n−1)

ε− γc
1n−2 − γc

2n−2

(V c
1 (n−2, x)−V N

1 (n−2, x)) = 0,
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−
αPn−1

n−2 (δn−1
1 + αA1P

n
n−1)

ε− γc
1n−2 − γc

2n−2

(V c
2 (n−2, x)−V N

2 (n−2, x)) +

+
( δn−2

2

γc
2n−2

−
αPn−1

n−2 (δn−1
2 +αA2P

n
n−1)

ε− γc
1n−2 − γc

2n−2

)
·

·(V c
1 (n−2, x)−V N

1 (n−2, x)) = 0,(47)(Pn−1
n−2 δn−1

1

γc
1n−1

−
αA1P

n−1
n−2 Pn

n−1

ε− γc
1n−1 − γc

2n−1

)
(V c

2 (n−2, x)−V N
2 (n−2, x))−

−
Pn−1

n−2 αA2P
n
n−1

ε− γc
1n−1 − γc

2n−1

(V c
1 (n−2, x)−V N

1 (n−2, x)) = 0,(48)

−
αA1P

n−1
n−2 Pn

n−1

ε− γc
1n−1−γc

2n−1

(V c
2 (n−2, x)−V N

2 (n−2, x)) +

+
(Pn−1

n−2 δn−1
2

γc
2n−1

−
αA2P

n−1
n−2 Pn

n−1

ε− γc
1n−1 − γc

2n−1

)
·

·(V c
1 (n−2, x)−V N

1 (n−2, x)) = 0.(49)

Вычитая (49) из (48) и (47) из (46), получим следующие ра-
венства:

V c
1 (n−2, x)−V N

1 (n−2, x)=
δn−2
1

δn−2
2

γc
2n−2

γc
1n−2

(V c
2 (n−2, x)−V N

2 (n−2, x)),

V c
1 (n−2, x)−V N

1 (n−2, x)=
δn−1
1

δn−1
2

γc
2n−1

γc
1n−1

(V c
2 (n−2, x)−V N

2 (n−2, x))

и

(50)
γc

2n−2

γc
1n−2

=
δ1

δ2

γc
2n−1

γc
1n−1

.

Подставляя первое соотношение в (46), получим связь меж-
ду кооперативными стратегиями игроков:

γc
2n−2 =(51)

=
δn−2
1 δn−2

2 ε−δn−2
2 γc

1n−2(δ
n−2
1 +αδn−1

1 Pn−1
n−2 +α2A1P

n−1
n−2 Pn

n−1)

δn−2
1 (δn−2

2 + αδn−1
2 Pn−1

n−2 + α2A2P
n−1
n−2 Pn

n−1)
.
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Обозначим

G1
1 = δn−1

1 + Pn
n−1αA1, G2

1 = δn−1
2 + Pn

n−1αA1,

G1
2 = δn−2

1 + αδn−1
1 Pn−1

n−2 + α2A1P
n−1
n−2 Pn

n−1,

G2
2 = δn−2

2 + αδn−1
2 Pn−1

n−2 + α2A2P
n−1
n−2 Pn

n−1.

Тогда стратегии (44) и (51) запишем в виде

γc
2n−1 =

δn−1
1 δn−1

2 ε− δn−1
2 γc

1n−1G
1
1

δn−1
1 G2

1

,

γc
2n−2 =

δn−2
1 δn−2

2 ε− δn−2
2 γc

1n−2G
1
2

δn−2
1 G2

2

.

Используя (50), можно выразить стратегию второго игрока
γc

1n−2 на шаге n − 2 через стратегию первого игрока γc
1n−1 на

шаге n− 1:

γc
1n−2 = δn−2

1 ε
γc

1n−1G
2
1

δn−1
1 εG2

2 + γc
1n−1(G

1
2G

2
1 −G1

1G
2
2)

.

Тогда функции выигрыша примут вид

V c
1 (n− 2, x) = δn−2

1 ln(uc
1n−2) +

+αPn−1
n−2 G1

1 ln(εx− uc
1n−2 − uc

2n−2) + Pn−1
n−2 [δn−1

1 ln(γc
1n−1) +

+Pn
n−1αA1 ln(ε− γc

1n−1 − γc
2n−1) + Pn

n−1B1] + Pn−1
n−2 C1n−1θn ·

·
n∑

t=n−1

δt
1 ln(ua

1t) + C1n−2

n∑
n1=n−1

θn1

n1∑
t=n−2

δt
1 ln(ua

1t),

V c
2 (n− 2, x) = δn−2

2 ln(uc
2n−2) +

+αPn−1
n−2 G2

1 ln(εx− uc
1n−2 − uc

2n−2) + Pn−1
n−2 [δn−1

2 ln(γc
2n−1) +

+Pn
n−1αA2 ln(ε− γc

1n−1 − γc
2n−1) + Pn

n−1B2] + Pn−1
n−2 C2n−1ωn ·

·
n∑

t=n−1

δt
2 ln(ua

2t) + C2n−2

n∑
n2=n−1

ωn2

n2∑
t=n−2

δt
2 ln(ua

2t).
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Аналогичная процедура для случая, когда в игре наступает
момент времени n− 3, дает кооперативные стратегии в виде

γc
2n−3 =

δn−3
1 δn−3

2 ε− δn−3
2 γc

1n−3G
1
3

δn−3
1 G2

3

,

где

G1
3 =δn−3

1 +αδn−2
1 Pn−2

n−3+α2δn−1
1 Pn−2

n−3 Pn−1
n−2+α3A1P

n−2
n−3 Pn−1

n−2 Pn
n−1,

G2
3 =δn−3

2 +αδn−2
2 Pn−2

n−3+α2δn−1
2 Pn−2

n−3 Pn−1
n−2+α3A2P

n−2
n−3 Pn−1

n−2 Pn
n−1,

и

γc
1n−3 =

δn−3
1 εγc

1n−1G
2
1

δn−1
1 εG2

3 + γc
1n−1(G

1
3G

2
1 −G1

1G
2
3)

.

Функции выигрыша примут вид

V c
i (n− 3, x)=δn−3

i ln(uc
in−3)+αPn−2

n−3 Gi
2 ln(εx−uc

1n−3−uc
2n−3)+

+Pn−2
n−3 [δn−2

i ln(γc
1n−2)+αPn−1

n−2 ln(ε−γc
1n−2−γc

2n−2)]+Pn−2
n−3 Pn−1

n−2 ·
·[δn−1

i ln(γc
1n−1)+Pn

n−1(αAi ln(ε−γc
1n−1−γc

2n−1) + Bi)]+V 3
i (ni),

где

V 3
1 (n1) = Pn−2

n−3 Pn−1
n−2 C1n−1θn

n∑
t=n−1

δt
1 ln(ua

1t) +

+Pn−2
n−3 C1n−2

n∑
n1=n−1

θn1

n1∑
t=n−2

δt
1 ln(ua

1t) +

+C1n−3

n∑
n1=n−2

θn1

n1∑
t=n−3

δt
1 ln(ua

1t),

V 3
2 (n2) = Pn−2

n−3 Pn−1
n−2 C2n−1ωn

n∑
t=n−1

δt
2 ln(ua

2t) +

+Pn−2
n−3 C2n−2

n∑
n2=n−1

ωn2

n2∑
t=n−2

δt
2 ln(ua

2t) +

+C2n−3

n∑
n2=n−2

ωn2

n2∑
t=n−3

δt
2 ln(ua

2t).
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Продолжая процесс до наступления в игре момента времени
k, получим кооперативные выигрыши в виде (27) и кооператив-
ные стратегии в виде (28), (29).
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ТЕОРЕТИКО-ИГРОВАЯ МОДЕЛЬ ТРЕХУРОВНЕВОЙ 
МАРКЕТИНГОВОЙ СИСТЕМЫ С УЧЕТОМ 

ЭКОЛОГИЧЕСКИХ ТРЕБОВАНИЙ1 

Назиров А. Э.2, Угольницкий Г. А.3, Усов А. Б.4 

(Южный федеральный университет, г. Ростов-на-Дону) 

 
Представлена математическая модель, описывающая дея-

тельность различных субъектов вертикальной маркетинговой 

системы с учетом экологических требований. В роли субъек-

тов управления выступают: производитель, посредник, с 

которым у производителя заключен договор комиссии, и тор-

говое предприятие, реализующее в розничной сети продукцию 

производителя. Предполагается, что основной целью произво-

дителя является выполнение экологических требований. Пред-

ложен алгоритм построения равновесия Штакельберга в игре 

трех лиц с учетом требования гомеостаза экологической 

подсистемы. В качестве метода иерархического управления 

используется метод побуждения. Приведен ряд характерных 

примеров с последующей интерпретацией полученных резуль-

татов. 

 
Ключевые слова: иерархия, трехуровневая система управле-

ния, метод побуждения, гомеостаз, равновесие Штакельбер-
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1. Введение  

В последние десятилетия наблюдается усиление воздей-

ствия техногенных процессов на экологическую систему. Это 

создает опасность истощения как невозобновляемых, так и 

возобновляемых ресурсов и может привести к экологической 

катастрофе. Поэтому разработка механизмов управления слож-

ными эколого-экономическими системами является одной из 

актуальных задач, которой посвящено значительное количество 

работ [1, 7, 9, 10, 14]. 

Моделирование эколого-экономических систем начиналось 

с использования одноуровневых моделей. Системы такого рода 

содержат только один субъект управления. Экологическая 

подсистема выступает в роли объекта управления. В таких 

моделях не учитывается многообразие связей экономической и 

экологической подсистем, всевозможные виды воздействий на 

окружающую среду со стороны субъектов управления. Поэтому 

в последние десятилетия при анализе эколого-экономических 

систем используется теория иерархических систем управления 

[11, 14], в концепции которых учитывается специфика механиз-

мов управления реальными эколого-экономическими объекта-

ми. Простейшей иерархически организованной системой управ-

ления является двухуровневая система, включающая в себя 

управляющую подсистему, состоящую из двух иерархически 

соподчиненных субъектов управления (Ведущий, Ведомый), а 

также экологическую систему в роли объекта управления 

[10, 14]. Но существует множество экономических объектов, 

эффективное функционирование которых невозможно при 

использовании системы управления двухуровневой структуры. 

В этих случаях необходимо учитывать потребности в дополни-

тельных субъектах управления, относящихся к разным, иерар-

хически соподчиненным уровням. Поэтому наряду с двухуров-

невыми системами управления эколого-экономическими 

объектами распространены трехуровневые системы, в состав 

которых входят субъекты управления верхнего, среднего и 

нижнего уровней. Такие системы управления более точно отра-

жают структуру взаимоотношений между хозяйствующими 

субъектами [11]. 
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Хозяйствующие субъекты могут формировать маркетинго-

вые системы (каналы) с целью обеспечения конкурентоспособ-

ности, оптимизации производства и уменьшения издержек [2]. 

Моделирование маркетинговых каналов началось с использова-

ния систем, в состав которых входило только два субъекта 

управления: производитель и торговое предприятие [16]. Иссле-

дование таких систем базировалось на использовании двух 

основных информационных регламентов: согласованного (ко-

оперативного) и несогласованного (некооперативного). Суще-

ствуют различные способы взаимодействия субъектов управле-

ния, входящих в маркетинговые каналы. Одним из таких 

способов является иерархическая соподчинённость.  

Исследование маркетинговых систем, как правило, не учи-

тывает характер деятельности субъектов управления. Однако 

нередко активность производственных компаний базируется на 

использовании природных ресурсов, чрезмерное употребление 

которых может привести к экологической катастрофе. Отсюда 

возникает необходимость перехода к рассмотрению эколого-

экономической системы в рамках концепции управления устой-

чивым развитием [9].  

В соответствии с действующим законодательством выброс 

вредных (загрязняющих) веществ в атмосферный воздух стаци-

онарным источником допускается на основании разрешения, 

выданного территориальным органом федерального органа 

исполнительной власти в области охраны окружающей среды 

[1]. Под стационарными источниками выброса вредных (загряз-

няющих) веществ в атмосферный воздух понимаются все ис-

точники, относящиеся к конкретной территории предприятия. 

Разрешением на выброс вредных (загрязняющих) веществ в 

атмосферный воздух устанавливаются предельно допустимые 

выбросы и другие условия, которые обеспечивают охрану атмо-

сферного воздуха. 

Выброс вредных веществ в атмосферный воздух или вред-

ное физическое воздействие на него без специального разреше-

ния, а также нарушение его условий влечет наложение админи-

стративного штрафа или приостановление деятельности 

предприятия. Поэтому с определенной степенью условности 

предположим, что основной целью производственной компании, 
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в процессе производства загрязняющей окружающую среду, 

является выполнение экологических нормативов и, тем самым, 

поддержание системы в гомеостазе. Компания стремится к 

максимизации собственной прибыли при условии обязательного 

выполнения экологических требований. 

Успешное исследование любых экономических объектов 

невозможно без комплексного подхода к проблеме управления. 

Изучение различного рода систем управления проходит в рам-

ках теории активных систем [6], теории иерархических игр [3], а 

также теории контрактов [8]. Большое количество результатов 

при исследовании иерархических систем получено для статиче-

ской постановки задачи. Полученные результаты основаны на 

понятии равновесия по Штакельбергу [5] и принципе гаранти-

рованного результата Гермейера [3].  

В данной работе строится и исследуется трехуровневая мо-

дель, описывающая взаимодействие субъектов вертикальной 

маркетинговой системы: производителя (ПР), посредника (ПС) 

и торгового предприятия (ТП) [2]. Взаимоотношения ПР и ПС 

происходят в соответствии с договором комиссии или агентским 

договором. 

Наличие иерархии в отношениях между субъектами управ-

ления обусловлено порядком принятия ими решений. Этот факт 

определяет инструментарий исследования построенной модели 

[13]. Предполагается, что основной целью ПР является поддер-

жание системы в заданном состоянии [1, 9]. Строится равнове-

сие Штакельберга с учетом требования поддержания системы в 

заданном состоянии. В качестве метода иерархического управ-

ления в предложенной модели используется побуждение [9].  

2. Математическая постановка задачи 

Основная цель любого экономического субъекта состоит в 

увеличении собственной прибыли. Важную роль в достижении 

этой цели играет способ движения товара от производителя к 

конечному потребителю. Система, включающая в себя ряд 

организаций, которые принимают на себя или помогают пере-

дать другому право собственности на конкретный товар на пути 

от производителя к потребителю, называется каналом распреде-
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ления продукции [2]. Выделяют традиционные каналы распре-

деления, вертикальные маркетинговые системы и горизонталь-

ные маркетинговые системы.  

Ниже рассматривается трехуровневая модель управления 

вертикальной маркетинговой системой с учетом экологических 

требований, включающая: 

 производителя (ПР); 

 посредника (ПС); 

 торговое предприятие (ТП). 

В качестве объекта управления выделяются потребители. 

Взаимоотношения между субъектами управления данной систе-

мы носят следующий характер: ПР воздействует на ПС, ПС – на 

ТП [9].   

Исследование основано на концепции равновесия по Шта-

кельбергу с учетом требования устойчивого развития системы 

[10–11], а именно, предполагается, что принята следующая 

совокупность правил относительно поведения и информирован-

ности различных субъектов управления: 

1. ПР выбирает свою стратегию поведения первым и сооб-

щает ее субъекту управления среднего уровня, т.е. ПС; при этом 

он максимизирует свою прибыль с учетом оптимального ответа 

ПС на множестве тех стратегий, которые позволяют поддержать 

всю систему в заданном состоянии. Предполагается, что ПР 

известны целевые функции ПС и ТП.   

2. ПС выбирает свою стратегию, когда выбор ПР известен; 

он стремится к достижению своих целей. После того как выбор 

сделан, он сообщает свое решение ТП. ПС действует от имени 

ПР. 

3. ТП выбирает свою стратегию, когда выбор ПР и ПС из-

вестен; он стремится к достижению экономических целей, не 

обращая внимания на состояние окружающей среды.  

Деятельность ПР связана с производством строительных 

материалов из древесины. Данное производство сопровождается 

выбросом загрязняющих веществ в атмосферный воздух. В 

соответствии с действующим законодательством для осуществ-

ления деятельности, сопровождающейся выбросом ЗВ в атмо-

сферу, производственная компания нуждается в получении 
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специального разрешения и обязуется выполнять его условия. В 

противном случае деятельность компании может быть приоста-

новлена или повлечь за собой административное наказание в 

виде штрафа. Поэтому предположим, что основной целью ПР 

является поддержание системы в заданном состоянии (состоя-

нии гомеостаза). Будем считать, что система находится в гомео-

стазе, если количество загрязняющих веществ (ЗВ), поступаю-

щих в атмосферу при производстве строительных материалов, 

соответствует требованиям, описанным в специальном разре-

шении. ТП действует от собственного имени, но используя 

товары и товарные знаки ПР. ТП занимается продажей строи-

тельных материалов, приобретаемых у ПР через ПС. ТП стре-

мится к максимизации своей прибыли, управляя размером своей 

наценки на стоимость продукции, по которой оно приобретает 

товар у ПР. 

Подобная организация взаимоотношений обусловливает 

иерархию в отношениях между субъектами управления систе-

мы, в соответствии с которой ПР выступает в качестве субъекта 

управления верхнего уровня, ПС – среднего, а ТП – нижнего 

уровня. 

Основной целью ПР является выполнение экологических 

требований. Данное условие может быть выполнено не един-

ственным образом, поэтому, кроме того, ПР стремится к макси-

мизации прибыли, полученной в результате реализации произ-

веденной продукции. Он реализует продукцию через ПС, с 

которым у него заключен договор комиссии. В соответствии с 

данным договором ПР выступает в роли комитента, а ПС – 

комиссионера. 

ПР предоставляет ПС товар по базовой цене, которой ПР 

может управлять. ПС может менять (увеличивать или умень-

шать) цену, установленную ПР, в пределах, оговоренных дого-

вором комиссии. ПС управляет величиной собственной наценки 

или скидки к цене ПР. Согласно договору комиссии ПС за 

оказанные им услуги получает комиссионное вознаграждение, 

величина которого зависит от объема проданной им продукции.  

Пусть ПР производит и продает товары одного типа. Кроме 

того, имеется одно ТП, которому ПР через ПС продает свой 

товар. 
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ТП стремится к максимизации своей прибыли. При этом 

оно несет фиксированные и переменные затраты. Фиксирован-

ные затраты, в отличие от переменных, не зависят от объема 

продаваемой продукции.  

Целостное отражение любой реальной системы управления 

возможно лишь в рамках динамической модели, описывающей 

процесс развития иерархически управляемой системы и позво-

ляющей учесть требование устойчивого развития. Однако в 

рамках данной работы в качестве модельной рассматривается 

статическая поставка задачи, на примере которой удобно про-

демонстрировать методы иерархического управления и способы 

учета экологических требований.  

Целевая функция ТП имеет вид 

(1) 
ТПc

ТПRSТПТПТП PVSPscJ max)()(   

(2) ,ТППСТП cPP   

(3) ,
)(

)(


ТП

ТП
P

A
PV   

где PПС, PТП – цена единицы продукции у ПС и ТП соответ-

ственно; сТП – наценка ТП; V(PТП) – объем продаваемой ТП 

продукции; он зависит от цены PТП с постоянным коэффициен-

том эластичности α; сТПV(PТП) – доход ТП от реализации про-

дукции; s = const – доля выручки ТП, выделяемая в фонд зара-

ботной платы (s  (0, 1)); SRS = const – средства, которые ТП 

тратит на хранение единицы продукции (SRS > 0).  

Предполагается, что товар, который продает ТП, является 

эластичным, т.е. | α | > 1; A, α = const. 

ПС получает от ТП заказ на товар в количестве V(PТП) и 

направляет его на исполнение ПР. ПР поставляет готовую про-

дукцию ПС, а тот, в свою очередь, ТП. ПС тратит собственные 

средства на повышение своей квалификации, аренду офиса и 

использование средств связи. Целевая функция ПС имеет вид 

(4) 
ПСс

ТППРПСПС PVPbJ max)()cost1(   

(5) ).1( ПСПРПС сPP   
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Здесь сПС – наценка ПС; сПСmin – размер минимальной наценки 

ПС, указанный в договоре комиссии; b – величина комиссион-

ных за единицу проданной продукции; PПС – цена единицы 

продукции у ПС; bPПРV(PТП) – комиссионные, получаемые от 

ПР, за единицу проданного товара; они зависят от количества 

реализованной продукции; costПС – доля средств от общей вы-

ручки ПС, которую составляют переменные затраты. 

Основной целью ПР, следуя [9], является поддержание си-

стемы в гомеостазе. Будем считать, что система находится в 

гомеостазе, если выполнено неравенство 

(6) ПMaxП МVM )( ; 

 )
100

1(
10

)(
)(

3

0 





VTYK
VM П ;  ,)( 0 VtVT 

 

где MПMax – максимальный возможный объем сброса ЗВ в окру-

жающую среду, установленный государством; MП(V) – количе-

ство попадающих в окружающую среду загрязнений, определя-

ется количеством выбросов деревообрабатывающего 

производства при изготовлении V единиц продукции; K0 – ко-

эффициент эффективности местных отсосов, принимается 

равным 0,9 (при необходимости уточняется на основе инстру-

ментальных замеров); Y – удельный показатель пылеобразова-

ния на единицу оборудования (кг/ч); T – время работы техноло-

гического оборудования (ч); µ – степень очистки воздуха 

пылеулавливающим оборудованием; t0 – время работы техноло-

гического оборудования для производства единицы продукции. 

Выполнения условия (6) ПР может добиться не единствен-

ным образом, поэтому, кроме того, он стремится к увеличению 

собственного дохода. ПР управляет базовой стоимостью про-

дукции PПР. ПР расходует средства на оплату услуг связи, ре-

кламу и аренду склада. Эти затраты не зависят от объема про-

даж. Кроме того, ПР тратит средства на выплату комиссионных 

ПС, зарплату сотрудникам, а также закупку сырья. Эти затраты 

зависят от объема проданной продукции.  

Целевая функция ПР имеет вид 

(7) ,max)())cost((
ПРР

ТПsПРПРПСПР PVzPbPJ   
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где FCПР = const
 
– фиксированные затраты ПР; costПР – размер 

переменных затрат; zs – стоимость хранения одной единицы 

продукции у ПР. 

Описанная выше задача решается при следующих ограни-

чениях на управления: 

ПР 

(8)  ;
maxmin ПРПРПР PPP   

ПС 

(9)  ;
maxmin ПСПСПС ссc   

ТП 

(10)  ;
maxmin ТПТПТП ссс 

 
где PПРmin, PПРmax – размер минимальной и максимальной цены 

единицы продукции у ПР; сПСmin, сПСmax (сТПmin, сТПmax) – размер 

минимальной и максимальной наценки ПС (ТП) на единицу 

продукции. 

3. Методы исследования модели 

Исследуемая модель описывается системой уравнений и 

неравенств (1)–(10) и представляет собой иерархическую игру 

трех лиц [9]. Выделяют две основные группы методов управле-

ния в иерархических структурах [13]: 

Принуждение, при котором субъект заставляет его способ-

ствовать достижению цели субъекта, не принимая во внимание 

цели и интересы объекта. Субъект воздействует на множество 

допустимых стратегий объекта. 

Побуждение, при котором субъект создает объекту такие 

условия, что ему выгодно способствовать достижению цели 

субъекта и не выгодно обратное. Субъект воздействует на 

функцию выигрыша объекта с обратной связью 

Таким образом, возникают четыре информационных регла-

мента для иерархической игры трех лиц: 1) ПР и ПС используют 

принуждение; 2) ПР использует принуждение, ПС – побужде-

ние; 3) ПР использует побуждение, ПС – принуждение; 4) ПР и 

ПС используют побуждение [13]. 
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Исследование проводится для случая, когда субъекты 

управления верхнего и среднего уровней используют побужде-

ние в качестве метода иерархического управления. Предлагается 

следующий алгоритм нахождения равновесия побуждения в 

описанной системе. 

Решается задача (1)–(3), (10). Определяется оптимальная 

для ТП наценка, которая зависит от стоимости единицы продук-

ции у ПС, т.е. от PПС и
 cПР. Обозначим ее через сТП

*(PПР, сПС). 

Решается задача (4)–(5), (9) при сТП = сТП
*(PПР, сПС). Опреде-

ляется оптимальное управление ПС в зависимости от величины 

PПР. Обозначим его сПС
*(PПР). 

Найденные на первом и втором шагах алгоритма величины 

сТП
*(PПР, сПС

*(PПР)) и сПС
*(PПР) подставляются в (6)–(8). Опреде-

ляется оптимальная для ПР стоимость единицы продукции PПР
*. 

Решение модели (1)–(10) {PПР
*, сПС

*(PПР
*), сТП

*(PПР
*, 

сПС
*(PПР

*))} назовем равновесием Штакельберга в игре трех лиц. 

Задачи, сформулированные на 1–3 шагах алгоритма, пред-

ставляют собой нелинейные задачи условной оптимизации, 

решаемые с учетом иерархии в отношениях между субъектами 

управления.  

Пусть наложены следующие ограничения на входные пара-

метры субъектов управления: 

ТП 

 0 1;s  0 ;RSS 0 ;A ;1  

ПС 

 0 1;b  ПС0 cost 1;  ПСmin1 ;c   

ПР 

 ПСmin ПР(1 ) costc b.    

Тогда равновесие Штакельберга с учетом требования под-

держания системы в заданном состоянии, а также при полной 

информированности игроков, строится аналитически методом 

множителей Лагранжа.  

В соответствии с первым шагом алгоритма, ТП максимизи-

рует свою целевую функцию (1) с учетом полученной от ПР и 

ПС информации, а именно, значений базовой цены ПР и нацен-

ки ПС. Используя метод множителей Лагранжа, получим, что 

оптимальное управление ТП выглядит следующим образом: 
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 01
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1
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ТП min RS
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с s S
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s s P

 



  
 

  
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 02

( 1)(1 )
1

(1 )

ТП max RS

ПР

с s S
c

s s P

 



  
 

  
; 

 
0 (1 ) (1 )

( 1)(1 )

ПР ПС RS
ТП

s s P c S
c .

s

 



    


 
 

На следующем шаге алгоритма ПС максимизирует свою 

целевую функцию (4), опираясь на значение базовой стоимости 

единицы продукции, полученной от ПР, а также на управление 

ТП, определенное на предыдущем шаге. При решении данной 

задачи область допустимых управлений ПС разбивается на 

несколько непересекающихся подмножеств, в зависимости от 

значений входных параметров.  

Например, если выполняется следующая система нера-

венств 

 
01

02

,

;

ПС min

ПСmin ПСmax

c c

c c c




 
 

то область допустимых управлений делится на два отрезка: 

[cПСmin, c02) и [c02, cПСmax]. 

Если выполняются система неравенств 

 
01

02

,

;

ПСmin

ПСmax

c c

c c





 

то – на три отрезка: [cПСmin, c01), [c01, c02) и [c02, cПСmax]. 

Однако оптимальное управление ПС, вне зависимости от 

значений входных параметров, имеет вид сПС
* = сПСmin. 

Задача ПР исследуется аналитически методом множителей 

Лагранжа. На данном этапе определяется базовая стоимость 

единицы продукции с учетом значений параметров управления 
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ПС и ТП, а также требования поддержания системы в заданном 

состоянии. Ниже приведено несколько примеров. 

Введем обозначения 

,
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Если выполняется ограничение на область допустимых 

управлений ПР 
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то управление ПР принимает вид 
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Таким образом, оптимальная стратегия ПР PПР
* принимает 

одно из девяти значений в зависимости от значений входных 

параметров: PПРmin, PПРmax, P0
0, P1

0, P2
0, P01, (P01 – ε), P02, (P01 – ε). 

Равновесие Штакельберга имеет вид: {PПР
*
, cПC

*
, cТП

*}. 

4. Результаты расчетов 

Приведем несколько примеров численного исследования 

модели (1)–(10). 

Пример 1.  В системе для следующего набора входных па-

раметров (у.е. – стоимость в условных единицах; т – тонна): 

A = 10000; α = 1,35; сТПmin = 2 y.e.; сТПmax = 50 y.e.; 

FCТП = 50 y.e.; s = 0,1; SRS = 0,3 y.e.; сПСmin = –0,2; сПСmax = 1,5; 

costПС = 0,3; b = 0,3; PПРmin = 10 y.e.; PПРmax = 200 y.e.; 

MПMax = 10 т; costПР = 0,2; FCПР = 100 y.e.; zs = 0,5 y.e. 

оптимальные стратегии субъектов управления имеют вид: 

сТП
* = сТПmax = 50 y.e.; cПС

* = сПСmin = –0,2; PПР
* = P2

0 = 185 y.e.  

Доходы субъектов управления в равновесии равны 

JПР = 285,9 у.е.; JПС = 262,0 у.е.; JТП = 159,1 у.е.  

Здесь JПР, JПС, JТП – доходы ПР, ПС и ТП соответственно. 

Пример 2.  В случае входных данных примера 1 и α = 1,55 

получим, что   

сТП
* = сТП

0 = 18 y.e.; cПС
* = сПСmin = –0,2; PПР

* = PПРmin = 10 y.e.;  
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JПР = 51,3 у.е.; JПС = 114,4 у.е.; JТП = 780,1 у.е.  

Следовательно, с ростом коэффициента эластичности при-

быль ТП растет, а ПР и ПС – падает. Таким образом, увеличение 

спроса на продукцию побуждает ПР к увеличению объема 

производства, и как следствие, увеличение объемов выбросов 

ЗВ в атмосферу. Деятельность ПР может быть приостановлена 

за нарушение условий разрешения на выброс ЗВ. 

Пример 3.  В случае входных данных примера 1 и  

PПРmax = 50 y.e. имеем: 

сТП
* = сТПmax = 50 y.e.; cПС

* = сПСmin = –0,2;  

PПР* = PПРmax = 50 y.e.; 

JПР = 198,5 у.е.; JПС = 205,3 у.е.; JТП = 753,3 у.е. 

С уменьшением максимально возможной стоимости едини-

цы товара у ПР для него оптимальным становится именно это 

значение цены единицы продукции. Прибыль ТП в этом случае 

возрастает по сравнению с примером 1, прибыли ПС и ПР – 

падают. 

Пример 4.  В случае входных данных примера 1 и A = 5000: 

сТП
* = сТПmax = 50 y.e.; cПС

* = сПСmin = –0,2; PПР
* = P2

0 = 185 y.e.; 

JПР = 100,5 у.е.; JПС = 131,0 у.е.; JТП = 58,3 у.е.  

Снижение объема производства у ПР влечет за собой сни-

жение прибыли всех субъектов управления системы.  

Пример 5.  В случае входных данных примера 1 и 

сТПmax = 5 y.e. получим: 

сТП
* = сТПmax = 5 y.e.; cПС

* = сПСmin = –0,2; PПР
* = P2

0 = 50 y.e.;  

JПР = 686,5 у.е.; JПС = 579,9 у.е.; JТП = 214,1 у.е.  

Снижение величины максимально допустимой наценки ТП 

влечет увеличение прибыли ПР и ПС и снижение прибыли ТП. 

5. Заключение 

В работе на основе теоретико-игрового и иерархического 

подходов: 

–  предложена математическая модель системы управления 

вертикальной маркетинговой системой; 

–  введено понятие равновесия Штакельберга в игре трех 

лиц с учетом требований поддержания системы в заданном 

состоянии, указан алгоритм его построения.  
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Исследование предложенной модели проводится аналити-

чески методом множителей Лагранжа. Выявлены основные 

закономерности функционирования системы при учете экологи-

ческих требований, а именно: 

1. Увеличение объема продаж влечет за собой увеличение при-

были всех субъектов управления, однако при большом объеме 

производства происходит нарушение экологических требова-

ний. С ростом коэффициента эластичности (α) происходит 

снижение прибыли ПС и ПР.  

2. Уменьшение максимально допустимой скидки, предоставляе-

мой ПС, приводит к увеличению прибыли ПР. ПС выгодно 

предоставить ТП максимально возможную скидку. При увели-

чении размера комиссионных прибыль ПС увеличивается, а ТП 

и ПР – снижается. 

3. Для ПР выгоднее платить комиссионные ПС, исходя не из 

собственной цены, а из цены ПС; ТП выгодно, чтобы комисси-

онные рассчитывались исходя из цены ПР. При низкой эластич-

ности товара суммарная прибыль всех субъектов управления 

выше при расчете комиссионных исходя из цены ПС.   

Отметим, что исследованный в работе механизм взаимо-

действия субъектов управления в той или иной мере находит 

отражение во взаимодействии ряда мебельных фабрик, их реги-

ональных представителей, дилеров и индивидуальных предпри-

нимателей Ростовской области. 
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Abstract. A novel mathematical model is introduced to express 

activities of parties in a vertical marketing system. The parties are 

represented with a manufacturer, a mediator, and a trading enter-

prise. The relationship between the manufacturer and the mediator 

is governed by a commission contract. The manufacturer produces 

goods while the mediator represents her interests to the trading 

enterprise, and the trading enterprise sells products. The model is 

based on the game-theoretic and hierarchical approaches. A 

Stackelberg equilibrium considering the requirements of sustainable 

development is found. The impulsion method is used as a tool of 

hierarchical control when solving this model. A number of typical 

examples followed by the interpretation are presented. 
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УДК 519.6:532.5 

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНО-ИГРОВАЯ МОДЕЛЬ 

ПРЕДОТВРАЩЕНИЯ ЗАМОРОВ В МЕЛКОВОДНЫХ 

ВОДОЕМАХ1 

Никитина А. В.2, Пучкин М. В.3, Семенов И. С.4,  

Сухинов А. И.5, Угольницкий Г. А.6, Усов А. Б.7,  

Чистяков А. Е.8 

(Южный федеральный университет, Ростов-на-Дону) 
 

Статья посвящена построению и исследованию дифференци-

ально-игровой модели предотвращения заморов в мелководных 

водоемах. Предложены алгоритмы исследования модели 

в случае информационных регламентов динамических игр 

Гермейера Г1x и Г2x. Задача решается численно с помощью 

разработанного параллельного алгоритма, учитывающего 

архитектуру суперЭВМ с распределенной памятью. Предлага-

емый алгоритм численного решения поставленной задачи на 

суперЭВМ с использованием метода k-средних позволит суще-

ственно сократить время работы программного комплекса, 

численно реализующего модельную задачу динамики взаимо-

действующих популяций в Азовском море. Разработанные 

модели используются для прогнозирования изменения биомассы 
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биологических популяций в мелководных водоемах с учетом 

требований устойчивого развития. 

 

Ключевые слова: дифференциально-игровая модель, дина-

мические игры Гермейера, принуждение, замор, эффектив-

ность, k-средние, Азовское море. 

1. Введение 

Одна из составляющих экологического благополучия мел-

ководных водоемов – предотвращение заморов в них. Замору в 

той или иной степени подвержены практически все мелковод-

ные водоёмы, в которых отсутствует течение. Массовая ежегод-

ная гибель промысловой рыбы наносит значительный ущерб 

рыбному хозяйству. Поэтому актуальна разработка математиче-

ских моделей предотвращения заморов в мелководных водое-

мах, выработка научно-обоснованных предложений по предот-

вращению заморных явлений. Из первых работ в этой области 

выделим, например, [1, 4], а из последних – цикл работ [5, 7, 

11, 13, 15] 

 В настоящей статье, в отличие от этих работ, анализ прово-

дится на основе теоретико-игрового подхода [3, 17–19, 21]. 

Предлагаются механизмы управления для системы контроля 

экосистем мелководных водоемов. С содержательной точки 

зрения такие механизмы могут представлять собой, например, 

процедуры штрафов и поощрений, налоговые льготы, торговлю 

квотами и т.п. Исследование предложенной динамической 

модели предотвращения заморов в мелководных водоемах 

проводится численно с использованием высокоэффективных 

параллельных алгоритмов. При переходе от непрерывных моде-

лей к дискретным возникает необходимость в решении систем 

линейных алгебраических уравнений (СЛАУ) большой размер-

ности. В работе представлены методы решения СЛАУ вариаци-

онного типа, а также их параллельная реализация на многопро-

цессорной вычислительной системе с распределенной памятью. 

https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%92%D0%BE%D0%B4%D0%BE%D1%91%D0%BC
https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%A2%D0%B5%D1%87%D0%B5%D0%BD%D0%B8%D0%B5_(%D0%B2%D0%BE%D0%B4%D0%BE%D1%91%D0%BC%D0%BE%D0%B2)


 

Математическая экология: теоретико-игровые модели 

 345 

2. Постановка задачи 

Для моделирования системы контроля состояния мелко-

водных водоемов и предотвращения заморов целесообразно 

трактовать данную систему как иерархически управляемую 

динамическую систему (УДС) [17–19, 21], схема которой пред-

ставлена на рис. 1.  

 

Рис. 1. Иерархически управляемая динамическая система 

Основной смысл введения понятия иерархически управля-

емой динамической системы в связи с требованием поддержа-

ния экосистемы в заданном состоянии заключается в следую-

щем. Воздействуя на эколого-экономическую систему, Ведомый 

(A (Agent) – природопользователь, промышленное предприятие) 

преследует собственные цели, в общем случае не отвечающие 

требованиям поддержания системы в заданном состоянии (как 

правило, он стремится максимизировать доход, полученный в 

результате производственной деятельности, или минимизиро-

вать издержки). Нужен Ведущий (S (Supervisor) – государствен-

ный регулирующий орган), способный воздействовать на Ведо-

мого для достижения целей поддержания системы в заданном 

состоянии (требований устойчивого развития).  

Поскольку цель поддержания системы в заданном состоя-

нии может достигаться различными способами, то возникает 

дополнительный вопрос о выборе наилучшего из этих способов 

с точки зрения Ведущего. Иначе говоря, при обеспечении усло-

вий поддержания системы в заданном состоянии Ведущий 
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руководствуется одним или несколькими критериями опти-

мальности, отражающим(и) его предпочтения на множестве 

допустимых управлений.  

Взаимоотношения внутри такой иерархической системы 

устроены следующим образом [19, 21]: Ведущий воздействует 

на Ведомого, Ведомый – только на УДС. Влияя на УДС, Ведо-

мый преследует свои частные цели. УДС является пассивным 

объектом, поэтому нужен Ведущий, который, используя раз-

личные методы иерархического управления (принуждение, 

побуждение, убеждение), способен, воздействуя на Ведомого, 

обеспечить выполнение условий, гарантирующих устойчивое 

развитие УДС.   

Разные методы иерархического управления отличаются по 

направлению воздействия одного субъекта управления на дру-

гого [19, 21]. Основной задачей любого метода управления 

считается создание условий, при которых субъекты стремятся к 

поддержанию динамической системы в заданном состоянии. 

При принуждении субъект управления верхнего уровня воздей-

ствует на области допустимых управлений остальных субъек-

тов. Побуждение предполагает воздействие субъекта управле-

ния верхнего уровня на целевые функции остальных субъектов. 

При убеждении все субъекты управления объединяют свои 

усилия и сообща стремятся к поддержанию динамической 

системы в заданном состоянии.  

В предлагаемой модели для описания динамики экологиче-

ской системы используется нелинейная пространственно-

неоднородная 3D-модель взаимодействия планктона и популя-

ции промысловой рыбы пеленгас: «рыба – фитопланктон – 

зоопланктон – питательные вещества – детрит». Эта модель 

описывается системой дифференциальных уравнений в частных 

производных в области G, представляющей собой замкнутый 

бассейн, ограниченный невозмущенной поверхностью водоёма 

0 , дном ),( yxHH   и цилиндрической поверхностью, для 

интервала 00 Tt  ,  H0  – кусочно-гладкая грани-

ца области G [8–10, 12]. 
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Таким образом, предлагаемая модель представляет собой 

иерархическую дифференциальную игру двух лиц (S, A). Целе-

вые функционалы субъектов и ограничения на управления 

возьмем в виде 

–  Ведущего (S): 

(1) 

min))],,,((

)),,,(),,,(([
0

0



  




dvdttzyxqC

tzyxPtzyxPMeJ
G

rt

S  

(2) ),,,(),,,(0 tzyxPtzyxq  ;  

–  Ведомого (A): 

(3) 

max),,,(]
2

),,,(
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2
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(4) ),,,(),,,(0 tzyxqtzyxu  .    

Здесь t – временная координата; (x, y, z) – пространственные 

координаты; u(x, y, z, t) – доля вылова рыбы (управление ведо-

мого игрока) в момент времени t в точке (x, y, z); q(x, y, z, t) – 

квота вылова (в долях, управление ведущего игрока); C(q) – 

выпуклая функция затрат на контроль выполнения квоты, для 

которой выполнены условия C(P) = 0; C(0) = ∞; a – цена едини-

цы биомассы рыбы; b – коэффициент затрат на вылов; r – коэф-

фициент дисконтирования; M – постоянная, влияющая на вели-

чину наказания при отклонении от оптимального значения 

концентрации пеленгаса; P(x, y, z, t) – концентрация пеленгаса в 

момент времени t в точке (x, y, z); P0(x, y, z, t) – оптимальное 

значение концентрации пеленгаса с точки зрения предотвраще-

ния заморов (устанавливается экспертно). 

Уравнения биологической кинетики имеют вид: 
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где X, Z, S, D – концентрации фитопланктона (Coscinodiscus), 

зоопланктона (Copepoda), биогенного вещества и детрита; αS – 

коэффициент потребления биогенного вещества фитопланкто-

ном; γX, γZ, γP – передаточные коэффициенты трофических 

функций; γS – доля питательного вещества, находящегося в 

биомассе фитопланктона; εZ, εP – коэффициенты элиминации 

(смертности) Z, P соответственно; εX – коэффициент, учитыва-

ющий смертность и метаболизм X; δX – убыль фитопланктона за 

счет выедания зоопланктоном; δZ – убыль зоопланктона за счет 

выедания рыбами; δP – убыль пеленгаса за счет выедания рыба-

ми; SP – предельно возможная концентрация биогенного веще-

ства; f = f(t, x, y, z) – функция источника загрязнения; B – удель-

ная скорость поступления загрязняющего вещества; εD – 

коэффициент разложения детрита; βD – скорость потребления 

органических остатков пеленгасом; σX – коэффициент убыли 

фитопланктона в результате потребления его пеленгасом; ξP – 

передаточный коэффициент роста концентрации пеленгаса за 

счет фитопланктона; μi, νi – диффузионные коэффициенты в 

горизонтальном и вертикальном направлениях субстанции i 
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соответственно; i  {X, Z, S, D, P}; u – поле скоростей водного 

потока; U = u + u0j – скорость конвективного переноса веще-

ства; UP = u + uP – скорость конвективного переноса пеленгаса; 

uP – скорость движения рыбы относительно воды; kD, kX – коэф-

фициенты таксиса; μu, νu – коэффициенты горизонтальной и 

вертикальной составляющей диффузии скорости таксиса; αu – 

коэффициент инерционного движения рыбы; u0j – скорость 

осаждения j-й субстанции под действием силы тяжести, 

j  {X, Z, S, D}. 

Зададим для этой модели начальные условия 

(6) },,,,{),,,()0,,,( 0 PDSZXzyxzyx   , 0,),,(  tGzyx  

и граничные условия  

(7) ;0если,на0  nu ;0если,на0 



nu

n



 

 ;на0 0
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

z


.5,1,на 
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
i

z
Hi
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Здесь ε1, ε2, ε3, ε4, ε5 – неотрицательные постоянные; ε1, ε3, ε5 

– учитывают опускание планктона и пеленгаса на дно и их 

затопление; ε2, ε4 – учитывают поглощение биогенного вещества 

и детрита донными отложениями. 

Модель (1)–(7) представляет собой иерархическую диффе-

ренциальную игру при наличии фазовых ограничений. 

3. Алгоритмы построения равновесия 

Возможны разные информационные регламенты для иерар-

хической игры двух лиц [19, 21, 22]: S может использовать 

принуждение или побуждение и сообщать A либо программную 

стратегию, либо позиционную. При использовании позицион-

ных стратегий возникают динамические игры Гермейера Г1x и 

Г2x [3]. Приведем алгоритмы построения решений в позицион-

ных стратегиях при принуждении (в случае игр Гермейера Г1x и 

Г2x). Метод побуждения исследуется аналогично. 

Рассмотрим вначале случай, когда в системе реализуется  

информационный регламент игры Гермейера Г2x.  
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Определение 1.  Пара функций (q*(x, y, z, t), u*(x, y, z, t)) называ-

ется равновесием принуждения в игре Гермейера Г2x с обратной 

связью по управлению, если 

 ),,,(infsup),),,,((
)()(0

***** PuqJPuuPtqJ S
qRuPtq

S
u

  

где P*, P – траектории УДС, построенные по функциям u*, u; 

Ru(q) = {0 ≤ u(t) ≤ q(t): ∀c:0 ≤ c(t) ≤ q(t) JA(u, P) ≥ JA(c, P)} – 

множество оптимальных ответов Ведомого по переменной u на 

стратегию принуждения Ведущего q. 

Алгоритм нахождения решения в этом случае состоит в 

следующем. 

1)  Вводится стратегия наказания Ведомого Ведущим 

 
)).,,,(),,,,,((inf

)),,,(),,,,),,,,(((:),,,(
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Находится величина гарантированного выигрыша 

Ведомого, если он отказывается сотрудничать с Ведущим:  

 )).,,,(),,,,((sup
)),,,((),,,(

tzyxPtzyxuJL A
tzyxqRtzyxu

A
P

u

  

2) Решается задача оптимального управления (1), (2), (4) с 

дополнительным условием LA < JA(u(x, y, z, t), P(x, y, z, t)). 

Оптимизация проводится по двум функциям q(x, y, z, t), 

u(x, y, z, t). Решение указанной задачи оптимального управления 

обозначим qR(x, y, z, t), uR(x, y, z, t), где qR(x, y, z, t) – стратегия 

поощрения Ведомого Ведущим при принуждении.  

3) Ведущий предъявляет Ведомому стратегию с обратной свя-

зью 


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4) При экономически разумном Ведомом решение в этом случае 

имеет вид (qR(x, y, z, t), uR(x, y, z, t)).  

В случае игры Гермейера Г1x информационный регламент 

следующий.  
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Определение 2.  Пара функций (q*, u*) называется равнове-

сием принуждения в игре Гермейера Г1x, если  

 ),,(infsup),,(
)(0

*** PuqJPuqJ S
qRuPq

S


 , 

где R(q) = {0 ≤ u(x, y, z, t) ≤ q(x, y, z, t): ∀w: 0 ≤ w(x, y, z, t) 

≤ q(x, y, z, t) (t > 0; (x, y, z) ∈ G) JS(u, P) ≥ JS(w, P)} – множество 

оптимальных ответов Ведомого на стратегию принуждения 

Ведущего q. 

Алгоритм построения равновесия модели (1)–(7) в этом 

случае имеет вид: 

1)  В результате оптимизации функционала (3) с ограничениями 

(4) определяются оптимальные стратегии Ведомого в 

зависимости от управлений Ведущего, т.е. функция u*(x, y, z, t) = 

= u*(q(x, y, z, t, P(x, y, z, t)), t).  

2)  Найденная на первом шаге алгоритма функция u*(x, y, z, t) = 

u*(q(x, y, z, t, P(x, y, z, t)), t) подставляется в (1). Решается задача 

оптимального управления (1), (2). Оптимальной для Ведущего 

является функция q*(x, y, z, t, P(x, y, z, t)), которая доставляет 

максимум функционалу (1) при выполненных условиях (2). 

3)  Решение имеет вид (q*(x, y, z, t, P(x, y, z, t)), 

u*(q*(x, y, z, t, P(x, y, z, t)), x, y, z, t)). 

При реализации указанных выше алгоритмов для опреде-

ленных наборов входных данных используется принцип макси-

мума Понтрягина. В общем случае проводится переход от не-

прерывной дифференциальной модели системы управления к 

эквивалентной ей дискретной модели [20]. При этом принима-

ется во внимание тот факт, что субъекты управления могут 

изменять свои стратегии поведения только в определенные 

моменты времени. В этом случае исследование проводится на 

основе метода сценариев. Остановимся подробнее на предло-

женном методе решения уравнений биологической кинетики.  

Уравнения биологической кинетики решаются путем дис-

кретизации с использованием неявной схемы с центральными 

разностями. Возникающие в результате сеточные уравнения 

можно записать в матричном виде: 

(8) ,fAx   
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где A – линейный положительно определенный оператор 

(A > 0). Для нахождения решения задачи (8) будем использовать 

неявный итерационный процесс [2]: 

(9) .
1

1

fAx
xx

B m

m

mm









 

В уравнении (9) m – номер итерации, τ > 0 – итерационный 

параметр, а B – некоторый обратимый оператор, который явля-

ется предобуславливателем, или стабилизатором. Обращение 

оператора B должно быть существенно проще, чем непосред-

ственное обращение исходного оператора A в (8). 

Опишем использование метода минимальных поправок 

(ММП). Этот метод можно применять для решения уравнения с 

несамосопряженным, но положительно определенным операто-

ром A. Требуется, чтобы оператор B был самосопряженным, 

положительно определенным и ограниченным. Метод мини-

мальных поправок определяется следующим выбором операто-

ра D: D = A*B–1A. 

Формула для итерационного параметра τk+1 в методе мини-

мальных поправок имеет вид: 

(10) ...,1,0,
),(
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11 
 k

AAB
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kk

kk
k




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При минимизации нормы поправки в HB для выбранного 

оператора D получим 

.),(),(),(),(
21*2

BkkkkkkkkkDk BrzAzBAzDzz     

Норма поправки в HB может вычисляться в итерационном 

процессе и использоваться для контроля его окончания. 

4. Реализация ММП на многопроцессорной 

вычислительной системе с распределенной 

памятью 

Для реализации ММП на суперЭВМ необходимо решить 

следующие задачи: 

–  равномерно распределить вычислительные ресурсы задачи по 

имеющимся вычислительным процессорам; 
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–  организовать обмен данными между вычислителями и указать 

точки синхронизации [6]. 

Для равномерного распределения ресурсов задачи между 

вычислителями требуется передать каждому узлу подобласть 

расчетной области (провести декомпозицию расчетной области) 

[14, 16]. Стоит отметить, что декомпозиция области напрямую 

зависит от выбора метода решения СЛАУ. Представим алгоритм 

разбиения расчетной области для вариационных методов 

решения СЛАУ на примере ММП. 

Расчет параметра τm+1 осуществляется по формуле (10). 

Заметим, что вычисление числителя и знаменателя в формуле 

(10) может осуществляться параллельно в любой произвольной 

подобласти расчетной области. Это важное свойство позволяет 

использовать методы декомпозиции (кластеризации), в 

частности k-средних. Метод k-средних основан на минимизации 

функционала суммарной выборочной дисперсии разброса 

элементов (узлов расчетной сетки) относительно центра тяжести 

подобластей: Q = Q(3), где Xi – множество расчетных узлов 

сетки, входящих в i-ю подобласть, i  {1, ..., m}, m – заданное 

количество подобластей.  

 min),(
1 2)3(  

 iXx
i

i i

cxd
X

Q , 

где 



iXxi

i x
X

c
1

 – центр подобласти Xi, d(x, ci) – расстояние 

между расчетным узлом сетки x и центром подобласти ci в 

эвклидовой метрике. Метод k-средних сходится только тогда, 

когда все подобласти примерно равны.  

Алгоритм k-средних состоит из следующих шагов: 

1.  Выбираются начальные центры подобластей при помощи 

максиминного алгоритма. 

2.  Все расчетные узлы разбиваются на m клеток Вороного по 

методу ближайшего соседа, т.е. текущий расчетный узел сетки 

x  Xc, где подобласть Xc выбирается из условия 

i
mi

c sxsx 
1

min , где sc – центр области Xc. 

3.  Рассчитываются новые центры по формуле  
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4.  Проверяется условие остановки )()1( k
c

k
c SS   для всех 

k = 1, …, m. Если условие остановки не выполняется, то 

осуществляется переход на пункт 2 алгоритма. 

В качестве центров подобластей максиминный алгоритм 

выбирает расчетные узлы сетки следующим образом: 

  первый центр – первый расчетный узел области; 

  второй центр находится в расчетном узле сетки, 

расположенном на максимальном расстоянии от первого центра; 

  если количество подобластей больше трех, то каждый 

следующий центр находится на максимальном удалении от 

ближайшего центра. 

 Для организации обмена данными требуется найти все точ-

ки, лежащие на границе каждой подобласти. Для этой цели 

используем алгоритм Джарвиса (задача построения выпуклой 

оболочки). 

Необходимо сформировать список соседних подобластей 

для каждой подобласти и разработать алгоритм пересылки 

данных между подобластями.  

При решении СЛАУ методом минимальных поправок для 

расчета итерационного параметра τ используем метод сдваива-

ния. Синхронизация алгоритма решения задачи (5) требуется 

только в ММП при переходе на следующую итерацию. 

5. Результаты счета 

С использованием разработанного комплекса программ был 

изучен механизм образования заморных зон в мелководном 

водоеме. На рис. 2, 3 изображено распределение концентрации 

детрита и пеленгаса. Временной интервал T есть 56, 155 дней 

(после начала вегетационного периода фитопланктона). Управ-

ляющие воздействия указаны в примерах. 
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Рис. 2. Распределение концентрации детрита для модельного 

набора входных данных (указан ниже в тексте) 

 

Рис. 3. Распределение концентрации пеленгаса для модельного 

набора входных данных (указан ниже в тексте) 

В качестве входных данных использовалось начальное рас-

пределение полей течений в Азовском море при северном ветре. 

Расчеты проводились в случае μD = 5∙10–11; υD = 10–11; 

εD = 1,9∙10–5; βD = 0,1; ε4 = 0,4; μP = 1,5∙10–3; υP = 1,6∙10–3; 

γP = 0,125; εP = 1,16∙10–3; ξP = 0,8; ε5 = 0,47; δP = 0,05. 

Проведено исследование задачи (1)–(5) с учетом управля-

ющей настройки для указанного выше набора входных данных. 

Расчеты проводились в случае  

 .1;,;
))((

)( 



 


constC

qp

qp
CqC  
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При построении равновесий в игре Гермейера Г1x получено, 

что в любой момент времени в любой точке пространственной 

области оптимальная стратегия Ведомого определяется форму-

лой  

 


 


иначе;),,,(

),,,,(/если,/
),,,(*

tzyxq

tzyxqbaba
tzyxu  

а равновесие образуют стратегии Ведущего и Ведомого (q*, u*), 

определяемые формулой  

 
 


 


иначе.)/),,,,(

,/),,,(если,),,,(),,,,(
),( **

batzyxP

batzyxPtzyxPtzyxP
uq  

При рассмотрении игры Гермейера Г2x в любой момент 

времени в любой точке пространственной области стратегия 

наказания Ведомого Ведущим имеет вид qP(x, y, z, t) = 0 для 

Gzyx  ),,( . Для нахождения стратегии поощрения Ведомого 

Ведущим решается задача оптимального управления, указанная 

в пункте 2 соответствующего алгоритма. 

Примеры модельных расчетов в случае игр Гермейера Г1x и 

Г2x  приведены ниже. 

Пример 1.  В случае указанного ранее набора входных данных 

a = 0,2; b = 0,01; γ = 0,001; M = 0,2; P0(x, y, z, t) = 0,09; 

P(x, y, z, 0) = 0,05 и для Gzyx  ),,(  получим, что затраты 

Ведущего и доход Ведомого в точке экстремума для игры  

Гермейера Г1x – JS
* = 4285; JA

* = 6555, а для игры Г2x – 

JS
* = 3688; JA

* = 1993. 

Пример 2.  При уменьшении оптимальной концентрации пелен-

гаса в случае входных данных примера 1 и P0(x, y, z, t) = 0,05 – 

доход Ведомого падает, а расходы Ведущего растут. Для игры 

Г1x – JS
* = 4294; JA

* = 5764, Г2x – JS
* = 8665; JA

* = 1754. 

Пример 3.  В случае входных данных примера 1 и дальнейшего 

уменьшения оптимальной концентрации пеленгаса 

(P0(x, y, z, t) = 0,01) – JS
* = 4302; JA

* = 4976 в случае игры Г1x и 

JS
* = 13642; JA

* = 1324 для Г2x. 

Пример 4.  С ростом расходов Ведущего при отклонении от 

оптимальной концентрации пеленгаса в случае входных данных 

примера 2 и M = 10 – общие расходы Ведущего растут и для 
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игры Г1x – JS
* = 215020; JA

* = 5764, для Г2x – JS
* = 433276; 

JA
* = 1476. 

В случае информационного регламента игры Гермейера Г1x 

оптимальная доля вылова рыбы больше, чем в игре Г2x, расходы 

Ведущего больше, а Ведомого – меньше.  

6. Заключение 

В работе предложена динамическая иерархическая теоре-

тико-игровая модель управления борьбой с заморами в мелко-

водных водоемах. В ней учитывается наличие двух иерархиче-

ски связанных субъектов управления.  

Рассмотрены различные информационные регламенты вза-

имоотношений между субъектами управления. В качестве мето-

да иерархического управления используется метод принужде-

ния. Дана конкретизация понятия решения в динамических 

играх Гермейера Г1x и Г2x [3] для модели борьбы с заморами в 

мелководных водоемах, указаны алгоритмы его построения.  

При численной реализации предложенных алгоритмов ис-

пользуются многопроцессорные системы. Описан параллельный 

алгоритм численного решения модели взаимодействия планкто-

на и рыб. Предлагаемый алгоритм численного решения постав-

ленной задачи на суперЭВМ с использованием метода k-

средних позволил существенно сократить время работы про-

граммного комплекса, численно реализующего описанную 

модельную задачу динамики взаимодействующих популяций в 

Азовском море. Приведены результаты численного решения 

задачи предотвращения заморов в мелководных водоемах.  

Успешная борьба с заморами возможна или созданием 

условий, благоприятствующих росту оптимальной с точки 

зрения предотвращения заморов концентрации пеленгаса, или 

усилением наказания Ведущего при отклонении от оптимально-

го с точки зрения предотвращения заморов значения концентра-

ции пеленгаса. По сути дела, при этом посредством изменения 

интенсивности вылова решается задача компенсации неблаго-

приятных факторов, порождающих заморы. 
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The problem is solved numerically by the developed parallel algo-

rithm, which considers the structure of a supercomputer with dis-

tributed memory. The proposed algorithm uses the k-means method 

and essentially reduces calculation time. The above models and 

routines are used to forecast the change in biomass volume of 

biological populations in shallow waterbodies considering the 

requirements of sustainable development. 
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МОДЕЛИ РЕФЛЕКСИВНЫХ ИГР 
В ЗАДАЧАХ УПРАВЛЕНИЯ ЭКОЛОГО-

ЭКОНОМИЧЕСКИМИ СИСТЕМАМИ 

Новиков Д. А.1, Чхартишвили А. Г.2 

(Институт проблем управления РАН, Москва) 
 

Обосновывается возможность и целесообразность использо-

вания аппарата теории рефлексивных игр для описания задач 

принятия решений и управления эколого-экономическими си-

стемами. 

 

Ключевые слова: эколого-экономическая система, рефлек-

сивная игра, структура информированности, информацион-

ное равновесие. 

1. Введение 

Задача управления эколого-экономической системой 

[14, 15], элементы которой способны к целенаправленному 

поведению [3], с теоретико-игровой точки зрения состоит в том, 

чтобы создать для управляемых субъектов (агентов) игру с 

такими правилами [5, 8], чтобы ее исход был как можно более 

благоприятным для управляющего органа (центра) [7, 13]. По-

этому необходимым этапом решения задачи управления являет-

ся теоретико-игровой анализ, позволяющий центру спрогнози-

ровать реакцию управляемой системы на те или иные 

управляющие воздействия. 

                                                           
1 Дмитрий Александрович Новиков, доктор технических наук, профес-

сор, член-корреспондент РАН, заместитель директора 

(novikov@ipu.ru). 
2 Александр Гедеванович Чхартишвили, доктор физико-

математических наук, ведущий научный сотрудник 

(sandro_ch@mail.ru). 
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Одним из методов теоретико-игрового моделирования яв-

ляются рефлексивные игры (см. [12]), позволяющие учитывать 

сложную информированность (в том числе взаимную информи-

рованность [1, 2, 6]) агентов. На сегодняшний день рефлексив-

ные игры нашли свое применение для описания информирован-

ности, совместного принятия агентами решений и решения 

соответствующих задач информационного управления (управ-

ления информированностью агентов) в самых разных областях: 

корпоративное управление, экономика, маркетинг, политика и 

пр. [4, 9, 10, 11, 12]. 

Информированность агентов в рефлексивной игре задается 

структурой, которую составляют представления о существен-

ных параметрах ситуации, а также о представлениях оппонентов 

(других агентов). Решением рефлексивной игры является ин-

формационное равновесие – набор действий реальных и фан-

томных (существующих в сознании реальных) агентов, в рамках 

которого каждый агент максимизирует целевую функцию исхо-

дя из своей информированности.  

В данной статье рассмотрено несколько моделей эколого-

экономических систем, в которых исследуется зависимость 

исхода взаимодействия агентов от структуры их информирован-

ности (информационное равновесие). Если информированность 

агента является ложной (т.е. агент заблуждается относительно 

условий игры), то наблюдаемый им результат может как ока-

заться для него неожиданным, так и соответствовать ожидани-

ям. Если второе выполняется для всех агентов, то имеет место 

стабильное информационное равновесие [12], условия суще-

ствования которого также исследуются в рассматриваемых 

далее моделях. 

2. «Число агентов на рынке» 

Пусть имеются n однородных (одинаковых) агентов (зану-

меруем их элементами множества N = {1, …, n}), выбирающих 

неотрицательные объемы производства xi  0 и имеющих целе-

вые функции 
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(1) fi(x) = xi – (xi)2/ 2 – j

j N

x
n





 , 

где x = (x1, x2, …, xn),   0 – коэффициент штрафов. Первое 

слагаемое в выражении (1) соответствует выручке агента от 

продажи произведенной им продукции по единичной цене, 

второе слагаемое – затратам, третье – штрафам за загрязнение 

окружающей среды (будем считать, что штраф за суммарное 

загрязнение, пропорциональное суммарному объему производ-

ства, распределяется поровну между агентами). Пусть выраже-

ние (1) является общим знанием среди агентов, а последова-

тельность функционирования следующая: агенты одновременно 

и независимо выбирают объемы производства, после чего каж-

дому из них сообщается размер наложенного на него штрафа. 

Если число агентов является среди них общим знанием, то 

при такой информированности каждый агент выберет действие 

(2) 
*

ix  = 1 –  / n, 

максимизирующее его целевую функцию (1). 

Рассмотрим возможную информированность агентов отно-

сительно их количества n. Если каждый из агентов считает, что 

их общее число составляет n̂  и это является общим знанием, то 

каждый из агентов рассчитывает на следующий размер своего 

штрафа: 

(3) ˆ(1 ) (1 )
ˆ ˆ ˆ

n
n n n

  
   . 

Наблюдая фактическое значение своего штрафа 

(4) (1 ) (1 )
ˆ ˆ

n
n n n

  
   , 

ни один из агентов не имеет оснований усомниться в правиль-

ности своих представлений (так как правые части выражений (3) 

и (4) совпадают). Следовательно, информационное равновесие 

(2) является стабильным при любом (в том числе ложном) пред-

ставлении агентов n̂  (являющимся среди них общим знанием) 

об их числе n. Это свойство является следствием того, что 

штраф пропорционален среднему действию агентов и, следова-

тельно, влияние их количества «компенсируется» суммарным 

действием. 
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В заключение настоящего раздела отметим, что вывод о 

стабильности в том числе ложных равновесий не зависит от 

параметра  системы штрафов, т.е. в рассмотренной модели 

переход к истинному информационному равновесию за счет 

варьирования системы штрафов невозможен – необходимы 

меры информационного воздействия на агентов, изменяющих 

их индивидуальную и/или взаимную информированность. 

 

3. «Совместное производство» 

Предположим, что в регионе функционируют n предприя-

тий, выпускающих однородную продукцию и имеющих целевые 

функции 

(5) fi(x) =  xi – 
2

2( )

i

i i

x

r X 
 –  xi, 

где X-i = i

j i

x


 , xi  0 – возможные действия агентов; ri > 0 – 

типы (параметры) агентов;  > 0 – цена единицы продукции; 

  0 – коэффициент штрафов;  – неотрицательный параметр. В 

соответствии с выражением (5) затраты каждого агента зависят 

от деятельности других агентов (например, имеет место транс-

фер технологий). 

Предположим, что выражения (5) и все значения всех вхо-

дящих в них параметров являются общим знанием среди аген-

тов. Обозначим  

 X = 
1

n

j

j

x


 , R = 
1

n

j

j

r


 .  

Напомним, что равновесие Нэша – это набор действий агентов, 

в котором действие каждого агента максимизирует его целевую 

функцию (при фиксированных действиях остальных агентов). В 

данном случае для нахождения равновесия Нэша приравняем к 

нулю производную целевой функции (5) агента по его действию 

xi, что после несложных преобразований приводит к следующе-

му выражению:  
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(6) ix  = 
( )( )

1 ( )

ir X  

  

 

 
. 

Суммируя выражения (6) по всем агентам, получаем соот-

ношение, из которого найдем суммарное действие: 

(7) X = 
( )

1 ( )( 1)

R

n

 

  



  
. 

Подставляя (7) в (6), получаем окончательно: 

(8) 
*

ix  = 
( )

1 ( ) 1 ( )( 1)
i

R
r

n

    

     

  
 

     
. 

Видно (см. выражение (7)), что с ростом цены и/или числа 

агентов увеличивается значение суммарного равновесного 

объема производства, а с ростом «силы штрафов»  этот показа-

тель уменьшается. 

Исследуем теперь случай, когда представления агентов от-

носительно величины  n и значений r = {ri} могут быть ложны-

ми. Поскольку i-й агент знает свои тип и действие, он может 

рассчитать (см. (5)) значение выражения 

 ( )
1 1 1 ( 1)

i
i i

r R
X X x

n

 
 

  
     

   
 

(здесь использовано обозначение  = ( – ) для сокращения 

записи). 

Из последнего соотношения видно, что если агент считает 

истинными значениями количества агентов и суммы их типов 

величины n̂ и R̂ соответственно, то равновесие является ста-

бильным [12] при выполнении следующего условия: 

(9) 
ˆ

.
ˆ1 ( 1) 1 ( 1)

R R

n n 


   
 

При выполнении условия (9) значение целевой функции совпа-

дает с ожиданиями агента. 

4. «Пороговые штрафы» 

В настоящем разделе рассматривается модель, которая от-

ражает следующую ситуацию: агенты штрафуются, если резуль-
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тат их суммарных усилий ∑ i  N  xi по охране окружающей среды 

от загрязнения производственными отходами меньше заданного 

порога. Штраф является настолько крупным, что делает произ-

водство нерентабельным, поэтому агентам необходимо избе-

жать его (или отказаться от производственной деятельности). 

При отсутствии штрафа i-й агент получает доход Vi, i  N. 

Результат является возрастающей функцией от суммы уси-

лий, прилагаемых каждым агентом. Будем считать, что агенты 

могут иметь различные представления о параметрах этой функ-

ции и, следовательно, о такой величине порога θ, что штраф не 

платится при выполнении условия ∑ i  N  xi ≥ . 

Пусть реализация действия xi  0 требует от i-го агента за-

трат ci(xi, ri), где ri > 0 – его тип (параметр, описывающий инди-

видуальные характеристики), i  N.  

Относительно функций затрат агентов предположим, что 

ci(xi, ri) – непрерывная возрастающая по xi и убывающая по ri 

функция, причем ci(0, ri) = 0, i  N. 

Обозначим через X' множество всевозможных наборов дей-

ствий (x1, …, xn) и определим множество индивидуально рацио-

нальных действий агентов: 

 IR = {x  X' |  i  N  Vi  ci(xi, ri)}. 

Нетрудно видеть, что IR = [0; ]i

i N

x



 , где 

 ix
 = max {xi  0 | ci(xi, ri)  Vi}, i  N. 

Обозначим 

 X() = {x  X' | i

i N

x


  = }. 

Рассмотрим последовательно различные варианты инфор-

мированности агентов о значении параметра   .  

Вариант I.  Значение    является общим знанием. Тогда 

равновесием игры агентов является параметрическое (т.е. зави-

сящее от параметра ) равновесие Нэша, принадлежащее мно-

жеству EN() = IR  X(). 

Вариант II.  Представления агентов о величине порога по-

парно различны, но при этом набор {i} является общим знани-

ем. Иными словами, имеет место асимметричное общее знание. 
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Не ограничивая общности, занумеруем агентов таким обра-

зом, чтобы их представления возрастали: 1 < … < n. Структура 

возможных равновесий в этой ситуации описывается следую-

щим утверждением. 

Утверждение 1.  Если i  j при i  j, то информационным 

равновесием могут быть (в зависимости от соотношения между 

параметрами) следующие n + 1 исходов: {
*x  | 

*

ix  = 0, i  N}; 

{x* | 
*

kx = k , 
*

ix = 0, i  N, i  k}, k  N. Содержательно это озна-

чает следующее: либо никто из агентов не прикладывает уси-

лий, либо усилия прикладывает один k-й агент, выбирая дей-

ствие k. 

В более общем случае 1 ≤ … ≤ n. (представления агентов 

могут совпадать) может появиться область равновесий анало-

гично варианту I. Содержательно это означает, что в равновесии 

усилия прикладывают те агенты, которые одинаково представ-

ляют себе величину порога. 

Вариант III.  Представления агентов о величине порога раз-

личны, но каждый агент считает, что играет в игру с асиммет-

ричным общим знанием (вообще говоря, будучи ложно инфор-

мированным о представлениях оппонентов). В этом случае 

множество возможных равновесных ситуаций становится мак-

симально возможным: [0; ]i

i N

x



 . Более того, справедливо сле-

дующее утверждение. 

Утверждение 2.  Для любого вектора действий 
* [0; ]i

i N

x x



  существует такая структура информированности 

(при которой каждый агент субъективно играет в игру с асим-

метричным общим знанием), что вектор x* является единствен-

ным равновесием. 

Доказательства утверждений 1 и 2 аналогичны доказатель-

ствам утверждений в [11, раздел 4.10] 
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5. «Согласование интересов управляющих органов» 

Рассмотрим эколого-экономическую систему, состоящую 

из одного предприятия (агента) и двух управляющих орга-

нов - центров. Стратегией агента является выбор объема произ-

водства x  0 и уровня безопасности y  0, что требует от него 

затрат x2 / 2 r и y2 / 2 w соответственно (r > 0, w > 0). Каждый 

центр получает от деятельности агента «доход», описываемый 

функцией Hi(u, y), и выплачивает агенту «стимулирование» 

i(x, y), i = 1, 2. Таким образом, целевая функция i-го центра 

имеет вид 

(10) i(i(), x, y) = Hi(x, y) – i(x, y), 

а целевая функция агента: 

(11) f({i()}, x, y) =  x - x2 / 2 r - y2 / 2 w + 1(x, y) + 2(x, y). 

Порядок функционирования следующий: центры одновре-

менно и независимо выбирают функции стимулирования и 

сообщают их агенту, которое затем выбирает свое действие. 

Ограничимся рассмотрением множества Парето-эффективных 

равновесий Нэша игры центров, в которых, как показано в [13], 

их стратегии имеют вид 

(12) i(x, x, y, y) = 
, , ,

0, иначе;

iV х x y y  



  i = 1, 2. 

Содержательно центры договариваются о том, что будут 

побуждать агента выбирать объем производства x и достигать 

уровня безопасности y, и осуществлять совместное стимулиро-

вание. Такой режим взаимодействия центров называется режи-

мом сотрудничества [13]. 

Из вида целевой функции (11) следует, что в отсутствие 

стимулирования агент будут выбирать нулевой уровень без-

опасности. Найдем оптимальный для агента объем производства 

x* = arg 
0

max
x

 [ x – x2 / 2 r] =  r. Из условий оптимальности по 

Парето следует, что сумма вознаграждений, получаемых аген-

том от центров в случае выполнения их рекомендаций, равна 

(13) V1 + V2 =  (x* – x) – [(x*)2 – (x)2] / 2 r + y2 / 2 w. 

Условие выгодности сотрудничества для каждого из цен-

тров можно сформулировать следующим образом: в режиме 
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сотрудничества каждый центр должен получить полезность не 

меньшую, чем он мог бы получить, осуществляя стимулирова-

ние агента в одиночку. Полезность i-го центра от «самостоя-

тельного» взаимодействия с агентом равна 

(14) *
i = 

, 0
max
x y

 [Hi(x, y) –  (x* – x) + [(x*)2 – (x)2] / 2 r - y2 / 2 w]. 

Обозначим через 

(15) S = {x  0, y  0 |  (V1; V2)  
2

 : Hi(x, y) – Vi  *
i, i = 1, 2; 

V1 + V2 =  (x* – x) – [(x*)2 – (x)2] / 2 r + y2 / 2 w} 

область компромисса – множество таких действий агента, для 

реализации которых сотрудничество выгодно для центров. 

Обозначим 

(16) *
0 = 

, 0
max
x y

 {H1(x, y) + H2(x, y) -  (x* – x) +  

+ [(x*)2 – (x)2] / 2 r - y2 / 2 w}. 

По аналогии с тем, как это делается в [3, 13], можно дока-

зать, что область компромисса непуста тогда и только тогда, 

когда 

(17) *
0  *

1 + *
2. 

Приведем пример: пусть H1(x, y) =  x + (1 - ) y, 

H2(x, y) = (1 - ) x +  y, где   [0; 1] – константа, отражающая 

степень согласованности интересов центров, т.е. «пропорцию», 

в которой учет экономических и экологических показателей 

входит в их функции выигрыша (если  = 0 или  = 1, то один 

из центров заинтересован только в экономических показателях – 

объеме производства, а другой только в экологических – уровне 

безопасности). 

Находим из (14) и (16): 

 *
1 = r  [2  + ] / 2 + w (1 - )2 / 2, 

 *
2 = r [2 + 1 + 2  - 2  - 2  ] / 2 + w 2 / 2, 

 *
0 = r [2  +  1] / 2 + w / 2, 

при этом (17) выполняется как тождество при любых значениях 

параметров модели (, r, w). Следовательно, в рассмотренном 

случае при любой информированности и/или взаимной инфор-

мированности центров они могут быть уверены, что область 

компромисса не пуста! 
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6. Заключение 

В настоящей работе рассмотрен ряд простых моделей, ил-

люстрирующих возможность и целесообразность использования 

аппарата рефлексивных игр для решения задач описания сов-

местного принятия решений участников эколого-экономических 

систем. 

Проведенный анализ свидетельствует, что взаимная инфор-

мированность участников эколого-экономических систем суще-

ственным образом влияет на совместно принимаемые ими ре-

шения, и, оказывая управленческие воздействия (т.е. изменяя 

эту информированность), можно изменять равновесные состоя-

ния подобных систем. 
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АНАЛИЗ МЕХАНИЗМА ПРОДАЖИ КВОТ 

Щепкин А. В.1 

(ФГБУН Институт проблем управления  

им. В. А. Трапезникова РАН, Москва) 
 

Рассматривается ситуация, когда для обеспечения требуемого 

уровня безопасности в регионе Центр (руководитель региона) 

побуждает предприятия (источники риска возникновения 

чрезвычайных ситуаций) приобретать квоты – разрешения на 

создание определенного уровня риска. Общий размер квот 

ограничен. Исследована модель формирования размера прода-

ваемых квот каждому предприятию в случае, когда суммарная 

заявка на квоты больше, чем общий размер квот. Исследована 

модель функционирования предприятия в случае, когда пред-

приятие приобретает квоты, а Центр осуществляет проверку 

соответствия фактического уровня риска на предприятии и 

того уровня риска, который допускается при полученной кво-

те. 

 

Ключевые слова: механизм формирования квоты, заявка на 

квоту, уровень безопасности региона, уровень риска пред-

приятия. 

1. Введение 

Большая техногенная нагрузка на природную среду, пере-

нос загрязнений на большие расстояния и вызванные этим 

экологические изменения привели к появлению нового типа 

комбинированных – природно-техногенных – рисков [5]. В 

федеральном законе «Об охране окружающей среды» под эко-

логическим риском понимается вероятность наступления собы-

                                           

1 Александр Васильевич Щепкин, доктор технических наук, профессор 
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тия, имеющего неблагоприятные последствия для природной 

среды [6]. Поэтому в дальнейшем под риском или уровнем 

риска будем понимать вероятность наступления неблагоприят-

ного события, соответственно, под уровнем безопасности будем 

понимать вероятность того, что неблагоприятное событие не 

произойдет. 

В работах [1, 2] рассмотрены механизмы управления уров-

нем риска на предприятии и механизмы обеспечения безопасно-

сти в регионе. В частности рассмотрены механизм штрафов, 

механизм платы за риск, механизм финансирования снижения 

уровня риска, механизм компенсации затрат на снижение уров-

ня риска. Достаточно фрагментарно рассмотрен механизм про-

дажи квот. В [3] квота загрязнения определена как законода-

тельная норма загрязнения, допускаемая для данного 

предприятия или для страны. В данной работе под квотой пони-

мается максимально допустимый уровень риска для предприя-

тия или региона и, соответственно, минимально допустимый 

уровень безопасности. 

При анализе механизма квот в [1, 2] недостаточно внимания 

уделялось процедуре формирования заявок на квоты и оценке 

влияния на функционирование предприятий механизмов кон-

троля за выполнение ими требований, связанных с обеспечение 

установленного уровня риска. Какой бы размер квот не приоб-

рело предприятие, все равно возникает проблема проверки 

соответствия фактического уровня и того уровня риска, который 

допускается при полученной квоте. Проверка соответствия 

фактического уровня риска запланированному уровню осу-

ществляется Центром – органом, отвечающим за безопасность 

региона, в котором функционируют предприятия. Кроме того, 

формирование соответствующих механизмов также возлагается 

на Центр. 

2. Определение размера квоты предприятием 

2.1. МОДЕЛЬ ПРЕДПРИЯТИЯ 

Рассмотрим модель функционирования предприятия для 

случая, когда его потребность в квоте удовлетворяется полно-

стью. При этом будем считать, что механизмом контроля за 
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выполнение предприятием требований, связанных с обеспече-

ние установленного уровня риска, является механизм «сильных» 

штрафов. 

Обозначим, как в [1]: f(u) = cu – z(u) – прибыль предприя-

тия; u – объем продукции, выпускаемой на предприятии; с – 

цена продукции; z(u) – затраты предприятия на выпуск продук-

ции в объеме u; при этом считаем, что  

 
0

dz u

du
  и 

 
0

2

2


du

uzd
;  

x̂  – допустимый уровень риска, установленный для предприя-

тия. Как в [1], будем считать, что уровень риска, вызываемый 

деятельностью предприятия, или вероятность возникновения ЧС 

на этом предприятии, зависит от объема выпуска u и объема 

средств v, направляемых предприятием на совершенствование 

технологии, на предупреждение возникновения нештатных 

ситуаций, укрепление производственной и технологической 

дисциплины. То есть  
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 

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2.2. АНАЛИЗ ФУНКЦИОНИРОВАНИЯ МОДЕЛИ 

Если действует механизм «сильных» [7] штрафов, то это 

приводит к тому, что при максимизации своей прибыли пред-

приятие решает задачу 

(2) 

 

 
   














.x̂
vu

u

maxvuf
v,u





,
)(

 

Предположим теперь, что предприятие, стремясь создать 

более комфортных условий функционирования, может приобре-

сти для себя дополнительную квоту. В рамках рассматриваемой 
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модели под квотой будем понимать некоторый дополнительный 

уровень риска x~ . В этом случае уровень риска, который не 

может быть превышен предприятием, определяется величиной 

x̂ x . Если предприятие приобретает квоту по цене , то размер 

квоты, который обеспечивает ему получение максимальной 

прибыли, может быть определен из решения задачи 

(3) 

 

 
   














.x~x̂
vu

u

maxx~vuf
x~vu





 ,
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Задача (3) может быть представлена в виде 

(4)    
 

    ),(
,

vu
maxx̂

vu

u
vufvuΨ 
















 . 

Пусть u и v – решение (4), тогда, в соответствии с [4], для 

второго дифференциала функции  в точке (u, v) должны 

выполняться следующие условия: 
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(5) 
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. 

Фактически решение (4) находится из решения системы уравне-

ний 

(6) 
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Утверждение 1.  Если u и v – решение системы (6), то 

уменьшение цены квоты всегда приводит к увеличению объема 

выпуска на предприятии. 



 

Математическая экология: теоретико-игровые модели 

 377 

Доказательство.  Для доказательства утверждения доста-

точно показать, что ∂u′ / ∂λ < 0. 

Система (6) задает две функции одной переменной u′(λ)
 
и 

v′(λ). 

Производная функции u′(λ) записывается в виде 

(7) v v

u v v u

F Ф F Фdu

d F Ф F Ф

 



   

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. 

Легко показать, что 

 
 

,
2









F  

 
,

3








uФ  

 
   
 

,
2
3

2









vФ  

 
,

3








vF , 

 
   
 

,
2
3

2

2

2











du

zd
Fu

,
 

.
2









Ф   

И поэтому числитель дроби (7) можем записать. 
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Из (1) следует, что числитель этой дроби отрицательный. 

Аналогично, знаменатель дроби (7) может быть представлен в 

виде 
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Сравнивая это выражение с (5) можем утверждать, что зна-

менатель дроби (7) больше нуля. Это и доказывает утверждение. 

Таким образом, уменьшение цены квоты стимулирует уве-

личение выпуска на предприятии. Но здесь следует заметить, 

что уменьшение цены квоты приводит к росту выпуска продук-

ции лишь до тех пор, пока квота не достигнет значения  
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 

 

*

*

* u
ˆx x
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
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
,  

где u* – решение задачи  
u

maxuf  . 

Естественным допущением является тот факт, что с ростом 

цены размер квоты, приобретаемой предприятием, падает, т.е. 

справедливо выражение 

(8) 0
x







. 

Из утверждения 1 следует, что увеличение цены квоты все-

гда приводит к увеличению объема средств, направляемых на 

снижение риска. Действительно, учитывая (3), можем записать 

(9) 
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. 

Так как u и v – решение системы (6), то справедливо вы-

ражение  
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u v
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  
 

  
 

.  

А учитывая (8) можно утверждать, что ∂v′ / ∂λ > 0, т.е. увеличе-

ние цены квоты приводит к увеличению объема средств, 

направляемых на снижение риска. 

3. Определение Центром размера квоты 

Выше была рассмотрена ситуация, когда размер квоты для 

предприятия был неограничен. Если же в регионе функциони-

руют несколько предприятий и каждое предприятие претендует 

на получение определенной квоты, то может оказаться, что 

удовлетворить все предприятия не представляется возможным. 

Действительно, пусть Центр должен обеспечить уровень без-

опасности в регионе равный Y. Когда в регионе функционируют 

n предприятий, и уровень безопасности, связанный с деятельно-
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стью i-го предприятия, равен  1 ix̂ x  , а уровень безопасно-

сти всего региона определяется как  

  
1

1
n

i
i

x̂ x


  ,  

то общий объем квот, который Центр может продать предприя-

тиям, определяется из условия  

  
1

1
n

i
i

ˆY x x


   . 

Для продажи квот Центр назначает цену продаж , затем 

предприятия, решая задачу (3), рассчитывают размер квот, 

которые они хотели бы купить по этой цене. Обозначим через si 

размер заявки на квоту. Эта заявка сообщается в Центр. Если 

оказывается, что  

  
1

1
n

i
i

x̂ s Y


   ,  

то Центр продает каждому предприятию квоту в размере ii x~s  . 

Если же  

  
1

1
n

i
i

x̂ s Y


   ,  

то для определения размера квот для каждого предприятия 

Центр определяет, во сколько раз продаваемая квота будет 

меньше запрашиваемой. Пусть x̂h 1 , тогда задача, которую 

решает Центр, имеет вид 

(10) 

 

 





























.a

Ysah

maxsa

i

n

i
ii

a
i

n

i
i

i

10

,

,

1

1



 

Последнее неравенство означает, что при заданной цене 

предприятию не может продаваться больший размер квоты, чем 

само предприятие запросило для себя. Другими словами, долж-

но всегда выполняться условие ii sx~  . 



 

Управление большими системами. Специальный выпуск 55 

 380 

Решим сначала задачу 

(11) 
 

 
























.

,

1

1

Ysah

maxsa

n

i
ii

a
i

n

i
i

i



 

Решение (11) можно представить в виде ai
(1) = (h – Y 1/n) / si. 

Отсюда следует, что все предприятия должны получить одина-

ковую квоту в размере   n
iii Yhsax~ 11  . Если ai

(1) ≤ 1, то 

решения задач (10) и (11) совпадают. Если же это не так, то для 

некоторых предприятий может оказаться, что ii sx~  . Не огра-

ничивая общности будем считать, что все заявки на квоты упо-

рядочены по возрастанию, т.е. s1 ≤ s2 ≤ … ≤ sn, и существует 

такое j, что справедливо следующее условие 

(12)    
 

























 . если     ,

, если                                                    ,

1

1

1 jishYhsax~

jisx~

jn
j

i
iiii

ii

 

Утверждение 2.  Если все заявки на квоты упорядочены по 

возрастанию и справедливо (12), то решение (10) имеет вид 

(13) 
 

 









































 .jishYh
s

a

jia

jn
j

i
i

i

i

i

 если        ,
1

, если                                                    ,1

1

1

 

Доказательство.  Пусть iâ  – решение задачи (10) и это ре-

шение не совпадает с (13). Тогда, очевидно, должно выполнять-

ся неравенство 

    
 1

1 1 1

n j
jjn

i i i i
i i i

â s s n j h Y h s



  

  
      
   

   . 

Перепишем это неравенство в виде 
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(14)    
 

   

1

1 1 1

1

n j

j j n

i i i i ij
i i i j

i
i

Y
ˆ ˆh s n j h a s h a s

h s



   



 
 
       
 

 
 

  


. 

Так как выполняется условие  

  
1

n

i i
i

ˆh a s Y


  ,  

то легко определить минимальное значение  

 
1

n

i i
i j

ˆh a s
 

 ,  

которое равно  

    
 1

1

n j
j

i i
i

ˆn j Y h a s





 
  

 
 .  

Поэтому, если справедливо (14), тем более справедливо 

(15) 
 

 

 

 

1 1

1 1

1 1

j jn j n j

i i i
i i

j j

i i i
i i

ˆh s h a s
Y Y

n j n j
ˆh s h a s

 

 

 

   
    

     
    

    
   

 

 

. 

Пусть iii sâhp   и ii shq  , очевидно, что 

(16) q1 ≥ q2 ≥ … ≥ qn. 

В силу того, что ,1ˆ ia  имеем   ,0ˆ1  iiii asqp  или 

pi ≥ qi, i = 1, …, j. Поэтому (15) можно переписать в виде 

(17)    

1 1

1 11 1

j jj jn j n j

i i i i
i ii i

q n j Y q p n j Y p
 

  

   
       

   
   , 

причем 
1 1

n n

i i
i i

p q Y
 

   . 

Покажем, что  

 

 1

1

n j
j

j i
i

q Y q





 
  
 

 .  

Действительно, из  
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1

n

i
i

q Y


   

имеем  

 
1 1

j n

i i
i i j

q q Y
  

  ,  

и так как справедливо (16), то  

 
1

j
n j
j i

i

q q Y



 , или 

 1

1

n j
j

j i
i

q Y q





 
  
 

 . 

Обозначим 

 1

1

n j
j

i
i

Y q





 
  
 

 , тогда 

(18) 










































;

, 

, 

, 

, 

1211

21122

111

j

ik
kiiii

j

ik
kiijjjiii

jjjjjj

jjjjj

jjj

qp

...qq

.................................................................

qq

qq

q











 

при этом i ≥ 1 и j ≥ 1. Учитывая (18), можно записать 


 


j

i

j

ik
k

j

i
iq

11

 ,  
 


j

i

j

ik
ki

j

i
ip

11

 . Из того факта, что 

 jn
j

i
iqY












 

1

1

 , следует 
jnj

i
i

j

i
i

jnj

i
i pqpY



























1

11

1

1

 . 

А в силу того, что  

 
2 3

1 2 3
1 1

j j
j j

i j i
i i

p ...     
 

   и 
2 3

1 2 3
1

j
j j

i j
i

q ...    


 , 

неравенство (17) можно записать в виде 
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  
 

 
1

11

1 1 1

n j
j jj

i i k
ii k i

n j   



 

  
     
   

  . 

Так как 1


j

ik
k , тем более должно быть справедливым 

выражение 

  
 

 
1

11

1 1 1

n j
j j

i i
ii

n j  





  
     
   

 . 

Перепишем это неравенство в виде 

  
 1

11

1 1

n j
j j

i i
ii

n j j j j 





  
     
   

 . 

Известно, что среднее арифметическое больше или равно 

среднему геометрическому, поэтому должно выполняться нера-

венство 

  
 1 1

1 1

1 1

n j j
j j

i i
i i

n j j j 



 

    
       
     

  . 

Обозначим 

 

W

jn
j

i
i 













1

1

 , тогда последнее неравенство 

можно переписать в виде (W – 1) n / j > Wn/j – 1, но это неравен-

ство противоречит неравенству Бернулли, и это противоречие 

доказывает утверждение. 

Таким образом, доказано неравенство 

 

   1 1

1 11 1

n j n j
j jn n

i i i i
i ii j i j

n j n j
q j q p j p

j j

 

    

    
     

   
   . 

Следствие.  Если для двух рядов {pi} и {qi}, i = 1, …, n, вы-

полняется (16), Yqp
n

i
i

n

i
i 

 11

 и существует такое j, что pi ≥ qi, 

i = 1, …, j, то сумма среднего арифметического значения первых 

j членов ряда и среднего геометрического значения остальных 
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n – j членов ряда {pi}, умноженная на коэффициент (n – j) / j, 

больше аналогичной суммы для ряда {qi}. 

4. Заключение 

Таким образом, определение Центром размера продаваемой 

квоты предприятиям региона заключается в упорядочивании 

заявок на квоты по возрастанию, а затем в определении такого 

номера j, для которого выполняется условие 

    
   

1

1 1

n j
n j

j n

i i
i i j

h s h h s Y




  

  
      
   

  . 

Теперь, зная значение j, квоту для каждого предприятия 

можно рассчитать в соответствии с процедурой (12). 
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Abstract: We study the model of regional environmental safety, when 

a Principal (the local government) sales environmental risk quotas 

to enterprises being the source of potential ecological danger. The 

total volume of risk quotas is limited. We suggest a quota assign-

ment mechanism for the case when the total volume of bids exceeds 

the predefined total quota volume. We study the model when enter-

prises bye the quotas while a Principal performs monitoring of a 

real safety level in production and compares it with quotas sold. 
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