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Поставлена задача поиска параметров дробного ПИД-

регулятора, оптимального на множестве начальных состоя-

ний замкнутой системы «объект–регулятор» и множестве 

типовых входных воздействий, как задача поиска минимума 

функции многих переменных. Сформированы порядок решения 

задачи и соответствующее программное обеспечение. Приве-

ден пример решения поставленной задачи поиска параметров 

оптимального в среднем дробного ПИД-регулятора для управ-

ления движением самолета по углу тангажа. 
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1. Введение 

Использованию дробного интегро-дифференциального ис-

числения для описания динамики процессов управления посвя-

щено большое число работ [3], в которых обсуждаются вопросы 

устойчивости, управляемости и качества дробных динамических 

систем. Эти работы условно можно разделить на два класса. 
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1. Работы, посвященные математическому моделирова-

нию и качественному анализу динамических систем, описывае-

мых дробными дифференциальными уравнениями. Так, в 

[10, 11, 12] сформулированы и доказаны необходимые и доста-

точные условия устойчивости систем с дробно-степенной пере-

даточной функцией (теорема Матиньона). В [18] проведен ана-

лиз поведения интегральной оценки (интеграл от модуля и 

квадрата ошибки) дробных систем управления, на вход которых 

подается воздействие в виде ступенчатой функции, и сформули-

рованы необходимые и достаточные условия, налагаемые на 

параметры дробной передаточной функции, при которых может 

быть обеспечено экспоненциальное затухание ошибки. В [15] 

рассмотрены вопросы управляемости дробной линейной стаци-

онарной системы. 

Поиску оптимального управления дробными динамиче-

скими системами посвящены работы [3, 7, 14, 16]. В этих ра-

ботах критерий оптимальности представляет собой функцио-

нал, зависящий от переменных состояния и управления, а 

объект управления описывается системой дробных диффе-

ренциальных уравнений. В работе [7] содержатся результаты 

моделирования дробных управляемых динамических систем и 

сформированы рекомендации по построению высокоэффек-

тивных численных схем.  

2. Работы, посвященные формированию дробных ПИД-

регуляторов различного типа [3, 8, 10, 13], используемых для 

управления динамическими системами и описываемыми диффе-

ренциальными уравнениями дробного и целого порядка. Работы 

[3, 10] содержат исследования по применению TID-контролле-

ров для управления динамическими системами. Возможности 

применения CRONE-контроллеров для обеспечения высокой 

работоспособности по отношению к вариации коэффициентов 

передачи управления описаны в [3, 13]. 

Решение задачи о выборе параметров наиболее сложного 

PID-контроллера, имеющего передаточную функцию  

 ( ) ,i dW s K T s T s     

в которой предметом поиска являются параметры K, , , Ti, Td, 

описано в [9, 13, 17]. Использование методов многомерной оп-
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тимизации для определения параметров PID-контроллера опи-

сано в [3]. В работах [3, 8, 13] содержится информация о приме-

нении дробных контроллеров для решения практических задач, 

связанных с управлением роботами, системами водоснабжения 

и электропитания. 

В настоящей работе рассмотрены задачи поиска параметров 

дробного ПИД-регулятора с конечной памятью, оптимального в 

среднем на заданном множестве   начальных состояний систе-

мы и множестве G  типовых входных воздействий. 

2. Общая постановка задачи 

Рассматривается замкнутая система «объект – дробный 

ПИД-регулятор», представленная на рис. 1, в которой:  

 

Рис. 1. 

 математическая модель объекта управления представ-

ляется уравнениями возмущенного движения 

(1) 
0( ( ), ( ), ), (0) ,x f x t u t t x x    

где x = (x1, …, xn)
T – вектор состояния; u = (u1, …, um)T

, m  n 

– вектор управления; t – время, t  [0, T], момент T соответст-

вует окончанию процесса; f(x, u, t) – заданная непрерывная 

функция; x0 – начальный вектор состояния;  – множество 

начальных состояний; 

 g(t) – входное воздействие, принадлежащее множеству 

G типовых входных воздействий; 
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 (t) = g(t) – x(t) – ошибка. 

Дробный ПИД-регулятор формирует управляющее воздей-

ствие u(t) на основании ошибки (t) в виде 

(2) ( ), 0( ) ( ) ( ) ( ),np I t t t Du t K t K I t K D t       

где 

 Kпр, KI, KD – коэффициенты регулятора; 

 ( ), ( )t t tI t   – интеграл дробного порядка; 

, 0 ,
( )

, ,

t t
t

t

  
  

  
 – «память» регулятора; ( )t t  – нижний 

предел интегрирования; t – верхний предел интегрирования; 

 > 0 – дробный порядок интеграла; 

 D0
(t) – дробная производная;  > 0 – дробный поря-

док производной. 

Интеграл дробного порядка может вычисляться: 

а) по формуле Грюнвальда–Летникова [1], когда 

(3) 
( ),

( )

( 1) ( )
( ) ( 1) ,

( 1) ( 1)

t

h
j

t t t

t t
j

h

t t
I t h t j h

j j h

  
 



 
 
 



 
 
 

     
     

       
  

где [x] – целая часть; h – шаг; Г() – гамма-функция; 

б) по формуле Римана–Лиувилля [1]: 

(4) ( ), 1

( )

1 ( )
( ) , 0 1.

( ) ( )

t

t t t

t t

I t d
t





 
  

 
 



  
   

При численной реализации вычисление интеграла в (4) 

производится по формулам прямоугольников и трапеций. 

Дробная производная может быть вычислена: 

а) по формуле Грюнвальда–Летникова: 

(5)  0

0

( 1)
( ) ( 1) ( ) ,

( 1) ( 1)

t

h
j

j

D t h t j t jh
j j

  
  



 
 
 



 
    

    
  

где  > 0 – порядок дробной производной; 

б) по формуле Гёльдера [14]: 

(6) 0

( ) ( )
( ) .

t t h
D t

h





 


 
  
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Структура дробного ПИД-регулятора, в отличие от рас-

смотренной в [1], учитывает «память» системы, так как вычис-

ление интеграла осуществляется не с начального момента вре-

мени до текущего значения t, а с момента t – (t) до t. 

Будем в дальнейшем обозначать дробный ПИД-регулятор, 

реализующий закон (2), ПИαД -регулятором [1]. 

Предположим, что в задаче стабилизации замкнутая систе-

ма «объект – ПИαД -регулятор» подвергается следующим воз-

действиям:  

–  возможные начальные состояния x(0) = x0, x0  , где  – 

множество возможных начальных состояний, в котором выби-

рается p характерных начальных состояний x0
k, k = 1, …, p; 

–  пробные типовые входные воздействия g1(t), …, gN(t), об-

разующие множество входных воздействий G, где N – заданное 

целое число. 

Будем искать значения параметров ПИαД -регулятора 

Kпр, KI, KD, , , оптимизируя критерий качества управления 

J, который формируем по следующему правилу, содержаще-

му три этапа. 

1. Интегральную ошибку на интервале [0, T] при задан-

ном входном воздействии gj(t), j = 1, …, N, и фиксированном 

начальном состоянии x(0) = x0 будем оценивать величиной  

2

0

0

( ) ( ) , 1,..., .

T

jI x t dt j N   

2. Средняя интегральная ошибка J j на множестве  воз-

можных начальных состояний при заданном входном воздей-

ствии gj(t), j = 1, …, N, равна 

 

0 0( )

, 1,..., ,

j

j

I x dx

J j N
mes

 



 

где mes  – мера множества . 

3. Среднюю интегральную ошибку J на множестве G всех 

N пробных типовых входных воздействий и множестве возмож-

ных начальных состояний найдем по формуле  
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(7) 
1

( , , , , ) .

N
j

j

np I D

J

J K K K
N

 





 

Замечание. 

1. В частном случае можно считать, что множество  

возможных начальных состояний задается параллелепипедом со 

сторонами, параллельными координатным осям. По каждой из 

координат задается равномерная сетка с некоторым шагом. В 

результате множество  представляется объединением p непе-

ресекающихся элементарных подмножеств j, j = 1, …, p. Коор-

динатами центра каждого из подмножеств j определяется 

начальное состояние x0
k, k = 1, …, p. Тогда  

 0 0 0

1

( ) ( ) ,
p

j j k

k

k

x dx x mes 


   

где mes k – мера элементарного подмножества (объем). 

В результате имеем 

 
0 0

1 1

( ) ( )

.

p p
j k j k

k
j k k

I x mes I x

J
mes p

 



 


 
 

2. Значение критерия (7) характеризует поведение пучка 

траекторий, исходящего из множества начальных состояний , 

при входных воздействиях из множества G. 

Требуется при заданном множестве начальных состояний  

и множестве G входных воздействий g(t) определить параметры 

Kпр, KI, KD, ,  дробного ПИαД -регулятора из условия мини-

мума критерия J, т.е. среди всех возможных значений Kпр, KI, 

KD, ,  ( > 0,  > 0) требуется найти такие K*
пр, K

*
I, K

*
D, *, *, 

при которых критерий J принимает наименьшее значение:  

 
*

, , , ,
min ( , , , , ).

np I D
np I D

K K K
J J K K K

 
   

Искомый дробный ПИαД -регулятор с параметрами K*
пр, 

K*
I, K*

D, *, * будем называть оптимальным в среднем, по-

скольку при вычислении значения критерия J производится 

осреднение значений функционала I j(x0) по множествам  и G. 
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Поставленная задача представляет собой задачу минимиза-

ции функции J(Kпр, KI, KD, , ), которая может быть решена с 

использованием одного из численных методов. Структура целе-

вой функции J(Kпр, KI, KD, , ) и отсутствие информации о виде 

ее поверхностей уровня не позволяют использовать для эффек-

тивного решения задачи методы первого и второго порядка. По-

этому в работе используются два метода оптимизации нулевого 

порядка: метод адаптивного случайного поиска [4], позволяю-

щий найти локальный минимум функции J с заданной точно-

стью, и метод имитации отжига, относящийся к метаэвристиче-

ским методам поиска глобального экстремума [6] и применяю-

щийся для уточнения полученных первым методом результатов 

(при необходимости), а также для обеспечения возможности 

нахождения глобального минимума функции J. 

3. Порядок решения задачи 

1. Сформировать на множестве  множество характер-

ных начальных состояний x0
k, k = 1, …, p. 

2. Сформировать N пробных типовых входных воздейст-

вий gj(t), j = 1, …, N (множество G). 

3. Выбрать формулы для вычисления дробного интеграла 

и производной (таблица 1). 

Таблица 1. 

№ Формулы, используемые для вычисления дробного инте-

грала и дробной производной 

1. 

–  Интеграл вычисляется по формуле Грюнвальда–

Летникова. 

–  Производная вычисляется по формуле Грюнвальда–

Летникова. 

2. 

–  Интеграл вычисляется по формуле Грюнвальда–

Летникова. 

–  Производная вычисляется по формуле Гёльдера. 
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№ Формулы, используемые для вычисления дробного инте-

грала и дробной производной 

3. 

–  Интеграл Римана–Лиувилля по формуле прямоугольни-

ков. 

–  Производная вычисляется по формуле Грюнвальда–

Летникова. 

4. 

–  Интеграл Римана–Лиувилля по формуле прямоугольни-

ков. 

–  Производная вычисляется по формуле Гёльдера. 

5. 

–  Интеграл Римана–Лиувилля по формуле трапеций. 

–  Производная вычисляется по формуле Грюнвальда-

Летникова. 

6. 
–  Интеграл Римана-Лиувилля по формуле трапеций. 

–  Производная вычисляется по формуле Гёльдера. 

 

4. Задать пробные начальные значения 

K0
пр, K0

I, K0
D, 0, 0 параметров ПИαД -регулятора, при которых 

замкнутая система «объект – ПИαД -регулятор» будет устойчи-

ва (рекомендуется), и: 

а) проинтегрировать с использованием численных мето-

дов уравнения замкнутой системы «объект–регулятор», где 

0 ( ), 0( ( ), ( ), ), (0) , ( ) ( ) ( ) ( )k

np I t t t Dx f x t u t t x x u t K t K I t K D t 

       

 на интервале [0, T] для x0
k, k = 1, …, p, gj(t), j = 1, …, N; 

б) вычислить значения интегральной ошибки I j(xk
0), 

j = 1, …, N, k = 1, …, p; 

в) вычислить значения средней интегральной ошибки  

 
0

1

( )

, 1,...,

p
j k

j k

x

J j N
p


 


; 

г) вычислить значение критерия 

 
10 0 0 0 0 0( , , , , )

N
j

j

np I D

J

J J K K K
N

 


 


. 

5. Задать начальные значения параметров метода адап-

тивного случайного поиска: коэффициент сжатия 0 <  < 1; ко-
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эффициент растяжения  p > 1; M – максимальное число выпол-

ненных испытаний на текущей итерации; h0 – начальную вели-

чину шага; R – минимальную величину шага; v – максимальное 

количество итераций. Решить задачу поиска минимума 

J(Kпр, KI, KD, , ) методом адаптивного случайного поиска [4]. 

Для подсчета критерия J использовать операции а)–г) на шаге 4. 

Результатом решения задачи будут параметры , , , ,np I DK K K   , 

соответствующие (с заданной точностью) точке минимума кри-

терия J. 

6. Задать начальные значения глобального параметра T0 

(температура), параметра закона распределения Больцмана 

c > 0, параметра γ  [0,8; 0,99] и максимальное число итераций 

v. Решить задачу поиска глобального минимума критерия J ме-

тодом имитации отжига [6], положив в качестве начальных зна-

чений искомых параметров значения , , , ,np I DK K K   . 

4. Пример 

Рассмотрим в качестве примера задачу управления самоле-

том по углу тангажа в режиме горизонтального полета. Уравне-

ния возмущенного движения самолета в режиме горизонтально-

го полета имеют следующий вид [2]: 

(8) 
22

2

0 32 33

( ) 0,

( ) ( ) ,b b

p n p

n p n p n p n

 

  

  


    
 

где  – отклонение угла атаки;  – отклонение угла тангажа; b – 

отклонение руля высоты; /p d dt  – оператор диффе-

ренцирования. 

Будем в дальнейшем записывать систему (8) в нормальной 

форме Коши, обозначив 
1 2 3, ,x x x     . Тогда имеем 

(9) 

1 22 1 3

2 3

3 0 22 32 1 0 33 3

,

,

( ) ( ) .b b

x n x x

x x

x n n n x n n x n 

  



     
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Управление самолетом по углу тангажа ( = x2) осуществ-

ляется ПИαД -регулятором, формирующим отклонение руля 

высоты b(t) по закону 

(10) 
1 2 2 2 3 ( ), 2 2

0 3

( ) ( ( )) ( ) ( ( ))

( ),

j j

b np зад np I t t t зад

D

t K x x t K x t K I x x t

K D x t

     








 

где xj
2зад = (j – 1) / (N – 1) – желаемое значение угла тангажа, 

j = 1, …, N; здесь учитывается, что xj
3зад = 0 – желаемое значе-

ние скорости изменения угла тангажа; вектор начальных состо-

яний x0
k = (x10

k, x20
k, x30

k)T, k = 1, …, p.  

Значения xj
2зад = (j – 1) / (N – 1) и xj

3зад = 0 определяют по-

стоянные входные воздействия на замкнутую систему:  

 
2 2 2( ) ( )j j

задg t x t x  , 
3 3 3( ) ( ) 0, 1,..., .j j

задg t x t x j N     

Критерии I j(x0
k), J j, J имеют вид 

 
2

10 20 30 2 2

0

( , , ) ( ( )) , 1,..., ;

T

j k k k j

задI x x x x x t dt j N    

 
10 20 30

1

( , , )

, 1,..., ;

p
j k k k

j k

I x x x

J j N
p

 


 

 
1

.

N
j

j

J

J
N





 

При формировании критерия J j предполагалось, что мно-

жество  возможных начальных состояний по координатам 

1 2 3, , ( , , )x x x     задается параллелепипедом с заданными сто-

ронами, который содержит в себе p элементарных параллелепи-

педов. За точку (x10
k, x20

k, x30
k)T берется центральная внутренняя 

точка элементарного параллелепипеда. 

Для решения задачи поиска минимума функции 

J(Kпр1, Kпр2, KI, KD, , ) на множестве  начальных состояний 

x10, x20, x30 и множестве входных воздействий xj
2 зад(t), 

j = 1, …, N, разработана программа на языке C#, имеющая мо-

дульную структуру и позволяющая осуществлять решение зада-

чи для различных способов вычисления дробного интеграла и 

дробной производной (таблица 1). 
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Работа с программой начинается с задания коэффициентов 

уравнений возмущенного движения (9), которые могут быть ли-

бо введены вручную, либо перенесены автоматически из пред-

варительно заполненной таблицы (таблица 2) [2] в соответствии 

с типом самолета (легкий, тяжелый) в ходе ответа на вопрос 

«Выберите тип самолета» (рис. 2). 

Таблица 2. 

Коэффициенты Легкий самолет, 

H = 15 км 

Тяжелый самолет, 

H = 8 км 

0n  0,7 1,17 

22n  2,5 3 

32n  16 42 

33n  2,2 2,5 

bn  100 28 

 

Задаются границы параллелепипеда, определяющие множе-

ство  возможных начальных состояний, начальные значения 

x1, x2, x3 (угла атаки, угла тангажа и скорости изменения угла 

тангажа), начальное входное воздействие g(t)  G, G = {g(t): 

g(t) = x2 зад(t) =  ∙ 1(t), 0    1}, значение . 
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Рис. 2. 
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Затем следует выбрать формулы (рис. 3) для вычисления 

дробного интеграла и дробной производной в соответствии с 

таблицей 1 и перейти к заданию начальных значений парамет-

ров ПИαД -регулятора (рис. 2). 

 

Рис. 3. 

Начальные значения искомых параметров ПИαД -

регулятора задаются на основании предварительных испытаний 

замкнутой системы «объект – ПИαД -регулятор» на устойчи-

вость, которые можно провести, интегрируя уравнения (9), (10) 

(рис. 2). Интегрирование уравнений системы стабилизации (9), 

(10) осуществляется методом Рунге-Кутты 4-го порядка с шагом 

h = 0,01. Результат интегрирования системы приведен на рис. 4. 

Интегрирование системы (9), (10) осуществляется много-

кратно с учетом множества  начальных состояний системы и 

множества G типовых входных воздействий g(t) при p = 8, 

N = 6. В процессе интегрирования вычисляются критерии I j(x0
k), 

J j, J. Начальное значение критерия J0 = 0,1634, а также переход-

ные процессы для заданного начального состояния из множе-

ства  и выбранного входного воздействия x2 зад = 1 из множе-

ства G, приведены на рис. 4. 
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Решение задачи оптимизации осуществляется в два этапа. 

На первом этапе используется метод адаптивного случай-

ного поиска. Для его реализации следует задать параметры ме-

тода (рис. 4). Решение задачи оптимизации позволяет опреде-

лить значения параметров ПИαД -регулятора, соответствующие 

с заданной точностью точке минимума критерия J, и построить 

график переходного процесса по регулируемой координате – 

углу тангажа (рис. 5). 

Такое построение можно осуществлять для любого (из чис-

ла заданных) возможного начального состояния и входного воз-

действия g(t) из заданного множества G. Если качество пере-

ходного процесса будет удовлетворять предъявленным техниче-

ским требованиям, то дальнейший поиск можно прекратить. 

На втором этапе осуществляется поиск глобального мини-

мума методом имитации отжига. Для его реализации следует 

задать параметры метода (рис. 5). Результатом решения будут 

значения параметров ПИαД -регулятора Kпр1, Kпр2, KI, KD, ,  и 

минимальное значение J* функции J. На рис. 5 представлен пе-

реходный процесс по углу тангажа, соответствующий этим па-

раметрам.  

На базе разработанной программы были проведены расчеты 

оптимальных параметров ПИαД -регулятора с использованием 

всех приведенных (таблица 1) формул для вычисления дробного 

интеграла и дробной производной для двух типов самолетов 

(легкого и тяжелого) при различных значениях . Настройки 

ПИαД -регулятора и средние по пучку траекторий показатели 

качества переходного процесса по углу тангажа для легкого и 

тяжелого самолета ( – перерегулирование и tp – время переход-

ного процесса) приведены в таблицах 3–10 для всех шести 

наборов формул из таблицы 1. Настройки ПИαД -регулятора 

получены в результате решения задачи оптимизации методом 

имитации отжига, а формулы для вычисления дробного инте-

грала Римана–Лиувилля методом прямоугольников и трапеций 

соответственно имеют вид 
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Таблица 3. Настройки ПИα Дβ -регулятора для легкого самолета 

при 0,1   
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Таблица 4. Настройки ПИα Дβ -регулятора для легкого самолета 

при 0,2   
№ 

1npK  2npK  DK  IK      

1 –9,02 0,838 –0,301 –32,107 3,835 0,221 

2 –12,41 0,454 –0,246 –22,941 13,983 0,163 

3 –7,22 0,081 0,047 –7,838 0,814 0,351 

4 –19,18 0,509 0,047 –4,759 0,937 0,131 

5 –6,69 0,048 0,314 –0,087 0,401 0,108 

6 –17,36 2,760 –22,320 –14,079 0,404 0,298 

 

№ 
1npK  2npK  DK  IK      

1 –19,104 0,127 0,198 3,948 9,206 0,130 

2 –11,370 1,172 –0,940 –19,084 0,181 0,086 

3 –22,074 –0,117 1 –28,878 0,623 0,020 

4 –61,687 1,513 –0,075 –39,706 0,134 0,253 

5 –11,368 0,583 –0,074 –5,655 0,292 0,328 

6 –29,987 0,557 –0,017 14,450 0,401 0,766 
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Таблица 5. Показатели ка-

чества переходного процес-

са по углу тангажа для лег-

кого самолета  

при 0,1   

Таблица 6. Показатели ка-

чества переходного процес-

са по углу тангажа для лег-

кого самолета  

при 0,2   

№ , % tp, c J  

1 10,6 0,09 0,0051 

2 1,38 0,14 0,0083 

3 5,1 0,08 0,0056 

4 4,1 0,04 0,0026 

5 6,7 0,08 0,0079 

6 10,9 0,77 0,0034 

 

№ , % tp, c J  

1 6 0,16 0,0099 

2 0 0,06 0,0066 

3 21,8 0,28 0,0143 

4 7,4 0,08 0,0057 

5 0,8 0,12 0,0144 

6 0 0,33 0,0132 

Таблица 7. Настройки ПИα Дβ -регулятора для тяжелого само-

лета при 0,1   
№ 

1npK  2npK  DK  IK      

1 –60,49 2,075 –0,679 9,956 64,360 0,220 

2 –25,07 1,477 1,314 55,257 16,573 0,189 

3 –21,64 3,850 –3,596 41,665 0,106 0,013 

4 –15,39 0,755 –0,486 –35,079 0,584 0,390 

5 –162,28 8,773 –4,122 –43,444 0,758 0,016 

6 –18,66 0,626 –0,969 –2,044 0,444 0,028 

 

Таблица 8. Настройки ПИα Дβ -регулятора для тяжелого само-

лета при 0,2   
№ 

1npK  2npK  DK  IK      

1 –53,68 –1,013 1,960 21,003 30,790 0,108 

2 –26,66 1,429 0,029 –75,245 37,492 0,982 

3 –10,36 –8,926 8,929 1,055 0,217 0,008 

4 –8,77 0,266 –1,179 –0,700 0,227 0,151 

5 –4,82 0,663 –0,102 –3,214 0,493 0,614 

6 –68,10 5,509 –0,963 –15,304 0,461 0,339 
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Таблица 9. Показатели ка-

чества переходного процес-

са по углу тангажа для 

тяжелого самолета  

при 0,1   

Таблица 10. Показатели ка-

чества переходного процес-

са по углу тангажа для 

тяжелого самолета 

 при 0,2 

№ , % tp, c J  

1 21,2 0,21 0,0081 

2 3 0,11 0,0165 

3 10,7 0,24 0,0153 

4 11,7 0,13 0,0103 

5 2,6 0,06 0,0053 

6 8 0,15 0,0114 

№ , % tp, c J  

1 6,8 0,09 0,0062 

2 3,7 0,11 0,0151 

3 5,6 0,19 0,0092 

4 11,8 0,29 0,0156 

5 0 0,35 0,0258 

6 0 0,15 0,0120 

 

На рис. 6, 7 приведены переходные процессы по углу тан-

гажа для легкого и тяжелого самолетов при  = 0,1, когда про-

изводная и интеграл вычисляются по формуле Грюнвальда–

Летникова. 

На рис. 8, 9 приведены переходные процессы по углу тан-

гажа для легкого и тяжелого самолетов при  = 0,1, когда для 

вычисления интеграла Римана–Лиувилля используется формула 

трапеций, а дробная производная вычисляется по формуле 

Грюнвальда–Летникова. 

Легко видеть, что использование интеграла Римана–

Лиувилля при одной и той же формуле вычисления дробной 

производной позволяет значительно уменьшить перерегулиро-

вание. В [5] рассмотрено решение задачи параметрического 

синтеза обобщенного ПИД-регулятора, формирующего сигнал 

управления u(t) на основании ошибки (t) в виде 

 
1 2

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .

t

np D D I

t t

u t K t K t K t K d


           

Структура обобщенного регулятора включает дополнитель-

ное слагаемое, учитывающее изменение второй производной 

ошибки, а в последнем слагаемом предлагается находить значе-

ние интеграла от ошибки не на всем промежутке времени от 

момента t0 начала процесса регулирования до текущего момента 

времени, а лишь на части этого промежутка, характеризующей 
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«память» системы. Описанные изменения в структуре регулято-

ра по сравнению с классической могут расширить его возмож-

ности по обеспечению требуемого качества переходных процес-

сов. 

При решении задачи параметрического синтеза обобщенно-

го ПИД-регулятора для легкого и тяжелого самолетов [2] были 

получены наименьшие значения критерия J: для легкого само-

лета при  = 0,1 J = 0,0102; для тяжелого самолета J = 0,0159 

при  = 0,1. 
Сравнение результатов моделирования для обоих типов са-

молетов при использовании обобщенного ПИД-регулятора [5] и 

ПИαД -регулятора при одном и том же значении  (таблицы 5 

и 9) говорит о том, что использование ПИαД -регулятора позво-

ляет снизить значение критерия J для легкого самолета в 

3,92 раза, а для тяжелого – в 3 раза. 

Время решения задачи оптимизации на этапе использова-

ния адаптивного случайного поиска составляет 30–45 с при чис-

ле итераций v = 50. Время решения задачи оптимизации на эта-

пе использования метода имитации отжига составляет от 3 до 5 

минут при числе итераций не менее 800. 

 

Рис. 6. Переходные процессы по углу тангажа для легкого 

самолета при вычислении дробной производной и дробного 

интеграла по формулам из п. 1 таблицы 1,  = 0,1: 1 – до начала 

оптимизации параметров; 2 – после оптимизации параметров 

методом адаптивного случайного поиска; 3 – после применения 

метода имитации отжига 
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Рис. 7. Переходные процессы по углу тангажа для тяжелого 

самолета при вычислении дробной производной и дробного 

интеграла по формулам из п. 1 таблицы 1,  = 0,1: 1 – до начала 

оптимизации параметров; 2 – после оптимизации параметров 

методом адаптивного случайного поиска; 3 – после применения 

метода имитации отжига 

 

Рис. 8. Переходные процессы по углу тангажа для легкого 

самолета при вычислении дробной производной и дробного 

интеграла по формулам из п. 5 таблицы 1,  = 0,1: 1 – до начала 

оптимизации параметров; 2 – после оптимизации параметров 

методом адаптивного случайного поиска; 3 – после применения 

метода имитации отжига 
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Рис. 9. Переходные процессы по углу тангажа для тяжелого 

самолета при вычислении дробной производной и дробного 

интеграла по формулам из п. 5 таблицы 1,  = 0,1: 1 – до начала 

оптимизации параметров; 2 – после оптимизации параметров 

методом адаптивного случайного поиска; 3 – после применения 

метода имитации отжига 

5. Выводы 

1. Поставлена задача о параметрическом синтезе опти-

мального в среднем дробного ПИαД -регулятора на заданном 

множестве  начальных состояний системы и множестве G воз-

можных входных воздействий g(t) с учетом памяти регулятора 

(t). 

2. Поставленная задача сформулирована как задача ми-

нимизации функции многих переменных J(Kпр, KI, KD, , ). 

3. Предложен порядок решения задачи, позволяющий 

найти минимум критерия J с последовательным использованием 

методов адаптивного случайного поиска и метода имитации от-

жига. 

4. Разработано программное обеспечение, поддерживаю-

щее предложенный порядок решения задачи. 

5. Приведен пример решения задачи поиска параметров 

оптимального в среднем дробного ПИαД -регулятора для управ-

ления самолетом по углу тангажа в режиме горизонтального 

полета. 

6. Настройки дробного ПИαД -регулятора в задаче 
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управления самолетом по углу тангажа позволяют существенно 

снизить оптимальное значение критерия J по сравнению с его 

значениями в случае синтеза обобщенного ПИД-регулятора [5]. 
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Abstract: We consider a problem of fractional PID-controller tuning 

to optimize it in average over a set of initial states of a closed system 

object-controller and on the set of typical input actions. The prob-

lem is reduced to multivariate optimization problem. We suggest an 

approach to the solution and implement it algorithmically. The ap-

proach is illustrated with finding the average optimal parameters of 

a fractional PID controller to pitch attitude guidance of an aircraft. 
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