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Рассматриваются алгоритмы последовательных улучшений, 

эффективность которых существенно зависит от выбора 

значений параметров, задаваемых в алгоритмах. Обсуждается 

задача управления этими параметрами алгоритма. Получены 

модифицированные алгоритмы, в которых на каждой итера-

ции осуществляется автоматический выбор значений пара-

метров. Исходные (базовые) и полученные модифицированные 

алгоритмы применены для решения задачи оптимального 

управления эколого-экономической системой.  

 

Ключевые слова: задача оптимального управления, алгоритм 

улучшения, сильное улучшение, слабое улучшение, пара-

метры алгоритма. 

 

1. Введение 

В настоящее время трудно переоценить значение математи-

ческого моделирования. Многие процессы, имеющие место в 

природе, технике, обществе, описываются (моделируются) 
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различными уравнениями или системами уравнений: алгебраи-

ческими, разностными, дифференциальными. Человек всегда 

стремился вмешиваться в эти процессы с целью управления 

ими, причем как можно более лучшим образом. Поэтому часто 

математической моделью какой-либо хозяйственной задачи 

является задача оптимального управления, методам решения 

которой и посвящена данная статья. В работе рассматриваются 

алгоритмы последовательных улучшений, предназначенные для 

решения задач оптимального управления со свободным правым 

концом, обсуждается проблема выбора значений параметров 

алгоритма и предлагаются новые алгоритмы.  

2. Задача оптимального управления и алгоритмы 
последовательных улучшений  

Постановка задачи. 

Пусть задана управляемая система дифференциальных 

уравнений на отрезке [t0, t1]:  

(1) 0 0( , , ), ( )dx f t x u x t x
dt

  , 

где состояние x(t)  Rn – непрерывная и кусочно-

дифференцируемая вектор-функция, а управление 

u(t)  U  Rm – кусочно-непрерывная вектор-функция. 

Множество пар (x(t), u(t)), удовлетворяющих перечислен-

ным условиям, называется множеством допустимых D. Предпо-

лагается, что D ≠ . 

На множестве D задан функционал 

 
1

0

0
1( , ) ( ( )) ( , , ) .  

t

t

I x u F x t f t x u dt  

Требуется минимизировать функционал I на множестве D, 

т.е. найти такую последовательность {(xs(t), us(t))}  D, чтобы 

выполнялось ( , ) infs s
D

I x u I  при s → ∞. 

Поскольку в дальнейшем пойдет речь об алгоритмах второ-

го порядка, то на функции f, f 0, F накладывается условие, что 

они дважды дифференцируемы. 
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Поиск состояния x(t) и управления u(t), минимизирующих 

заданный функционал, осуществляется с помощью итерацион-

ной процедуры, в которой на каждом шаге решается задача 

улучшения: заданы начальные значения xI(t) и uI(t), требуется 

найти новые состояние xII(t) и управление uII(t) такие, что вы-

полняется I(xII, uII) < I(xI, uI). 

Для поставленной задачи разработана группа приближен-

ных методов, основанных на принципе расширения. В работах 

[1, 3–8, 10, 14, 15, 16] описаны методы сильного и слабого 

улучшения для данной задачи и получены соответствующие 

алгоритмы. При выводе этих алгоритмов применен метод лока-

лизации, например, в [1, 10] конструируется положительно 

определенный функционал J(xI, uI, x, u), имеющий смысл штра-

фа за отклонение от опорной траектории, а затем задача улуч-

шения исходного функционала сводится к задаче улучшения 

вспомогательного функционала 

 ( , ) ( , ) (1 ) ( , , , )I II x u I x u J x u x u     , 

где   [0, 1] – скалярный параметр. В этих работах функционал 

J(xI, uI, x, u) задается в следующем виде: 

–  в методе сильного улучшения: 

(2) 
1

0

1 1

1
( , , , ) [ ( )] ( ) ,

2

t
I I

t

J x u x u x E xdt x t E x t
 

       
 
 
  

–  в методе слабого улучшения: 

(3) 
1

0

1 1

1
( , , , ) [ ( )] ( ) ,

2

t
I I

t

J x u x u u E udt x t E x t
 

       
 
 
  

где E – единичная матрица соответствующей размерности (mm 

или nn), x = x – xI(t),  u = u – uI(t). Введенный параметр  

служит средством регулирования близости соседних процессов 

(xI, uI) и (xII, uII), и от правильного выбора значения этого пара-

метра зависит успешность итерации. В реальных прикладных 

задачах нередко степень влияния разных компонент вектора 

управления на весь процесс существенно отличается, кроме 

того, могут на порядки отличаться и масштабы различных 

компонент управления и состояния. Поэтому имеет смысл в 

формулах (2) и (3) заменить единичные матрицы на диагональ-
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ные, элементы которых выполняют роль весовых коэффициен-

тов. Тогда функционал J(xI, uI, x, u) примет вид 

–  в методе сильного улучшения: 

(4) 
1

0

. 1 1

1
( , , , ) [ ( )] ( ) ,

2

t
I I

t

J x u x u x xdt x t x t   
 

       
 
 
   

–  в методе слабого улучшения: 

(5) 
1

0

. 1 1

1
( , , , ) [ ( )] ( ) ,

2

t
I I

t

J x u x u u udt x t x t   
 

       
 
 
   

где  – диагональная матрица размерности n  n (или m  m) с 

положительными элементами,  – диагональная матрица раз-

мерности n  n с неотрицательными элементами. 

Алгоритмы сильного и слабого улучшения второго порядка, 

описанные в работе [1], с учетом того, что функционал 

J(xI, uI, x, u) задается формулой (4) или (5), имеют вид: 

 

Алгоритм сильного улучшения. 

1.  Задаем управление uI(t), из системы (1) находим xI(t).  

2.  Задаем значения параметров:  =  I,  =  I,  =  I. 
3.  При этих значениях параметров из системы 

 ( )x

d
H

dt
  

 


   H H , 

(6) (1 )xx x x
d
dt

   
  

            Η Η Η Η , 

 1 1( ) ( ( ))I
xt F x t   , 

 1 1( ) ( ( )) (1 )I
xxt F x t        

вычисляем (t) и (t). 

Здесь (t) – n-вектор, (t) – n  n-симметрическая матрица,  

 0( , , , ) ( , , ) ( , , )H t x p u p f t x u f t x u   ,  

 ( , , ) max ( , , , )
u U

t x p H t x p u 


Η , 

p – n-вектор, все производные функции H  вычисляются в точке 

(t, xI(t), (t)), производная H – в точке (t, xI(t), (t), uI(t)). 

4.  Из системы  
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 0 0( , , ( , , )), ( )dx f t x u t x p x t x
dt

  , 

где  

 ( , , ) ( , , , )
u U

u t x p arg max H t x p u


 , 

 ( ) ( ) , ( )Ip t t x x x x t       ,  

вычисляем xII(t). 

5.  Находим   

 ( ) ( , ( ), ( ) ( )( ( ) ( )))II II II Iu t u t x t t t x t x t    . 

6.  Если I(xII, uII)  I(xI, uI), то изменяем значения параметров 

, ,  и повторяем процесс с пункта 3. 

 

Алгоритм слабого улучшения. 

1.  Задаем управление uI(t), из системы (1) находим xI(t). 

2.  Задаем значения параметров:  = I,  = I,  = I. 

3.  При этих значениях параметров из системы 

 
1( )( (1 ) )x xu u uu u

d
H H H H H

dt
    




         , 

(7) 
1

( )

( (1 ) ) ( )

xx x x xu u

uu ux u

d H H H H H
dt

H H H

    
  

  


   

  

      

   

, 

 1 1( ) ( ( ))I
xt F x t   , 

 1 1( ) ( ( )) (1 )I
xxt F x t        

вычисляем (t) и (t). В системе (7) производные функции H 

вычисляются в точке (t, xI(t), (t), uI(t)). 

4.  Из системы  

 0 0( , , ), ( )dx f t x u x t x
dt

  , 

где  ( , )Iu u u t x   , 

 
1( , ) ( (1 ) ) [ ( ) ]uu u u uxu t x H H H H x   

           ,  

 ( )Ix x x t   , 

вычисляем xII(t). 

5.  Находим   
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 ( ) ( ) ( , )II I II Iu t u t u t x x   . 

6.  Если I(xII, uII)  I(xI, uI), то изменяем значения параметров 

, ,  и повторяем процесс с пункта 3. 

3. Управление параметрами алгоритма 

В вышеприведенных алгоритмах от выбранных значений , 

,  зависит весь ход итерационного процесса: существование 

решения системы (6) или (7) на всем отрезке [t0, t1], успешность 

итерации (т.е. удалось ли улучшить функционал), глубина 

улучшения функционала на итерации и, следовательно, необхо-

димое количество итераций. Сформулируем задачу управления 

выбором параметров алгоритма: имеется элемент (xI(t), uI(t)), 

требуется найти такие значения параметров , , , чтобы 

найденные при этих значениях новые траектория и управление 

были наилучшими (в смысле наименьшего значения функцио-

нала). 

Для решения сформулированной задачи рассмотрим задачу 

оптимального управления, решаемую с помощью алгоритма 

улучшения, как задачу с векторным параметром a, где a = (, 1, 

2, …, n(или m), 1, 2, …, n). После выполнения пунктов 1–5 

алгоритма сильного или слабого улучшения получаем: 

решается система  

 0 0( , , ( , , )), ( )dx f t x u t x a x t x
dt

  ; 

находятся xII и uII = ũ(t, xII, a); 

вычисляется значение функционала 

 
1

0

0
1( , ) ( ( )) ( , , ( , , ))

t
II II II II II

t

I x u F x t f t x u t x a dt   . 

Введем обозначения: 

 ( , , ( , , )) ( , , )f t x u t x a g t x a , 0 0( , , ( , , )) ( , , )f t x u t x a g t x a . 

Тогда получаем следующую задачу: 

требуется минимизировать функционал 

 
1

0

0
1( ) ( , ) ( ( )) ( , , )

t

t

a I x a F x t g t x a dt   J , 
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где x(t) – непрерывные и кусочно-дифференцируемые функции, 

удовлетворяющие на [t0, t1] системе дифференциальных уравне-

ний  

 0 0( , , ), ( )dx g t x a x t x
dt

  , 

a – параметр-вектор размерности 2n + 1 (или m + n + 1). 

Полученная задача, с одной стороны, является задачей ко-

нечномерной минимизации, а с другой стороны, ее можно рас-

сматривать как частный случай задачи оптимального управле-

ния с параметром, описанной, например, в работе [1]. 

Следовательно, для решения этой задачи можно применить 

градиентные схемы, а для нахождения необходимых производ-

ных функционала по компонентам параметра a можно восполь-

зоваться формулами для производных функционала по парамет-

ру, выведенными в работе [1]. 

В результате получаются следующие выражения для J, Ji 

и Jj при  = I,  =  I,  =  I. 

В алгоритме сильного улучшения: 

(8) 

1

0

1

( , , , ) ( , , ( ), )

( , , ( ), ) ;

t
II II II II I II

u uu

t

II II I II
u

H t x u H t x x x u

H t x x x u dt




 

  

 


       

  

J
 

(9) 

1

0

1

0

( , , , ) ( , , ( ), )

( , , ( ), ) ,

i

i i

t
II II II II I II

u uu

t

II II I II
u

H t x u H t x x x u

H t x x x u dt




 

  

 


       

  

J
 

 1, ...,i n ; 

(10) 

1

0

1

0

( , , , ) ( , , ( ), )

( , , ( ), ) ,

j

j j

t
II II II II I II

u uu

t

II II I II
u

H t x u H t x x x u

H t x x x u dt




 

  

 


       

 

J
 

 1, ...,j n .  

В алгоритме слабого улучшения: 
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1

0

1

( , , , ) (1 )
t

II II I I
u uu

t

H t x u H
   


       J  

(11) 

1

1

( , , , ) (1 )

( )( ) (1 )

( , , , ) (

I I I I I
uu uu

II I I I
u u ux uu

I I
u u

H t x u H

H H H x x H

H t x u H




   



  

   

  

 





           

             

  

 ( , , , ))( ) ;I I II I
uxH t x u x x dt     

 
1

0

1

( , , ( ), ) (1 )
i

t
II II I I

u uu

t

H t x t u H
   


       J  

(12) 

1
0

1

0

( , , , ) (1 ) (1 )

( )( ) (1 )

( , , , ) (

i

i i

I I I I I
uu i uu

II I I I
u u ux uu

I I
u u

H t x u E H

H H H x x H

H t x u H




   



  

   

  

 





           

             

  

 

 0 ( , , , ))( ) , 1, .
i

I I II I
uxH t x u x x dt i m   

 

 
1

0

1

( , , ( ), ) (1 )
j

t
II II I I

u uu

t

H t x t u H
   


       J  

(13) 

1
0

1

0

( , , , ) (1 )

( )( ) (1 )

( , , , ) (

j

j j

I I I I
uu uu

II I I I
u u ux uu

I I
u u

H t x u H

H H H x x H

H t x u H




   



  

  

  

 





      

             

  


  

 0 ( , , , ))( ) , 1, .
j

I I II I
uxH t x u x x dt j n   


  

В формулах (8)–(13): 

 0( , , , ) ( , , ) ( , , )H t x p u p f t x u f t x u   , 

 0( , , , , ) ( , , ) ( , , )H t x p u p f t x u f t x u     ; 

 0( , , , ) ( , , )H t x p u p f t x u  , 

функция ( )t  находится из системы 
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 1 1( , , , ), ( ) ( ( )),II I II
x x

d
H t x a t F x t

dt


      

где 

 0( , , , ) ( , , ) ( , , ) ,H t x p a p g t x a g t x a   

 ( , , ), 1, ..., ( ), 1, ...,I I I I
i ja i n m j n     ; 

производные функции H, аргументы которых опущены, вычис-

ляются в точке (t, xI(t), (t), uI(t)); Ẽi – квадратная матрица m  m, 

у которой элемент eii = 1, а все остальные элементы равны нулю. 

В формулах (8)–(10) функции (t) и (t) находятся из си-

стемы (6) при  = I,  =  I,  =  I, а в формулах (11)–(13) функ-

ции (t) и (t) находятся из системы (7). Функции  

( ), ( ), ( ), ( ), ( ), ( )
i i j j

t t t t t t            находятся из систем, 

полученных дифференцированием системы (6) (или систе-

мы (7)) по , i, j, соответственно. Эти системы имеют следую-

щий вид. 

В методе сильного улучшения: 

 
( )

( ),

x x
d H
dt

   
      

 
  

  

 

     

 

Η Η Η

Η Η
 

(14) 
[ ] [

] [ ]

xx xx x x

x x x x

d
dt

   
       

    
         

    

     

      

     

Η Η Η Η

Η Η Η Η Η
 

 [ ]  
          H H Η , 

 1 1( ) ( ( ))I
xt F x t   , 

 1 1( ) ( ( ))I
xxt F x t    . 

 

 ( ) ,
i i i ix

d H
dt

   
               Η Η Η  

(15) 
(1 )

i i i

i i

xx i x

x x

d E
dt

 
    

 
    

   

   

     

  

Η Η

Η Η
 

 
i i i ix

   
                 Η Η Η Η , 
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 1 1( ) ( ( )) 0
i i

I
xt F x t     , 

 1( ) 0
i

t  . 

 

 ( ) ,
j j j jx

d H
dt

   
               Η Η Η  

(16) 
j j j j

j j

xx x x

x x

d
dt

  
       

 
   

    

  

    

  

Η Η Η

Η Η
 

 
j j j

  
             Η Η Η ,  

 1( ) 0
j

t  , 

 1( ) (1 )
j jt E    . 

 

В методе слабого улучшения: 

 

1

1

1

( , , , ) [ ( , , , ) ]

[ (1 ) ] [ ]

[ (1 ) ] [ ( , , , ) ]

[ (1 ) ] [ ]

I I I I
x xu u

uu u xu u

I I
uu uu

uu u xu u

d H t x u H t x u H
dt

H H H H

H H t x u

H H H H


    

   





   


   

  

   

  







    

      

     

      
 

 1[ (1 ) ] ( , , , )I I
uu uH H t x u

      , 

(17) 
1

1

( , , , )

[ ( , , , ) ] [ (1 ) ]

[ ] [ ] [ (1 ) ]

I I
xx x x

I I
xu u uu

ux u xu u uu

d H t x u H H
dt

H t x u H H

H H H H H

 
     

 
  

    
 

   

   

   





    

     

       

 

 

1

1

[ ( , , , ) ] [ (1 ) ]

[ ] [ ] [ (1 ) ]

I I
uu uu

ux u xu u uu

H t x u H

H H H H H




    
 

   

   





     

       
 

 [ ( , , , ) ]I I
ux uH t x u H

     , 

 1 1( ) ( ( ))I
xt F x t   , 

 1 1( ) ( ( ))I
xxt F x t    . 
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0

1 1

( , , , ) [ ( , , , ) ]

[ (1 ) ] [ ] [ (1 ) ]

i i i i

I I I I
xu u

uu u xu u uu
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H H H H H
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i

t   

 

0 0

1 1

0 1

( , , , ) [ ( , , , ) ]

[ (1 ) ] [ ] [ (1 ) ]

( , , , ) [ (1 ) ]

j j j j

j

I I I I
x xu u

uu u xu u uu

I I
uu uu u

d H t x u H t x u H
dt

H H H H H

H t x u H H
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 1( ) 0
j

t  , 

 1( ) (1 )
j jt E    . 

В системах (14)–(19) выражение H
xx понимается как 

матрица размерности n  n, элементами aij которой являются 

суммы  

 
1

i j k

n
k

ij x x
k

a 







 


Η ; 

аналогичным образом понимаются выражения H
x, 

H
x, H

; матрица Ẽi (Ẽj) – квадратная матрица nn, 

у которой элемент eii = 1 (ejj = 1), а все остальные элементы 

равны нулю; все производные функции H  вычисляются в точке 

(t, xI, ); производные функции H, аргументы которых опуще-

ны, вычисляются в точке (t, xI, , uI). 

Чтобы, решая полученную задачу минимизации, не инте-

грировать заново систему (6) (или систему (7)) при каждом 

изменении значений параметров, можно вычислять функции 

(t) и (t) приблизительно, разложив их в ряды Тейлора по 

параметрам в окрестности точки (I, I, I): 

(20) 
( )

1

1

( , , , ) ( , , , ) ( , , , )

( ) ( , , , )( )

( , , , )( ),

i

j

II II II I I I I I I

n m
II I I I I II I

i i
i

n
I I I II I

j j
j

t t t

t

t







           

       

     





  

    

 





 

(21) 
( )

1

1

( , , , ) ( , , , ) ( , , , )

( ) ( , , , )( )

( , , , )( ).

i

j

II II II I I I I I I

n m
II I I I I II I

i i
i

n
I I I II I

j j
j

t t t

t

t







           

       

     





  

    

 





 

Изложенный подход позволяет создать модифицированные 

алгоритмы сильного и слабого улучшения второго порядка, в 

которых организован поиск наилучших значений параметров на 

каждой итерации. 
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Модифицированный алгоритм сильного улучшения. 

1.  Задаем управление uI(t), из системы (1) находим xI(t).  

2.  Задаем значения параметров:  =  I,  =  I,  =  I.  

3.  Из системы (6) при  I,  I,  I вычисляем (t) и (t). 

4.  Из системы  

 0 0( , , ( , , )), ( )dx f t x u t x p x t x
dt

  , 

где  

 ( , , ) ( , , , )
u U

u t x p arg max H t x p u


 , 

 ( ) ( ) , ( )Ip t t x x x x t       ,  

вычисляем xII(t).  

5.  Находим   

 ( ) ( , ( ), ( ) ( )( ( ) ( )))II II II Iu t u t x t t t x t x t    .  

6.  Вычисляем J, Ji
 и Jj в точке ( I,  I,  I) по формулам (8)–

(10), при этом производные ψ и σ по параметрам находятся из 

систем (14)–(16).  

Задаем 

 , , , , 1,2,...,
i j

II I II I II I
i i j j i j n                J J J ,  

где  – скалярный параметр. Переходим к решению одномерной 

задачи минимизации функционала J(II,  II,  II) по переменной 

 . Функции (t) и (t) при  = II,  =  II,  = II вычисляем по 

формулам (20)–(21). 

7.  Находим u  при II,  II,  II, (t, II,  II,  II), 

(t, II,  II,  II), а затем заново вычисляем xII(t) и uII(t). 

 

Модифицированный алгоритм слабого улучшения. 

1.  Задаем управление uI(t), из системы (1) находим xI(t).  

2.  Задаем значения параметров:  =  I,  =  I,  =  I.  

3.  Из системы (7) при  I,  I,  I вычисляем (t) и (t). 

4.  Из системы  

 0 0( , , ), ( )dx f t x u x t x
dt

  , 

где  
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 ( , )Iu u u t x   ,  

 
1( , ) ( (1 ) ) [ ( ) ]uu u u uxu t x H H H H x   

           ,  

 ( )Ix x x t   , 

вычисляем  xII(t). 

5.  Находим  

 ( ) ( ) ( , )II I II Iu t u t u t x x   . 

6.  Вычисляем J, Ji
 и Jj в точке (I,  I,  I) по формулам 

(11)–(13), при этом производные ψ и σ по параметрам находятся 

из систем (17)–(19). 

Задаем  

 
, , 1,2,..., ,

, 1,2,..., ,

i

j

II I II I
i i

II I
j j

i m

j n

 



     

  

    

  

J J

J
 

где  – скалярный параметр. Переходим к решению одномерной 

задачи минимизации функционала J(II,  II,  II) по переменной 

 . Функции (t) и (t) при  =  II,  =  II,  =  II вычисляем по 

формулам (20)–(21). 

7.  Находим u  при II,  II,  II, (t, II,  II,  II), 

(t, II,  II,  II), а затем заново вычисляем xII(t) и uII(t). 

 

В вышеизложенных модифицированных алгоритмах преду-

смотрена возможность управлять всеми параметрами. Однако 

влияние параметров на эффективность работы алгоритма не-

одинаковое. В каждой реальной задаче можно выбирать свое 

подмножество параметров для управления. Нередко бывает 

достаточно управлять только скалярным параметром . Если в 

модифицированном алгоритме слабого улучшения значения 

параметров  и  зафиксировать (не управлять ими), причем 

задать матрицу  нулевой, а параметру  в начале алгоритма 

присваивать нулевое значение, то имеют место результаты, 

значительно упрощающие вычисления на этапах алгоритма [2]. 

Таким образом, получаем новый алгоритм слабого улучшения 

второго порядка. 
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Алгоритм с start = 0 

 

1.  Задается управление uI(t), из системы (1) находится xI(t).  

2.  Задаются параметры I = 0 и  =  I  > 0. 

3.  Из системы  

(22) 

1 1

1 1

( , , , ),

( , , , ) ( , , , )

( , , , ) ,

( ) ( ( )) ,

( ) ( ( )) ;

I I
x

I I I I
xx x

I I
x

I
x

I
xx

d H t x u
dt

d H t x u H t x u
dt

H t x u

t F x t

t F x t

 

   

 





 

   

 





 

   



 

 

 

находятся  (t, 0) и (t, 0). 

4.  По формуле 

 
1

0

1(0, ) ( , , , ) ( ) ( , , , )
t

I I I I I I
u u

t

H t x u H t x u dt        J  

вычисляется J(0,  I). 

5.  Задается   (0, 1]. 

6.  Находится значение  II как решение задачи одномерной 

минимизации функционала J по параметру . При этом функции 

(t, ) и (t, ) находятся по приближенным формулам: 

 ( , ) ( ,0) , ( , ) ( ,0)t t t t            . 

7.  Из системы  

 0 0( , , ), ( )dx f t x u x t x
dt

  , 

где  

 ( , , , )I II Iu u u t x     ,  

 

1( , , , ) ( (1 ) )

[ ( ( , ) ) ],

II I II I
uu

II
u u ux

u t x H

H H t H x



  


   

 






     

  
 

 Ix x x   , 

вычисляется xII(t), а затем находится 

 ( ) ( ) ( , , , ).II I II I II Iu t u t u t x x      
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Производные функции H вычисляются в точке 

(t, xI, (t, II), uI, II). 

 

Итерация этого алгоритма менее трудоемка не только по 

сравнению с итерацией модифицированного алгоритма слабого 

улучшения, но и по сравнению с итерацией исходного алгорит-

ма слабого улучшения, потому что векторно-матричная система 

(22) является линейной, в то время как в системе (7) при задан-

ном (t) уравнение на  – это уравнение Риккати. 

Работоспособность и эффективность модифицированных 

алгоритмов были проверены на ряде тестовых примеров, в 

которых осуществлялось управление параметром . Описания 

некоторых из этих примеров и результаты их решения исход-

ными (далее они названы базовыми) и модифицированными 

алгоритмами можно найти в работах [2, 11, 12].  

Приведем здесь два тестовых примера из работы [2], ре-

шенные алгоритмами слабого улучшения. В рассматриваемых 

примерах параметр β был зафиксирован, изменялся только 

параметр α, его начальное значение задавалось одинаковым в 

обоих алгоритмах. В базовом алгоритме начальное значение 

параметра α оставалось таким как задано на всех итерациях до 

тех пор, пока удавалось улучшать функционал. В случае, когда 

улучшить функционал не удавалось, значение параметра α 

уменьшалось на 30%. В модифицированном алгоритме на каж-

дой итерации предпринималась попытка оптимизировать име-

ющееся значение параметра α и выполнить эту и последующие 

итерации с найденным значением данного параметра. Другие 

характеристики алгоритма (шаг интегрирования, точность вы-

числения функционала и т.п.) задавались одинаковыми в обоих 

алгоритмах.  

 



 

Управление большими системами. Выпуск 60 

22 

 

Пример 1. 

 

(0) 1

dx u
dt

x

 

 

, 
1

2 2

0

( , ) ( ( ) ( ))I x u x t u t dt  ,  [0,1]t . 

Начальное управление uI(t) ≡ 0. 

Результаты вычислений при start = 1, шаге интегрирования 

h = 0,001, точности вычисления функционала ε = 0,001 пред-

ставлены в таблице 1. 

Таблица 1. 
Базовый алгоритм Модифицированный алгоритм 

Н
о

м
ер

 и
те

-

р
ац

и
и

 

З
н

ач
ен

и
е 

п
ар

ам
ет

р
а 

 α
 Значение 

функционала 
Н

о
м

ер
 

 и
те

р
ац

и
и

 

 

З
н

ач
ен

и
е 

п
ар

ам
ет

р
а 

 α
 Значение 

функционала 

0 

1 

— 

1 

1 

0,7335367 

0 

1 

— 

1 

1 

0,7335367 

 

Результаты вычислений при start = 0,7, шаге интегрирова-

ния h = 0,001, точности вычисления функционала ε = 0,001 

представлены в таблице 2. 

Таблица 2. 
Базовый алгоритм Модифицированный алгоритм 

Н
о

м
ер

 

и
те

р
ац

и
и

 

З
н

ач
ен

и
е 

п
ар

ам
ет

р
а 

α
  Значение 

функционала 

Н
о

м
ер

 

 и
те

р
ац

и
и

 

 

З
н

ач
ен

и
е 

п
ар

ам
ет

р
а 

α
  Значение 

функционала 

0 

1 

2 

3 

— 

0,7 

0,7 

0,7 

1 

0,7460582 

0,7360622 

0,7355737 

0 

1 

— 

0,999958 

1 

0,7335368   
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Пример 2. 

 

1
2

2

1

2

(0) 0

(0) 1

dx
x

dt

dx
u

dt

x

x











 

, 
1

2

2

0

( , ) ( ( ) ( ) )I x u u t x t t dt   ,  [0,1]t . 

Начальное управление uI(t) ≡ 0. 

Результаты вычислений при start = 1, шаге интегрирования 

h = 0,001, точности вычисления функционала ε = 0,001 пред-

ставлены в таблице 3. 

Таблица 3. 
Базовый алгоритм Модифицированный алгоритм 

Н
о

м
ер

 и
те

р
а-

ц
и

и
 

З
н

ач
ен

и
е 

п
ар

ам
ет

р
а 

α
  Значение функ-

ционала 

Н
о

м
ер

 

 и
те

р
ац

и
и

 

 

З
н

ач
ен

и
е 

п
ар

ам
ет

р
а 

α
  Значение функци-

онала 

0 

1 

2 

— 

1 

1 

0,3333333 

0,8744572E–16 

0,3455601E–29 

0 

1 

2 

— 

1 

1 

0,3333333 

0,8744572E–16 

0,3455601E–29 

 

Результаты вычислений при start = 0,7, шаге интегрирова-

ния h = 0,001, точности вычисления функционала ε = 0,001 

представлены в таблице 4. 

Тестовые примеры показали, что модифицированные алго-

ритмы оказываются эффективнее базовых в тех случаях, когда 

особенности решаемой задачи оптимального управления (жест-

кость исходной системы, овражность минимизируемого функ-

ционала и др.) приводят к необходимости задавать малые значе-

ния параметра  на первых итерациях. В этих случаях после 

двух-трех итераций первоначальное малое значение параметра 

 чаще всего удается значительно увеличить, ускорив тем са-

мым процесс решения задачи. Иногда уже в конце решения 

задачи оптимального управления снова требуется малое значе-



 

Управление большими системами. Выпуск 60 

24 

 

ние параметра  для более точного вычисления минимума 

функционала. 

Таблица 4. 
Базовый алгоритм Модифицированный алгоритм 

Н
о

м
ер

 и
те

р
а-

ц
и

и
 

З
н

ач
ен

и
е 

п
ар

ам
ет

р
а 

α
  Значение 

функционала 

Н
о

м
ер

 

 и
те

р
ац

и
и

 

 
З

н
ач

ен
и

е 

п
ар

ам
ет

р
а 

α
  Значение 

функционала 

0 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

— 

0,7 

0,7 

0,7 

0,7 

0,7 

0,7 

0,3333333 

0,1068978 

0,03635779 

0,01241163 

0,004239099 

0,001447999 

0,0004946249 

0 

1 

2 

3 

4 

— 

0,85 

0,925 

0,9625 

0,98125 

 

0,3333333 

0,04200113 

0,001860381 

0,2409146E–04 

0,8461745E–07 

 

4. Задача управления эколого-экономической 
моделью 

Вышеизложенные базовые и модифицированные алгорит-

мы сильного и слабого улучшения были применены для реше-

ния задачи управления эколого-экономической моделью. В 

работах [9, 13] описаны различные эколого-экономические 

модели.  

Рассмотрим модель замкнутой системы (отсутствует им-

порт и экспорт продуктов и ресурсов), описывающую совмест-

ную динамику экономики и природных ресурсов 

 p p
dv dZv Av A Bz B Cv p
dt dt

      ,  

 
*( ) p

dr dvK r r Dv D z
dt dt

      , 

где (t)  Rn – вектор потока общественного продукта; 

z(t)  Rm – вектор интенсивности восстановления природных 

ресурсов; Z(t)  Rm – вектор мощностей восстановительных 
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отраслей; p(t)  Rn – вектор конечного непроизводственного 

потребления; r(t)  Rm – вектор, характеризующий состояние 

природных ресурсов; r* – вектор естественного состояния ре-

сурсов; A – матрица прямых затрат на производство продукта; 

Ap – матрица затрат на расширение производства; B – матрица 

затрат на восстановление ресурсов; Bp – матрица затрат на 

расширение мощности восстановления ресурсов; C – матрица, 

отражающая амортизационные затраты; K – матрица естествен-

ного восстановления и взаимного влияния ресурсов;  

D, Dp – матрицы, отражающие расходы ресурсов, связанные с 

текущим производством и его расширением. 

Очевидно, что величина производимого продукта  не мо-

жет быть отрицательной и ограничена сверху некоторой вели-

чиной V (мощности производства), обусловленной объемом 

основных фондов и численностью промышленно-

производственного персонала, т.е. выполняются ограничения: 

0    V;  V  0. Аналогично, интенсивность экзогенного (по 

отношению к природной среде) восстановления природных 

ресурсов не может превышать мощности восстановительных 

отраслей: 0  z  Z; Z  0. Кроме того, сильное отклонение со-

стояния природных ресурсов от естественного может привести к 

необратимым для природы последствиям (если это загрязнения) 

или к невозможности продолжения производственной деятель-

ности (если это запасы полезных ископаемых, сырья). Поэтому 

необходимо ограничить величину этого отклонения: 

Rmin  r  Rmax. 

Ставится задача о поиске режима поведения эколого-

экономической системы, соответствующего минимуму функци-

онала полезности  

 
1

0

2
*

1 2( ) ( )
t

t

t

I r t r p t e dt        
  
 . 

Первое слагаемое под знаком интеграла характеризует сте-

пень отклонения ресурсов от естественного состояния, а вто-

рое – потребление. Величина 1  0 и вектор 2  0 – весовые 

коэффициенты, e- t  – функция, отражающая дисконтирование. 

Сделаем предположения: 
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1.  v(t) и r(t) – скалярные величины (т.е. однопродуктовая, 

одноресурсная модель); 

2.  v = V, z = Z (производство и восстановление идут на пол-

ную мощность); 

3.  C = 0 (амортизационные затраты включены в прямые). 

Поставим задачу оптимального управления следующим об-

разом. Будем управлять интенсивностью изменения мощностей 

восстановительных отраслей Ż(t) и конечным потреблением p, 

т.е. Ż(t) = u1, p = u2. В результате сделанных предположений и 

введенных обозначений модель примет вид: 

 

1

1 2

*

,

[(1 ) ]/ ,

( ) .

p p

p

dz
u

dt

dv A v Bz B u u A
dt

dr dvK r r Dv D z
dt dt



    

     

 

Добавим в функционал несколько слагаемых, имеющих 

значение штрафов за нарушение ограничений: 

(min{0; z})4 – штраф за нарушение условия z  0; 

(min{0; v})4 – штраф за нарушение условия v  0; 

(v – V)2 – штраф за нарушение условия v = V; 

(min{0; r – Rmin})4 – штраф за нарушение условия r  Rmin. 

Кроме того, для регуляризации задачи добавим еще два 

слагаемых: s1(u1)2 и s2(u2)2. Зададим отрезок времени [t0, t1] и 

начальные значения z(t0), v(t0), r(t0). 

Таким образом, получаем задачу оптимального управления 

со свободным правым концом: 

 

1
1

2
2 1 1 2

*3 2
3 2 1

0 0 0
1 1 2 2 3 3

,

[ ]/ ,

( ) ,

(0) , (0) , (0) ,

p p

p

dx
u

dt

dx
Ax Bx B u u A

dt

dx dx
K x r Dx D x

dt dt

x x x x x x
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1

4 4* 2
1 3 2 1 2

0

( ( ) ) min{0; } min{0; }tI x t r u e x x        


 

  
42 2 2

2 3 min 1 1 2 2( ) min{0;( } ( ) ( )x V x R s u s u dt     


, 

 2
0 1( ) , [ , ]u t R t t t  . 

Данная задача решалась при следующих исходных данных: 

 начальный момент времени t0 = 0, конечный момент време-

ни t1 = 1; 

 коэффициенты в уравнениях и функционале являются кон-

стантами и имеют следующие значения:  

 
*

min0,44; 1,5; 1; 10; 0,005; 1,6; 0,5;pA r V B D B R         

 1 1 20,001; 1,1; 0,1; 0,5; 0,02; 1; 1;p pD A K s s         

 начальные значения вектора состояния 

 0 0 0
1 2 30,1, 1, 1x x x   . 

Рассматривались различные варианты начального управле-

ния и предположений на задачу. Заданное управление и соот-

ветствующую ему траекторию будем называть сценарием. 

1.  Пусть планируется небольшой постоянный прирост 

мощностей восстановительной отрасли и постоянное непроиз-

водственное потребление, т.е. начальное управление u1
I(t)  0,1, 

u2
I(t)  0,1. Такое управление приведет к следующему состоя-

нию эколого-экономической системы (опорный процесс): 

 экзогенное восстановление природного ресурса неуклонно 

возрастает на рассматриваемом отрезке времени (от 0,1 до 0,2); 

 производство общественного продукта резко уменьшается 

вплоть до отрицательных значений в конце периода; 

 состояние природного ресурса улучшается (увеличение от 

1 до 1,2), однако естественного уровня не достигает. 

На рис. 1–5 представлены графики опорного и полученного в 

результате вычислений оптимального процессов. 
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Рис. 1. Первая компонента вектора управления 

 

Рис. 2. Вторая компонента вектора управления 

Рис. 1 
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Рис. 3. Первая компонента вектора состояния 

 

Рис. 4. Вторая компонента вектора состояния 
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Рис. 5. Третья компонента вектора состояния 

Оптимальный процесс. 

При заданных исходных условиях естественное восстанов-

ление природного ресурса протекает достаточно интенсивно, 

поэтому мощности восстановительной отрасли следует сворачи-

вать (величина изменения мощности отрицательная и принима-

ет значения на отрезке [0, 1] от –0,32 до –10–4). Непроизвод-

ственное потребление, наоборот, надо увеличивать (от 0,447 до 

0,49). Такое управление приведет к следующему состоянию 

эколого-экономической системы: 

 экзогенное восстановление ресурса прекратится, а в конце 

рассматриваемого периода начнется дополнительное потребле-

ние ресурса; 

 производство общественного продукта будет оставаться 

приблизительно на одном уровне; 

 состояние ресурса немного улучшится (увеличение с 1 до 

1,05), хотя и не достигнет естественного уровня.  

Итерационный процесс улучшения функционала отражен в 

следующих таблицах: результаты решения данной задачи алго-

ритмами слабого улучшения при start = 1 – в таблице 5, при 

start = 0,7 – в таблице 6; результаты решения данной задачи 

Рис. 3 

Рис. 4 

Рис. 5 
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алгоритмами сильного улучшения при start = 1 – в таблице 7, 

при start = 0,7 – в таблице 8. 

Таблица 5.  

Базовый алгоритм 

слабого улучшения 

Модифицированный алгоритм 

слабого улучшения 

Н
о

м
ер

 

 и
те

р
ац

и
и

 

З
н

ач
ен

и
е 

п
ар

ам
ет

р
а 

 α
 Значение 

функционала 

Н
о

м
ер

 

и
те

р
ац

и
и

 

З
н

ач
ен

и
е 

п
ар

ам
ет

р
а 

 α
 Значение 

функционала 

0 

1 

2 

3 

— 

1 

1 

1 

0,53700 

–0,095142 

–0,11308 

–0,11309 

0 

1 

2 

3 

— 

1 

0,9926 

0,1799 

0,53700 

–0,095142 

–0,11309 

–0,11311 

 

Таблица 6.  

Базовый алгоритм 

слабого улучшения 

Модифицированный алгоритм 

слабого улучшения 

Н
о

м
ер

 

 и
те

р
ац

и
и

 

З
н

ач
ен

и
е
 

 п
ар

ам
ет

р
а 

 α
 Значение 

функционала 

Н
о

м
ер

 

 и
те

р
ац

и
и

 

 
З

н
ач
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и

е
 

 п
ар

ам
ет

р
а 

 α
 Значение 

функционала 

0 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

— 

0,7 

0,7 

0,7 

0,7 

0,7 

0,7 

0,53700 

0,019446 

–0,077500 

–0,10304 

–0,11021 

–0,11225 

–0,11284 

0 

1 

2 

3 

— 

0,85 

0,99997 

0,99997 

0,53700 

–0,039682 

–0,11306 

–0,11309 
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Таблица 7. 

Базовый алгоритм 

сильного улучшения 

Модифицированный алгоритм 

сильного улучшения 

Н
о

м
ер

 

 и
те

р
ац

и
и

 

З
н

ач
ен

и
е
 

 п
ар

ам
ет

р
а 

α
  Значение 

функционала 

Н
о

м
ер

 

 и
те

р
ац

и
и

 

 

З
н

ач
ен

и
е
 

 п
ар

ам
ет

р
а 

α
  Значение 

функционала 

0 

1 

2 

3 

— 

1 

1 

1 

0,53700 

–0,095142 

–0,11308 

–0,11309 

0 

1 

2 

3 

— 

1 

0,998 

0,998 

0,53700 

–0,095142 

–0,11308 

–0,11309  

 

Таблица 8.  

Базовый алгоритм 

сильного улучшения 

Модифицированный алгоритм 

сильного улучшения 

Н
о

м
ер

 

 и
те

р
ац

и
и

 

З
н

ач
ен

и
е
 

 п
ар
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ет

р
а 

α
  

Значение 

функционала 

Н
о

м
ер

 

 и
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р
ац

и
и

 

 

З
н

ач
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и
е
 

 п
ар

ам
ет

р
а 

α
  

Значение 

 функционала 

0 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

— 

0,7 

0,7 

0,7 

0,7 

0,7 

0,7 

0,53700 

–0,0013480 

–0,088013 

–0,10732 

–0,11173 

–0,11276 

–0,11301 

0 

1 

2 

3 

— 

0,85 

0,962 

0,962 

0,53700 

–0,048189 

–0,11297 

–0,11308 

 

2.  Добавим в функционал штраф за нарушение условия 

Ż(t)  0, чтобы постараться не уменьшать мощности восстанови-

тельной отрасли. В этом случае функционал примет вид 

  
1

4* 2
1 3 2 1

0

( ( ) ) min{0; }tI x t r u e x       
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44 2

2 2 3 minmin{0; } ( ) min{0;( }x x V x R     

  
42 2

1 1 2 2 1( ) ( ) min{0; }s u s u u dt  


. 

Результаты вычислений показали, что введение дополни-

тельного штрафа не привело к выполнению условия Ż(t)  0. 

Полученный в ходе решения задачи оптимальный процесс 

практически такой же, как и в первом случае, лишь немного 

уменьшились по абсолютной величине значения первой компо-

ненты вектора управления. 

3.  Вместо введения штрафа за нарушение условия Ż(t)  0 

запланируем следующий режим изменения мощности восстано-

вительной отрасли: Ż(t)=0,01z. Тогда управляемая система и 

функционал примут вид 

 

1
1

2
2 1 1 1

*3 2
3 2 1

0 0 0
1 1 2 2 3 3

0,01 ,

[ 0,01 ]/ ,

( ) ,

(0) , (0) , (0) ,

p p

p

dx
x

dt

dx
Ax Bx B x u A

dt

dx dx
K x r Dx D x

dt dt

x x x x x x



    

     

  

 

    
1

4 4* 2
1 3 1 1 2

0

( ( ) ) min{0; } min{0; }tI x t r u e x x        


 

  
42 2

2 3 min 1 1( ) min{0;( } ( )x V x R s u dt    


. 

Управлять теперь будем только непроизводственным по-

треблением, т.е. p = u1, и пусть начальное управление u1
I(t)  0,1. 

На рис. 6–9 представлены графики опорного и полученного 

в результате вычислений оптимального процессов. 
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Рис. 6. Управление 

 

Рис. 7. Первая компонента вектора состояния 

Рис. 6 
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Рис. 8. Вторая компонента вектора состояния 

 

Рис. 9. Третья компонента вектора состояния 

В данном случае потребление надо сначала немного 

уменьшить, а затем увеличивать (от 0,06 до 0,49). Однако суще-

ственно повлиять на состояние системы при этом не удается: 

для всех компонент вектора состояния оптимальный процесс 
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близок к опорному процессу (кривые на графиках почти совпа-

дают). Получено лишь небольшое улучшение функционала. 

Итерационный процесс улучшения функционала отражен в 

следующих таблицах: результаты решения данной задачи алго-

ритмами слабого улучшения при start = 1 – в таблице 9, при 

start = 0,7 – в таблице 10; результаты решения данной задачи 

алгоритмами сильного улучшения при start = 1 – в таблице 11, 

при start = 0,7 – в таблице 12. 

Таблица 9.  

Базовый алгоритм 

слабого улучшения 

Модифицированный алгоритм 

слабого улучшения 
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функционала 

0 

1 

2 

— 

1 

1 

0,17018 

0,13655 

0,13654 

0 

1 

2 

— 

0,9708 

0,4757 

0,17018 

0,13654 

0,13653 

 

Таблица 10.  

Базовый алгоритм 

слабого улучшения 

Модифицированный алгоритм 

слабого улучшения 
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 Значение 

функционала 

0 

1 

2 

3 

— 

0,7 

0,7 

0,7 

0,17018 

0,13814 

0,13656 

0,13652 

0 

1 

2 

3 

— 

0,993 

0,17018 

0,13649 
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Таблица 11.  

Базовый алгоритм 

сильного улучшения 

Модифицированный алгоритм 

сильного улучшения 
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0 

1 

2 

— 

1 

1 

0,17018 

0,13655 

0,13654 

0 

1 

2 

— 

1 

1 

0,17018 

0,13655 

0,13654  

 

Таблица 12.  

Базовый алгоритм 

сильного улучшения 

Модифицированный алгоритм 

сильного улучшения 
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0 

1 

2 

— 

0,7 

0,7 

0,17018 

0,13657 

0,13652 

0 

1 

2 

— 

0,7 

0,7271 

0,17018 

0,13657 

0,13640 

 

Данная задача оптимального управления достаточно хоро-

шо решается базовыми алгоритмами при  = 1 на всех итераци-

ях, а в этом случае модифицированные алгоритмы не имеют 

преимуществ перед базовыми по времени вычислений. Мини-

мумы функционала, найденные базовыми и модифицированны-

ми алгоритмами при  = 1 практически совпали. Когда началь-

ное значение параметра задавалось равным 0,7, 

модифицированным алгоритмам для получения решения требо-

валось меньше итераций, чем базовым, при этом минимум 

функционала находился немного точнее. 

Среди рассмотренных сценариев эколого-экономической 

системы наибольшую полезность (соответствующую наимень-
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шему значению функционала) имеет сценарий, при котором 

мощности восстановительной отрасли уменьшаются (например, 

направляются на производство продукции вместо восстановле-

ния ресурса). Это может быть связано с достаточно мощным 

процессом естественного восстановления природного ресурса. 
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