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УДК 517.977 
ББК 22.193 

МЕТОДЫ ВТОРОГО ПОРЯДКА ДЛЯ ЗАДАЧ 
ОПТИМАЛЬНОГО УПРАВЛЕНИЯ 

Батурин В. А.1 

(ФГБУН Институт динамики систем  

и теории управления СО РАН, Иркутск) 

Черемных С. В.2 

(Евразийский лингвистический институт в г. Иркутске 

(филиал ФГБОУ ВПО «Московский государственный 

лингвистический университет»), Иркутск) 
 

Рассматриваются алгоритмы последовательных улучшений, 

эффективность которых существенно зависит от выбора 

значений параметров, задаваемых в алгоритмах. Обсуждается 

задача управления этими параметрами алгоритма. Получены 

модифицированные алгоритмы, в которых на каждой итера-

ции осуществляется автоматический выбор значений пара-

метров. Исходные (базовые) и полученные модифицированные 

алгоритмы применены для решения задачи оптимального 

управления эколого-экономической системой.  

 

Ключевые слова: задача оптимального управления, алгоритм 

улучшения, сильное улучшение, слабое улучшение, пара-

метры алгоритма. 

 

1. Введение 

В настоящее время трудно переоценить значение математи-

ческого моделирования. Многие процессы, имеющие место в 

природе, технике, обществе, описываются (моделируются) 

                                                 
1 Владимир Александрович Батурин, доктор физико-математических 

наук, профессор (rozen@icc.ru). 
2 Светлана Викторовна Черемных, кандидат физико-

математических наук (sv157@rambler.ru). 
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различными уравнениями или системами уравнений: алгебраи-

ческими, разностными, дифференциальными. Человек всегда 

стремился вмешиваться в эти процессы с целью управления 

ими, причем как можно более лучшим образом. Поэтому часто 

математической моделью какой-либо хозяйственной задачи 

является задача оптимального управления, методам решения 

которой и посвящена данная статья. В работе рассматриваются 

алгоритмы последовательных улучшений, предназначенные для 

решения задач оптимального управления со свободным правым 

концом, обсуждается проблема выбора значений параметров 

алгоритма и предлагаются новые алгоритмы.  

2. Задача оптимального управления и алгоритмы 
последовательных улучшений  

Постановка задачи. 

Пусть задана управляемая система дифференциальных 

уравнений на отрезке [t0, t1]:  

(1) 0 0( , , ), ( )dx f t x u x t x
dt

  , 

где состояние x(t)  Rn – непрерывная и кусочно-

дифференцируемая вектор-функция, а управление 

u(t)  U  Rm – кусочно-непрерывная вектор-функция. 

Множество пар (x(t), u(t)), удовлетворяющих перечислен-

ным условиям, называется множеством допустимых D. Предпо-

лагается, что D ≠ . 

На множестве D задан функционал 

 
1

0

0
1( , ) ( ( )) ( , , ) .  

t

t

I x u F x t f t x u dt  

Требуется минимизировать функционал I на множестве D, 

т.е. найти такую последовательность {(xs(t), us(t))}  D, чтобы 

выполнялось ( , ) infs s
D

I x u I  при s → ∞. 

Поскольку в дальнейшем пойдет речь об алгоритмах второ-

го порядка, то на функции f, f 0, F накладывается условие, что 

они дважды дифференцируемы. 
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Поиск состояния x(t) и управления u(t), минимизирующих 

заданный функционал, осуществляется с помощью итерацион-

ной процедуры, в которой на каждом шаге решается задача 

улучшения: заданы начальные значения xI(t) и uI(t), требуется 

найти новые состояние xII(t) и управление uII(t) такие, что вы-

полняется I(xII, uII) < I(xI, uI). 

Для поставленной задачи разработана группа приближен-

ных методов, основанных на принципе расширения. В работах 

[1, 3–8, 10, 14, 15, 16] описаны методы сильного и слабого 

улучшения для данной задачи и получены соответствующие 

алгоритмы. При выводе этих алгоритмов применен метод лока-

лизации, например, в [1, 10] конструируется положительно 

определенный функционал J(xI, uI, x, u), имеющий смысл штра-

фа за отклонение от опорной траектории, а затем задача улуч-

шения исходного функционала сводится к задаче улучшения 

вспомогательного функционала 

 ( , ) ( , ) (1 ) ( , , , )I II x u I x u J x u x u     , 

где   [0, 1] – скалярный параметр. В этих работах функционал 

J(xI, uI, x, u) задается в следующем виде: 

–  в методе сильного улучшения: 

(2) 
1

0

1 1

1
( , , , ) [ ( )] ( ) ,

2

t
I I

t

J x u x u x E xdt x t E x t
 

       
 
 
  

–  в методе слабого улучшения: 

(3) 
1

0

1 1

1
( , , , ) [ ( )] ( ) ,

2

t
I I

t

J x u x u u E udt x t E x t
 

       
 
 
  

где E – единичная матрица соответствующей размерности (mm 

или nn), x = x – xI(t),  u = u – uI(t). Введенный параметр  

служит средством регулирования близости соседних процессов 

(xI, uI) и (xII, uII), и от правильного выбора значения этого пара-

метра зависит успешность итерации. В реальных прикладных 

задачах нередко степень влияния разных компонент вектора 

управления на весь процесс существенно отличается, кроме 

того, могут на порядки отличаться и масштабы различных 

компонент управления и состояния. Поэтому имеет смысл в 

формулах (2) и (3) заменить единичные матрицы на диагональ-
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ные, элементы которых выполняют роль весовых коэффициен-

тов. Тогда функционал J(xI, uI, x, u) примет вид 

–  в методе сильного улучшения: 

(4) 
1

0

. 1 1

1
( , , , ) [ ( )] ( ) ,

2

t
I I

t

J x u x u x xdt x t x t   
 

       
 
 
   

–  в методе слабого улучшения: 

(5) 
1

0

. 1 1

1
( , , , ) [ ( )] ( ) ,

2

t
I I

t

J x u x u u udt x t x t   
 

       
 
 
   

где  – диагональная матрица размерности n  n (или m  m) с 

положительными элементами,  – диагональная матрица раз-

мерности n  n с неотрицательными элементами. 

Алгоритмы сильного и слабого улучшения второго порядка, 

описанные в работе [1], с учетом того, что функционал 

J(xI, uI, x, u) задается формулой (4) или (5), имеют вид: 

 

Алгоритм сильного улучшения. 

1.  Задаем управление uI(t), из системы (1) находим xI(t).  

2.  Задаем значения параметров:  =  I,  =  I,  =  I. 
3.  При этих значениях параметров из системы 

 ( )x

d
H

dt
  

 


   H H , 

(6) (1 )xx x x
d
dt

   
  

            Η Η Η Η , 

 1 1( ) ( ( ))I
xt F x t   , 

 1 1( ) ( ( )) (1 )I
xxt F x t        

вычисляем (t) и (t). 

Здесь (t) – n-вектор, (t) – n  n-симметрическая матрица,  

 0( , , , ) ( , , ) ( , , )H t x p u p f t x u f t x u   ,  

 ( , , ) max ( , , , )
u U

t x p H t x p u 


Η , 

p – n-вектор, все производные функции H  вычисляются в точке 

(t, xI(t), (t)), производная H – в точке (t, xI(t), (t), uI(t)). 

4.  Из системы  
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 0 0( , , ( , , )), ( )dx f t x u t x p x t x
dt

  , 

где  

 ( , , ) ( , , , )
u U

u t x p arg max H t x p u


 , 

 ( ) ( ) , ( )Ip t t x x x x t       ,  

вычисляем xII(t). 

5.  Находим   

 ( ) ( , ( ), ( ) ( )( ( ) ( )))II II II Iu t u t x t t t x t x t    . 

6.  Если I(xII, uII)  I(xI, uI), то изменяем значения параметров 

, ,  и повторяем процесс с пункта 3. 

 

Алгоритм слабого улучшения. 

1.  Задаем управление uI(t), из системы (1) находим xI(t). 

2.  Задаем значения параметров:  = I,  = I,  = I. 

3.  При этих значениях параметров из системы 

 
1( )( (1 ) )x xu u uu u

d
H H H H H

dt
    




         , 

(7) 
1

( )

( (1 ) ) ( )

xx x x xu u

uu ux u

d H H H H H
dt

H H H

    
  

  


   

  

      

   

, 

 1 1( ) ( ( ))I
xt F x t   , 

 1 1( ) ( ( )) (1 )I
xxt F x t        

вычисляем (t) и (t). В системе (7) производные функции H 

вычисляются в точке (t, xI(t), (t), uI(t)). 

4.  Из системы  

 0 0( , , ), ( )dx f t x u x t x
dt

  , 

где  ( , )Iu u u t x   , 

 
1( , ) ( (1 ) ) [ ( ) ]uu u u uxu t x H H H H x   

           ,  

 ( )Ix x x t   , 

вычисляем xII(t). 

5.  Находим   
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 ( ) ( ) ( , )II I II Iu t u t u t x x   . 

6.  Если I(xII, uII)  I(xI, uI), то изменяем значения параметров 

, ,  и повторяем процесс с пункта 3. 

3. Управление параметрами алгоритма 

В вышеприведенных алгоритмах от выбранных значений , 

,  зависит весь ход итерационного процесса: существование 

решения системы (6) или (7) на всем отрезке [t0, t1], успешность 

итерации (т.е. удалось ли улучшить функционал), глубина 

улучшения функционала на итерации и, следовательно, необхо-

димое количество итераций. Сформулируем задачу управления 

выбором параметров алгоритма: имеется элемент (xI(t), uI(t)), 

требуется найти такие значения параметров , , , чтобы 

найденные при этих значениях новые траектория и управление 

были наилучшими (в смысле наименьшего значения функцио-

нала). 

Для решения сформулированной задачи рассмотрим задачу 

оптимального управления, решаемую с помощью алгоритма 

улучшения, как задачу с векторным параметром a, где a = (, 1, 

2, …, n(или m), 1, 2, …, n). После выполнения пунктов 1–5 

алгоритма сильного или слабого улучшения получаем: 

решается система  

 0 0( , , ( , , )), ( )dx f t x u t x a x t x
dt

  ; 

находятся xII и uII = ũ(t, xII, a); 

вычисляется значение функционала 

 
1

0

0
1( , ) ( ( )) ( , , ( , , ))

t
II II II II II

t

I x u F x t f t x u t x a dt   . 

Введем обозначения: 

 ( , , ( , , )) ( , , )f t x u t x a g t x a , 0 0( , , ( , , )) ( , , )f t x u t x a g t x a . 

Тогда получаем следующую задачу: 

требуется минимизировать функционал 

 
1

0

0
1( ) ( , ) ( ( )) ( , , )

t

t

a I x a F x t g t x a dt   J , 
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где x(t) – непрерывные и кусочно-дифференцируемые функции, 

удовлетворяющие на [t0, t1] системе дифференциальных уравне-

ний  

 0 0( , , ), ( )dx g t x a x t x
dt

  , 

a – параметр-вектор размерности 2n + 1 (или m + n + 1). 

Полученная задача, с одной стороны, является задачей ко-

нечномерной минимизации, а с другой стороны, ее можно рас-

сматривать как частный случай задачи оптимального управле-

ния с параметром, описанной, например, в работе [1]. 

Следовательно, для решения этой задачи можно применить 

градиентные схемы, а для нахождения необходимых производ-

ных функционала по компонентам параметра a можно восполь-

зоваться формулами для производных функционала по парамет-

ру, выведенными в работе [1]. 

В результате получаются следующие выражения для J, Ji 

и Jj при  = I,  =  I,  =  I. 

В алгоритме сильного улучшения: 

(8) 

1

0

1

( , , , ) ( , , ( ), )

( , , ( ), ) ;

t
II II II II I II

u uu

t

II II I II
u

H t x u H t x x x u

H t x x x u dt




 

  

 


       

  

J
 

(9) 

1

0

1

0

( , , , ) ( , , ( ), )

( , , ( ), ) ,

i

i i

t
II II II II I II

u uu

t

II II I II
u

H t x u H t x x x u

H t x x x u dt




 

  

 


       

  

J
 

 1, ...,i n ; 

(10) 

1

0

1

0

( , , , ) ( , , ( ), )

( , , ( ), ) ,

j

j j

t
II II II II I II

u uu

t

II II I II
u

H t x u H t x x x u

H t x x x u dt




 

  

 


       

 

J
 

 1, ...,j n .  

В алгоритме слабого улучшения: 
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1

0

1

( , , , ) (1 )
t

II II I I
u uu

t

H t x u H
   


       J  

(11) 

1

1

( , , , ) (1 )

( )( ) (1 )

( , , , ) (

I I I I I
uu uu

II I I I
u u ux uu

I I
u u

H t x u H

H H H x x H

H t x u H




   



  

   

  

 





           

             

  

 ( , , , ))( ) ;I I II I
uxH t x u x x dt     

 
1

0

1

( , , ( ), ) (1 )
i

t
II II I I

u uu

t

H t x t u H
   


       J  

(12) 

1
0

1

0

( , , , ) (1 ) (1 )

( )( ) (1 )

( , , , ) (

i

i i

I I I I I
uu i uu

II I I I
u u ux uu

I I
u u

H t x u E H

H H H x x H

H t x u H




   



  

   

  

 





           

             

  

 

 0 ( , , , ))( ) , 1, .
i

I I II I
uxH t x u x x dt i m   

 

 
1

0

1

( , , ( ), ) (1 )
j

t
II II I I

u uu

t

H t x t u H
   


       J  

(13) 

1
0

1

0

( , , , ) (1 )

( )( ) (1 )

( , , , ) (

j

j j

I I I I
uu uu

II I I I
u u ux uu

I I
u u

H t x u H

H H H x x H

H t x u H




   



  

  

  

 





      

             

  


  

 0 ( , , , ))( ) , 1, .
j

I I II I
uxH t x u x x dt j n   


  

В формулах (8)–(13): 

 0( , , , ) ( , , ) ( , , )H t x p u p f t x u f t x u   , 

 0( , , , , ) ( , , ) ( , , )H t x p u p f t x u f t x u     ; 

 0( , , , ) ( , , )H t x p u p f t x u  , 

функция ( )t  находится из системы 
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 1 1( , , , ), ( ) ( ( )),II I II
x x

d
H t x a t F x t

dt


      

где 

 0( , , , ) ( , , ) ( , , ) ,H t x p a p g t x a g t x a   

 ( , , ), 1, ..., ( ), 1, ...,I I I I
i ja i n m j n     ; 

производные функции H, аргументы которых опущены, вычис-

ляются в точке (t, xI(t), (t), uI(t)); Ẽi – квадратная матрица m  m, 

у которой элемент eii = 1, а все остальные элементы равны нулю. 

В формулах (8)–(10) функции (t) и (t) находятся из си-

стемы (6) при  = I,  =  I,  =  I, а в формулах (11)–(13) функ-

ции (t) и (t) находятся из системы (7). Функции  

( ), ( ), ( ), ( ), ( ), ( )
i i j j

t t t t t t            находятся из систем, 

полученных дифференцированием системы (6) (или систе-

мы (7)) по , i, j, соответственно. Эти системы имеют следую-

щий вид. 

В методе сильного улучшения: 

 
( )

( ),

x x
d H
dt

   
      

 
  

  

 

     

 

Η Η Η

Η Η
 

(14) 
[ ] [

] [ ]

xx xx x x

x x x x

d
dt

   
       

    
         

    

     

      

     

Η Η Η Η

Η Η Η Η Η
 

 [ ]  
          H H Η , 

 1 1( ) ( ( ))I
xt F x t   , 

 1 1( ) ( ( ))I
xxt F x t    . 

 

 ( ) ,
i i i ix

d H
dt

   
               Η Η Η  

(15) 
(1 )

i i i

i i

xx i x

x x

d E
dt

 
    

 
    

   

   

     

  

Η Η

Η Η
 

 
i i i ix

   
                 Η Η Η Η , 
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 1 1( ) ( ( )) 0
i i

I
xt F x t     , 

 1( ) 0
i

t  . 

 

 ( ) ,
j j j jx

d H
dt

   
               Η Η Η  

(16) 
j j j j

j j

xx x x

x x

d
dt

  
       

 
   

    

  

    

  

Η Η Η

Η Η
 

 
j j j

  
             Η Η Η ,  

 1( ) 0
j

t  , 

 1( ) (1 )
j jt E    . 

 

В методе слабого улучшения: 

 

1

1

1

( , , , ) [ ( , , , ) ]

[ (1 ) ] [ ]

[ (1 ) ] [ ( , , , ) ]

[ (1 ) ] [ ]

I I I I
x xu u

uu u xu u

I I
uu uu

uu u xu u

d H t x u H t x u H
dt

H H H H

H H t x u

H H H H


    

   





   


   

  

   

  







    

      

     

      
 

 1[ (1 ) ] ( , , , )I I
uu uH H t x u

      , 

(17) 
1

1

( , , , )

[ ( , , , ) ] [ (1 ) ]

[ ] [ ] [ (1 ) ]

I I
xx x x

I I
xu u uu

ux u xu u uu

d H t x u H H
dt

H t x u H H

H H H H H

 
     

 
  

    
 

   

   

   





    

     

       

 

 

1

1

[ ( , , , ) ] [ (1 ) ]

[ ] [ ] [ (1 ) ]

I I
uu uu

ux u xu u uu

H t x u H

H H H H H




    
 

   

   





     

       
 

 [ ( , , , ) ]I I
ux uH t x u H

     , 

 1 1( ) ( ( ))I
xt F x t   , 

 1 1( ) ( ( ))I
xxt F x t    . 
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0

1 1

( , , , ) [ ( , , , ) ]

[ (1 ) ] [ ] [ (1 ) ]

i i i i

I I I I
xu u

uu u xu u uu

d H t x u H t x u H
dt

H H H H H


    

    


   

     

    

         

 
0 1[ ( , , , ) (1 ) ] [ (1 ) ]

i

I I

uu i uu u

H t x u E H H 



             

 
1 0[ ] [ (1 ) ] ( , , , )

i

I I

xu u uu uH H H H t x u  

         
. 

(18) 

0

0 1

1

0 1

( , , , )

[ ( , , , ) ] [ (1 ) ]

[ ] [ ] [ (1 ) ]

[ ( , , , ) (1 ) ] [ (1 ) ]

[ ] [

i i i i

i i

i

I I
xx x x

I I
xu u uu

ux u xu u uu

I I
uu i uu

ux u xu u

d H t x u H H
dt

H t x u H H

H H H H H

H t x u E H

H H H H

 
     

 
  

    
 




  
 

   

   

   

   

 







    

     

       

      

    ] 
 

 
1 0[ (1 ) ] [ ( , , , ) ]

i i

I I
uu ux uH H t x u H 

         
. 

 1( ) 0,
i

t   

 1( ) 0.
i

t   

 

0 0

1 1

0 1

( , , , ) [ ( , , , ) ]

[ (1 ) ] [ ] [ (1 ) ]

( , , , ) [ (1 ) ]

j j j j

j

I I I I
x xu u

uu u xu u uu

I I
uu uu u

d H t x u H t x u H
dt

H H H H H

H t x u H H


    

    


 


   

    

  

 



    

         

     

1 0[ ] [ (1 ) ] ( , , , )
j

I I
xu u uu uH H H H t x u  

          . 

 

0

0 1

( , , , )

[ ( , , , ) ] [ (1 ) ]

j j j j

j j

I I
xx x x

I I
xu u uu

d H t x u H H
dt

H t x u H H

 
     

 
  

   

    

    

     
 

(19) 

1

0 1

[ ] [ ] [ (1 ) ]

( , , , ) [ (1 ) ] [ ]
j

ux u xu u uu

I I
uu uu ux u

H H H H H

H t x u H H H

    
 

  
 

   

   





       

      
  

 

1 0[ ] [ (1 ) ] [ ( , , , )

]

j

j

I I
xu u uu ux

u

H H H H t x u

H

  
 


 

   



      


. 
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 1( ) 0
j

t  , 

 1( ) (1 )
j jt E    . 

В системах (14)–(19) выражение H
xx понимается как 

матрица размерности n  n, элементами aij которой являются 

суммы  

 
1

i j k

n
k

ij x x
k

a 







 


Η ; 

аналогичным образом понимаются выражения H
x, 

H
x, H

; матрица Ẽi (Ẽj) – квадратная матрица nn, 

у которой элемент eii = 1 (ejj = 1), а все остальные элементы 

равны нулю; все производные функции H  вычисляются в точке 

(t, xI, ); производные функции H, аргументы которых опуще-

ны, вычисляются в точке (t, xI, , uI). 

Чтобы, решая полученную задачу минимизации, не инте-

грировать заново систему (6) (или систему (7)) при каждом 

изменении значений параметров, можно вычислять функции 

(t) и (t) приблизительно, разложив их в ряды Тейлора по 

параметрам в окрестности точки (I, I, I): 

(20) 
( )

1

1

( , , , ) ( , , , ) ( , , , )

( ) ( , , , )( )

( , , , )( ),

i

j

II II II I I I I I I

n m
II I I I I II I

i i
i

n
I I I II I

j j
j

t t t

t

t







           

       

     





  

    

 





 

(21) 
( )

1

1

( , , , ) ( , , , ) ( , , , )

( ) ( , , , )( )

( , , , )( ).

i

j

II II II I I I I I I

n m
II I I I I II I

i i
i

n
I I I II I

j j
j

t t t

t

t







           

       

     





  

    

 





 

Изложенный подход позволяет создать модифицированные 

алгоритмы сильного и слабого улучшения второго порядка, в 

которых организован поиск наилучших значений параметров на 

каждой итерации. 
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Модифицированный алгоритм сильного улучшения. 

1.  Задаем управление uI(t), из системы (1) находим xI(t).  

2.  Задаем значения параметров:  =  I,  =  I,  =  I.  

3.  Из системы (6) при  I,  I,  I вычисляем (t) и (t). 

4.  Из системы  

 0 0( , , ( , , )), ( )dx f t x u t x p x t x
dt

  , 

где  

 ( , , ) ( , , , )
u U

u t x p arg max H t x p u


 , 

 ( ) ( ) , ( )Ip t t x x x x t       ,  

вычисляем xII(t).  

5.  Находим   

 ( ) ( , ( ), ( ) ( )( ( ) ( )))II II II Iu t u t x t t t x t x t    .  

6.  Вычисляем J, Ji
 и Jj в точке ( I,  I,  I) по формулам (8)–

(10), при этом производные ψ и σ по параметрам находятся из 

систем (14)–(16).  

Задаем 

 , , , , 1,2,...,
i j

II I II I II I
i i j j i j n                J J J ,  

где  – скалярный параметр. Переходим к решению одномерной 

задачи минимизации функционала J(II,  II,  II) по переменной 

 . Функции (t) и (t) при  = II,  =  II,  = II вычисляем по 

формулам (20)–(21). 

7.  Находим u  при II,  II,  II, (t, II,  II,  II), 

(t, II,  II,  II), а затем заново вычисляем xII(t) и uII(t). 

 

Модифицированный алгоритм слабого улучшения. 

1.  Задаем управление uI(t), из системы (1) находим xI(t).  

2.  Задаем значения параметров:  =  I,  =  I,  =  I.  

3.  Из системы (7) при  I,  I,  I вычисляем (t) и (t). 

4.  Из системы  

 0 0( , , ), ( )dx f t x u x t x
dt

  , 

где  
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 ( , )Iu u u t x   ,  

 
1( , ) ( (1 ) ) [ ( ) ]uu u u uxu t x H H H H x   

           ,  

 ( )Ix x x t   , 

вычисляем  xII(t). 

5.  Находим  

 ( ) ( ) ( , )II I II Iu t u t u t x x   . 

6.  Вычисляем J, Ji
 и Jj в точке (I,  I,  I) по формулам 

(11)–(13), при этом производные ψ и σ по параметрам находятся 

из систем (17)–(19). 

Задаем  

 
, , 1,2,..., ,

, 1,2,..., ,

i

j

II I II I
i i

II I
j j

i m

j n

 



     

  

    

  

J J

J
 

где  – скалярный параметр. Переходим к решению одномерной 

задачи минимизации функционала J(II,  II,  II) по переменной 

 . Функции (t) и (t) при  =  II,  =  II,  =  II вычисляем по 

формулам (20)–(21). 

7.  Находим u  при II,  II,  II, (t, II,  II,  II), 

(t, II,  II,  II), а затем заново вычисляем xII(t) и uII(t). 

 

В вышеизложенных модифицированных алгоритмах преду-

смотрена возможность управлять всеми параметрами. Однако 

влияние параметров на эффективность работы алгоритма не-

одинаковое. В каждой реальной задаче можно выбирать свое 

подмножество параметров для управления. Нередко бывает 

достаточно управлять только скалярным параметром . Если в 

модифицированном алгоритме слабого улучшения значения 

параметров  и  зафиксировать (не управлять ими), причем 

задать матрицу  нулевой, а параметру  в начале алгоритма 

присваивать нулевое значение, то имеют место результаты, 

значительно упрощающие вычисления на этапах алгоритма [2]. 

Таким образом, получаем новый алгоритм слабого улучшения 

второго порядка. 
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Алгоритм с start = 0 

 

1.  Задается управление uI(t), из системы (1) находится xI(t).  

2.  Задаются параметры I = 0 и  =  I  > 0. 

3.  Из системы  

(22) 

1 1

1 1

( , , , ),

( , , , ) ( , , , )

( , , , ) ,

( ) ( ( )) ,

( ) ( ( )) ;

I I
x

I I I I
xx x

I I
x

I
x

I
xx

d H t x u
dt

d H t x u H t x u
dt

H t x u

t F x t

t F x t

 

   

 





 

   

 





 

   



 

 

 

находятся  (t, 0) и (t, 0). 

4.  По формуле 

 
1

0

1(0, ) ( , , , ) ( ) ( , , , )
t

I I I I I I
u u

t

H t x u H t x u dt        J  

вычисляется J(0,  I). 

5.  Задается   (0, 1]. 

6.  Находится значение  II как решение задачи одномерной 

минимизации функционала J по параметру . При этом функции 

(t, ) и (t, ) находятся по приближенным формулам: 

 ( , ) ( ,0) , ( , ) ( ,0)t t t t            . 

7.  Из системы  

 0 0( , , ), ( )dx f t x u x t x
dt

  , 

где  

 ( , , , )I II Iu u u t x     ,  

 

1( , , , ) ( (1 ) )

[ ( ( , ) ) ],

II I II I
uu

II
u u ux

u t x H

H H t H x



  


   

 






     

  
 

 Ix x x   , 

вычисляется xII(t), а затем находится 

 ( ) ( ) ( , , , ).II I II I II Iu t u t u t x x      
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Производные функции H вычисляются в точке 

(t, xI, (t, II), uI, II). 

 

Итерация этого алгоритма менее трудоемка не только по 

сравнению с итерацией модифицированного алгоритма слабого 

улучшения, но и по сравнению с итерацией исходного алгорит-

ма слабого улучшения, потому что векторно-матричная система 

(22) является линейной, в то время как в системе (7) при задан-

ном (t) уравнение на  – это уравнение Риккати. 

Работоспособность и эффективность модифицированных 

алгоритмов были проверены на ряде тестовых примеров, в 

которых осуществлялось управление параметром . Описания 

некоторых из этих примеров и результаты их решения исход-

ными (далее они названы базовыми) и модифицированными 

алгоритмами можно найти в работах [2, 11, 12].  

Приведем здесь два тестовых примера из работы [2], ре-

шенные алгоритмами слабого улучшения. В рассматриваемых 

примерах параметр β был зафиксирован, изменялся только 

параметр α, его начальное значение задавалось одинаковым в 

обоих алгоритмах. В базовом алгоритме начальное значение 

параметра α оставалось таким как задано на всех итерациях до 

тех пор, пока удавалось улучшать функционал. В случае, когда 

улучшить функционал не удавалось, значение параметра α 

уменьшалось на 30%. В модифицированном алгоритме на каж-

дой итерации предпринималась попытка оптимизировать име-

ющееся значение параметра α и выполнить эту и последующие 

итерации с найденным значением данного параметра. Другие 

характеристики алгоритма (шаг интегрирования, точность вы-

числения функционала и т.п.) задавались одинаковыми в обоих 

алгоритмах.  
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Пример 1. 

 

(0) 1

dx u
dt

x

 

 

, 
1

2 2

0

( , ) ( ( ) ( ))I x u x t u t dt  ,  [0,1]t . 

Начальное управление uI(t) ≡ 0. 

Результаты вычислений при start = 1, шаге интегрирования 

h = 0,001, точности вычисления функционала ε = 0,001 пред-

ставлены в таблице 1. 

Таблица 1. 
Базовый алгоритм Модифицированный алгоритм 

Н
о

м
ер

 и
те

-

р
ац

и
и

 

З
н

ач
ен

и
е 

п
ар

ам
ет

р
а 

 α
 Значение 

функционала 
Н

о
м

ер
 

 и
те

р
ац

и
и

 

 

З
н

ач
ен

и
е 

п
ар

ам
ет

р
а 

 α
 Значение 

функционала 

0 

1 

— 

1 

1 

0,7335367 

0 

1 

— 

1 

1 

0,7335367 

 

Результаты вычислений при start = 0,7, шаге интегрирова-

ния h = 0,001, точности вычисления функционала ε = 0,001 

представлены в таблице 2. 

Таблица 2. 
Базовый алгоритм Модифицированный алгоритм 

Н
о

м
ер

 

и
те

р
ац

и
и

 

З
н

ач
ен

и
е 

п
ар

ам
ет

р
а 

α
  Значение 

функционала 

Н
о

м
ер

 

 и
те

р
ац

и
и

 

 

З
н

ач
ен

и
е 

п
ар

ам
ет

р
а 

α
  Значение 

функционала 

0 

1 

2 

3 

— 

0,7 

0,7 

0,7 

1 

0,7460582 

0,7360622 

0,7355737 

0 

1 

— 

0,999958 

1 

0,7335368   
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Пример 2. 

 

1
2

2

1

2

(0) 0

(0) 1

dx
x

dt

dx
u

dt

x

x











 

, 
1

2

2

0

( , ) ( ( ) ( ) )I x u u t x t t dt   ,  [0,1]t . 

Начальное управление uI(t) ≡ 0. 

Результаты вычислений при start = 1, шаге интегрирования 

h = 0,001, точности вычисления функционала ε = 0,001 пред-

ставлены в таблице 3. 

Таблица 3. 
Базовый алгоритм Модифицированный алгоритм 

Н
о

м
ер

 и
те

р
а-

ц
и

и
 

З
н

ач
ен

и
е 

п
ар

ам
ет

р
а 

α
  Значение функ-

ционала 

Н
о

м
ер

 

 и
те

р
ац

и
и

 

 

З
н

ач
ен

и
е 

п
ар

ам
ет

р
а 

α
  Значение функци-

онала 

0 

1 

2 

— 

1 

1 

0,3333333 

0,8744572E–16 

0,3455601E–29 

0 

1 

2 

— 

1 

1 

0,3333333 

0,8744572E–16 

0,3455601E–29 

 

Результаты вычислений при start = 0,7, шаге интегрирова-

ния h = 0,001, точности вычисления функционала ε = 0,001 

представлены в таблице 4. 

Тестовые примеры показали, что модифицированные алго-

ритмы оказываются эффективнее базовых в тех случаях, когда 

особенности решаемой задачи оптимального управления (жест-

кость исходной системы, овражность минимизируемого функ-

ционала и др.) приводят к необходимости задавать малые значе-

ния параметра  на первых итерациях. В этих случаях после 

двух-трех итераций первоначальное малое значение параметра 

 чаще всего удается значительно увеличить, ускорив тем са-

мым процесс решения задачи. Иногда уже в конце решения 

задачи оптимального управления снова требуется малое значе-
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ние параметра  для более точного вычисления минимума 

функционала. 

Таблица 4. 
Базовый алгоритм Модифицированный алгоритм 

Н
о

м
ер

 и
те

р
а-

ц
и

и
 

З
н

ач
ен

и
е 

п
ар

ам
ет

р
а 

α
  Значение 

функционала 

Н
о

м
ер

 

 и
те

р
ац

и
и

 

 
З

н
ач

ен
и

е 

п
ар

ам
ет

р
а 

α
  Значение 

функционала 

0 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

— 

0,7 

0,7 

0,7 

0,7 

0,7 

0,7 

0,3333333 

0,1068978 

0,03635779 

0,01241163 

0,004239099 

0,001447999 

0,0004946249 

0 

1 

2 

3 

4 

— 

0,85 

0,925 

0,9625 

0,98125 

 

0,3333333 

0,04200113 

0,001860381 

0,2409146E–04 

0,8461745E–07 

 

4. Задача управления эколого-экономической 
моделью 

Вышеизложенные базовые и модифицированные алгорит-

мы сильного и слабого улучшения были применены для реше-

ния задачи управления эколого-экономической моделью. В 

работах [9, 13] описаны различные эколого-экономические 

модели.  

Рассмотрим модель замкнутой системы (отсутствует им-

порт и экспорт продуктов и ресурсов), описывающую совмест-

ную динамику экономики и природных ресурсов 

 p p
dv dZv Av A Bz B Cv p
dt dt

      ,  

 
*( ) p

dr dvK r r Dv D z
dt dt

      , 

где (t)  Rn – вектор потока общественного продукта; 

z(t)  Rm – вектор интенсивности восстановления природных 

ресурсов; Z(t)  Rm – вектор мощностей восстановительных 
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отраслей; p(t)  Rn – вектор конечного непроизводственного 

потребления; r(t)  Rm – вектор, характеризующий состояние 

природных ресурсов; r* – вектор естественного состояния ре-

сурсов; A – матрица прямых затрат на производство продукта; 

Ap – матрица затрат на расширение производства; B – матрица 

затрат на восстановление ресурсов; Bp – матрица затрат на 

расширение мощности восстановления ресурсов; C – матрица, 

отражающая амортизационные затраты; K – матрица естествен-

ного восстановления и взаимного влияния ресурсов;  

D, Dp – матрицы, отражающие расходы ресурсов, связанные с 

текущим производством и его расширением. 

Очевидно, что величина производимого продукта  не мо-

жет быть отрицательной и ограничена сверху некоторой вели-

чиной V (мощности производства), обусловленной объемом 

основных фондов и численностью промышленно-

производственного персонала, т.е. выполняются ограничения: 

0    V;  V  0. Аналогично, интенсивность экзогенного (по 

отношению к природной среде) восстановления природных 

ресурсов не может превышать мощности восстановительных 

отраслей: 0  z  Z; Z  0. Кроме того, сильное отклонение со-

стояния природных ресурсов от естественного может привести к 

необратимым для природы последствиям (если это загрязнения) 

или к невозможности продолжения производственной деятель-

ности (если это запасы полезных ископаемых, сырья). Поэтому 

необходимо ограничить величину этого отклонения: 

Rmin  r  Rmax. 

Ставится задача о поиске режима поведения эколого-

экономической системы, соответствующего минимуму функци-

онала полезности  

 
1

0

2
*

1 2( ) ( )
t

t

t

I r t r p t e dt        
  
 . 

Первое слагаемое под знаком интеграла характеризует сте-

пень отклонения ресурсов от естественного состояния, а вто-

рое – потребление. Величина 1  0 и вектор 2  0 – весовые 

коэффициенты, e- t  – функция, отражающая дисконтирование. 

Сделаем предположения: 
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1.  v(t) и r(t) – скалярные величины (т.е. однопродуктовая, 

одноресурсная модель); 

2.  v = V, z = Z (производство и восстановление идут на пол-

ную мощность); 

3.  C = 0 (амортизационные затраты включены в прямые). 

Поставим задачу оптимального управления следующим об-

разом. Будем управлять интенсивностью изменения мощностей 

восстановительных отраслей Ż(t) и конечным потреблением p, 

т.е. Ż(t) = u1, p = u2. В результате сделанных предположений и 

введенных обозначений модель примет вид: 

 

1

1 2

*

,

[(1 ) ]/ ,

( ) .

p p

p

dz
u

dt

dv A v Bz B u u A
dt

dr dvK r r Dv D z
dt dt



    

     

 

Добавим в функционал несколько слагаемых, имеющих 

значение штрафов за нарушение ограничений: 

(min{0; z})4 – штраф за нарушение условия z  0; 

(min{0; v})4 – штраф за нарушение условия v  0; 

(v – V)2 – штраф за нарушение условия v = V; 

(min{0; r – Rmin})4 – штраф за нарушение условия r  Rmin. 

Кроме того, для регуляризации задачи добавим еще два 

слагаемых: s1(u1)2 и s2(u2)2. Зададим отрезок времени [t0, t1] и 

начальные значения z(t0), v(t0), r(t0). 

Таким образом, получаем задачу оптимального управления 

со свободным правым концом: 

 

1
1

2
2 1 1 2

*3 2
3 2 1

0 0 0
1 1 2 2 3 3

,

[ ]/ ,

( ) ,

(0) , (0) , (0) ,

p p

p

dx
u

dt

dx
Ax Bx B u u A

dt

dx dx
K x r Dx D x

dt dt

x x x x x x
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1

4 4* 2
1 3 2 1 2

0

( ( ) ) min{0; } min{0; }tI x t r u e x x        


 

  
42 2 2

2 3 min 1 1 2 2( ) min{0;( } ( ) ( )x V x R s u s u dt     


, 

 2
0 1( ) , [ , ]u t R t t t  . 

Данная задача решалась при следующих исходных данных: 

 начальный момент времени t0 = 0, конечный момент време-

ни t1 = 1; 

 коэффициенты в уравнениях и функционале являются кон-

стантами и имеют следующие значения:  

 
*

min0,44; 1,5; 1; 10; 0,005; 1,6; 0,5;pA r V B D B R         

 1 1 20,001; 1,1; 0,1; 0,5; 0,02; 1; 1;p pD A K s s         

 начальные значения вектора состояния 

 0 0 0
1 2 30,1, 1, 1x x x   . 

Рассматривались различные варианты начального управле-

ния и предположений на задачу. Заданное управление и соот-

ветствующую ему траекторию будем называть сценарием. 

1.  Пусть планируется небольшой постоянный прирост 

мощностей восстановительной отрасли и постоянное непроиз-

водственное потребление, т.е. начальное управление u1
I(t)  0,1, 

u2
I(t)  0,1. Такое управление приведет к следующему состоя-

нию эколого-экономической системы (опорный процесс): 

 экзогенное восстановление природного ресурса неуклонно 

возрастает на рассматриваемом отрезке времени (от 0,1 до 0,2); 

 производство общественного продукта резко уменьшается 

вплоть до отрицательных значений в конце периода; 

 состояние природного ресурса улучшается (увеличение от 

1 до 1,2), однако естественного уровня не достигает. 

На рис. 1–5 представлены графики опорного и полученного в 

результате вычислений оптимального процессов. 
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Рис. 1. Первая компонента вектора управления 

 

Рис. 2. Вторая компонента вектора управления 

Рис. 1 
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Рис. 3. Первая компонента вектора состояния 

 

Рис. 4. Вторая компонента вектора состояния 
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Рис. 5. Третья компонента вектора состояния 

Оптимальный процесс. 

При заданных исходных условиях естественное восстанов-

ление природного ресурса протекает достаточно интенсивно, 

поэтому мощности восстановительной отрасли следует сворачи-

вать (величина изменения мощности отрицательная и принима-

ет значения на отрезке [0, 1] от –0,32 до –10–4). Непроизвод-

ственное потребление, наоборот, надо увеличивать (от 0,447 до 

0,49). Такое управление приведет к следующему состоянию 

эколого-экономической системы: 

 экзогенное восстановление ресурса прекратится, а в конце 

рассматриваемого периода начнется дополнительное потребле-

ние ресурса; 

 производство общественного продукта будет оставаться 

приблизительно на одном уровне; 

 состояние ресурса немного улучшится (увеличение с 1 до 

1,05), хотя и не достигнет естественного уровня.  

Итерационный процесс улучшения функционала отражен в 

следующих таблицах: результаты решения данной задачи алго-

ритмами слабого улучшения при start = 1 – в таблице 5, при 

start = 0,7 – в таблице 6; результаты решения данной задачи 

Рис. 3 

Рис. 4 

Рис. 5 
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алгоритмами сильного улучшения при start = 1 – в таблице 7, 

при start = 0,7 – в таблице 8. 

Таблица 5.  

Базовый алгоритм 

слабого улучшения 

Модифицированный алгоритм 

слабого улучшения 

Н
о

м
ер

 

 и
те

р
ац

и
и

 

З
н

ач
ен

и
е 

п
ар

ам
ет

р
а 

 α
 Значение 

функционала 

Н
о

м
ер

 

и
те

р
ац

и
и

 

З
н

ач
ен

и
е 

п
ар

ам
ет

р
а 

 α
 Значение 

функционала 

0 

1 

2 

3 

— 

1 

1 

1 

0,53700 

–0,095142 

–0,11308 

–0,11309 

0 

1 

2 

3 

— 

1 

0,9926 

0,1799 

0,53700 

–0,095142 

–0,11309 

–0,11311 

 

Таблица 6.  

Базовый алгоритм 

слабого улучшения 

Модифицированный алгоритм 

слабого улучшения 

Н
о

м
ер

 

 и
те

р
ац

и
и

 

З
н

ач
ен

и
е
 

 п
ар

ам
ет

р
а 

 α
 Значение 

функционала 

Н
о

м
ер

 

 и
те

р
ац

и
и

 

 
З

н
ач

ен
и

е
 

 п
ар

ам
ет

р
а 

 α
 Значение 

функционала 

0 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

— 

0,7 

0,7 

0,7 

0,7 

0,7 

0,7 

0,53700 

0,019446 

–0,077500 

–0,10304 

–0,11021 

–0,11225 

–0,11284 

0 

1 

2 

3 

— 

0,85 

0,99997 

0,99997 

0,53700 

–0,039682 

–0,11306 

–0,11309 
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Таблица 7. 

Базовый алгоритм 

сильного улучшения 

Модифицированный алгоритм 

сильного улучшения 

Н
о

м
ер

 

 и
те

р
ац

и
и

 

З
н

ач
ен

и
е
 

 п
ар

ам
ет

р
а 

α
  Значение 

функционала 

Н
о

м
ер

 

 и
те

р
ац

и
и

 

 

З
н

ач
ен

и
е
 

 п
ар

ам
ет

р
а 

α
  Значение 

функционала 

0 

1 

2 

3 

— 

1 

1 

1 

0,53700 

–0,095142 

–0,11308 

–0,11309 

0 

1 

2 

3 

— 

1 

0,998 

0,998 

0,53700 

–0,095142 

–0,11308 

–0,11309  

 

Таблица 8.  

Базовый алгоритм 

сильного улучшения 

Модифицированный алгоритм 

сильного улучшения 

Н
о

м
ер

 

 и
те

р
ац

и
и

 

З
н

ач
ен

и
е
 

 п
ар

ам
ет

р
а 

α
  

Значение 

функционала 

Н
о

м
ер

 

 и
те

р
ац

и
и

 

 

З
н

ач
ен

и
е
 

 п
ар

ам
ет

р
а 

α
  

Значение 

 функционала 

0 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

— 

0,7 

0,7 

0,7 

0,7 

0,7 

0,7 

0,53700 

–0,0013480 

–0,088013 

–0,10732 

–0,11173 

–0,11276 

–0,11301 

0 

1 

2 

3 

— 

0,85 

0,962 

0,962 

0,53700 

–0,048189 

–0,11297 

–0,11308 

 

2.  Добавим в функционал штраф за нарушение условия 

Ż(t)  0, чтобы постараться не уменьшать мощности восстанови-

тельной отрасли. В этом случае функционал примет вид 

  
1

4* 2
1 3 2 1

0

( ( ) ) min{0; }tI x t r u e x       
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44 2

2 2 3 minmin{0; } ( ) min{0;( }x x V x R     

  
42 2

1 1 2 2 1( ) ( ) min{0; }s u s u u dt  


. 

Результаты вычислений показали, что введение дополни-

тельного штрафа не привело к выполнению условия Ż(t)  0. 

Полученный в ходе решения задачи оптимальный процесс 

практически такой же, как и в первом случае, лишь немного 

уменьшились по абсолютной величине значения первой компо-

ненты вектора управления. 

3.  Вместо введения штрафа за нарушение условия Ż(t)  0 

запланируем следующий режим изменения мощности восстано-

вительной отрасли: Ż(t)=0,01z. Тогда управляемая система и 

функционал примут вид 

 

1
1

2
2 1 1 1

*3 2
3 2 1

0 0 0
1 1 2 2 3 3

0,01 ,

[ 0,01 ]/ ,

( ) ,

(0) , (0) , (0) ,

p p

p

dx
x

dt

dx
Ax Bx B x u A

dt

dx dx
K x r Dx D x

dt dt

x x x x x x



    

     

  

 

    
1
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. 

Управлять теперь будем только непроизводственным по-

треблением, т.е. p = u1, и пусть начальное управление u1
I(t)  0,1. 

На рис. 6–9 представлены графики опорного и полученного 

в результате вычислений оптимального процессов. 
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Рис. 6. Управление 

 

Рис. 7. Первая компонента вектора состояния 

Рис. 6 
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Рис. 8. Вторая компонента вектора состояния 

 

Рис. 9. Третья компонента вектора состояния 

В данном случае потребление надо сначала немного 

уменьшить, а затем увеличивать (от 0,06 до 0,49). Однако суще-

ственно повлиять на состояние системы при этом не удается: 

для всех компонент вектора состояния оптимальный процесс 
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близок к опорному процессу (кривые на графиках почти совпа-

дают). Получено лишь небольшое улучшение функционала. 

Итерационный процесс улучшения функционала отражен в 

следующих таблицах: результаты решения данной задачи алго-

ритмами слабого улучшения при start = 1 – в таблице 9, при 

start = 0,7 – в таблице 10; результаты решения данной задачи 

алгоритмами сильного улучшения при start = 1 – в таблице 11, 

при start = 0,7 – в таблице 12. 

Таблица 9.  

Базовый алгоритм 

слабого улучшения 

Модифицированный алгоритм 

слабого улучшения 

Н
о

м
ер

 

 и
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р
ац

и
и
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н

ач
ен

и
е
 

 п
ар

ам
ет

р
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 α
 Значение 

функционала 

Н
о

м
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р
ац

и
и

 

 
З

н
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и

е
 

 п
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ет

р
а 

 α
 Значение 

функционала 

0 

1 

2 

— 

1 

1 

0,17018 

0,13655 

0,13654 

0 

1 

2 

— 

0,9708 

0,4757 

0,17018 

0,13654 

0,13653 

 

Таблица 10.  

Базовый алгоритм 

слабого улучшения 

Модифицированный алгоритм 

слабого улучшения 

Н
о

м
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р
ац

и
и
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и
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п
ар
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 α
 Значение 

функционала 
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о
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и
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н
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и
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п
ар
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р
а 

 α
 Значение 

функционала 

0 

1 

2 

3 

— 

0,7 

0,7 

0,7 

0,17018 

0,13814 

0,13656 

0,13652 

0 

1 

2 

3 

— 

0,993 

0,17018 

0,13649 
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Таблица 11.  

Базовый алгоритм 

сильного улучшения 

Модифицированный алгоритм 

сильного улучшения 

Н
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и
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α
  

Значение 

функционала 

0 

1 

2 

— 

1 

1 

0,17018 

0,13655 

0,13654 

0 

1 

2 

— 

1 

1 

0,17018 

0,13655 

0,13654  

 

Таблица 12.  

Базовый алгоритм 

сильного улучшения 

Модифицированный алгоритм 

сильного улучшения 

Н
о

м
ер

 

и
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и
и
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и
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α
  Значение 

функционала 
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п
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р
а 

α
  Значение 

функционала 

0 

1 

2 

— 

0,7 

0,7 

0,17018 

0,13657 

0,13652 

0 

1 

2 

— 

0,7 

0,7271 

0,17018 

0,13657 

0,13640 

 

Данная задача оптимального управления достаточно хоро-

шо решается базовыми алгоритмами при  = 1 на всех итераци-

ях, а в этом случае модифицированные алгоритмы не имеют 

преимуществ перед базовыми по времени вычислений. Мини-

мумы функционала, найденные базовыми и модифицированны-

ми алгоритмами при  = 1 практически совпали. Когда началь-

ное значение параметра задавалось равным 0,7, 

модифицированным алгоритмам для получения решения требо-

валось меньше итераций, чем базовым, при этом минимум 

функционала находился немного точнее. 

Среди рассмотренных сценариев эколого-экономической 

системы наибольшую полезность (соответствующую наимень-
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шему значению функционала) имеет сценарий, при котором 

мощности восстановительной отрасли уменьшаются (например, 

направляются на производство продукции вместо восстановле-

ния ресурса). Это может быть связано с достаточно мощным 

процессом естественного восстановления природного ресурса. 
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РАЗРАБОТКА ИНТЕРВАЛЬНЫХ 

МЕТАЭВРИСТИЧЕСКИХ МЕТОДОВ МИНИМИЗАЦИИ 

ДЛЯ ПОИСКА ОПТИМАЛЬНОГО ПРОГРАММНОГО 

УПРАВЛЕНИЯ1 

Пантелеев А. В.2, Пановский В. Н.3 

(Московский авиационный институт, Москва) 
 

Разработаны алгоритмическое и программное обеспечение 

метаэвристических интервальных методов глобальной услов-

ной оптимизации (усредненных концов путей, стохастической 

сетки, разбросанного поиска) и методика их применения для 

решения задачи поиска оптимального программного управле-

ния нелинейными детерминированными системами. Приведено 

решение прикладной задачи трехмерного сближения с манев-

рирующим объектом, проведен сравнительный анализ эффек-

тивности.  

 

Ключевые слова: интервальные методы, метаэвристические 

методы, глобальная условная оптимизация, оптимальное 

управление. 

1. Введение 

В современной математике достаточно большое внимание 

уделяется решению задач глобальной оптимизации, которые 

возникают, например, в ходе выбора наилучших параметров 

конструкций самолетов, вертолетов, космических аппаратов 

                                           

1 Исследование выполнено при финансовой поддержке РФФИ в рамках 

научных проектов №16-31-00115 мол_а, №16-07-00419 А. 
2 Андрей Владимирович Пантелеев, доктор физико-математических 

наук, профессор (avpanteleev@inbox.ru). 
3 Валентин Николаевич Пановский, аспирант (panovskiy.v@yandex.ru). 
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(веса, дальности полета, аэродинамических характеристик). 

Существующие численные методы используют разнообразные 

подходы, но их использование связано с большими вычисли-

тельными затратами, излишними требованиями к постановке 

задачи, трудностями в достижении сходимости метода [9, 12].  

В статье предлагаются новые методы поиска глобального 

условного экстремума функций многих переменных, использу-

ющие аппарат интервального анализа [8, 10, 11, 13]. Существу-

ющие интервальные методы оптимизации можно разделить на 

методы безусловной оптимизации (алгоритмы Мура–Скелбоу, 

Ичиды-Фуджи, Дюсселя, интервальный алгоритм «имитации 

отжига», метод случайного интервального дробления и др.  

[15–17]) и условной оптимизации (методы Хансена, Мура и др. 

[11, 14]). 

Предлагаемые интервальные методы глобальной условной 

оптимизации относятся к классу метаэвристических методов. 

Метаэвристическим алгоритмом называют алгоритм, не имею-

щий строгого обоснования, но, тем не менее, позволяющий 

найти приемлемое решение задачи в большинстве практически 

значимых случаев. Он не гарантирует нахождения лучшего 

решения, не гарантирует нахождения решения, даже если оно 

существует («проскакивание решения»). Однако существенным 

достоинством таких алгоритмов является их низкая вычисли-

тельная сложность, что позволяет их применять для решения 

задач повышенной трудности, не накладывая существенных 

ограничений на элементы постановок задач (дифференцируе-

мость, выпуклость, ограниченность и т.д.). При этом необходи-

мые и достаточные условия экстремума [4] в алгоритмах не 

используются. Метаэвристические методы объединяют в себе 

один или несколько эвристических методов (процедур), опира-

ющихся на стратегию более высокого уровня. 

Существующие численные методы поиска оптимального 

управления включают в себя достаточно большое количество 

методов, которые используют принцип максимума Понтрягина 

и уравнение Беллмана, а также прямые методы, например, 

градиентные методы (методы первого порядка), методы второго 

порядка, основывающиеся на тейлоровской аппроксимации 
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функции Кротова–Беллмана, разнооборазные методы улучше-

ния и др. [1, 7]  

Несмотря на большое количество проведенных исследова-

ний, проблема численного решения нелинейных задач опти-

мального управления остается актуальной и требующей разра-

ботки новых подходов, к которым относится применение 

интервального анализа совместно с метаэвристическими страте-

гиями [2–6]. Предлагаемые в статье методы дают возможность 

нахождения глобального экстремума критерия оптимальности 

для достаточного широкого класса задач. 

2. Используемые понятия и обозначения 

Основной идеей интервального анализа является окружение 

вещественных чисел интервалами, а вещественных векторов – 

интервальными векторами, или параллелотопами [10]. Для 

обозначения интервала используются строчные латинские 

буквы, заключенные в квадратные скобки ([a], [b], [c],…) или 

привычное представление ([al; au], [bl; bu], [cl; cu], …), где указы-

вается нижняя и верхняя границы. Для задания параллелотопа 

применяется то же обозначение с полужирным начертанием 

букв ([x] = [x1]  …  [xn]). 

Для произвольного интервала [x] определены: нижняя гра-

ница  

          sup , | :lb x x x         ,  

верхняя граница  

          inf , | :ub x x x         ,  

ширина непустого интервала  

       x x x   ,  

средняя точка ограниченного и непустого интервала  

   
   

2

x x
mid x


 . 

Те же параметры определены и для параллелотопов. Ниж-

няя, верхняя границы и средняя точка становятся векторами, 
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ширина же рассчитывается как максимум из ширин всех обра-

зующих параллелотоп компонентов. 

Интервальной оболочкой множества n  называется 

параллелотоп с наименьшей шириной, который содержит X. 

Если множество берется в квадратные скобки, это значит, что 

рассматривается интервальная оболочка этого множества. 

Пусть ○ – некоторая бинарная операция, тогда 

[x] ○ [y] = [{ξ1○ ξ2 | ξ1[x], ξ2[y]}]. Пусть f – некоторый унар-

ный оператор, тогда f([x]) = [{f(ξ) | ξ[x]}]. Описанная бинарная 

операция позволяет определить арифметические операции над 

интервалами [10]. 

Множество интервалов обозначается как  , интервальных 

векторов – n . Пусть имеется некоторая функция f, действую-

щая из n  в . Функция [f](∙) называется интервальной функ-

цией включения для f, действующей из n  в  , если 

{f(ξ)|ξ[x]} [f]([x]),   n x . Функция включения позволя-

ет получить априорную оценку множества значений функции, 

даже если оно не является выпуклым или связным (если вместо 

переменных используются интервалы и соответствующие 

арифметические операции, то полученная оценка называется 

оценкой прямого образа функции).  

3. Постановка интервальной задачи -минимизации 

Классическая постановка задачи условной оптимизации 

имеет вид: пусть имеются параллелотоп [s], задающий множе-

ство допустимых решений, и целевая функция : nf  . 

Требуется найти точку x*, такую что 

(1)  
 

       * *min :
x

f x f x x f x f x


   
s

s . 

Приведем интервальный аналог поставленной задачи: пусть 

имеются параллелотоп [s], задающий множество допустимых 

решений, целевая функция : nf  , малое число ε > 0. Тре-

буется найти параллелотоп [p]*, такой что 
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(2)                        * * *
, , , , f f         p s p x s x x p . 

4. Стратегии интервальных метаэвристических 

методов глобальной условной оптимизации  

4.1. МЕТОД УСРЕДНЕННЫХ КОНЦОВ ПУТЕЙ 

В основе метода лежат следующие процедуры:  

 построение случайной сетки на области поиска (представ-

ляет собой разбиение целевого параллелотопа [s] на множество 

 
1

[ ]
N

i i
n  непересекающихся параллелотопов, таких что 

1

[ ] [ ]
N

i
i

s n ); 

 выбор случайного параллелотопа из сетки; 

 поиск пути (последовательности параллелотопов, в кото-

рой каждый следующий параллелотоп имеет общую гиперплос-

кость с предыдущим) до «оптимального» решения по сетке; 

 полученный в ходе выполнения описанных процедур 

«перспективный» параллелотоп запоминается. 

Процедуры повторяются несколько раз. Из полученных па-

раллелотопов берутся их средние точки, на основе которых 

строится новый целевой параллелотоп (он рассматривается как 

усредненный из «перспективных» параллелотопов, являющихся 

концами последовательностей, полученных в результате поиска, 

начинающегося с некоторого параллелотопа, принадлежащего 

построенной сетке), к которому снова применяется метод. Так 

повторяется до тех пор, пока ширина целевого параллелотопа не 

будет удовлетворять условию точности. 

4.2. МЕТОД СТОХАСТИЧЕСКОЙ СЕТКИ 

Стратегия данного метода заключается в построении на це-

левом параллелотопе сетки (множества непересекающихся 

параллелотопов, объединение которых дает искомый целевой 

параллелотоп) случайным образом. Далее для некоторых эле-

ментов сетки ищется оценка прямого образа функции, выбира-

ется наиболее «перспективный» параллелотоп (с наименьшим 
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значением нижней грани оценки прямого образа). Такая проце-

дура повторяется несколько раз. Средние точки выбранных 

параллелотопов определяют новый параллелотоп, к которому 

снова применяется алгоритм. Так повторяется до тех пор, пока 

ширина целевого параллелотопа не будет удовлетворять усло-

вию точности. 

4.3. МЕТОД ИНТЕРВАЛЬНОГО РАЗБРОСАННОГО ПОИСКА 

В основе точечного метода разбросанного поиска (scatter 

search) лежит обработка множества элементарных исходов, 

состоящих из найденных на предыдущем этапе «перспектив-

ных» решений. Фактически обработка заключается в комбина-

ции, улучшении и обновлении множества элементарных исхо-

дов. В основе интервального метода лежат пять методов: метод 

генерации разнообразных решений, методы конструирования и 

обновления множества элементарных исходов, метод генерации 

подмножеств, метод комбинации решений, метод улучшения 

решений. 

Процедура повторяется до тех пор, пока ширина целевого 

параллелотопа не будет удовлетворять условию точности. 

5. Алгоритмы интервальных метаэвристических 

методов глобальной условной оптимизации  

5.1. МЕТОД УСРЕДНЕННЫХ КОНЦОВ ПУТЕЙ 

Шаг 1.  Задать [s] – область поиска; ε – параметр точности 

(отвечает за ширину итогового параллелотопа); w – «скорость» 

уменьшения параллелотопа; pamount – количество точек для по-

строения случайной сетки; pattempts – количество повторений;  

rmax – максимальное количество возвращений (используется во 

время поиска пути до «оптимального» решения). Положить 

целевой параллелотоп [t] = [s]. 

Шаг 2.  Если ω([t]) < ε, то закончить работу алгоритма, 

вернув параллелотоп [t]. В противном случае положить множе-

ство концов путей (последний элемент в последовательности 

параллелотопов, представляющей путь) E =   и перейти к 

шагу 3. 
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Шаг 3.  Случайным образом, используя равномерный закон 

распределения, выбрать в целевом параллелотопе pamount точек. 

Шаг 4.  Разбить целевой параллелотоп относительно вы-

бранных на шаге 3 точек на множество параллелотопов (так как 

любой параллелотоп является n-мерным параллелепипедом  

(n – размерность задачи), то разбиение можно делать следую-

щим образом: в каждой точке строятся n гиперплоскостей, 

каждая из которых параллельна одной паре сторон данного 

параллелепипеда; совокупность этих гиперплоскостей порожда-

ет сетку на параллелотопе). 

Шаг 5.  Из полученной сетки выбрать случайный паралле-

лотоп [p]. 

Шаг 6.  Процедура поиска пути от параллелотопа [p] к «оп-

тимальному» параллелотопу (путь – последовательность парал-

лелотопов 1{[ ] }m
i iw , таких, что все параллелотопы [w]i, [w]i+1, 

i = 1, …, m – 1, граничат, т.е. имеют общую гиперплоскость): 

Шаг 6.1.  Из параллелотопов сетки сформировать множе-

ство параллелотопов 1{[ ] }l
i i  n , граничащих с параллелото-

пом [p]. Поместить в список параллелотопов, образующих путь, 

начальный элемент (P = {[p]}) и задать количество возвращений 

r = 0. 

Шаг 6.2.  Если r ≤ rmax, то перейти к шагу 6.3. В противном 

случае перейти к шагу 6.6. 

Шаг 6.3.  Выбрать случайный параллелотоп [n]jN, уда-

лить его из N. Если  

          
j

f fn p ,  

то перейти к шагу 6.4. В противном случае перейти к шагу 6.5. 

Шаг 6.4.  Если [n]jP, то положить r = r + 1 и перейти к 

шагу 6.2. В противном случае добавить [n]j в P. Положить 

[p] = [n]j и вернуться к шагу 6.1. 

Шаг 6.5.  Если N ≠  , то перейти к шагу 6.3, в противном 

случае перейти к шагу 6.6. 

Шаг 6.6.  Параллелотоп [p] добавить в множество концов 

путей E. Переход к шагу 7. 
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Шаг 7.  Если в множестве E содержится pattempts элементов, 

то перейти к шагу 8. В противном случае перейти к шагу 3. 

Шаг 8.  Найти вектор  

   
1

1 attemptsp

i
iattempts

m mid
p 

  e , где  
i

Ee .  

Заменить параллелотоп [t] на параллелотоп  

  1 1, ... ,
2 2 2 2

n n

w w w w
m wid m wid m wid m wid
   

            
   

t , 

где wid = ω([t]). Перейти к шагу 2. 

5.2. МЕТОД СТОХАСТИЧЕСКОЙ СЕТКИ 

Шаг 1.  Задать [s] – область поиска; ε – параметр точности 

(отвечает за ширину итогового параллелотопа); w – «скорость» 

уменьшения параллелотопа; pamount – количество гиперплоско-

стей для построения случайной сетки; pattempts – количество 

повторений; panalyze – количество анализируемых параллелото-

пов. Положить целевой параллелотоп [t] = [s]. 

Шаг 2.  Если ω([t]) < ε, то закончить работу алгоритма, 

вернув параллелотоп [t]. В противном случае положить множе-

ство выбранных параллелотопов E =   и перейти к шагу 3. 

Шаг 3.  Случайным образом, используя равномерный закон 

распределения, выбрать в целевом параллелотопе pamount точек. 

Шаг 4.  Разбить целевой параллелотоп относительно вы-

бранных на шаге 3 точек на множество параллелотопов 

1{[ ] }l
j j  b . Так как любой параллелотоп является n-мерным 

параллелепипедом (n – размерность задачи), то разбиение мож-

но реализовать следующим образом: в каждой точке строится 

гиперплоскость, параллельная одной (случайно выбранной) 

паре сторон данного параллелепипеда; совокупность этих ги-

перплоскостей порождает разбиение исходного параллелотопа. 

В полученном множестве следует удалять случайно выбранные 

параллелотопы до тех пор, пока количество элементов не станет 

равным panalyze. В результате получится стохастическая сетка. 

Шаг 5.  Из полученной сетки выбрать параллелотоп  
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   p Arg     
1,...,

min
jj l

f


b   

и добавить его в множество E. 

Шаг 6.  Если в множестве E содержится pattempts элементов, 

то перейти к шагу 7. В противном случае перейти к шагу 3. 

Шаг 7.  Найти вектор  

   
1

1 attemptsp

i
iattempts

m mid
p 

  e , где  
i
e .  

Заменить параллелотоп [t] на параллелотоп  

  1 1, ... ,
2 2 2 2

n n

w w w w
m wid m wid m wid m wid
   

            
   

t , 

где wid = ω([t]). Перейти к шагу 2. 

5.3. МЕТОД ИНТЕРВАЛЬНОГО РАЗБРОСАННОГО ПОИСКА 

Шаг 1.  Задать [s] – область поиска; ε – параметр точности 

(отвечает за ширину итогового параллелотопа); rgm, rrsc, rcs, 

rim  (0;1) – доли для генерации; psize, rssize, subsize – размеры 

множеств P, RS, SUB соответственно; maxim – количество точек 

для улучшения; σ – величину влияния ширины. 

Шаг 2.  Метод генерации разнообразных решений. Сфор-

мировать множество P из psize параллелотопов 

[m1 - ω1; m1 + ω1]  …  [m1 – ω1; m1 + ω1] ∩ [s], где величина 

ωk = 0,5 ∙ rgm ∙ ω([s]), mk – случайная точка на отрезке, соответ-

ствующем k-й компоненте параллелотопа [s]. Отсортировать 

множество P по возрастанию величины [ ]([ ] )if p , где [p]iP. 

Шаг 3.  Метод конструирования множества элементар-

ных исходов. Сформировать множество RS из [rrsc ∙ psize] (здесь [∙] 

означает целую часть от числа) первых элементов множества P. 

Выбранные элементы удалить из P. Создать множество  

     
   

1
1

,

size rsc size
rsc size

p r p
r p

i i j
j

i

D d h

 







  
  
  

 p rs ,  

где h∞([a], [b]) – метрика Хаусдорфа [10], [rs]jRS. Упорядочить 

множество D расстояний между параллелотопом [p]i (остав-

шимся после удаления) и параллелотопами [rs]jRS по убыва-
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нию. В множество RS добавить (rssize – [rrsc ∙ psize]) параллелото-

пов из P, которым соответствуют первые (наибольшие) значе-

ния из D (добавляются наиболее удаленные параллелотопы от 

имеющихся в RS для поддержания разнообразия). 

Шаг 4.  Отсортировать множество RS элементарных исхо-

дов по возрастанию величины [ ]([ ] )if rs , где [rs]iRS. 

Шаг 5.  Если ω([rs]1) ≥ ε, то перейти к шагу 6. В противном 

случае закончить работу алгоритма, вернув параллелотоп [rs]1. 

Шаг 6.  Метод генерации подмножеств. Создать множе-

ство SUB, состоящее из всех подмножеств размера subsize мно-

жества RS. 

Шаг 7.  Создать множество комбинированных решений 

CS =  . 

Шаг 8.  Метод комбинации решений. Для каждого подмно-

жества  

   , 1,...,
i

i sizej
sub RS j sub SUB   s   

выполнить: составить вектор  

      
T

1
1,..., 1,...,
min ,..., min

size size

i ii
nj jj sub j sub

mw s s
 

 
  
 

  ,  

создать параллелотоп 
1

[ ] [ ]
sizesub

i i
j

j

u s , сгенерировать n случайных 

точек   
1

n
ik

k
p


 u . Построить n параллелотопов  

   1 1 1 1
1

; ... ;
n

ik k k k
n n n n

k
p p p p   



            u   

на сгенерированных точках, где 0,5 i
k cs kr mw   , и добавить их 

в множество CS. 

Шаг 9.  Создать множество улучшенных решений IS =  . 

Шаг 10.  Метод улучшения решений. Для каждого из па-

раллелотопов [cs]iCS сгенерировать случайным образом мно-

жество max
1 1{ ( ,..., ) [ ] } imk k k T

n i kp p p   cs  точек. Выбрать точку 

*

1,...,max
min ( )

im

k

k
p Arg f p


 . Добавить в множество IS параллелотоп 
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 1 1 1 1
* * * *

n n n n i
p ; p ... p ; p               cs , где величина 

ωj = 0,5 ∙ rim ∙ ω([csj]i). 

Шаг 11.  Метод обновления множества элементарных ис-

ходов. Для каждого параллелотопа [is]iIS, если есть такое 

число j, для которого выполнено соотношение  

                i i j j
f f       is is is is ,  

то вставить перед j-м параллелотопом в множестве RS паралле-

лотоп [is]i и последний элемент множества RS удалить. 

Шаг 12.  Вернуться к шагу 5. 

6. Поиск оптимального программного управления 

непрерывными системами  

6.1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 

Поведение модели объекта управления описывается диф-

ференциальным уравнением 

(3)       , ,x t f t x t u t , 

где t – непрерывное время, t  T = [t0; t1] – заданный промежу-

ток времени функционирования системы; nx  – вектор со-

стояния системы;   qu U  – вектор управления; [U] – мно-

жество допустимых значений управления, представляющее 

собой параллелотоп; f(t, x, u) = (f1(t, x, u), …, fn(t, x, u))T – непре-

рывная вектор-функция. 

Начальное состояние задано и равно 

(4)  0 0x t x . 

Конечное состояние x(t1) должно удовлетворять условиям 

(5)   1 0i x t  , 1,...,i l , 

где 0 ≤ l ≤ n, функции Γi(x) – непрерывно дифференцируемы; 

система векторов {∂Γi(x)/∂x1, …, ∂Γi(x)/∂xn}, i = 1, …, l, линейно 

независима nx  . 

При управлении используется информация только о време-

ни t (применяется программное управление). 
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Множество допустимых процессов D(t0, x0) определяется 

как множество пар d = (x(∙), u(∙)), включающих кусочно-

дифференцируемую траекторию x(∙) и кусочно-непрерывное 

управление u(∙), где    u t t T  u , удовлетворяющих уравне-

нию состояния (3), условиям (4) и (5). 

На множестве допустимых процессов определен функцио-

нал качества управления 

(6)          
1

0

0
1, ,

t

t

I d f t x t u t dt F x t  , 

где f0(t, x, u), F(x) – заданные непрерывные функции. 

Требуется найти пару d* = (x*(∙), u*(∙))D(t0, x0), на которой 

достигается минимальное значение функционала (6) на множе-

стве допустимых процессов. 

6.2. СТРАТЕГИЯ ПОИСКА РЕШЕНИЯ 

Основным элементом предлагаемой стратегии является по-

следовательное сведение поставленной задачи к соответствую-

щей задаче нелинейного программирования, а затем – к задаче 

интервальной ε-минимизации и решение последней с помощью 

разработанных интервальных методов. 

Для более простого вычисления интегрального члена в кри-

терии (6) к системе (3) добавляется уравнение 
0

1( ) ( , ( ), ( ))nx t f t x t u t   с начальным условием xn+1(t0) = 0, тогда 

значение функционала качества (6) определяется выражением  

     1 1 1nI x t F x t  . 

Для сведения к задаче со свободным правым концом траек-

тории к терминальному члену функционала добавляются либо 

классические штрафные функции, характеризующие степень 

выполнения условий (5), либо их интервальный аналог вида 

(7)         2
1 1

1

; , ;
l

i i i i i
i

R h x t x t


      , 

где 

                          0 0 0 0, min , , , ,max , , ,h a b h a b h a b h a b h a b    
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– метрика Хаусдорфа;   

            0 , inf | ; , 0h a b r a b r r r        

– мера близости интервалов; Ri – величины штрафов;  

ξi > 0 – величины допустимой погрешности выполнения конеч-

ного условия, которые задаются пользователем. 

Искомое субоптимальное программное управление предла-

гается искать в двух различных классах функций: кусочно-

постоянных и кусочно-линейных. 

Поскольку ищется наилучшее управление в каждом из 

классов, не совпадающих с классом кусочно-непрерывных 

функций, то найденное управление является субоптимальным, 

рассматриваемым в качестве кандидата в решение задачи. 

Так как при решении задачи применяется интервальный 

подход, то каждому из описанных управлений сопоставляется 

интервальный аналог, задаваемый интервальным вектором: 

 кусочно-постоянное интервальное управление (рис. 1, а); 

для управления такого типа необходимо задать значения функ-

ции u(t) в N моментах времени τ = t + (t1 – t0) ∙ i / N, 

i = 0, …, N - 1, т.е. управлению можно однозначно сопоставить  

интервальный вектор  u     

 0

1 0 0... q

u

u u



 

  

         ...  

    

 1

1 1 1...

N

N q N

u

u u



 



 

  

        ; соответствующее интервальное управ-

ление будет находиться по формуле 

        ;i i iu t u u u         , 1i it    , 0,..., 1i N  ; 

 кусочно-линейное интервальное управление (рис. 1, б); 

для управления такого типа необходимо задать дополнительное 

значение управления u(t) на последнем временном интервале, 

поэтому интервальный вектор, который ставится в соответствие 

управлению, имеет вид 

 u      

 0

1 0 0... q

u

u u



 

  

          ...     

 

1 ...

N

N q N

u

u u



 

  

        ; соответству-
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ющее интервальное управление будет находиться по формуле 

      1
1

1 1

i i
i i

i i i i

t t
u t u u

 
 

   




 

 
          

, 1i it    , 0,..., 1i N  . 

 

 
а) 

 
б) 

Рис. 1. Замена кусочно-непрерывного управления интервальным 

кусочно-постоянным («а») и кусочно-линейным («б») 

Интервальной траекторией называется решение уравне-

ния (3) с начальным условием (4), соответствующее заданному 

интервальному управлению. 

Если система (3), описывающая поведение модели объекта 

управления, нежесткая, для ее численного интегрирования 

применяются явные методы (методы Эйлера, Эйлера-Коши, 

методы Рунге–Кутты различных порядков и др.). Если же си-

стема (3) жесткая, применяются неявные методы численного 

интегрирования (неявный метод Эйлера, метод трапеций, Адам-

са–Моултона, Гира и др.). Вычисление правых частей систе-

мы (3) производится по правилам интервальной арифмети-

ки [10]. 

Заметим, что описанные процедуры могут быть использо-

ваны при других способах параметризации управления, напри-
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мер, кусочно-полиномиальном или применении разложений по 

системам ортонормированных базисных функций 

7. Программное обеспечение. Решение прикладного 

примера  

На основе изложенных алгоритмов сформирован комплекс 

программ поиска оптимального программного управления. 

Среда разработки – Microsoft Visual Studio, язык программиро-

вания – C#.  

В качестве примера рассмотрим решение задачи преследо-

вания в трехмерном пространстве, рассмотренной в [18]. 

Поведение модели объекта управления описывается систе-

мой дифференциальных уравнений: 

(8) 

               

               

               

, , , ,

, , , ,

, , , ,

t t t t
x x x x x x

t t t t
y y y y y y

t t t t
z z z z z z

x t V t V t u t x t V t V t u t

y t V t V t u t y t V t V t u t

z t V t V t u t z t V t V t u t

   

   

   

 

где r = (x, y, z)T и r = (xt, yt, zt)T – радиус-векторы, описывающие 

положение перехватчика и цели соответственно; V = (Vx, Vy, Vz)T 

и 
T( , , )t t t t

x y zV V V V  – векторы скоростей перехватчика и цели 

соответственно; u = (ux, uy, uz)T и 
T( , , )t t t t

x y zu u u u  – векторы 

ускорения перехватчика (управление) и цели соответственно. 

Пусть цель движется с постоянным ускорением: 

ut = (-1, -2, 0,1)T м/с2, начальное положение цели: 

rt = (500, -600, 500)T  м, скорость цели: Vt = (100, 100, 10)T м/с, 

начальное положение перехватчика: r = (0, 0, 0)T  м, начальная 

скорость перехватчика: V = (150, 40, 5)T м/с. 

Время, за которое должен быть осуществлен перехват (ко-

ординаты цели и перехватчика совпадают): t1 = 50 с. 

Тогда можно задать функционал качества управления:  

               
2 2 2

1 1 1 1 1 1
t t tI x t x t y t y t z t z t      . 

Для сглаживания искомого интервального управления в 

функционал добавим слагаемое  
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1

2 2 2

0

0,001
t

x y zI u t u dtt u t     .  

В результате решается задача минимизации функционала I + ΔI. 

В качестве метода дискретизации были выбраны явная и 

неявная схемы Эйлера, область поиска  

      
3

2;2 ... 2;2

N

    s   

(для кусочно-постоянного управления) и  

      
 3 1

2;2 ... 2;2

N 

    s   

(для кусочно-линейного управления), N = 2. 

Параметры метода усредненных концов путей: ε = 0,001; 

w = 0,5; pamount = 75; pattempts = 5; rmax = 5. 

Параметры метода стохастической сетки: ε = 0,001; w = 0,9; 

pamount = 100; pattempts = 100; panalyze = 1000. 

Параметры метода интервального разбросанного поиска: 

ε = 0,001; rgm = 0,8; rrsc = 0,25; rcs = 0,9; rim = 0,9; psize = 100; 

rssize = 10; subsize = 2; maxim = 1000; σ = 2500. 

На рис. 3 и 4 приведены графики траекторий цели и пере-

хватчика, полученные с помощью интервальных кусочно-

постоянных и кусочно-линейных управлений. Их сравнение с 

рис. 2 показывает близость результатов с найденными при 

использовании алгоритма пропорциональной навигации [18]. 

 

Рис. 2. График движения цели и перехватчика (при  

использовании алгоритма пропорциональной навигации [18]) 
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а) 

  

б) 

  

в) 

  

Рис. 3. Графики движения цели и перехватчика,  

законов изменения управления, найденные методами усреднен-

ных концов путей, стохастической сетки и интервального 

разбросанного поиска (кусочно-постоянное управление) 

В таблице 1 и 3 приведены интервалы значений критерия 

оптимальности, найденные в результате применения соответ-

ствующего метода интервальной минимизации в каждом из 

двух рассматриваемых классов управлений. 
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Таблица 1. Значение функционала качества управления  

(кусочно-постоянное управление) 

Название метода 

Значение функционала качества 

Явная схема 

Эйлера 

Неявная схема 

Эйлера 

Метод усредненных концов 

путей 
[0,0377; 0,0378] [0,0371; 0,0372] 

Метод стохастической сетки [0,0359; 0,0360] [0,0354; 0,0355] 

Метод интервального 

разбросанного поиска 
[0,0445; 0,0446] [0,0437; 0,0438] 

Таблица 2. Максимальные значения отклонения цели  

и перехватчика (кусочно-постоянное управление) 

Название метода 

Значение Δx; Δy; Δz 

Явная схема 

Эйлера 

Неявная схема 

Эйлера 

Метод усредненных концов 

путей 

0,1040; 0,0501; 

0,0401 

0,1035; 0,04993; 

0,0409 

Метод стохастической сетки 
0,0632; 0,0735; 

0,0053 

0,0631; 0,0733; 

0,0051 

Метод интервального разбро-

санного поиска 

0,0910; 0,0912; 

0,0317 

0,0908; 0,091; 

0,0315 

 

В таблицах 2, 4 величины отклонений вычисляются как  

   1 1max t
x x t x t   ,    1 1max t

y y t y t   ,    1 1max t
z z t z t   . 

Полученные данные о максимальных значениях отклонения 

являются приемлемыми с практической точки зрения и свиде-

тельствуют об успешности применения разработанных алго-

ритмов. Наиболее точным оказался метод стохастической сетки, 

кусочно-линейное управление (таблица 3, 4) предпочтительнее 

по величине функционала, чем кусочно-постоянное (табли-

ца 1, 2). 
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а) 

  

б) 

  

в) 

  

Рис. 4. Графики движения цели и перехватчика, законов  

изменения управления, найденные методами усредненных  

концов путей, стохастической сетки и интервального  

разбросанного поиска (кусочно-линейное управление) 

Таблица 3. Значение функционала качества управления  

(кусочно-линейное управление) 

Название метода 

Значение функционала качества 

Явная схема 

Эйлера 

Неявная схема 

Эйлера 

Метод усредненных концов 

путей 
[0,0347; 0,0348]  [0,0343; 0,0344] 

Метод стохастической сетки [0,0341; 0,0341] [0,0340; 0,0341] 
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Название метода 

Значение функционала качества 

Явная схема 

Эйлера 

Неявная схема 

Эйлера 

Метод интервального разбро-

санного поиска 
[0,0345; 0,0346] [0,0339; 0,0340] 

Таблица 4. Максимальные значения отклонения цели  

и перехватчика (кусочно-линейное управление) 

Название метода 

Значение Δx; Δy; Δz 

Явная схема 

Эйлера 

Неявная схема 

Эйлера 

Метод усредненных концов 

путей 

0,0607; 0,0698; 

0,0060 

0,0609; 0,0697; 

0,00055 

Метод стохастической сетки 
0,0636; 0,0431; 

0,0353 

0,0632; 0,043; 

0,0035 

Метод интервального разбро-

санного поиска 

0,0432; 0,0935; 

0,0053 

0,0431; 0,0932; 

0,0051 

8. Заключение  

Разработаны алгоритмическое и программное обеспечение 

трех метаэвристических интервальных методов оптимизации: 

усредненных концов путей, стохастической сетки и разбросан-

ного поиска. Поставлена задача интервальной ε-оптимизации, к 

которой была сведена задача поиска оптимального программно-

го управления нелинейными непрерывными детерминирован-

ными системами. Решена прикладная задача преследования в 

трехмерном пространстве. Анализ полученных результатов 

свидетельствует об эффективности предложенных методов. 
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КОЛИЧЕСТВЕННЫЙ АНАЛИЗ ЭФФЕКТИВНОСТИ  
И РИСКА ВНЕДРЕНИЯ  

ИНФОРМАЦИОННЫХ СИСТЕМ 

Зеленков Ю. А.1 

(Финансовый университет при Правительстве 

Российской Федерации, Москва) 
 

Количественная оценка эффективности и рисков внедрения 

информационных систем (ИС) является важнейшим условием 

начала работ. В данной работе для анализа используется 

метод Монте-Карло, в качестве критерия эффективности 

выбрана чистая текущая стоимость денежных потоков про-

екта. Рассмотрены внешние факторы, влияющие на эффек-

тивность, даны рекомендации по определению их вероятност-

ных характеристик, разработана модель оценки проекта. 

Предложен способ определения положительного денежного 

потока, возникающего за счет сокращения времени работ, на 

автоматизацию которых направлена внедряемая ИС. Учтено 

влияние на эффективность отклонений от календарного плана. 

Приводится практический пример количественного анализа 

проекта по внедрению ИС управления корпоративными знани-

ями. 

 

Ключевые слова: эффективность ИТ, анализ рисков, обосно-

вание проекта, управление знаниями. 

1. Введение 

Численная оценка ожидаемых результатов является важ-

нейшим фактором принятия решения о целесообразности запус-

ка проектов любого рода. В частности, пятое издание «Руковод-

                                           

1 Юрий Александрович Зеленков, доктор технических наук, заведую-

щий кафедрой прикладной информатики (yuri.zelenkov@gmail.com). 
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ства к своду знаний по управлению проектами» [10] рекоменду-

ет проводить количественное исследование совместного воздей-

ствия на цели проекта тех рисков, которые в процессе каче-

ственного анализа были классифицированы как существенные. 

На практике эти рекомендации осуществляются достаточно 

редко, обычно все ограничивается качественной (и весьма субъ-

ективной) оценкой силы воздействия и вероятности возникно-

вения рисков при запуске проекта. Формально это позволяет 

утверждать, что требования риск-менеджмента выполняются, но 

на самом деле идентификация рисков и, тем более, управление 

ими остается за рамками внимания руководителя проекта.  

Данная ситуация является объективным следствием высо-

кого уровня неопределенности условий, в которых обычно 

выполняется проект. По определению [10], проект – это времен-

ное предприятие, направленное на создание уникального про-

дукта, услуги или результата. Вследствие уникальности каждого 

проекта идентификация всех рисков, особенно на ранней ста-

дии, невозможна, и риски, как правило, возникают и выявляют-

ся в процессе реализации. При этом часто невозможно получить 

объективную количественную оценку даже идентифицирован-

ных рисков. Субъективная оценка риска двумерна: одна пере-

менная оценивает непредсказуемость угроз, другая – их некон-

тролируемость [11]. Люди склонны переоценивать риски, 

которые не могут контролировать, именно поэтому руководите-

ли проектов очень часто указывают в качестве основного риска 

недостаток ресурсов, хотя это является не риском, а одним из 

условий начала проекта. Таким образом, можно сказать, что 

риск является функцией уникальности проекта и опыта проект-

ной команды [22]. 

Цель данной работы – предложить методологию количе-

ственного анализа рисков применительно к проектам по внедре-

нию информационных систем (ИС). Для этого во втором разделе 

рассмотрены вопросы, связанные с определением понятий 

«риск» и «неопределенность». В третьем разделе обосновывает-

ся использование чистой текущей стоимости (Net Present 

Value – NPV) в качестве меры эффективности и представлена 

модель денежных потоков проекта по внедрению ИС. В четвер-

том разделе обсуждается один из возможных способов опреде-
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ления положительного денежного потока, возникающего за счет 

сокращения времени работ, на автоматизацию которых направ-

лена внедряемая ИС. В пятом разделе рассмотрены вопросы 

учета отклонений от календарного плана проекта. В шестом – 

приводится практический пример количественного анализа 

рисков. 

2. Риск и неопределенность 

Наиболее ранние определения понятий «риск» и «неопре-

деленность» были даны Ф. Найтом в начале XX века [20] в 

исследованиях, посвященных управлению финансами. Он опре-

делил «риск» как ситуацию, в которой известны как возможные 

исходы, так и распределение их вероятностей, а «неопределен-

ность» как состояние, в котором возможные исходы поддаются 

описанию, но распределения их вероятностей неизвестны. 

Таким образом, в интерпретации Ф. Найта различие между 

риском и неопределенностью сводятся лишь к объему доступ-

ной информации об анализируемой ситуации, неопределенность 

связана с нашими несовершенными возможностями получать 

информацию о независимых событиях, сочетание которых и 

формирует случайность. На основании этих положений во 

многих областях человеческой деятельности были разработаны 

методы управления рисками, сочетающие статистические и 

вероятностные подходы: в случае недостатка фактических 

данных, они дополняются априорными предположениями о 

параметрах распределения вероятностей возможных исхо-

дов [3]. При этом делаются два основных допущения: чаще 

всего полагается, что все факторы подчиняются гауссовскому 

закону, и постулируется рациональность (пусть и ограниченная) 

поведения заинтересованных сторон и постоянность их предпо-

чтений. 

Однако в течение XX века были накоплены данные, свиде-

тельствующие, что данные допущения не всегда справедли-

вы [7]. В частности, был обнаружен эффект непропорциональ-

ного влияния экстремальных событий на эффективность 

инвестиций: 10 лучших дней рыночных торгов в США с 1927 по 

2006 годы обеспечили 64% роста общей доходности за эти 
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80 лет [17]. Данные факты вызвали большой интерес к распре-

делениям с «толстыми» хвостами, допускающими более частое 

появление экстремальных событий, чем нормальное распреде-

ление. Кроме того, исследования А. Тверски и Д. Каннемана [6] 

и Дж. Акерлофа [1] серьезно подорвали уверенность в рацио-

нальности поведения, как отдельных людей, так и их групп. 

Аналогичные факты были зафиксированы не только в финансо-

вом менеджменте, но и в других областях человеческой дея-

тельности. Исследования в области нелинейной динамики пока-

зали, что случайность возникает не в результате сложности 

системы, а в силу ее чувствительности к начальным условиям, 

поэтому наша возможность прогнозировать принципиально 

ограничена [11]. 

В то же время была разработана теория полезности и мето-

ды оценки субъективного отношения к риску лица, принимаю-

щего решения. Согласно этим подходам различия между риском 

и неопределенностью заключаются в субъективном отношении 

к реализации того или иного исхода: неопределенность связана 

с неоднозначностью исхода, а риск – с отношением к неблаго-

приятным исходам [13]. Субъективно риск оценивается с помо-

щью двух мер: вероятности наступления неблагоприятного 

события и объемов этого события (потери, ущерб, убытки) [11]. 

Это означает, например, что риск будет считаться малым в двух 

случаях: если его вероятность велика, но ущерб мал, или ущерб 

велик, но вероятность его мала. 

Тем не менее, практикующие менеджеры и консультанты 

существующую практику количественного риск-менеджмента 

оценивают в целом весьма негативно. Во многих публикациях 

отмечается, что, несмотря на наличие простых и в то же время 

мощных методов моделирования, таких как метод Монте-Карло, 

в большинстве случаев используется лишь качественный ана-

лиз, не дающий полной оценки прогнозируемой ситуации. С 

одной стороны, это связано с использованием точечных оценок 

прогнозируемых переменных вместо интервальных [24], с дру-

гой – с трудностью получения интервальных или других оценок 

распределений [18]. 

Сравнительный анализ способов оценки последствий риска 

дан в [15], где отмечено, что наиболее универсальным методом 
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является имитационное моделирование, которое не ограничено 

ни типом распределения исследуемых событий (дискрет-

ное / непрерывное), ни видом связи между ними (зависи-

мые / независимые), ни их порядком (последователь-

ные / конкурентные). Поэтому для количественного 

исследования параметров проекта будем использовать метод 

Монте-Карло. Данный метод основан на многократном вычис-

лении математической модели, связывающей независимые 

переменные и зависимые, которые описывают характеристики 

исследуемого объекта. Значения независимых переменных при 

повторяющихся вычислениях выбираются случайным образом в 

соответствии с их вероятностными характеристиками, – это дает 

возможность оценить распределение зависимых переменных. 

Ключевым вопросом при этом является определение веро-

ятностных характеристик независимых переменных (т.е. веро-

ятностей наступления событий), необходимых для количествен-

ного анализа. Рекомендации по оптимальному выбору вида 

распределения и определению его параметров даны в [15], 

методики преобразования качественных оценок в количествен-

ные для аэрокосмической отрасли в [21], аналогичные методики 

для отрасли информационных технологий в [23]. 

Д. Хаббард [12] для задания случайной величины x, имею-

щей нормальное распределение, предлагает использовать экс-

пертную оценку доверительного интервала, в котором с вероят-

ностью 0,9 находится ее среднее значение. В его книгах [12, 18] 

описана методика «калибрования» экспертов, повышающая 

надежность их интервальных оценок, приводятся практические 

рекомендации по ее использованию. Обозначим xL и xU – экс-

пертные оценки нижней и верхней границы 90-процентного 

доверительного интервала случайной величины. При этом оче-

видно, что оценки ее среднего значения x и стандартного от-

клонения x могут быть получены как x = (xU + xL)/2 и  

x = (xU – xL)/3,29. В дальнейшем будем обозначать такой способ 

задания функции распределения F(x) случайной величины x, 

определяющей вероятность того, что x примет значение мень-

шее или равное произвольному действительному числу  (т.е. 

F(x) = p(x  )), как 
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    ( ) N , N ,CI L U x xF x x x    . 

Таким образом, задачу оценки проекта можно свести к по-

строению математической модели, связывающей показатели его 

эффективности с независимыми переменными, которые в силу 

своей нестационарной природы оказывают влияние на итоговый 

результат. Многократные вычисления этой модели позволяют 

получить оценки распределения эффективности и вероятность 

появления отрицательного результата, т.е. риск. 

При моделировании методом Монте-Карло используются 

обратные функции распределения. Функцией F–1(u), обратной к 

функции распределения F(x), называется такая функция, значе-

ние которой в произвольной точке u интервала (0,1) определяет-

ся как значение x, удовлетворяющее уравнению F(x) = u. Для 

неубывающей функции распределения 

(1)  1( ) inf | ( ) , 0 1F u x F x u u     , 

где u – непрерывная случайная величина, равномерно распреде-

ленная на интервале (0,1). 

3. Оценка эффективности проекта 

Различные модели и методы оценки эффективности проек-

тов рассмотрены в [8], где эффективность рассматривается как 

соответствие результатов проекта целям и интересам его участ-

ников. Поэтому, строго говоря, оценка проекта должна прово-

диться в соответствии с системой критериев, учитывающей 

мнения различных участников организации, представления 

которых о ценности тех или иных результатов могут различать-

ся. Поскольку эти субъекты участвуют в формировании системы 

критериев и заинтересованы в получаемом результате, может 

возникнуть проблема манипулирования информацией, которая 

разрешается в рамках теории экономических механизмов [19] и 

теории управления организационными системами [9]. 

Поэтому в качестве наиболее общего критерия эффективно-

сти проекта целесообразно выбрать показатель, связывающий 

его результаты с наиболее общими целями организации. Для 

коммерческих организаций (фирм), такой наиболее общей 

целью является получение прибыли, тогда объективным крите-
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рием эффективности проекта является чистая текущая стои-

мость денежных потоков, создаваемых в процессе его выполне-

ния: 

 
 1 1

n
i

i
i

CF
NPV

R




 , 

где CFi – денежный поток в i-м периоде, R– ставка дисконтиро-

вания. Подробное рассмотрение этого критерия и его связей с 

другими финансовыми показателями, а также обоснование его 

универсальности дано, например, в [2]. В [16] отмечено, что ИТ-

проекты помимо улучшения финансовых показателей приносят 

также нефинансовые выгоды. Однако в [5] показано, что при 

правильной организации стратегического управления корпора-

тивными ИТ все проекты влияют на общую производительность 

фирмы, которая выражается в конечном счете через финансовый 

результат. Вопрос определения значения ставки дисконтирова-

ния, которое зависит от стоимости капитала фирмы, рассмотрен 

в [2]. Отметим, однако, что этот показатель можно рассматри-

вать как ставку, по которой может быть осуществлено альтерна-

тивное размещение капитала, в таком случае его можно поло-

жить равным, например, ставке по банковским депозитам. 

Для вычисления NPV необходимо рассмотреть денежные 

потоки, возникающие в процессе выполнения проекта (рис. 1). 

Проект выполняется в k этапов, длительность каждого из них в 

месяцах задается величиной tj, j = 1, …, k. Тогда общая плани-

руемая продолжительность проекта n = k
j=1 tj месяцев. 

 

Рис. 1. Денежные потоки проекта 
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На эффективность проекта влияют следующие денежные 

потоки: 

 Регулярные затраты проекта Ci, i = 1, …, n. Это ежемесяч-

ные затраты на оплату рабочего времени членов проектной 

группы с учетом всех начислений, их командировок, обучения, 

проведения семинаров и т.д. Это отрицательные денежные 

потоки, которые можно оценить с помощью задания довери-

тельного интервала ( , )i CI L UC C C  . 

 Затраты Pi на создание системы, т.е. на приобретение ли-

цензий программного обеспечения и вычислительной техники, 

которые могут производиться несколько раз в течение проекта. 

Эти отрицательные денежные потоки можно оценить через 

количество пользователей Pi = Vi * Ki * ui, где Vi – количество 

пользователей, для которых приобретается программное обес-

печение и оборудование в i-м месяце; Ki – курс доллара к рублю 

(рублей за доллар); ui – затраты на одного пользователя. Отме-

тим, что на этапе оценки проекта точные значения переменных 

Ki и ui неизвестны, поэтому для них также можно определить 

доверительные интервалы ( , )i CI L UK K K 

 

и ( , )i CI L Uu u u  . 

Если величина Vi также неизвестна, она задается аналогичным 

образом. 

 Доходы от использования информационной системы Wi. 

Более подробно задача определения этой переменной будет 

рассмотрена в следующем разделе. 

 Увеличение времени выполнения tj этапов проекта, что 

приводит, во-первых, к сдвигу срока начала промышленной 

эксплуатации системы, во-вторых, к увеличению регулярных 

затрат проекта. Более подробно влияние этого фактора будет 

рассмотрено в разделе 5.  

 Среднемесячная ставка дисконтирования. Очевидно, что 

эта величина также не может быть точно предсказана заранее, 

поэтому ее тоже предлагается определить через задание довери-

тельного интервала ( , )CI L UR R R  . Для упрощения полагаем, 

что значение ставки дисконтирования не изменяется в течение 

всего проекта. 

Таким образом, ежемесячный денежный поток равняется  
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сумме трех слагаемых – регулярных затрат проекта, затрат на 

информационную систему и доход от использования информа-

ционной системы: 

 
i i i iCF C P W   . 

Отметим, что денежные потоки Ci и Pi являются отрицательны-

ми, денежные потоки Wi – положительные. 

4. Определение эффекта от использования 
информационной системы 

Возможны различные сценарии определения эффекта от 

использования информационной системы. Рассматриваемый 

здесь вариант построен на следующих предположениях. Внед-

ряемая система предназначена для ускорения выполнения неких 

работ различной продолжительности, т.е. за счет использования 

ИС время выполнения этих работ будет сокращаться. Согласно 

графику проекта, система вводится в эксплуатацию постепенно, 

охватывая все большее количество пользователей, в течение 

нескольких этапов. По окончании проекта предполагается, что с 

помощью системы ежемесячно будет выполняться nmax работ. 

Интервальная оценка величины nmax может быть задана как 

nmax = NCI(nL, nU) на основании анализа существующих потоков 

работ. Зависимость числа работ, выполняемых  

в i-й месяц проекта с помощью ИС, от номера месяца предпола-

гается линейной, т.е.  

 

1

1

max , , 1, ,

l

jj

i n

jj l

i t
n n i l l n
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,  

где l – номер месяца, с которого начинается использование 

системы. 

Известно текущее распределение среднемесячного объема 

работ по длительности, пример такого распределения представ-

лен рядом «as is» (заштрихованные столбцы) на рис. 2. 
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Рис. 2 Распределение ежемесячного объема работ  

по времени выполнения 

Обозначим Jmax – вектор вероятностей появления работ раз-

личной продолжительности в месячном объеме работ. Элементы 

этого вектора должны быть упорядочены по возрастанию дли-

тельностей соответствующих работ, общее число элементов – l. 

В результате ввода в эксплуатацию ИС это распределение веро-

ятностей будет меняться, вероятность появления работ меньшей 

продолжительности будет увеличиваться, а большей – сокра-

щаться, именно в этом и заключается эффект от внедряемой 

системы. Пусть начальное распределение работ Ji
0 в i-м месяце 

равно распределению Jmax; j-й элемент этого вектора Jij
0 опреде-

ляет вероятность появления работы продолжительностью j. 

Тогда функция распределения случайной величины 

   0

1

k

k ij

j

F J


 .  

Обратная функция F–1(k) должна вернуть среднее значение 

времени выполнения работы k, соответствующее заданной 

вероятности k. Согласно выражению (1), обратная функция 

возвращает время работы, значение функции вероятности для 

которой равно или больше k, т.е.: 
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Пусть за счет внедрения системы время выполнения части 

работ сократится на m часов. Эта часть от общего числа работ 

оценивается через коэффициент сокращения времени 

pw = ( , )CI L Up p . Обозначим новое распределение работ как 

 0 , ,i i wJ J p m . В случае, когда m равно разности между 

средними временами выполнения работ, т.е m = ∆τ = τi+1 – τi., 

новое распределение может быть получено с помощью формул: 
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В качестве примера на рис. 2 рядом «to be» (черные столб-

цы) представлено распределение работ 

 max , 0,3, 8i wJ p mJ   . Обратная функция для распределе-

ния Ji также определяется выражением для F–1(αk), приведенным 

выше. 

Таким образом, зная ni – количество работ, выполняемых в 

месяц с помощью информационной системы, и величину коэф-

фициента сокращения времени можно рассчитать доход от 

использования системы. Этот доход зависит от сокращения 

затрат времени на выполнение месячного объема работ, поэтому 
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где αj – случайное число, равномерно распределенное в интер-

вале (0, 1); F0
–1(αj) – обратная функция, соответствующая рас-

пределению J0
i; F–1(αj) – обратная функция, соответствующая 

распределению Ji; ci – стоимость часа работ, задаваемая распре-

делением F(ci) = NCI(cL, cU).  

Отметим, что при ni = nmax полученная формула дает со-

кращение затрат на выполнение работ после завершения проек-

та. 
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5. Влияние задержек в выполнении проекта 

Для оценки возможных отклонений от плановых сроков бу-

дем использовать подход, предложенный в [4], где введены 

коэффициенты, позволяющие оценить вероятность сдвига сро-

ков выполнения проекта в зависимости от различных факторов 

риска. Авторы [4], проанализировав обширный фактический 

материал, определили, что во время планирования руководитель 

проекта недооценивает возможные риски. Среди факторов, 

наиболее сильно влияющих на вероятность ошибки при опреде-

лении плановых сроков, они выделили: 

 ошибки календарного планирования; 

 текучесть кадров в проектной команде; 

 расширение требований к создаваемой системе во время 

проекта; 

 нарушение спецификаций; 

 ошибки в оценке производительности рабочей группы. 

Поэтому ожидаемое время выполнения j-го этапа проекта 

будем оценивать как 

 
0

j j plan pers reqs spec perft t R R R R R      ,  

где t0
j – плановое время выполнения проекта, определенное при 

составлении графика; Rplan, Rpers, Rreqs, Rspec, Rperf – коэффициенты, 

учитывающие влияние рисков на срок выполнения проекта 

(соответственно, ошибок в планировании, текучести кадров, 

расширения требований, нарушения спецификаций и оценке 

производительности). Согласно [4] эти риски оцениваются через 

задание интервала сдвига срока завершения проекта (минималь-

ное возможное значение – dmin, максимальное возможное значе-

ние – dmax) и наиболее вероятного значения времени задержки 

davg. Значение каждого из перечисленных выше коэффициентов 

риска определяется по формуле 
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где α – вероятность возникновения риска, т.е. равномерно рас-

пределенное на интервале (0, 1) случайное число. Отметим, что 

приведенная формула соответствует обратной функции асси-

метричного треугольного распределения, задаваемого парамет-

рами dmin, dmax, и davg. 

Особая важность работы [4] заключается в том, что в ней 

приводятся количественные оценки значений dmin, dmax, и davg для 

всех перечисленных факторов риска, собранные во время вы-

полнения реальных проектов по разработке программного 

обеспечения. 

 

Рис. 3. Модель оценки эффективности и риска проекта  

по внедрению ИС 
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6. Результаты моделирования 

Общая модель предложенного метода представлена на 

рис. 3. В качестве примера использования приведем результаты 

исследования эффективности и риска системы по управлению 

знаниями, внедряемой на одном из предприятий российского 

ОПК. В таблице 1 приведены исходные данные, использовав-

шиеся для оценки, алгоритм имитационного моделирования 

представлен на рис. 4. 

Результаты моделирования методом Монте-Карло (число 

итераций M = 10 000) представлены на рис. 5. При этом получе-

ны следующие результаты: среднее значение и стандартное 

отклонение дохода от проекта µNPV = 18,76 млн руб., 

σNPV = 10,66; среднее значение и стандартное отклонения срока 

выполнения µt = 23,7 мес., σt = 1,95. После внедрения системы 

ежемесячное сокращение затрат в результате ее использования 

составит 6,2 млн руб. Такие высокие показатели объясняются 

небольшими затратам на реализацию проекта и значительным 

предполагаемыми результатами, что в целом характерно для ИС 

управления корпоративными знаниями [14]. 

Таблица 1. Параметры проекта 

Параметр Обозначение 90% доверительный 

интервал 

Нижняя 

граница 

Верхняя 

граница 

Курс доллара (руб/$) Ki 55 65 

Затраты на одного 

пользователя ($) 

ui 235 265 

Регулярные затраты 

(тыс. руб.) 

Ci 250 350 

Ежемесячное количе-

ство работ (шт.) 

nmax 1700 1800 

Коэффициент сокра-

щения времени 

Pw 0,3 0,4 

Стоимость нормочаса 

(тыс. руб.) 

ci 1,3 1,5 
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Параметр Обозначение 90% доверительный 

интервал 

Нижняя 

граница 

Верхняя 

граница 

Годовая ставка дискон-

тирования (%) 

R 9 12 

 

Тем не менее, из рис. 5 видно, что существует 7% вероят-

ность получения отрицательного NPV. Для того чтобы исследо-

вать возможные причины такого исхода, выполнен анализ чув-

ствительности эффективности проекта к независимым 

переменным, который показал, что наиболее сильно на эффек-

тивность проекта влияют месячный объем работ nmax и стои-

мость одного часа работ ci, уменьшение каждого из них на 10% 

сокращает NPV на 25%.  

 

Рис. 4. Алгоритм моделирования 
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Рис. 5. Результаты моделирования 

Одновременное сокращение этих параметров может приве-

сти к отрицательному эффекту. Другие факторы (курс доллара, 

время выполнения проекта и т.д.) оказывают гораздо меньшее 

влияние на эффективность. Таким образом, определена граница, 

определяющая целесообразность реализации проекта – при 

резком сокращении бизнеса (т.е. падении объема работ и 

уменьшении их стоимости) внедрение ИС становится невыгод-

ным 

7. Заключение 

Описанный метод определения риска и эффективности 

внедрения ИС опирается на известные практики: 

 Метод Монте-Карло как средство моделирования 

[12, 15, 18]. 

 Использование чистой текущей стоимости денежных по-

токов для оценки эффективности [2]. 

 Интервальная оценка независимых переменных калибро-

ванными экспертами [12, 18]. 

 Учет влияния сдвигов срока проекта [4]. 

Предложенный в статье способ расчета положительного ре-

зультата (раздел 4) позволил построить модель, описывающую 

все аспекты проекта. Использование данной модели позволяет 

определить распределение значений эффективности и вероят-

ность получения отрицательного результата. С одной стороны, 

эта информация важна при принятии решения о запуске проек-

та, с другой – может быть использована для построения систе-
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мы мониторинга, оповещающей о приближении его параметров 

к критическим значениям. 

Дальнейшее развитие предложенного метода предполагает-

ся за счет разработки других способов определения положи-

тельного эффекта от внедрения ИС.  
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Abstract: Quantitative evaluation of the effectiveness and risks of 

implementation of information systems (IS) is essential to start the 

project. It is necessary to choose a reasonable performance indica-

tors and the method of determining their dependence on the varia-

bles affecting the project. The Monte Carlo method is proposed for 

the analysis, and net present value of the cash flows of the project is 

selected as a criterion of effectiveness. We discuss external factors 

affecting the effectiveness, give recommendations how to determine 

their probabilities and present the project assessment model. We 

also propose a method to calculate the positive cash flow which 

occurs due to the reduction of time of works supported by IS. Impact 

of deviations from project schedule is taken into account. The prac-

tical case of the project analysis for the implementation of 

knowledge management IS is presented. 
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РАСПРЕДЕЛЕНИЕ РЕСУРСА МЕЖДУ 

АТТРАКТОРАМИ В РЕГУЛЯРНЫХ 

НЕСИММЕТРИЧНЫХ РЕСУРСНЫХ СЕТЯХ1  

Жилякова Л. Ю.2 

(ФГБУН Институт проблем управления  

им. В.А. Трапезникова РАН, Москва) 
 

Рассматриваются несимметричные регулярные ресурсные 

сети с несколькими вершинами-аттракторами. Для них пока-

зано, что распределение ресурса сверх порогового значения 

W = W – T происходит по тому же закону, что и в соответ-

ствующей поглощающей сети (полученной из несимметричной 

удалением выходных ребер аттракторов). Однако существу-

ют поправки, зависящие от пропускных способностей выход-

ных ребер аттракторов и начального распределения ресурса. 

Поправки оцениваются сверху; находятся начальные состоя-

ния, при которых они максимальны. Определяются начальные 

состояния, при которых поправки отсутствуют. 

 

Ключевые слова: ресурсная сеть, графовая динамическая 

пороговая модель, вершины-аттракторы. 

1. Введение 

Ресурсная сеть – графовая динамическая параллельная мо-

дель с пороговым переключением правил функционирования, 

предложенная в [6] и получившая развитие в ряде работ (в том 

числе [3, 4]). Она представляет собой ориентированный взве-

                                           

1 Работа выполнена при частичной финансовой поддержке РФФИ 

(проекты № 14-01-00422а, 15-07-02488а). 
2 Людмила Юрьевна Жилякова, доктор физико-математических наук 

(zhilyakova.ludmila@gmail.com). 



 

Сетевые модели в управлении 

 83 

шенный граф, в котором вершины обмениваются ресурсами в 

дискретном времени. Вершины могут хранить неограниченное 

количество ресурса; веса ребер обозначают их пропускные 

способности: максимальное количество ресурса, которое может 

пройти через ребро за один такт времени. В отличие от класси-

ческой потоковой модели Форда–Фалкерсона [7] и ее динами-

ческих модификаций [8], в ресурсной сети отсутствуют источ-

ники и стоки, и, соответственно, нет направленности движения 

ресурса. Его распространение происходит по всем возможным 

путям одновременно. При малом ресурсе, когда все вершины 

сети функционируют по одному правилу и отдают весь ресурс 

на каждом такте, модель представляет собой рассеяние на графе 

[12, 14]. Модели рассеяния хорошо изучены, – для графов с 

постоянной топологией они описываются однородными цепями 

Маркова, – и поэтому ресурсная сеть представляет гораздо 

больший исследовательский интерес при функционировании с 

большим суммарным ресурсом. Это означает, что некоторые 

вершины сети изменяют правило функционирования и накапли-

вают излишки ресурса, которые они не в состоянии отдать. 

Такие «бутылочные горлышки» сети, суммарные входы кото-

рых больше суммарных выходов, были названы вершинами-

аттракторами [3]. Эти вершины начинают функционировать 

сходно со стреляющими вершинами в пороговой модели «игра 

выстреливания фишек» [11, 18] и «абелева куча песка» [15, 20]. 

Модель кучи песка примечательна тем, что при своей простоте 

находит применение в моделировании сложных природных и 

социальных процессов, названных «самоорганизованной кри-

тичностью» [9, 10, 13].  

В отличие от игры выстреливания, где фишки целочислен-

ны, ресурс в ресурсной сети является бесконечно делимым. 

Благодаря этому свойству разнообразные переходные процессы 

сходятся к предельным состояниям, которые в целочисленных 

пороговых моделях могут не достигаться.  

Для каждой сети понятия малый и большой ресурс строго 

определены. Малое и большое значения ресурса лежат по раз-

ные стороны от порогового значения Т, которое определяется 

через суммарные выходные пропускные способности вершин и 
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координаты вектора предельных вероятностей однородной цепи 

Маркова, соответствующей ресурсной сети, в случае если граф 

регулярен. Свойство регулярности [5] означает, что граф сильно 

связен (т.е. состоит из одной эргодической компоненты) и НОД 

длин всех его циклов равен 1 (заметим, что в разных источниках 

регулярность определяется по-разному и данное определение 

отличается от определений, используемых в [2, 19]). Если граф 

циклический (НОД длин всех его циклов отличен от 1), роль 

предельного вероятностного вектора играет предел по Чеза-

ро [5]. В общем случае пороговое значение не превосходит 

суммарной пропускной способности сети. В эйлеровых сетях, в 

которых каждая вершина имеет одинаковые входную и выход-

ную пропускные способности, Т совпадает с суммой пропуск-

ных способностей всех ребер сети. В остальных сетях выполня-

ется строгое неравенство. 

Задача исследования в данной работе формулируется сле-

дующим образом. Пусть в сети есть несколько аттракторов и 

суммарный ресурс в ней велик. Доказано, что предельное состо-

яние в ней существует. Компоненты вектора предельного состо-

яния, соответствующие неаттрактивным вершинам, определя-

ются однозначно; формулы для них найдены в [3]. Необходимо 

найти распределение излишков ресурса сверх Т между аттрак-

торами. Пропорция, в которой эти излишки распределяются, 

очевидно, зависит от начального состояния и от некоторых 

параметров сети.  

Функционирование сетей при большом ресурсе описывает-

ся неоднородными цепями Маркова, исследование которых 

гораздо сложнее. Из существования предельного состояния при 

больших ресурсах [3] следует, что эти неоднородные цепи 

Маркова являются сильно эргодическими [1, 16, 17]. Однако для 

нахождения компонент вектора предельного состояния, соот-

ветствующих вершинам-аттракторам, требуются дополнитель-

ные приемы. Для этого несимметричным сетям ставятся в соот-

ветствие поглощающие сети, исследованные в [4]. Граф 

поглощающей сети имеет переходную компоненту и стоковые 

вершины. Порогового значения в такой сети не существует.  
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Поглощающая сеть, соответствующая регулярной несим-

метричной сети, – это сеть, в которой удалены все ребра, выхо-

дящие из аттракторов. Таким образом, это сеть со стоковыми 

вершинами, соответствующими аттракторам исходной сети. Для 

поглощающих сетей получены формулы, позволяющие анали-

тически находить предельные стохастические матрицы неодно-

родной цепи Маркова, и, соответственно, по любому начально-

му состоянию определять предельное состояние сети – в данном 

случае пропорцию распределения ресурса между стоками.  

2. Основные обозначения и характеристики 

ресурсных сетей  

Ресурсная сеть представляет собой взвешенный ориентиро-

ванный граф G = (V, E), |V| = n. Веса, соответствующие про-

пускным способностям ребер, задаются матрицей R = (rij)nn. 

Q(t) = (q1(t), …, qn(t)) – состояние сети в момент t; 

qi(t) – количество ресурса в вершине vi в момент t;  Q* – пре-

дельное состояние.  
in

ir  и out
ir  – суммарные входная и выходная пропускные 

способности вершины vi.  

Правила функционирования сети.  В момент t вершина vi по 

ребру eim отдает в смежную ей вершину vm: 

 rim единиц ресурса, если out
ii rtq )( (правило 1); 

 )(tq
r

r
iout

i

im  единиц ресурса, если 
out

ii rtq )(  (правило 2).  

R' – стохастическая матрица, полученная из матрицы R 

нормированием по строкам: R' = D–1R, где  out
n

out rrD ,...,diag 1 . 

W = const – суммарный ресурс сети.  

Z–(t) – множество вершин, для которых 
out

ii rtq )( ; 

Z+(t) – множество вершин, для которых 
out

ii rtq )( .  

Т – пороговое значение ресурса, такое, что при W  Т все 

вершины, начиная с некоторого t', переходят в зону  

Z–(t);  при W > T зона Z+(t) непуста, начиная с некоторого t''.  
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*1},...,1{

min
i

out
i

ni q

r
T


 ,  

где Q1*– вектор предельного состояния при W = 1;  Q
~

 – вектор 

предельного состояния при W = Т. 

Вершина vj несимметричной регулярной сети является ат-

трактором тогда и только тогда, когда для нее выполняется 

(1) 
*1},...,1{

minarg
i

out
i

ni q

r
j


 . 

Введем такую нумерацию вершин сети, при которой ат-

тракторы имеют номера от 1 до l. В [3] доказано, что 

)~,...,~,,...,(
~

11 nl
out

l
out qqrrQ  . Вектор Q

~
 пропорционален вектору 

Q1* с коэффициентом Т: TQQ *1~
 .  

При этом компоненты с номерами от l + 1 до n не изменя-

ются при любом W > T, и все излишки распределяются только 

среди аттракторов. Вектор предельного состояния для W > T 

имеет вид 

 )~,...,~,,...,( 1
*
2

*
11

*
nl

out
l

out qqqrqrQ  , где  



l

i
iq

1

* = W – T. 

Поток в ресурсной сети. 

Ресурс, выходящий из вершины vi по ребру eij в момент t, 

приходит в вершину vj в момент t + 1; между моментами t и t + 1 

он находится в ребре eij. Этот ресурс назовем потоком fij(t). 

Общий поток сети описывается матрицей F(t) = (fij(t))nn.  

Величиной потока будем называть сумму 

 
 


n

i

n

j
ijsum tff

1 1

)( . 

Суммарные исходящий и входящий потоки вершины vi: 

)()(
1

tftf out
i

n

j
ij 



; )1()(
1




tftf in
j

n

i
ij . Будем полагать, 

что 0)0( in
jf .   

Fout(t) = ( )(1 tf out
, …, )(tf out

n ) – вектор исходящего потока; 
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Fin(t) = ( )(1 tf in , …, )(tf in
n ) – вектор входящего потока.  

F* – матрица предельного потока.  


 


n

i

n

j
ijsum ff

1 1

**  – суммарный предельный поток; Fin* и Fout* – 

векторы двух предельных потоков.  

Доказано, что при любом значении W  Т суммарный пре-

дельный поток в сети равен T. 

3. Свойства поглощающих сетей 

Исследованию поглощающих сетей посвящена работа [4]. 

Кратко перечислим полученные в ней результаты, которые 

понадобятся при описании регулярных сетей с несколькими 

аттракторами. 

Пусть поглощающая сеть имеет l стоков с номерами от 1 

до l, тогда ее матрица пропускных способностей состоит из 

блоков:  

(2) 









21

1

RR

OD
R ,  

где (D)l  l – диагональная матрица; (О1)l  (n – l) – нулевая матрица; 

матрица (R1)(n – l)  l состоит из пропускных способностей ребер, 

ведущих из переходной компоненты в стоки; матрица  

(R2)(n – l)  (n – l) – из пропускных способностей ребер, соединяю-

щих вершины внутри переходной компоненты. 

Стохастическая матрица R' будет иметь вид 

 









'
2

'
1

11
'

RR

OE
R . 

Даже если матрица D имеет на диагонали нулевые элемен-

ты (т.е. одна или несколько стоковых вершин не имеют петель), 

блок Е1 будет единичной матрицей.  

Свойство 1 (Теорема 2 [4]).  В поглощающей сети порого-

вого значения ресурса Т не существует.  
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Свойство 2 (Лемма 1 [4]).  Пусть поглощающая сеть с l 

стоками представлена матрицей (2). Тогда R' – предел степе-

ней стохастической матрицы R' – определяется по формуле 

(3)   











 



2
'
1

1'
22

11
'

ORRE

OE
R , 

где E2 – единичная матрица размера (n – l)  (n – l). 

Свойство 3 (Теорема 3 [4]).  В поглощающей сети с l сто-

ками матрица R' остается неизменной при любых изменениях 

диагональных элементов. 

Свойство 4 (Теорема 4 [4]).  Пусть поглощающая сеть с l 

стоками представлена матрицей (2). Тогда для любого ресурса 

W и любого начального состояния Q(0) = (q1(0), …, qn(0)) пре-

дельное состояние рассчитывается по формуле 

 Q* = Q(0)R', 

где R' – предельная матрица, определяемая по формуле (3). 

Следствие.  Вектор предельного состояния Q* не зависит от 

наличия или отсутствия петель в вершинах. 

Свойство 5 (Теорема 5 [4]).  Пусть поглощающая сеть с l 

стоками представлена матрицей (2). Тогда элементы i-й стро-

ки матрицы R' (i > l) соответственно равны компонентам 

вектора предельного состояния при начальном состоянии 

Qi(0) = (0, …, 0, 1, 0, …, 0), где единице равна i-я компонента: 

(4) 
































*

*
1

T

T
1

...

...

'

n

l

l

Q

Q

e

e

R , 

(e1, …, el – первые l вектор-столбцов единичной матрицы 

(E)nn). 
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4. Распределение ресурса между аттракторами 

в несимметричной регулярной сети 

Поведение регулярных несимметричных сетей с несколь-

кими аттракторами сложнее поведения поглощающих сетей. 

Так, в поглощающей сети ресурс, помещенный в сток в началь-

ном состоянии, остается в нем в любой момент времени. В 

регулярных сетях это условие не выполняется. Для иллюстра-

ции этого утверждения рассмотрим пример функционирования 

сети с двумя потенциальными аттракторами. 

Пример 1.  Несимметричная сеть (n = 5) с двумя аттракто-

рами v1 и v2 задана матрицей 

(5) R = 























11111

11161

11116

11111

11111

.   

Основные ее характеристики следующие.  

 Кортеж  =     out

n

in

n

outin rrrr ;...,,; 11  для этой сети имеет 

вид  = ((10, 5), (10, 5), (5, 10), (5, 10), (5, 5)).  

 Предельное состояние при W = 1: 

Q1* = (0,250, 0,250, 0,1(6), 0,1(6), 1(6)).  

 Пороговое значение ресурса T = 20.  

 Q
~

 = (5, 5, 3,(3), 3,(3), 3,(3)). 

Рассмотрим начальное состояние Q(0) = (0, 5, 20, 0, 0). 

Суммарный ресурс 25 больше порогового значения, значит, 

излишки ресурса должны распределиться между аттракторами. 

Аттрактор v2 имеет ресурс в начальном состоянии, аттрактор 

v1 – нет. 

Предельное состояние для такого вектора Q(0) будет 

Q* = (10, 5, 3,(3), 3,(3), 3,(3)). Как видно, весь излишек оказался в 

первой вершине (поскольку она связана с источником, имею-

щим большой ресурс, ребром с большой пропускной способно-
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стью). Вершине v2 не удалось накопить больше того, что она 

имела в начале.  

Даже с ресурсом, превышающим выходную пропускную 

способность, потенциальный аттрактор бывает неспособным 

перейти в зону Z+*. Для той же сети перераспределим ресурс 25 

в начальном состоянии: Q(0) = (0, 8, 17, 0, 0). Предельное состо-

яние в этом случае будет точно таким же: 

Q* = (10, 5, 3,(3), 3,(3), 3,(3)).  

Более того, если ресурс 8 переложить в вершину v4 (источ-

ник, связанный ребром с большой пропускной способностью 

с v2), так, чтобы начальное состояние было Q(0) = (0, 0, 17, 8, 0), 

то предельное состояние будет: Q* = (9,75, 5,25, 3,(3), 3,(3), 

3,(3)). То есть в этом случае второй аттрактор получает излишки 

сверх своей пропускной способности, чего не наблюдалось, 

когда мы помещали ресурс непосредственно в него. 

Таким образом, потенциальный аттрактор может притяги-

вать ресурс из источников, но не всегда может удержать ресурс, 

находящийся в нем в начальном состоянии.  

В данном исследовании будем рассматривать начальные 

состояния, в которых ресурс находится в источниках.  

4.1. ПОГЛОЩАЮЩАЯ СЕТЬ, СООТВЕТСТВУЮЩАЯ 

НЕСИММЕТРИЧНОЙ, И ПОПРАВКА 

НА РЕГУЛЯРНОСТЬ W 

Исследуем распределение ресурса между потенциальными 

аттракторами при W > T. В [3] получена формула предельного 

состояния при больших ресурсах. В ней определены все компо-

ненты вектора предельного состояния, кроме компонент, соот-

ветствующих вершинам-аттракторам. Если аттрактор в сети 

один, предельное состояние единственно. Если потенциальных 

аттракторов несколько, ресурс между ними в предельном состо-

янии может распределяться по-разному для разных начальных 

состояний. Опишем зависимость предельного состояния в ат-

тракторах от начального состояния сети, как это было сделано 

для поглощающих сетей. 
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Рассмотрим несимметричную сеть с двумя аттракторами, 

заданную матрицей (5).  

Пусть в начальном состоянии весь суммарный ресурс W > T 

находится в одном из источников. Найдем закономерность 

распределения ресурса W – T между аттракторами при измене-

нии W. Рассмотрим два начальных состояния и соответствую-

щие им предельные состояния: 

(6) Q(0) = (0, 0, 50, 0, 0)  Q* = (29,3, 10,7, 3,(3), 3,(3), 3,(3)). 

(7) Q(0) = (0, 0, 90, 0, 0)  Q* = (59,3, 20,7, 3,(3), 3,(3), 3,(3)). 

Суммарный ресурс вершин, находящихся в зоне Z–*, в пре-

дельном состоянии равен 10. При Q(0) = (0, 0, 50, 0, 0) и 

Q(0) = (0, 0, 90, 0, 0) в зоне Z+* распределяется ресурс, равный 40 

и 80 соответственно. При суммарном приросте 40 прирост в 

вершинах составил соответственно 30 и 10, т.е. 0,75W и 

0,25W. Прирост ресурса распределился в пропорции 3:1.  

При любом дальнейшем увеличении ресурса пропорция 3:1 

в распределении ресурса W между аттракторами сохраняется.  

В силу симметричности аттракторов, если в начальном со-

стоянии весь ресурс находился во втором источнике (вер-

шине v4), в предельном состоянии его прирост в аттракторах 

распределится в пропорции 0,25W и 0,75W (соответствен-

но, 1:3). А при помещении ресурса в начальном состоянии в 

нейтральную вершину прирост в аттракторах распределится как 

0,5W, 0,5W, т.е. в пропорции 1:1. 

Для объяснения этого факта построим поглощающую сеть, 

соответствующую данной несимметричной сети. То есть пре-

вратим аттракторы в стоки, заменив все элементы матрицы R, 

соответствующие входным пропускным способностям аттрак-

торов, нулями. Матрицу пропускной способности такой сети 

обозначим через Rabsorb: 

Rabsorb =

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

6 1 1 1 1

1 6 1 1 1

1 1 1 1 1

 
 
 
 
 
 
 
 

. 
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Предел степеней соответствующей стохастической матри-

цы обозначим через 
absorbR' . Найдем эту матрицу, воспользо-

вавшись формулой (4). Для этого вычислим векторы предельно-

го состояния при единичном ресурсе, поочередно находящемся 

в каждой из переходных вершин: 

 Q(0) = (0, 0, 1, 0, 0)   Q* = (0,75, 0,25, 0, 0, 0); 

 Q(0) = (0, 0, 0, 1, 0)   Q* = (0,25, 0,75, 0, 0, 0); 

 Q(0) = (0, 0, 0, 0, 1)   Q* = (0,5, 0,5, 0, 0, 0). 

Тогда 

(8) 

























0005,05,0

00075,025,0

00025,075,0

00010

00001

'absorbR .   

Можно заметить, что именно в таких пропорциях распреде-

ляется ресурс W из каждой не-аттрактивной вершины между 

аттракторами.  

Возникает вопрос, зависит ли эта пропорция от первых 

двух строк матрицы R или выходные пропускные способности 

аттракторов могут быть любыми до тех пор, пока они остаются 

аттракторами. При изменении выходных пропускных способно-

стей аттракторов меняется пороговое значение Т. Остается ли 

при больших W пропорция, заданная 
absorbR' , для излишков 

ресурса?  

Рассмотрим следующие примеры. 

Пример 2.  Сеть задана матрицей 

(9) R = 























11111

11161

11116

5,05,05,05,05,0

5,05,05,05,05,0

. 

Для этой сети Т = 10; Q1* = (0,250, 0,250, 0,1(6), 0,1(6), 1(6));  
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Q
~

=(2,5, 2,5, 1,(6), 1,(6), 1,(6)). 

Функционирование сети при разных начальных состояниях 

дает следующие предельные состояния: 

Q(0) = (0, 0, 85, 0, 0)  Q* = (60,5, 19,5, 1,(6), 1,(6), 1,(6)); 

Q(0) = (0, 0, 45, 0, 0)  Q* = (30,5, 9,5, 1,(6), 1,(6), 1,(6)). 

Ресурс, равный 5, остается в зоне Z–*, остальной распреде-

ляется между аттракторами. Разность ресурса для этих двух 

начальных состояний W = 40 разделилась в пропорции 30:10, 

т.е. 3:1, как и раньше. 

Это соотношение выполняется не только для однородных 

выходных пропускных способностей аттракторов. Но чтобы обе 

вершины оставались потенциальными аттракторами, их выход-

ные пропускные способности нельзя изменять произвольно. Не 

приводят к потере аттрактивности любые изменения в пропуск-

ных способностях петель аттракторов, а также одинаковые 

изменения в пропускных способностях ребер, связывающих 

аттракторы с нейтральной вершиной v5 и друг с другом.  

Пример 3.  Сеть задана матрицей 

R = 























11111

11161

11116

01181

01113

. 

Для нее имеем: Т = 23;  

Q1* = (0,261, 0,478, 0,116, 0,116, 0,029);  

Q
~

 = (6, 11, 2,(6), 2,(6), 0,(6)).  

Как видно, вектор предельных вероятностей изменился; в 

той же пропорции изменились компоненты вектора Q
~

. В 

зоне Z–* в предельном состоянии оказывается ресурс, равный 6. 

Рассмотрим две пары векторов (начальное состояние  

предельное состояние): Q(0)  Q*. 

Q(0) = (0, 0, 86, 0, 0)  Q* = (56,910, 23,090, 2,(6), 2,(6), 0,(6)). 

Q(0) = (0, 0, 46, 0, 0)  Q* = (26,910, 13,090, 2,(6), 2,(6), 0,(6)). 
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Разность ресурса W = 40 вновь разделилась в пропор-

ции 3:1, несмотря на вышеописанные изменения векторов пре-

дельного состояния. 

Эта пропорция имеет место только для разности между 

двумя различными векторами. В пределах одного вектора пре-

дельного состояния она не выполняется. Рассмотрим первую 

пару векторов: 

Q(0) = (0, 0, 86, 0, 0)  Q* = (56,910, 23,090, 2,(6), 2,(6), 0,(6)). 
outr1  = 6, outr2  = 11. 

outrqq 1
*
11   = 50,910, outrqq 2

*
22   = 12,090. 

21 : qq   = 50,910 : 12,090 > 4. 

Вернемся к матрице (5) и проверим выполнение этой про-

порции для нее. Из примера 1 имеем:  

Q(0) = (0, 0, 100, 0, 0)  Q*= (66,8, 23,2, 3,(3), 3,(3), 3,(3)).  

Для этой матрицы 
outr1  = 5, 

outr2
 = 5. 

outrqq 1
*
11   = 61.8, outrqq 2

*
22   = 18,2.  

Как видно, пропорция 3:1 вновь не выполняется.  

Вычислим разность 21 3 qq  : 

21 3 qq   = 61,8 – 18,2  3 = 61,8 – 54,6 = 7,2. 

Проверим, чему равна эта разность при других значени-

ях W. 

Из (6), (7) следует, что при W = 50 и W = 90 также выполня-

ется равенство 

(10) 21 3 qq   = 7,2. 

Для достаточно больших значений W в сети, заданной мат-

рицей (5), значение разности (10) остается неизменным. Обо-

значим его через W. Начиная с некоторого Wmin  T, W = const. 

Таким образом, для поглощающей сети W = 0. Как только 

поглощающая сеть превращается в регулярную, (т.е. у стоков 

появляются выходные ребра), величина W становится положи-

тельной. Будем называть W поправкой на регулярность. 

Опишем процесс нахождения W для произвольной сети с l 

аттракторами и произвольного начального состояния Q(0), в 

котором ресурс, больший Wmin, сосредоточен в не-аттрактивных 
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вершинах. Пусть R – матрица пропускных способностей сети с 

аттракторами, имеющими номера от 1 до l. Пусть Q* – вектор 

предельного состояния при суммарном ресурсе W > 2rsum (коли-

чество ресурса 2rsum заведомо больше Wmin). Построим вектор 

Q = Q* – Q
~

. Его последние n – l компонент равны нулю, а 

первые l компонент содержат ресурс, накопленный аттрактора-

ми сверх их пропускных способностей. Rabsorb – матрица погло-

щающей сети, первые l строк которой равны нулю, а остальные 

n – l строк совпадают со строками матрицы R. Рассмотрим 

вектор предельного состояния этой поглощающей сети как 

функцию от количества ресурса Q* = Q*(W). Будем увеличивать 

W от нуля до тех пор, пока какая-нибудь компонента не совпа-

дет с компонентой вектора Q. Обозначим это количество 

ресурса через W'. Тогда все компоненты разности Q – Q*(W') 

неотрицательны по построению. Их сумма и составляет поправ-

ку на регулярность W. Это такое количество ресурса, которое 

нарушает пропорциональность, имеющую место для поглоща-

ющей сети, распределяясь между аттракторами. Эта величина 

заведомо положительна. Используя введенные обозначения, 

можно дать формальное определение. 

Поправкой на регулярность W называется суммарное ко-

личество ресурса в предельном состоянии в одном или несколь-

ких аттракторах, нарушающего пропорцию, заданную матрицей 

Rabsorb: W = (Q* – Q
~

 – Q*(W'))1, где 1 – вектор-столбец из 

n единиц.  

Для того чтобы найти Wmin и объяснить, откуда возникает 

вклад ресурса W, нарушающий пропорцию, имеющую место 

для стоков, рассмотрим функционирование сети при ресурсах 

W > T, близких к пороговому значению, т.е. таких, что  

W – T  W.  

Пример 4.  Сеть задана матрицей (5). Начиная с W = T, бу-

дем увеличивать суммарный ресурс в сети, помещая его в 

начальном состоянии в третью вершину. Для этой сети Т = 20. 

Выпишем начальные и соответствующие им предельные состо-

яния: 
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Q(0) = (0, 0, 20, 0, 0)  Q
~

 = (5, 5, 3,(3), 3,(3), 3,(3)). 

Q(0) = (0, 0, 25, 0, 0)  Q* = (10, 5, 3,(3), 3,(3), 3,(3)). 

Q(0) = (0, 0, 27, 0, 0)  Q* = (12, 5, 3,(3), 3,(3), 3,(3)). 

Q(0) = (0, 0, 27,2, 0, 0)  Q* = (12,2, 5, 3,(3), 3,(3), 3,(3)). 

Q(0) = (0, 0, 27,21, 0, 0)   

  Q* = (12,2075, 5,0025, 3,(3), 3,(3), 3,(3)). 

Из этих пар векторов видно, что при значениях W – T  7,2 

ресурс из источника не распределяется пропорционально, а 

накапливается в одном аттракторе. Ресурс второго аттрактора 

остается в предельном состоянии равным outr2  = 5 вплоть до 

W = 27,2, и, соответственно, W = 7,2. 

При суммарном ресурсе W > 27,2 второй аттрактор тоже 

попадает в зону Z+*, и начинает выполняться соотношение 

3:1)5(:)2,75( *
2

*
1  qq  

В общем виде для сети c двумя симметричными аттракто-

рами v1 и v2, запитанными на источники v3 и v4 соответственно, 

можно утверждать следующее. Если ресурс в начальном состо-

янии находится в вершине v3 и при этом его величина удовле-

творяет неравенству W  T + W, в предельном состоянии вы-

полнится соотношение 
 '

32
'

312
*
21

*
1 :)(:)( absorbabsorb

outout rrrqWrq  ,  

где матрица 
absorbR'  задана формулой (8). 

То есть, если известно значение W, предельное состояние 

при заданном начальном находится однозначно. 

Лемма 1.  Пусть в регулярной несимметричной сети с дву-

мя аттракторами v1 и v2, ресурс W > T в начальном состоянии 

находится в источнике vj, для которого 



  '
1

},...3{

'
1 max kabsorb

nk
jabsorb rr . 

Тогда вектор предельного состояния равен  

(11)

*

' '

1 2

( , 0, 0, ..., 0) ,

( , , 0,...,0) ;absorb j absorb j

Q W T при W T W
Q

Q W r W r W при W T W
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где )( WTWW  ; 
absorbR'  – предельная матрица погло-

щающей сети, соответствующей данной регулярной сети. 

Д о к а з а т е л ь с т в о.  Дисбаланс в аттракторах проис-

ходит по следующей причине. Пока аттрактор v2 добирает свой 

ресурс до выходной пропускной способности, он функциониру-

ет по правилу 2, т.е. на каждом такте отдает весь свой ресурс. 

Аттрактор v1 переходит на функционирование по правилу 1 и 

начинает отдавать по полной выходной пропускной способно-

сти, получая больше этого значения. Излишек на каждом такте 

остается в v1. Таким образом, W состоит из ресурса, накоплен-

ного одним аттрактором, пока он работает по правилу 1, в то 

время как другой аттрактор работает по правилу 2. Если значе-

ние ресурса суммарного ресурса W  T + W, то по определению 

W ресурс аттрактора v2 асимптотически стремится к 
outr1 , и v2 

не переходит в зону Z+(t), и верхняя строка (11) доказана. 

Если W > T + W, оба аттрактора оказываются в зоне Z+(t). 

В некоторый момент времени t' выполнится: q2(t' – 1)  outr2  и 

q2(t') > outr2 . Тогда q1(t') = Wrout 1 . Покажем, что при переходе 

второго аттрактора в зону Z+(t) ресурс начинает распределяться 

между аттракторами в пропорции, заданной absorbR' . Выходной 

поток в аттракторах при их переходе в зону Z+(t) стабилизиро-

вался: он равен outr1  в первом аттракторе и outr2  во втором – в 

каждое ребро они отдают по полной пропускной способности. 

Накопление в аттракторах происходит, пока их входной поток 

больше выходного. Оно складывается из разницы стабильной и 

нестабильной компонент, поскольку в сбалансированном (пре-

дельном) потоке для аттракторов выполняется: 
outoutin rff 1

*
1

*
1  , outoutin rff 2

*
2

*
2  . Если рассматривать только 

нестабильную компоненту потока, ей соответствует матрица, в 

которой выходные пропускные способности аттракторов равны 

нулю, а это и есть матрица absorbR . 

Таким образом, ресурс сверх T + W распределяется между 

аттракторами в пропорции, заданной матрицей 
absorbR' .   

Лемма легко обобщается на случай произвольного количе-

ства аттракторов. Пусть в сети с l аттракторами v1, …, vl, ресурс 
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W > T в начальном состоянии весь сосредоточен в источнике vj, 

j > l. Обозначим через Wi – поправки в каждом аттракторе при 

любом W  T – достаточно большом, чтобы часть ресурса рас-

пределялась в предельном состоянии в соответствии с матрицей 

absorbR' . Ясно, что Wi = const, поскольку после перехода по-

следнего из аттракторов в зону Z+(t) выходной поток в них 

стабилизируется, и ресурс начинает прибывать в них с пропор-

ции, заданной матрицей 
absorbR' . 

Теорема 1.  Пусть в регулярной несимметричной сети с l 

аттракторами v1, …, vl ресурс W > T в начальном состоянии 

находится в источнике vj, j > l. Тогда вектор предельного со-

стояния равен:  

(12)

^ ^
1*

' '
1 1

(0, ..., , 0, ..., 0) ( ),

( , ..., , 0,...,0) ( ) ,

( , ..., , 0,...,0)

                                                      

m m

l m m

absorb j l absorb jl

Q W T при W T W W

Q W W при T W W W T W
Q

Q W r W W r W

 

    

 





 

    

     


    

                           ;при W T W








 

 

где вектор (0, …, W – T, 0, …, 0) имеет ненулевую компоненту с 

номером m  l; m находится из условия 


 '

},...,1{
maxarg kmabsorb

lk
rm ;  

0  Wi
^ < Wi – поправки при T + (Wm – W–m) < W < T + W; 

k
lk

m WW 
},...,1{

max


  – поправка, соответствующая аттрак-

тору vm;  

k
WWWW

m WW
mlk


 \},...,{ 1

max


   – вторая по величине поправка 

при ресурсе, сконцентрированном в источнике vj; 





l

i
iWW

1

 ;  WTWW  ; 

причем существует аттрактор vi, для которого Wi = 0, i  l. 

Д о к а з а т е л ь с т в о.  

Докажем каждую строку из формулы (12) отдельно. 

1. Справедливость формулы для случая  

W < T + (Wm – W–m) вытекает из доказательства леммы 1. 

Аттрактор vm первым переходит на правило 1 и начинает наби-
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рать излишки ресурса, составляющие поправку  

Wm
^ = (W – T). Если второй (по величине Wi) аттрактор не 

может перейти на правило 1, все излишки ресурса в предельном 

состоянии окажутся в вершине vm. Переход второго аттрактора 

на правило 1 происходит, когда аттрактор vm имеет ресурс, 

равный (Wm – W–m). Отсюда непосредственно вытекает усло-

вие выполнения равенства )0...,,0,...,,0(
~* TWQQ  . 

2. При ресурсе, превосходящем значение Т менее чем на 

суммарную поправку W, при функционировании сети часть 

аттракторов может не перейти в зону Z+(t), соответствующие 

поправки Wi
^ = Wi

^(W) для них будут равны нулю, и компо-

ненты предельного состояния будут равны соответствующим 

компонентам вектора ))0(~...,),0(~,...,,(
~

11 nl
out

l
out qqrrQ  . По мере 

увеличения суммарного ресурса сверх величины  

T + (Wm – W–m) аттракторы один за другим смогут перейти в 

зону Z+(t). Если ввести такую нумерацию аттракторов, что они 

будут упорядочены по убыванию величины Wi, т.е. W1 := Wm, 

W2 := W–m, и т.д., то можно вычислить значение ресурса W, 

при котором аттрактор с номером k будет иметь в предельном 

состоянии Wk
^(W) > 0. Для этого необходимо, чтобы все ат-

тракторы с номерами, меньшими k, тоже имели положительные 

поправки. Разобьем множество значений суммарного ресурса 

W > T на интервалы и рассмотрим зону Z+(t) для каждого из них. 

1) T < W  T + (W1 – W2): только аттрактор v1 функциони-

рует по правилу 1. Введем обозначение: T + (W1 – W2) = T1. 

Далее границы полуинтервалов будем обозначать через Ti. 

2) T1 < W  T + (W1 – W2) + 2(W2 – W3) = T + W1 + W2 – 

– 2W3 = T2: аттракторы v1 и v2 функционируют по правилу 1. 

3) T2 < W  T + (W1 – W2) + 2(W2 – W3) + 3(W3 – W4) =  

= T + W1 + W2 + W3 – 3W4 = T3: аттракторы v1, v2 и v3 функ-

ционируют по правилу 1. 

… 

l – 2) Tl–3 < W  T + W1 + … + Wl–2 – (l – 1)Wl–1 = Tl–2: ат-

тракторы v1, v2, …, vl–1  функционируют по правилу 1. 
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l – 1) Tl–2 < W  T + W1 + … + Wl–1: аттракторы v1, …, vl–1  

функционируют по правилу 1, но поправка в аттракторе vl–1 еще 

не достигла своего максимального значения.  

l) W > T + W1 + … + Wl–1 = T + W все аттракторы перехо-

дят в зону Z+(t), и поправки достигли максимальных значений. 

При этом, в аттракторе vl поправки нет: Wl = 0, так как больше 

нет аттракторов, которым нужно накапливать ресурс. 

3. Третья строка формулы (12) доказана в пункте l). При 

W > T + W все аттракторы переходят в зону Z+(t), и выходной 

поток в них стабилизируется за конечное число тактов. Далее в 

сети начинается перераспределение ресурса в соответствии с 

матрицей 
absorbR' .  

Замечание 1.  Если вершина-аттрактор, для которой выпол-

няется условие 


 '

},...,1{
maxarg kmabsorb

lk
rm , не единственна, то ресурс 

W – T в верхней строке формулы (12) распределится в равных 

долях между всеми этими аттракторами. 

Замечание 2.  Проиллюстрируем графически формулы в 

пунктах 1) ÷ l). 

На рис. 1 представим, что пунктирные линии – смещающа-

яся вниз ось абсцисс. Они задают уровень, ресурс над которым 

виден. Чем ось ниже, тем больше вершин-аттракторов имеют 

положительные поправки. При непрерывной («главной») оси 

абсцисс все вершины имеют максимальные поправки. При 

дальнейшем увеличении ресурса излишки будут распределяться 

в пропорции, заданной матрицей 
absorbR' . 

Как и во всех гистограммах количество ресурса рассчиты-

вается как площадь частей столбиков, выделенных тем или 

иным цветом. Ширину каждого столбца считаем единичной. На 

рис. 2 количество ресурса над соответствующей осью показано 

цветом. Этот рисунок иллюстрирует возникновение каждого 

слагаемого в суммах из выражений 1) ÷ l). 
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Рис. 1. Расположение величин  Wi в порядке убывания  

 

Рис. 2. Для перехода аттрактора в зону Z+(t), ресурс должен 

превысить сумму ресурсов над пунктирной чертой 

Следствие.  Непосредственно из доказательства теоремы 

вытекает, что если в несимметричной сети имеется l потенци-



 

Управление большими системами. Выпуск 60 

 102 

альных аттракторов, а ресурс в начальном состоянии сосредото-

чен в вершине-источнике vj, j > l, то значения суммарного ре-

сурса при W > T можно разбить на l интервалов, для каждого из 

которых поправки Wi будут иметь i вершин (i = 1, …, l). Грани-

цы интервалов задаются формулами из пп. 1) ÷ l). 

При ресурсе W > T + W все вершины имеют максимально 

возможную поправку, ресурс сверх T + W распределяется в 

соответствии с матрицей 
absorbR' . 

Значения Wi можно найти экспериментально для любой 

сети. Чтобы получить аналитические зависимости и выявить 

закономерности, рассмотрим изменение Wi при изменении 

строк матрицы пропускных способностей, соответствующих 

аттракторам. Если все элементы в них равны нулю, сеть пре-

вращается в поглощающую.  

4.2. ЗАВИСИМОСТЬ W ОТ ВЫХОДНЫХ ПРОПУСКНЫХ 

СПОСОБНОСТЕЙ АТТРАКТОРОВ 

Вновь рассмотрим сеть с двумя потенциальными аттракто-

рами. Здесь поправка W накапливается только в одной вер-

шине, поэтому можно записать W1 = W и далее оперировать 

величиной W. 

Проследим зависимость W от выходных пропускных спо-

собностей вершин-аттракторов:  out
irWW   , i = 1, 2, считая, 

что первые две строки матрицы R однородны, как в матрицах 

(5) и (9). 

Пример 5.  В матрице  

 R = 6 1 1 1 1

1 6 1 1 1

1 1 1 1 1

r r r r r

r r r r r

 
 
 
 
 
 
 
 

 

будем изменять пропускные способности r от нуля с некоторым 

шагом. Данные экспериментов представлены в таблице 1. 
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Таблица 1. Характеристики предельного состояния  

при разных выходных пропускных способностях аттракторов 

№ r 

outr1 , 

outr2  
T Q

~
 W 

1.  0 0 0  0 

2.  0,05 0,25 1 (0,25, 0,25, 0,1(6), 0,1(6), 

0,1(6)) 
0,875 

3.  0,1 0,5 2 (0,5, 0,5, 0,(3), 0,(3), 0,(3)) 1,75 

4.  0,15 0,75 3 (0,75, 0,75, 0,5, 0,5, 0,5) 2,625 

5.  0,2 1 4 (1, 1, 0,(6), 0,(6), 0,(6)) 3,5 

6.  0,25 1,25 5 (1,25, 1,25, 0,8(3), 0,8(3), 

0,8(3)) 
4,375 

7.  0,3 1,5 6 (1,5, 1,5, 1, 1, 1) 5 

8.  0,35 1,75 7 (1,75, 1,75, 1,1(6), 1,1(6), 

1,1(6)) 
5,375 

9.  0,4 2 8 (2, 2, 1,(3), 1,(3), 1,(3)) 5,75 

10.  0,45 2,25 9 (2,25, 2,25, 1,5, 1,5, 1,5) 6,125 

11.  0,5 2,5 10 (2,5, 2,5, 1,(6), 1,(6), 1,(6)) 6,5 

12.  0,55 2,75 11 (2,75, 2,75, 1,8(3), 1,8(3), 

1,8(3)) 
6,875 

13.  0,6 3 12 (3, 3, 2, 2, 2) 7,2 

14.  0,65 3,25 13 (3,25, 3,25, 2,1(6), 2,1(6), 

2,1(6)) 
7,28 

15.  0,7 3,5 14 (3,5, 3,5, 2,(3), 2,(3), 2,(3)) 7,3 

16.  0,75 3,75 15 (3,75, 3,75, 2,5, 2,5, 2,5) 7,31 

17.  0,8 4 16 (4, 4, 2,(6), 2,(6), 2,(6)) 7,32 

18.  0,85 4,25 17 (4,25, 4,25, 2,8(3), 2,8(3), 

2,8(3)) 
7,335 

19.  0,9 4,5 18 (4,5, 4,5, 3, 3, 3) 7,35 

20.  0,95 4,75 19 (4,75, 4,75, 3,1(6), 3,1(6), 

3,1(6)) 
7,365 

21.  1 5 20 (5, 5, 3,(3), 3,(3), 3,(3)) 7,2 

22.  1,05 5,25 21 (5,25, 5,25, 3,5, 3,5, 3,5) 6,945 

23.  1,1 5,5 22 (5,5, 5,5, 3,(6), 3,(6), 3,(6)) 6,67 

24.  1,15 5,75 23 (5,75, 5,75, 3,8(3), 3,8(3), 

3,8(3)) 
6,4 
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№ r 

outr1 , 

outr2  
T Q

~
 W 

25.  1,2 6 24 (6, 6, 4, 4, 4) 6,13 

26.  1,25 6,25 25 (6,25, 6,25, 4,1(6), 4,1(6), 

4,1(6)) 
6,155 

27.  1,3 6,5 26 (6,5, 6,5, 4,(3), 4,(3), 4,(3)) 6,16 

28.  1,35 6,75 27 (6,75, 6,75, 4,5, 4,5, 4,5) 6,04 

29.  1,4 7 28 (7, 7, 4,(6), 4,(6), 4,(6)) 5,78 

30.  1,45 7,25 29 (7,25, 7,25, 4,8(3), 4,8(3), 

4,8(3)) 
5,515 

31.  1,5 7,5 30 (7,5, 7,5, 5, 5, 5) 5,18 

 

Таблица конечна. Далее пропускная способность увеличи-

ваться не может, так как матрица 

 R = 

1,5 1,5 1,5 1,5 1,5

1,5 1,5 1,5 1,5 1,5

6 1 1 1 1

1 6 1 1 1

1 1 1 1 1

 
 
 
 
 
 
 
 

  

задает сеть стремя аттракторами. Это вершины v1, v2 и v5 – для 

всех трех вершин выполняется критерий аттрактивности (фор-

мула (1)). В самом деле, для вершин v1, v2 и v5 выполняется: 

 
25,0

5,7
*1

2

2
*1

1

1 
q

r

q

r outout

 = 30;  
6/1

5
*1

5

5 
q

rout

 = 30;  

при этом из таблицы 1 следует, что для этой сети T = 30. 

Представим данные, полученные в таблице в виде графика 

(рис. 3). Из него видно, что изменения W с ростом пропускных 

способностей аттракторов происходят немонотонно. Сначала 

эта величина возрастает, причем присутствуют участки линей-

ного роста; при пропускных способностях, равных приблизи-

тельно 0,95, достигает максимума, и затем начинает убывать. 

Однако при пропускных способностях, равных 1,25 и 1,3, моно-

тонность вновь нарушается.  
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Рис. 3. Зависимость величины W от выходных пропускных 

способностей аттракторов (и порогового значения Т) 

4.3. НЕЛИНЕЙНЫЕ ПЕРЕХОДЫ ПРИ 

ФУНКЦИОНИРОВАНИИ СЕТИ И НЕОДНОРОДНАЯ  

ЦЕПЬ МАРКОВА 

Функционирование несимметричной сети с ресурсом, 

большим порогового значения, описывается неоднородной 

цепью Маркова.  

Для того чтобы вся сеть при большом ресурсе функциони-

ровала по правилу 2 и при этом ее состояния на каждом такте 

совпадали с состояниями сети, работающей по двум правилам, 

необходимо и достаточно на каждом такте изменять пропуск-

ные способности петель вершин, имеющих избыток ресурса, так 

чтобы весь избыток уходил в петлю и возвращался на следую-

щем такте. Таким образом, каждая вершина будет отдавать весь 

свой ресурс. 

На каждом такте t строится матрица пропускных способно-

стей R(t), отличающаяся от матрицы R только диагональными 

элементами вершин, которые функционируют по правилу 1. То 

есть 

 

, ( ) ,

( )
( ) , ( ) .

out

ii i i

outii
i ij i i

j i

r если q t r

r t
q t r если q t r
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Нормируя матрицы R(t), получим стохастические матрицы 

R'(t), которые задают неоднородную цепь Маркова. Вектор  

 



m

t

tRQtQ
0

)(')0()1(   

совпадает с вектором состояния сети, заданной матрицей R, с 

начальным состоянием Q(0). 

Если в начальном состоянии весь ресурс сосредоточен в ис-

точнике с номером j, матрица R(t) будет отличаться от исходной 

матрицы R только j-й строкой. В процессе функционирования 

некоторые вершины могут оказываться в зоне Z+(t), и тогда 

соответствующие им строки матрицы R(t) будут отличаться от 

строк матрицы R. За конечное число шагов зона Z+(t) стабили-

зируется, и в ней остаются только потенциальные аттракторы. 

Все остальные строки матрицы R(t) и соответствующей ей 

матрицы R'(t) совпадают с соответствующими строками матриц 

R и R'. 

Опишем процессы, происходящие в сети, когда одна из 

вершин изменяет правило функционирования. Снова для про-

стоты рассмотрим сеть с двумя потенциальными аттракторами. 

Пусть W > T + W, тогда при начальном состоянии, в котором 

весь ресурс сосредоточен в одном источнике, существует, как 

минимум, три точки смены правила функционирования: первый 

и второй аттракторы по очереди переходят на правило 1, источ-

ник с ресурсом переходит на правило 2. 

Рассмотрим этапы, на которые делится функционирование 

сети.  

0. В начальном состоянии в зоне Z+(0) находится един-

ственная вершина – источник с ресурсом W > T. 

1. Смена правила в первой вершине-аттракторе. Поскольку 

в начальном состоянии этот аттрактор не имел ресурса, суще-

ствует как минимум один такт времени, в который эта вершина 

функционирует по правилу 2. Через конечное число тактов эта 

вершина переходит на правило 1. Зона Z+(t) содержит две вер-

шины: аттрактор и источник. 
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2. Второй аттрактор переходит на правило 1. Зона Z+(t) со-

держит три вершины: два аттрактора и источник. Выходной 

поток из аттракторов стабилизируется. 

3. Источник покидает зону Z+(t). В зоне Z+(t) остаются два 

аттрактора. 

На промежутке между переходами 1 и 2 происходит фор-

мирование поправки W. На промежутке между переходами 2 и 

3 начинается формирование разности ресурса, соответствующее 

absorbR' . Если переход 2 отсутствует, второй аттрактор не полу-

чает ресурс, больший своей выходной пропускной способности. 

После перехода 3 зона Z+(t) стабилизируется.  

Строки стохастических матриц R'(t), соответствующие 

вершинам, функционирующим по правилу 1, изменяются на 

каждом такте. Рассмотрим матрицы, задающие изменение век-

тора исходящего потока. Они изменяются только при 

переходах 1–3, в остальные моменты времени они стационарны. 

Представим матрицу стохастическую матрицу R' в виде: 

R' =  ',...,',' 21 nrrr , где rk' – столбцы R'. Пусть vj – вершина-

источник содержащая ресурс в начальном состоянии,  

v1, v2 – аттракторы, причем, пусть, для определенности первый 

переходит в зону Z+(t) аттрактор v1. Тогда изменение исходяще-

го потока на последовательных тактах в соответствии с этапами 

0-3 можно записать следующим образом: 

0.  ',...,,...,',',')()1( 321 nj
outout rerrrtFtF  , t < t1; 

1.  ',...,,...,',',)()1( 321 nj
outout rerretFtF  ,  t1 ≤ t < t2; 

2.  ',...,,...,',,)()1( 321 nj
outout rereetFtF  ,  t2 ≤ t < t3; 

3.  ',...,',...,',,)()1( 321 nj
outout rrreetFtF  , t ≥ t2. 

Обозначим матрицы, на которые умножается вектор Fout(t) 

через Pj, P1j, P12j и P12 соответственно. Для каждого из четырех 

этапов входящий поток вычисляется по формуле 

 ')()1( RtFtF outin  . 

Из сказанного выше следует, что W вычисляется как пер-

вая компонента вектора 
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2

1

1')(
t

tt
j

out PRtF . 

Матрица (R' – P1j) имеет два ненулевых столбца с 

номерами 1 и j.  

Преобразуем это выражение далее, воспользовавшись зави-

симостью векторов исходящего потока на двух последователь-

ных тактах. В рамках второго этапа j
outout PtFtF 1)()1(  , сле-

довательно, 1))(()( 11
tt

j
outout PtFtF


 . 

Тогда 

  j
t

tt

tt
j

out PRPtFW 111 ')()(
2

1

1 












 






 . 

Вектор W


  имеет ненулевые компоненты с номерами 1 и j, 

соответствующие аттрактору и источнику;  1WW


  . 

Значения Wi для сети с l аттракторами (i = 1, …, l) опреде-

ляются аналогично. Количество промежуточных переходов 

будет l + 1 – по одному на каждый аттрактор и один для источ-

ника. 

4.4. ПРЕДЕЛЬНОЕ СОСТОЯНИЕ СЕТИ ПРИ fsum(t)  T 

Заметим, что значения Wi (i = 1, …, l) максимальны, когда 

ресурс в начальном состоянии сосредоточен только в одной 

вершине-источнике, т.е. асимметрия его распределения макси-

мальна. При других начальных состояниях W будут меньше. В 

предельном случае W = 0. Так, например, эксперименты пока-

зывают, что если во все вершины в начальном состоянии поме-

стить ресурс, больший предельного значения при W = T, то весь 

излишек будет распределяться в пропорции, заданной 

матрицей 
absorbR' . Докажем, что это верно для любой несиммет-

ричной регулярной сети.  
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Теорема 2.  Пусть регулярная несимметричная ресурсная 

сеть с l потенциальными аттракторами (l > 1) имеет суммар-

ный ресурс W > T и начальное ее состояние Q(0) представимо в 

виде )0(
~

)0( QQQ  , где Q
~

 – предельное состояние при 

W = T, Q(0) – произвольный вектор, задающий распределение 

излишков ресурса W – T. Тогда предельное состояние предста-

вимо в виде суммы двух векторов:  

(13)  absorbRQQQ ')0(
~* . 

Доказательство.  Когда в регулярной сети все вершины 

имеют ресурс, не меньший соответствующей компоненты век-

тора Q
~

, поток в сети состоит из двух частей: 

)(
~

)( tFFtF outout  , где стабильная компонента F
~

 равна 

предельному потоку при любом ресурсе W > T, а нестабильная 

компонента Fout(t), уменьшающаяся со временем, отвечает за 

перераспределение излишков ресурса Q(t). Причем, поскольку 

аттракторы при W = T отдают по полной пропускной способно-

сти и больше отдать уже не могут, то соответствующие им 

компоненты вектора Fout(t) равны нулю – ресурс, соответству-

ющий Q(t), в аттракторы входит, но не может выйти. Таким 

образом, излишки распределяются по закону: 

 Q(t + 1) = Q(t)
'

absorbR , где 









'
2

'
1

1'

RR

OE
R

absorb
. 

В предельном состоянии: 

 Q* = Q(0)   













2
'
1

1'
22

1

ORRE

OE
 = Q(0) '

absorbR .  

4.5. НАЧАЛЬНЫЕ СОСТОЯНИЯ, НЕ СОЗДАЮЩИЕ 

ПОПРАВКУ  

Теорема 2 содержит достаточное условие того, что ресурс в 

аттракторах распределится в той же пропорции, что и в стоках 

соответствующей поглощающей сети. Однако в ней описан 

узкий класс начальных состояний, приводящих к такому пре-

дельному состоянию. Предельное состояние описывается фор-

мулой (13) для еще одного класса начальных состояний.  
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Теорема 3.  Пусть в регулярной несимметричной ресурсной 

сети с l аттракторами с номерами 1, …, l и k источниками с 

номерами l+1, …, l+k, начальное состояние задано вектором:  

 
1 1 1 1(0) ( (0),..., (0), ,...,

                           ..., ,..., (0)),

l l l l

l k l k l k n

Q q q q W Q

q W Q q

  

  

    

   
 

где величины  

 





},...,1,,...,1{

)0(

nklli
jiin

i

i
j r

r

d
W  (j = l+1, …, l+k)  

– необходимые минимальные излишки в каждом источнике; 
in

ir  – суммарная входная пропускная способность вершин  

из Z–(0) по ребрам из вершин-источников, di(0) – дефициты1 

всех вершин из Z–(0): i = 1, …, l, l+k+1, …, n, Qj  0, 

j = l+1, …, l+k. Тогда предельное состояние представимо в виде 

  absorbRQQQ '
~* ,  

где Q – вектор длины n с ненулевыми компонентами Qj 

(j = l+1, …, l+k). 

Доказательство.  В теореме утверждается, что если все ис-

точники имеют ресурс и его количество достаточно велико, то 

накопления поправки W в аттракторах не происходит. Чтобы 

доказать это утверждение и оценить количество ресурса, кото-

рое должно находиться в каждом из источников, обратимся к 

описанию смены правил вершинами в сети, данному в разде-

ле 4.3. Накопление величины поправки происходит, когда при 

функционировании сети случается асинхронный переход ат-

тракторов из зоны Z–(t) в зону Z+(t): пока в аттракторах из Z+(t) 

происходит накопление, аттракторы, находящиеся в Z–(t), про-

должают отдавать весь свой ресурс. 

При достаточно больших ресурсах во всех источниках ат-

тракторы переходят на правило 1 одновременно. Следователь-

но, накопления поправки ресурса не происходит и W = 0. 

                                           

1 Под дефицитом вершины vi мы понимаем количество ресурса, недо-

стающее до значения iq . 
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Определим понятие «достаточно большого ресурса». 

Для каждой вершины vi, которая в состоянии Q(0) имеет 

дефицит ресурса, обозначим через in
ir  ее суммарную входную 

пропускную способность из вершин-источников. Дефицит 

вершины vi обозначим, как и прежде, di(0). Тогда, чтобы по-

крыть дефицит каждой вершины до величины, соответствую-

щей компоненте Q
~

, источник vj должен отдать  

 



},...,1,,...,1{

)0(

nklli
jiin

i

i r
r

d
  

ресурса, где i пробегает множество индексов вершин, имеющих 

дефицит в начальном состоянии.  

Отсюда 





},...,1,,...,1{

)0(

nklli
jiin

i

i
j r

r

d
W .  

Соответствующая компонента вектора Q вычисляется по 

формуле: jjjj WqqQ  ~)0( .  

Проиллюстрирует теорему примером, в котором предель-

ное состояние может быть получено из начального аналитиче-

ски. 

Пример 6.  Сеть задана матрицей (5). Пусть ресурс W > T 

присутствует в обоих источниках, причем, в каждом источнике 

его достаточно много: Q(0) = (0, 0, 20, 40, 0). Тогда предельное 

состояние для этой сети будет Q* = (20, 30, 3,(3), 3,(3), 3,(3)). 

Опишем алгоритм нахождения Q*. Все его компоненты, 

кроме двух первых, совпадают с компонентами вектора Q
~

. Для 

расчета первых двух компонент найдем дефициты вершин в 

начальном состоянии и пропорцию восполнения этих дефици-

тов из обоих источников, содержащих излишки ресурса. Каж-

дый источник должен отдать ресурс в нейтральную вершину в 

количестве  

 
3

5

2

3

1
3

   

и в вершины-аттракторы по 5 единиц – чтобы они получили outr1  

и outr2  единиц ресурса. Итого каждый из двух источников дол-
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жен отдать 20/3 ресурса для насыщения сети и оставить себе 

3,(3) = 10/3.  

 
3

20
4,3 W , 

3

10~
4,3 q . 

Излишек вершины v3 составит  

 Q3 = 20 – 
3

20
 – 

3

10
 = 20 – 10 = 10,  

в вершине v4 остается излишек Q4 = 40 – 10 = 30. Эти излишки 

вершины должны распределить между аттракторами в пропор-

циях 3:1 и 1:3 соответственно (рис. 4). 

 

Рис. 4. Распределение излишков ресурса между аттракторами 

Имеем: 
*

1q  = 5 + 7,5 + 7,5 = 20; 
*

2q  = 5 + 2,5 + 22,5 = 30.  

Эти значения соответствуют первым двум компонентам 

вектора предельного состояния. 

4.6. ОЦЕНКА ПОПРАВКИ W  

Теоремы 2–3 описывают начальные состояния, при кото-

рых для каждого из аттракторов Wi = 0. Своего максимума 

величины Wi достигают, если ресурс в начальном состоянии 

сосредоточен в одном источнике.  
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Теорема 4.  Пусть в регулярной несимметричной ресурсной 

сети с l аттракторами (l ≥ 2), имеющими номера 1, …, l, сум-

марный ресурс W > T + Wj(0) (Wj(0) > W) в начальном состо-

янии находится в вершине-источнике vj. Тогда предельное 

состояние представимо в виде 

  absorbQRQQ '
~* +(W1, W2, …, Wl, 0, …, 0), 

где 







 



l

i
iWQQ

1

0,...,0,,0,...,0)0(  , ненулевая компонента 

имеет номер j.  

Причем для аттрактора с номером 
 jkabsorb

k
rl 'minarg0  

выполняется 0
0
lW , а остальные значения Wi находятся по 

формуле 

(14) 





'

'

**

0

00
)()(

jlabsorb

jiabsorbout
ll

out
iii

r

r
rqrqW . 

Доказательство.  Теорема 4. двойственна теореме 1. Вер-

шина-аттрактор с номером  jmabsorb
j

rl
0

'minarg0  последней из 

аттракторов перейдет на правило 1. Излишек Wi в каждом 

аттракторе накапливается, пока хотя бы один аттрактор функ-

ционирует по правилу 2. Таким образом, вершина, перешедшая 

на правило 1 последней, не имеет излишка. 

Формула (14) – следствие из теоремы 1. Когда все аттрак-

торы функционируют по правилу 1, ресурс перераспределяется 

между ними в пропорции, задаваемой матрицей 


absorbR' . Излиш-

ки в каждой вершине-аттракторе выражаются через компоненту 

вектора предельного состояния, соответствующую аттрактору, 

для которого 0
0
lW .  

Теорема объясняет результаты, полученные в приме 

рах 2–4. Пусть даны два вектора начальных состояний:  

 1 1 2 1 1(0) ( (0), (0), ..., ,..., ,..., (0))l l l k l k nQ q q q W q W q      , 

 2 1 2 1 1(0) ( (0), (0), ..., 2 ,..., 2 ,..., (0)),l l l k l k nQ q q q W q W q         

где  
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Wi – любые заведомо большие величины (например, мож-

но считать, что Wi > T). Предельные состояния для них: 

  absorbRQQQ '
~

1

*

1  + (W1, W2, …, Wl, 0, …, 0), 

  absorbRQQQ '
~

2

*

2  + (W1, W2, …, Wl, 0, …, 0). 

Разность между ними равна 

  absorbRQQQQQ ')(
~

12

*

1

*

2 . 

Таким образом, разность двух предельных состояний не за-

висит от поправок в аттракторах. 

Компоненты вектора предельного состояния, соответству-

ющие потенциальным аттракторам, можно вычислить через 

потоки.  

Теорема 5.  Пусть регулярная несимметричная ресурсная 

сеть имеет потенциальные аттракторы с номерами 1, …, l. 

Пусть суммарный ресурс W > T + Wj(0) в начальном состоянии 

находится в не-аттрактивных вершинах. Тогда для каждого из 

потенциальных аттракторов выполнится соотношение 

(15)   out
ii

rtqt

out
i

in
i rqrtf

out
ii




*

)(:

)( . 

Доказательство.  Левая часть равенства (15) характеризует 

ресурс, накопленный сверх суммарной выходной пропускной 

способности вершины на протяжении всего функционирования 

сети – каждое слагаемое равно разности входного и выходного 

потоков, а это и есть предельная разность out
ii rq * .  

Следствие.  Если в начальном состоянии Q(0) ресурс со-

средоточен в одной неаттрактивной вершине, и его величина 

W > T такова, что в предельном состоянии по крайней мере один 

из потенциальный аттрактор имеет ресурс, равный своей сум-

марной выходной пропускной способности: 
out

mm rq *
, m  l, а 

при любом его увеличении 
out

mm rq *
, то для всех остальных 

аттракторов, имевших out
ii rq * , выполнится:  

   i

rtqt

out
i

in
i Wrtf

out
ii


)(:

)( . 
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Доказательство вытекает непосредственно из форму-

лы (15).  

Отсюда следует, что out
iii rqW  * . 

Пример 7.  Пусть сеть задана матрицей (5) и суммарный ре-

сурс W = T + W1 = 27,2 в начальном состоянии находится в 

вершине v3: Q(0) = (0, 0, 27,2, 0, 0). Предельное состояние для 

этой сети будет Q* =  (12,2, 5, 3,(3), 3,(3), 3,(3)). 

W1 = 7,2 может быть найдена как сумма разностей двух 

графиков в дискретных точках (рис. 5): 

0

1

2

3

4

5

6

7

8

9

1 2 3 4 5 6 7 8

f(t)

t

f_in1(t)

f_out1(t)

 

Рис. 5. Разность входящего и исходящего потоков 

Из рисунка видно, что вклад в величину Wi дают только 

первые несколько тактов функционирования сети. 

5. Заключение 

В работе исследовано распределение излишков ресурса 

между несколькими аттракторами в регулярных несимметрич-

ных сетях. 

Получены результаты, позволяющие находить пропорцию 

распределения ресурса W – T при определенных начальных 

состояниях. 
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Показано, что в общем случае эта пропорция повторяет 

пропорцию индуцированной поглощающей сети за исключени-

ем некоторых аддитивных поправок, названых «поправками на 

регулярность». Эти поправки оценены сверху. Таким образом, 

чем больше в сети суммарный ресурс, тем меньше относитель-

ная погрешность, с которой может быть вычислено предельное 

состояние. 

Рассмотрены переходные процессы при распределении ре-

сурса, когда происходит смена правил функционирования вер-

шин. Описана динамика изменения ресурса в зависимости от 

весов исходящих из аттракторов ребер.  

Однако задача аналитического нахождения предельного со-

стояния в аттрактивных вершинах при произвольном начальном 

состоянии не решена. Статья содержит много примеров, чтобы 

проблема была описана максимально полно, и автор надеется, 

что то, что не получилось у него, может получиться у проница-

тельного читателя.  
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We study nonsymmetric regular resource networks with several 

attractor-vertices. In these networks there exists a threshold value 

of total resource W = T, such that for any initial distribution the 

limit state is uniquely determined, but when W > T extra resource 

W = W – T allocates among attractor-vertices depending on the 

initial state. We prove that this allocation obeys the same law as the 

allocation in corresponding absorbing network (derived from 

asymmetric by deletion output edges of attractors). However, there 

are adjustments dependent on the graph characteristics and the 

initial distribution of resources. The upper bounds of these adjust-

ments are estimated. The initial states are determined that lead to 

precise limit states with no adjustments. 
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ИСТИННОЕ И ЛОЖНОЕ ИНФОРМАЦИОННОЕ 
РАВНОВЕСИЕ В МОДЕЛИ ТОРГОВОЙ СИСТЕМЫ 

Алгазин Г. И.1, Алгазина Ю. Г.2 

(Алтайский государственный университет, г. Барнаул) 

 
Формулируются и исследуются условия существования инфор-

мационного равновесия на товарном конкурентном рынке при 

предположениях о ложной взаимной информированности 

конкурентов. Базовой является модель многоагентной торго-

вой сети «центр (производитель) – агенты (посредники) – 

потребители» с линейными обратной функцией спроса и функ-

циями затрат, в которой агенты могут действовать по Курно 

или Штакельбергу. В качестве возможного информационного 

воздействия на агенты центр использует раскрытие инфор-

мации о своей целевой функции. Приводится обсуждение полу-

ченных результатов. 

 

Ключевые слова: торговая сеть, рефлексивная игра, ложная 

информированность, информационное равновесие, равнове-

сие Курно, равновесие и неравновесие Штакельбкерга, 

информационное воздействие.  

1. Введение 

В рыночных системах принятие решения каждым агентом 

тесно связано с его информированностью, информированностью 

и поведением конкурентов. В соответствующих теоретико-

игровых моделях вводятся определенные предположения о 
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взаимной информированности агентов и принципах принятия 

ими решений.  

Каноническими для игры в нормальной форме считаются 

предположения о наличии общего знания описания игры среди 

агентов и выбора ими концепции равновесия Нэша. Имеются 

существенные теоретические основания для изучения моделей, 

в которых эти предположения неприемлемы, позволяющих 

учитывать неполную информированность (в том числе ложную) 

агентов. Исследования, основанные на экспериментах, также 

свидетельствуют о том, что в играх в нормальной форме агенты 

при поиске равновесия нередко ограничены в своих когнитив-

ных возможностях и не всегда могут располагать необходимы-

ми вычислительными, коммуникационными и другими ресур-

сами. В литературе по теории игр такая ситуация также носит 

название ограниченной рациональности [5, 6, 8, 10, 11]. 

Одним из методов теоретико-игрового моделирования яв-

ляются рефлексивные игры, в которых информированность 

игроков не является общим знанием. Так, например, могут не 

являться общими знания относительно множества агентов, их 

множеств допустимых действий, целевых функций и принципов 

поведения. Рефлексивные игры нашли успешное применение в 

моделировании и исследовании взаимодействия агентов, в том 

числе и на конкурентных рынках [1, 3–8].  

Так, в работе [8] рассматриваются модели рефлексивного 

коллективного поведения на рынке олигополии Курно. Полага-

ется, что в этих моделях агенты-производители выбирают объе-

мы производства и имеют квадратичные функции издержек. В 

рамках модели информационной рефлексии, когда неопреде-

ленным параметром является «тип агента», показано, что, 

наблюдая выбираемые действия, агенты могут в динамике 

прийти к истинному информационному равновесию. В модели 

стратегической рефлексии анализируется динамика действий 

агентов и исследуется зависимость суммарного объёма выпуска 

от числа рефлексирующих агентов с соответствующим рангом 

рефлексии. Показано, что в данной модели олигополии Курно 

введение рефлексирующих агентов позволяет увеличить сум-

марный объем производства и/или реализовать его Парето-

эффективное значение. 
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В работе [5] также рассматривается модель стратегической 

рефлексии на рынке олигополии Курно. В ней также агенты, 

являющиеся производителями, выбирают объемы выпуска и 

имеют квадратичные затраты на производство. Рассматривается 

возможность управления рыночной ценой с помощью варьиро-

вания распределения агентов по уровням рефлексии. Исследу-

ются свойства оптимальных управлений и доказывается, что 

эффективная рыночная цена всегда достижима с помощью 

рефлексивного управления. 

Рефлексивное управление сетевым взаимодействием на 

конкурентном рынке Курно представлено и в исследованиях 

моделей олигополии для линейных функций затрат и обратной 

функции спроса [1]. В задаче информационной рефлексии рас-

смотрен случай точечной структуры информированности аген-

тов о параметре спроса и поиск решений в соответствующей 

рефлексивной игре. В задаче стратегической рефлексии пред-

ставлен сравнительный анализ эффективности различных 

концепций распределения ролей между агентами сети при 

предположениях о наличии общего знания описания игры среди 

них. Условия существования стабильного информационного 

равновесия с агентами, действующими по Курно, обсуждаются 

в работе [3].  

Также в классе линейных функций спроса и издержек фирм 

для случая общего знания исследуется проблема статического 

равновесия Курно–Нэша с использованием некооперативных 

рефлексивных игр различных порядков [4]. Проведен анализ и 

получены условия сходимости к равновесию процессов страте-

гических рефлексивных игр одновременного, последовательно-

го и последовательно-группового порядка. 

В работе [7] обосновывается возможность и целесообраз-

ность использования аппарата рефлексивных игр для решения 

задач описания и изменения совместно принимаемых решений 

участников эколого-экономических систем. Экономические 

агенты в условиях конкуренции выбирают объемы производства 

и имеют квадратичные функции издержек. Агенты подвергают-

ся штрафами за загрязнение окружающей среды, которые отра-

жены в их целевых функциях. Неопределенными параметрами 

являются «число агентов на рынке» и «тип агента». Получены 
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свойства информационных равновесий и рекомендации по 

информационному воздействию на агентов, изменяющих их 

индивидуальную и/или взаимную информированность. 

Проведенный обзор работ свидетельствует, что взаимная 

информированность участников конкурентных рынков суще-

ственным образом влияет на совместно принимаемые ими ре-

шения, и, имея возможность воздействия на эту информирован-

ность, можно целенаправленно изменять равновесные состояния 

подобных систем. Это подтверждает актуальность исследования 

соответствующих рефлексивных моделей для теории и практики 

конкурентных рынков. 

В данной статье рассмотрено применение подходов рефлек-

сивных игр к исследованию модели многоагентной торговой 

сети «центр (производитель) – агенты (посредники) – потреби-

тели» с линейными функциями затрат и обратной функции 

спроса при различных предположениях об информированности 

и поведении конкурентов.  

При ложных предположениях агента (когда агент заблуж-

дается относительно условий игры, но сам не знает об этом) 

полученный им результат может оказаться для него неожидан-

ным, а может соответствовать ожидаемому. Если второе выпол-

няется для всех агентов, то имеет место ложное информацион-

ное равновесие, так как у них нет оснований сомневаться в 

правильности своих представлений и принятых решениях. 

Равновесие, основанное на адекватных представлениях о реаль-

ности всех агентов, определяется как истинное [7, 8]. В данной 

статье полагается, что агенты при принятии решений имеют 

неверные представления о числе и затратах других агентов. В 

частности, агенты зачастую скрывают друг от друга свои истин-

ные издержки, более того, агенты могут даже не подозревать о 

существовании некоторых своих конкурентов. 

В статье формулируются и исследуются условия существо-

вания истинного и ложного информационного равновесия в 

модели товарного рынка с центром при следующих предполо-

жениях о поведении конкурентов: 1) все агенты (посредники) 

действуют по Курно;  2) первый агент действует по Штакель-

бергу, остальные – по Курно;  3) все агенты действуют по Шта-

кельбергу. Также рассмотрены возможность и целесообразность 
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информационного воздействия центра посредством наделения 

агентов дополнительными знаниями о своей целевой функции.  

2. Базовая модель торговой системы 

Приведем краткое описание модели согласно работе [2].  

Рассматривается фрагмент рынка однородного товара, со-

стоящего из одного его производителя и h торговых посредни-

ков, конкурирующих объемами реализации товара. Посредник 

продает потребителю товар по цене p, покупая его у производи-

теля по цене (1 – k)p. Таким образом, величина kp есть разница 

между ценой спроса и ценой предложения на этом рынке. Эта 

разница и формирует доход посредника.  

Полагается следующая последовательность ходов участни-

ков рынка. Производитель имеет возможность влиять на выбор 

посредников через параметр k и делает ход первым. Его ход 

состоит в выборе и сообщении посредникам значения параметра 

k  (0, 1]. Вторым ходом каждый посредник при заданном 

значении этого параметра одновременно с другими и независи-

мо от них определяет свой объем qr (r = 1, …, h) подлежащего 

реализации товара потребителям и сообщает его производите-

лю. Товар производится уже после того как все посредники 

сделали свои заявки; считается, что весь заявленный, а затем 

закупаемый у производителя товар будет ими реализован по 

единой рыночной цене, которая зависит от совокупного объема 

производимого и реализованного на рынке товара 
1

h

rr
Q q


 . 

После чего производитель и посредники оценивают полученный 

выигрыш. В итоге выигрыши производителя и r-го посредника 

составят П(p, Q, k) и Rr(p, qr, k) соответственно.  

Полагается также, что посредники выбирают объемы реа-

лизации так, чтобы максимизировать их прибыль. Поскольку 

выбор каждого посредника зависит от того, как будут действо-

вать другие посредники, он должен делать те или иные предпо-

ложения относительно их поведения. Аналогично производи-

тель выбором параметра k стремится максимизировать 

собственную прибыль, которая зависит от выбора посредников. 

Поэтому при решении своей задачи управления (посредством 



 

Управление большими системами. Выпуск 60 

 124 

параметра k) производителю также следует делать собственные 

предположения (решение этой задачи в статье не представлено и 

при определенных предположениях может быть рассмотрено на 

основе стратегий 1 [2]). 

В соответствующей базовой модели рынка интересы сторон 

представляются в виде целевых установок на максимизацию их 

прибыли:  

–  фирмы-производителя: 

(1) 
];1,0(

,max)()1(),,(





k

QQpkkQp
k


 

–  посредника r: 

(2) 
.,,1,0

,max)(),,(

hrq

qqpkkqpR

r

q
rrrrr

r



 
 

Здесь qr – это действие посредника r, представляющее 

объем реализованного им товара потребителям; 
1

h

rr
Q q


  – 

объем производимого товара, который затем полностью 

реализуется через посредников на рынке; φ(·) – функция затрат 

производителя, а φr(·) – функции затрат посредников. 

Будем полагать, что и функции затрат, и цена продукции 

определяются следующими выражениями [1–5, 8, 9]: 

(3) ( ) ,Q c Q d     

(4) ( ) ,r r r r rq c q d      1, , ;r h  

(5) ( ) .p Q a b Q    

Здесь цена продукции – линейная функция объема выпуска 

производителем; b – снижение цены при увеличении на единицу 

общего выпуска фирмой-производителем; издержки фирм  

(φ и φr) являются также линейными функциями, а c и cr – пре-

дельные переменные издержки; d и dr – постоянные издержки 

производителя и посредников соответственно. Слагаемые-

константы d и dr не будут оказывать влияния на решение задач 

оптимизации торговой системы.  

Исходя из теоретико-игровой интерпретации ролей, кото-

рые играют производитель и посредники в торговой цепочке 

«производитель – посредники – потребители», будем их далее 
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называть также центром и агентами соответственно. Считается, 

что если суммарный объем превышает емкость рынка или равен 

ей (Q ≥ a / b), т.е. p ≤ 0, агенты несут потери в объеме полных 

издержек (4).  

В модели конъюнктура рынка определяется параметрами 

центра, спроса, издержек агентов, а также числом конкурирую-

щих агентов. При определенных значениях этих параметрах не 

все из агентов имеют возможность осуществлять ненулевой 

объем реализации. Такие агенты уходят с рынка. По этой и ряду 

других возможных причин оставшиеся на рынке агенты могут 

не располагать достоверной информацией об истинном числе 

конкурентов и их затратах. 

3. Информационное равновесие в модели Курно 

Рыночная цена и прибыль каждого посредника зависит от 

неизвестного суммарного объема сделок купли-продажи конку-

рентов. Поэтому при определении своей рыночной стратегии 

посреднику необходимо принимать в расчет поведение конку-

рентов.  

Будем использовать предположение Курно относительно 

объемов сделок купли-продажи: каждый посредник действует 

так, как будто он не ожидает от своих конкурентов изменения 

объемов сделок, даже если он сам сделает это.  

Формально предположение Курно можно записать в виде 

соотношений  

(6) ,0


 

r

r

q

Q
  r = 1, …, h, 

где обозначено .  
rj jr qQ  

Пусть выражения (1)–(5) и все их параметры являются об-

щим знанием среди агентов. 

Тогда, используя условия (6), можно получить для базовой 

модели (1)–(5) аналитические выражения показателей функцио-

нирования конкурентного рынка Курно. Для нас будут пред-

ставлять интерес аналитические выражения следующих показа-

телей при полной информированности агентов [2]. 
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Значение рыночной цены товара (услуг), которое задается 

выражением  

(7) 
11

.
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Оптимальный объем реализованного товара агентом задает-

ся формулой 

(8) ,
)1(

)1(

1













 





 

k

chc
a

bh

k
q

h

j rjK
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Имеем следующее выражение для прибыли агента: 
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  r = 1, …,h.  

Здесь показатели рынка Курно отмечены верхним индексом 

«K». 

Полагаем, что в формуле (8) объем реализации не может 

быть отрицательным. С точки зрения экономических ограниче-

ний агенты, для которых qr
K < 0, не конкурентоспособны в 

равновесии Курно [4]. Для таких агентов цена ниже их предель-

ных издержек, отнесенных к параметру k: из условия qr
K < 0 и 

формулы (7) имеем неравенство pK < cr / k. Это означает, что в 

равновесии Курно имеются экономические ограничения конку-

рентоспособности на издержки каждого агента, определяющие 

возможность осуществлять в состоянии равновесия ненулевой 

объем реализации. Естественно считать, что неконкурентоспо-

собные агенты выбирают нулевой объем реализации и уходят с 

рынка. А на рынке остаются и участвуют в равновесии Курно 

только те агенты, для которых будет выполнено условие  

 .
jj r

r

ck
c a

h k


 
  
 
 


  

Примечания: 1) конкурентоспособный агент в состоянии 

истинного равновесия Курно будет одновременно конкуренто-

способным в состоянии ложного равновесия (в рамках вводи-
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мых в данной статье предположений об информированности 

агентов), как следует, например, далее из (12) или (13), и наобо-

рот; 2) аналогичный вывод справедлив и для равновесия и 

неравновесия Штакельберга (раздел 4, соотношения (22) или 

(23) и (24), и раздел 5, соотношения (33)). 

Рассмотрим возможную информированность оставшихся 

агентов относительно их количества h (не ограничивая общно-

сти считаем, что на рынке остались h агентов) и затрат cr. Обо-

значим .
1 


h

r rc  Допустим, что представления агентов могут 

быть ложными и r-й агент считает, что их общее число состав-

ляет rh
~

, а суммарные предельные переменные затраты состав-

ляют .
~

r Тогда каждый из агентов рассчитывает на следующий 

размер своей прибыли: 
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Здесь учтено, что агент не заблуждается относительно сво-

их собственных затрат cr. 

Если агент считает истинными значениями количества 

агентов и их затраты, то информационное равновесие будет 

стабильным [8] при выполнении условия совпадения значения 

целевой функции агента по (9) с его ожиданиями по (10), т.е. 
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Отсюда  
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При выполнении равенства (11) ни один из агентов не име-

ет оснований усомниться в правильности своих представлений, 

так как его прибыль по выражениям (9) и (10) совпадает. Из (11) 

следует также, что для агентов важно представление о суммар-

ных затратах всех агентов, а не затратах отдельных агентов. 

Кроме того, для того чтобы информационное равновесие было 
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стабильным, необходимо, чтобы одновременно либо rhh
~

  и 

r
~

, либо rhh
~

  и .
~

r  

Условие (11) означает совпадение истинной цены (7) и 

ожидаемой каждым агентом цены, т. е. 

(12) ,K K

rp p  

а также совпадение истинного объема (8) реализованного товара 

агентом потребителям и ожидаемого объема: 

(13) .K K

r rq q  

Нетрудно показать, что справедливо и обратное утвержде-

ние: если для представлений агентов выполняются (11), то 

информационное равновесие является стабильным.  

Таким образом, для того чтобы информационное равнове-

сие являлось стабильным при любом (в том числе ложном) 

представлении агентов об их общем числе h и суммарных затра-

тах, необходимо и достаточно выполнение условий (11). Вместо 

(11) можно требовать выполнение условий (12) или (13). 

Теперь перейдем к задаче информационного управления 

агентами. В связи с этим отметим, что для принятия решения по 

Курно у агентов не было никакой необходимости знать прибыль 

центра. Пусть теперь рефлексивное управление центра строится 

с учетом того, что он наделяет агентов дополнительными знани-

ями о своей целевой функции и это является общим знанием 

среди них и центра. С учетом этих предположений оценим 

разность .
~ K

r
K   Поскольку в состоянии истинного и ложно-

го информационного равновесия агенты выбирают одно и то же 

действие (13), то K
r

K QQ
~

  (это равенство следует также из (5) 

и (12)) и 

(1 ) ( ) (1 ) ( ) 0.K K K K K K K K

r r r rk p Q Q k p Q Q               

Таким образом, в модели (1)–(5) при оговоренных выше 

представлениях агентов о числе агентов в сети, их затратах и 

целевой функции центра любое стабильное информационное 

равновесие, в том числе и ложное, дает равенство истинной и 

ожидаемой ими прибыли центра. Поэтому в данном случае у 

агентов отсутствуют основания усомниться в своей информиро-

ванности.  



 

Управление в социально-экономических системах 

 129 

Теперь рассмотрим модификацию целевой функции центра 

вида  
 ( , , ) (1 ) ( ) ( ),p Q k k p Q Q h         

в которую дополнительно введем строго возрастающую функ-

цию Φ(∙), определяющую затраты центра на поддержание своей 

сети посредников. Тогда ( ) ( ),K K

r rh h     т.е. истинное 

и ожидаемое по представлениям агентов значения прибыли 

центра уже не совпадают. Так, если ,
~

rhh   то ;K K

r   и 

наоборот, при rh h  будет .K K

r   Поэтому при различии 

истинной и ожидаемой прибыли центра у агентов могут возни-

кать сомнения в правильности своих представлений и действий 

(в данном случае на оценку прибыли центра влияют только 

представления агентов о параметре h). Эти обстоятельства 

следует учитывать центру при определении своей политики 

информационного управления агентами. 

4. Информационное равновесие в модели Курно 
с агентом Штакельберга 

Один из агентов занимает лидирующее положение среди 

остальных агентов так, что он, выбирая свою активность (объем 

выпуска), точно знает реакцию (уровень активности) на его 

выбор остальных агентов. Агента, выбирающего свои действия 

по такому правилу, называют фирмой Штакельберга. Остальные 

агенты, как и раньше, максимизируют собственную прибыль, 

основываясь на предположении Курно о неменяющейся актив-

ности других агентов. Такая ситуация называется равновесием 

по Штакельбергу. 

Пусть первый агент придерживается предположений Шта-

кельберга, тогда для базовой линейной модели взаимодействия 

(1)–(5) будем иметь 

(14) 1

1

1
.

Q n

q n

 
 


 

Пусть также остальные агенты (r = 2, …, h) действуют в 

рамках предположений Курно. Тогда для этих агентов имеет 

место условие (6). 
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Если все агенты имеют правильные представления, то ана-

литические выражения для цены, прибыли агентов и объемов 

реализованного товара агентами будут, соответственно, иметь 

следующий вид [2]: 

(15) ;
)1(

2

1 1 






 


k

ch
a

h
p S   

(16) ;
)1(

4
1

2

1
1 d

k

ch
a

hb

k
R S 







 
  

(17) ,
)1(2

4

2

1

2 r
rS

r d
k

chhc
a

bh

k
R 







 
   r = 2, …,h; 

(18) ;
)1(

2

1 1
1 







 


k

ch
a

b
qS  

(19) ,
)1(2

2

1 1 






 


k

chhc
a

hb
q rS

r   r = 2, …,h; 

(20) .
)1(

)12(
2

1 1 






 


k

ch
ah

hb
Q S  

Верхний индекс «S» означает, что показатель (критерий) 

относится к рынку в состоянии равновесия по Штакельбергу. 

Как и в разделе 3, полагаем, что в равновесии участвуют 

только агенты, для которых qr
S > 0. Для первого агента по (18) 

это условие означает, что  

 ,
1

1 













 

k

c
a

h

k
c

j j
  

для остальных конкурентоспособных агентов, согласно (19), 

 .
)1(

12

1













 





 

k

chc
a

h

k
c

rj j

r   

Из последних неравенств с учетом (15) для всех 

конкурентоспособных агентов (включая первого) в состоянии 

равновесия следует соотношение pS > cr / k. 

Допустим тот же порядок функционирования торговой си-

стемы, как и в предыдущем разделе. Пусть также представления 
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всех агентов могут быть ложными и r-й агент считает, что их 

общее число составляет rh , а суммарные затраты всех агентов 

(вместе с первым) составляют .r  Кроме того, пусть агенты, 

действующие по Курно, считают, что затраты первого агента 

составляют .~
1rc  Естественно полагать, что все агенты правильно 

оценивают собственные предельные переменные издержки.  

Тогда ложное равновесие Штакельберга (или Курно–Нэша) 

является стабильным при выполнении условий S
r

S
r RR

~
  

(r = 2, …, h), т.е. для агентов Курно 

 1 12 ( 1) 2 ( 1)1 1
.r r r r r r

r

hc h c h c h c
a a

h k kh

         
      
   

 

Или  

(21) 1 1( 1) ( 1)1 1
.r r r

r

h c h c
a a

h k kh

       
      
   

 

Последнее условие означает равенство истинной и ложной 

цены: 

(22) ,S S

rp p   r = 2, …,h. 

а также по (19) равенство истинного и ожидаемого объема 

реализованного агентами Курно товара потребителям:  

(23) ,~ S
r

S
r qq    r = 2, …,h. 

Ложное равновесие является стабильным для первого аген-

та, если ,
~

11
SS RR   т.е. для агента Штакельберга согласно (16) и 

(18) имеем 0~
)~()(~

1

2
1

2
1

11 













h

q

h

q
kbRR

SS
SS  и  

(24) .
~

~

1

11

h

q

h

q SS

  

Нетрудно также показать, что при выполнении условий (23) 

и (24) будут совпадать прибыли агентов, соответствующие их 

правильной и ложной информированности. Таким образом, для 

того чтобы информационное равновесие являлось стабильным 

при ложном представлении агентов об их общем числе и их 
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суммарных предельных переменных затратах, необходимо и 

достаточно выполнение условий (23) (или (21) или (22)) и (24).  

Пусть опять рефлексивное управление центра строится с 

учетом того, что он наделяет агенты дополнительными знания-

ми о своей целевой функции и это является общим знанием 

среди них и центра.  

Поскольку в состоянии истинного и ложного информаци-

онного равновесия агентов цена продукта совпадает, по (5) и 

(12) имеем ,
~S

r
S QQ    r = 2, …, h. Тогда с учетом (1), (3) и (5) 

имеем  

(25) 0,S S

r     r = 2, …, h. 

Поэтому для агентов Курно разница между прибылью цен-

тра для истинного и ложного равновесия Штакельберга оказа-

лось равной нулю, как и для равновесия по Курно в разделе 3.  

Теперь покажем, как заблуждения агента Штакельберга от-

носительно условий игры могут влиять на его оценку прибыли 

центра.  

Прежде всего отметим равенство  

 1 11
,

S
S c q

Q a
b k h

 
    

 
  

которое, например, следует из (18) и (20). Соответственно,  

 .~

~1~

1

11
1

h

q

k

c
a

b
Q

S
S 








   

Тогда с учетом (24) имеем  

 1
1

1

1 1
.

S
S S q

Q Q
h hh

 
   
 
 

 и  

 1 1 1

1

2
.

S S
S S c q q

Q Q a
b k h h h

 
      

  
 

Согласно (1), (3) и (5) имеем 

(26) 

1

1 1 1

1 1

(1 ) ( )

(1 ) ( )

( ) (1 ) ( ( )) .

S S S S S

S S S

S S S S

k a bQ Q cQ

k a bQ Q cQ

Q Q k a b Q Q c
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Здесь при h h  будет 
1 0.S SQ Q   Теперь допустим, что 

1(1 ) ( ( )) 0.S Sk a b Q Q c       Тогда из этого равенства получа-

ем единственное значение h h , которое обращает в ноль вы-

ражение (26) (здесь q1
S определяется по (18)):  

 
2 2

1
1 2

1

4 ( )

( 1)
2

1

Sb h q
h

h cc
h a a

k k


     

           

).  

Поэтому в остальных случаях у первого агента, располага-

ющего информацией о целевой функции центра, могут возник-

нуть сомнения в правильности своих представлений и действий. 

Можно сделать выводы, аналогичные тем, что были ранее, 

для случая, когда центр несет затраты Φ(∙), связанные с поддер-

жанием своей сети посредников.  

5. Информационное равновесие в модели торговой 
системы только с агентами Штакельберга 

Все фирмы-агенты действуют по Штакельбергу, т.е. каждая 

фирма считает, что все другие действуют по Курно. Такая ситу-

ация называется неравновесием по Штакельбергу. 

В этом случае для решения по базовой модели (1)–(5) будут 

выполняться соотношения: 

(27) 
h

h

q

Q

r

r 1




    при r = 1, …, h. 

При правильных представлениях агентов об условиях игро-

вой ситуации с учетом (27) можно получить следующие анали-

тические выражения для рыночной цены, объем реализации и 

прибыли агентов, а также суммарного объем реализации [2]: 

(28) ;
1

1
2








 





k

h
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h
p S  
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(29) ,
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Эти показатели торговой системы в состоянии неравнове-

сия Штакельберга отмечены верхним индексом « S ». 

Также считаем, что с рынка вытесняются агенты, имеющие 

в состоянии неравновесия Штакельберга отрицательный объем 

реализации. На рынке остаются только конкурентоспособные 

агенты, для которых по (29)  

 .
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hh
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С учетом (28) для них будут выполняться и соотношения 

.
k

c
p rS   

Предполагаем прежние условия относительно информиро-

ванности агентов. 

Допустим, что для сети выполнены условия стабильного 

информационного равновесия ,
~ S

r
S
r RR   r = 1, …, h. Тогда 

(32) 
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С учетом (29) необходимое и достаточное условие стабиль-

ности информационного равновесия можно переписать в виде  

(33) ,~

~

r

S
r

S
r

h

q

h

q
   r = 1, …, h. 
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В качестве информационного воздействия центра на аген-

тов может выступать раскрытие им информации о своей целе-

вой функции. Прежде всего отметим равенства  
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  (r = 1, …, h),  

которые, в частности, следуют из (29) и (31). Поэтому анализ 

этой ситуации для каждого агента повторяет уже проведенный в 

разделе 3 для первого агента. 

Пусть все агенты имеют одно и то же ложное представле-

ние (являющееся для них общим знанием): каждый из агентов 

считает, что их общее число составляет h , суммарные затраты 

составляют  . 

Преобразуем выражение (32) к виду: 

(34) 
2 2

( )
.

1 1

rh h ch h h h
a a

h k k kh

    
       

    
 

Отсюда видно, что стабильное информационное равновесие 

может иметь место только при равенстве всех cr, r = 1, …, h, т.е.  

 .rc c
h


   

Далее, каждый агент правильно оценивает свои предельные 

переменные издержки и поэтому  

 .~~
~

~

ccc
h

r 


  

Тогда по (32) имеем  
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1 22
h

h

h

h
  

Функция 
12 h

h
 уже при h ≥ 2 монотонно убывает. Поэтому 

последнее равенство возможно только при .
~
hh   Что доказыва-
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ет невозможность ложного информационного равновесия для 

торговой системы, состоящей только из агентов Штакельберга, 

имеющих одно и то же ложное представление об их общем 

числе и суммарных затратах. 

6. Заключение 

В статье на модели торговой системы «центр (производи-

тель) – агенты (посредники) – потребители» с применением 

рефлексивных игр показана важность изучения влияния поведе-

ния и взаимной информированности участников, а также ин-

формационного воздействия на выбор ими равновесных реше-

ний. Рассмотрены следующие концепции поведения участников 

на конкурентном рынке: 1) все агенты (посредники) действуют 

по Курно;  2) первый агент действует по Штакельбергу, осталь-

ные – по Курно;  3) все агенты действуют по Штакельбергу. В 

них учтено влияние экономических ограничений конкуренто-

способности агентов на равновесие. 

В статье формулируются и исследуются условия существо-

вания стабильного информационного равновесия при ложных 

предположениях агентов о затратах конкурентов и их числе. 

Показано, что для агентов, действующих по Курно, необходи-

мым и достаточным условием стабильности информационного 

равновесия является равенство ожидаемых агентом цен истин-

ной цене продукта (или равенство ожидаемых объемов реализо-

ванного продукта потребителям агентом (посредником) истин-

ному объему). Под истинной ценой (истинным объемом) 

понимается основанная на адекватных представлениях о реаль-

ности всех агентов цена, соответствующая выбору ими равнове-

сия Курно–Нэша. Также получены необходимые и достаточные 

условия стабильности информационного равновесия для аген-

тов, действующих по Штакельбергу. Показано также, что в 

модели поведения всех агентов по Штакельбергу не существует 

стабильного информационного равновесия, если агенты имеют 

одно и то же ложное представление об их общем числе и сум-

марных затратах. 

Рассмотрено влияние информационного воздействия центра 

на агентов, состоящее в раскрытии информации о своей целевой 
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функции, на оценку ими правильности своих представлений и 

действий. 
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МОДЕЛЬ ГРАНОВЕТТЕРА  
С НЕПРЕРЫВНЫМ ВРЕМЕНЕМ 

Рогаткин А. Д.1 

(ФГБУН Институт проблем управления РАН, Москва) 
 

Исследуется предложенная в [6] модель конформного коллек-

тивного поведения, мотивированная моделью М. Грановет-

тера [7]. Рассмотрено вероятностное обоснование модели на 

микроуровне. Изучено поведение системы при стремлении чис-

ла агентов к бесконечности и показано, что оно описывается 

уравнением переноса. Показано, что траектории системы сов-

падают с траекториями некоторой изолированной гамильто-

новой системы. 

 

Ключевые слова: модель Грановеттера, пороговое поведе-

ние, конформизм, уравнение переноса, гамильтоновы систе-

мы, уравнение Шредингера. 

1. Введение 

В работе [7] М. Грановеттером предложена модель кон-

формного коллективного поведения, в которой агенты осу-

ществляют бинарный выбор: действовать или бездействовать. 

Выбор они делают в дискретные моменты времени одновре-

менно и независимо, каждый сравнивает «суммарное» действие 

других агентов со своим индивидуальным порогом. Опишем 

кратко соответствующую модель согласно [3]. 

Рассмотрим конечное множество агентов N = {1, 2, …, n}. 

Каждый из агентов имеет некоторый порог сопротивления соци-

альному давлению θi ∈ [0, 1], i ∈ N (далее – порог; под социаль-

ным давлением понимается, сколько других агентов действуют). 

                                                           
1 Андрей Дмитриевич Рогаткин, аспирант 

(andreyrogatkin@gmail.com). 
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На шаге k агент i ∈ N выбирает одно из двух состояний 

ωik ∈ {0, 1} (если ωik = 1, то говорят, что агент «действует», ина-

че говорят, что он «бездействует»), его состояние на шаге k + 1 

определяется по правилу: 

(1)  1

1
1, 0,

1
0, 0.

jk i

j

i k

jk i

j

n

n

 



 



 


 
  





 

Согласно правилу (1), агент действует, если состояние си-

стемы xk = 1/n ∑iωik не ниже, чем его порог. Такое поведение 

называется конформным. 

Предположим, что пороги агентов θ1, …, θn – независимые 

одинаково распределённые на отрезке [0, 1] случайные величи-

ны с гладкой функцией распределения F : ℝ→[0, 1], F(0) = 0, 

F(1) = 1. 

На макроуровне модель [7] имеет простое описание: если 

число агентов велико, то состояние системы подчиняется рекур-

рентному соотношению 

(2) xk+1 = F(xk). 

В работе [3] классифицированы положения равновесия в 

этой модели и показано, что система приходит в состояние рав-

новесия не более чем за n шагов при любых начальных услови-

ях. 

Модель Грановеттера получила широкое распространение 

(см. обзор [1, 2]), однако имеет ограниченное применение, глав-

ным образом потому, что опирается на дискретность времени и 

одновременность принятия агентами решений, что не всегда 

имеет место. В работе [6] предложен способ изменить это тре-

бование и описано, каким образом агенты могут осуществлять 

свой выбор последовательно, сохранив при этом механизм ин-

дивидуального принятия решений. Эта модель имеет удобное 

асимптотическое описание (см. выражение (13)) при стремлении 

числа агентов к бесконечности, которое можно интерпретиро-

вать как переход к непрерывному времени.  
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В работе [4] модель Грановеттера также рассматривается в 

непрерывном времени с использованием предельного перехода 

при стремлении числа агентов к бесконечности, но одновремен-

ность принятия агентами решений сохраняется. Отличие насто-

ящей работы от [6] состоит в следующем. Во-первых, в [6] ис-

ходные предположения модели на микроуровне описаны либо 

слишком кратко для однозначного понимания, либо не обосно-

ваны, поэтому ниже приводится корректная вероятностная по-

становка. Во-вторых, в работе [6] соответствующая модель ис-

пользуется как основа для построения более сложных моделей с 

ограничением множества агентов, влияющих на принятие инди-

видуального решения, и не исследуется в достаточной мере сама 

по себе. В настоящей же работе анализируется динамика систе-

мы, приводится пример аналогичной системы из классической 

механики и обсуждаются способы обобщить модель на случай 

квантовой механики.  

Структура изложения материала настоящей работы следу-

ющая. Во втором разделе приводится постановка модели и её 

асимптотическое описание при помощи уравнения непрерывно-

сти (13) и траекторий первого порядка (15). Приводятся оценки 

математического ожидания состояния и энтропии системы, их 

применение иллюстрируется примером. В третьем разделе ис-

следуется устойчивость траекторий. В четвёртом разделе пока-

зывается связь модели с классической механикой и приводится 

пример гамильтоновой системы, траектории которой совпадают 

с траекториями системы (15) при соответствующих начальных 

условиях. В пятой части обсуждаются способы обобщить мо-

дель на квантовомеханический случай. 

2. Модель принятия агентами решений 
и уравнение динамики состояний системы 

Перейдем к описанию модели принятия агентами решений 

в непрерывном времени. Обозначим через ωi(t) ∈ {0, 1} состоя-

ние агента i в момент времени t ∈ [0, +∞). Если агент в момент 

времени t действует, то ωi(t) = 1, в противном случае ωi(t) = 0. 
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Среднее арифметическое действий всех агентов 

x(t) = 1/n ∑iωi(t), которое назовём состоянием системы, можно 

содержательно интерпретировать как социальное давление в 

следующем смысле. Пусть агент i имеет некоторый порог со-

противления социальному давлению θi ∈ [0, 1] (далее порог). Ес-

ли социальное давление превышает порог агента на момент 

принятия им решения, то агент решает действовать. Иначе он 

решает бездействовать – см. также выражение (1). 

Моменты принятия агентами решений определим следую-

щим образом. В каждый из моментов времени 

1/n, 2/n, …, k/n, … решение принимает только один агент из 

множества N, выбираемый случайно, причем выбор любого из 

агентов равновероятен. Номер выбранного на шаге k агента обо-

значим через ik. 

Связь времени с числом агентов имеет следующий смысл: 

агент принимает решение (менять или не менять действие) в 

среднем один раз за единичное характерное время. Чем больше 

в сети агентов, тем больше будет принято решений за единицу 

времени. Таким образом, 

(3) 
  

 

, ,1

, .

i k

i

i k

x t i i
t

n t i i

 




   
   

  

 

Случайные величины i1, …, in, θ1, …, θn предположим неза-

висимыми в совокупности. Согласно описанной модели, в мо-

менты времени 1/n, 2/n, …, k/n, … действие произвольно вы-

бранного агента может остаться неизменным или измениться. 

Соответственно, состояние системы либо остаётся неизменным, 

либо увеличивается на 1/n, либо уменьшается на 1/n. 

В соответствии с выражением (3), условная вероятность 

P(↑ | m/n) увеличения социального давления на 1/n для системы, 

находящейся в состоянии m/n, где m = 1, …, n, определяется как 

вероятность события, состоящего в одновременном выполнении 

следующих двух условий: 

1)  реализации порога случайно выбранного агента ik мень-

шего или равного m/n; 

2)  выбора агента с состоянием 0. 

То есть 
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(4)  
1

| P
1

r ,ob
m m
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P t x t
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В силу независимости θi и ik, из (4) получаем: 

(5)  | Prob 0 Prob 1
k ki i

m m m
P F

n n

m

n n
 

 
  

     
     

 
  

     
. 

Аналогично, вероятность P(↓ | m/n) уменьшения среднего 

действия агентов на 1/n для системы, находящейся в состоянии 

m/n, определяется как вероятность события, состоящего в одно-

временном выполнении следующих двух условий: 

1)  реализации порога случайно выбранного агента ik больше-

го m/n; 

2)  выбора агента с состоянием 1. 

То есть 

(6)  
1

| P
1

r |ob
m m

x
m

P t x t
n n nn

  
     

 

 
 
 

 

 1Prob ,
k ki i

m

n
 
 

   
 

, 

В силу независимости θi и ik, из (6) получаем: 

(7)  | Prob 1 Prob 1
k ki i

m m
P F

n

m m

n n n
 

 
  

    
      
     

 . 

Так как за один «временной шаг» длины 1/n состояние си-

стемы может измениться не больше чем на 1/n, то вероятность 

P(↑↓ | m/n) того, что система, находящаяся в состоянии m/n, не 

изменит своего состояния, равна 

(8) | 1 | |
m m m

P P P
n n n

     
          
     

. 

В рамках рассматриваемой модели вероятности изменения 

состояния системы зависят только от состояния системы, т.е. 

процесс x(t) по определению является марковским. 

Введём обозначение  
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  , Prob
m m

q t x t
n n

   
   

   
,  

где q(m/n, t) - распределение вероятностей состояний системы: 

(9) 
0

, 1
n

m

m
q t

n

 
 

 
 ,  0,t   . 

В соответствии с описанным выше случайным законом, по-

лучаем, что справедливо следующее утверждение. 

Утверждение 1.  Динамика распределения вероятностей со-

стояний системы описывается уравнением Колмогорова–

Чепмена: 

(10) 

1 1 1
, | ,

1 1
                   | ,

                   1 | | , .

m m m
q t P q t

n n n n

m m
P q t

n n

m m m
P P q t

n n n

      
        

     

    
     

   

      
          

      

 

Для каждого n  обозначим через qn(m/n, t) решение уравне-

ния (10) с начальными условиями 

(11)  

1

2

1

2

,0

m

n n
n

o

m

n n

m
q q x dx

n





 
 

 
 ,  

где q0(x) – некоторая гладкая функция x. Предположим, что ре-

шения qn(m/n, t) уравнения (10) при n→∞ имеют гладкий предел 

p(x, t), причем предел понимается в том смысле, что для любого 

интервала (a, b) ⊂ [0, 1] 

(12) 
 

 

 lim , ,

bnb

n

n
m na a

m
q t p x t dx

n


  
     

  . 

Утверждение 2.  Плотность распределения вероятностей со-

стояний системы p(x, t) удовлетворяет уравнению 

(13)       , , 0p x t F x x p x t
t x

 
      

. 

Доказательство утверждения 2 приведено в приложении. 
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Уравнение (13), известное в физике как основное кинетиче-

ское уравнение (master equation), в рассматриваемом случае 

имеет вид уравнения переноса, которое в том числе отражает 

условие нормировки (аналогичное условию (9)) – сохранение во 

времени интеграла  
1

0

,p x t dx : 

(14) 
        

         

1 1 1

0 0 0

, , [ , ]

1 1 1, 0 0 0, 0.

d
p x t dx p x t dx F x x p x t dx

dt t x

F p t F p t

 
    

 

    

    

Уравнением характеристик уравнения (13) является 

(15)  x F x x  , 

которое представляет собой непрерывный аналог уравнения 

Грановеттера (2). 

В частности, если начальное состояние системы x0 известно 

точно: 

(16)    0,0p x x x  , 

то движение системы будет описываться дифференциальным 

уравнением (15), т.е. решением уравнения (13) будет являться 

(17)     ,p x t x x t  , 

где x(t) – решение уравнения (15) c начальным условием 

x(0) = x0. 

Проведём анализ математического ожидания состояния 

Ex(t) и энтропии      
1

0

, ln ,I t p x t p x t dx   исследуемой си-

стемы. 

Утверждение 3.  Математическое ожидание состояния си-

стемы Ex(t) удовлетворяет равенству 

(18)        
d

Ex t EF x t Ex t
dt

  . 

Доказательство утверждения 3 приведено в приложении. 

Утверждение 4.  Динамика энтропии системы описывается 

выражением 
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(19)       
1

0

1 ,
dI

t F x p x t dx
dt

  . 

Доказательство утверждения 4 приведено в приложении. 

Выражения (15), (18) и (19) позволяют качественно оцени-

вать поведение системы с известными функцией распределения 

порогов и начальными условиями. Рассмотрим иллюстративный 

пример. 

Пример 1.  Пусть функция распределения порогов агентов 

F(x) = x2. Тогда уравнение (13) с начальным условием 

p(x,0) = p0(x), где p0(x) – некоторая гладкая функция, имеет ре-

шение  

(20)  
  

0 2

1
, .

1 11

t

tt

e
p x t p

x x x ee
x





 
 

  
   

 

 

На рис. 1, 2, 3 изображена функция p(x, t), заданная выра-

жением (20) с начальным условием 

(21)  
 

2

0

22
0

x x

p x e 




 , 
0 0,97x  , 42  ,  

где α – нормирующий множитель, гарантирующий равенство 

единице интеграла от начального условия на отрезке [0, 1]. 

 

Рис. 1. График решения p(x, t) уравнения (13) 

с начальным условием (21) 
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 ,p x t
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Как видно из рис. 1, положение максимума плотности рас-

пределения вероятностей (моды) состояния системы с функцией 

распределения порогов F(x) = x2 со временем стремится к нулю. 

Как показывают рис. 2 и рис. 3, эта динамика носит несиммет-

ричный характер: вероятность того, что координата системы 

находится между модой (максимумом плотности распределе-

ния) и нулём, меньше, чем вероятность того, что система нахо-

дится между модой и единицей. 

Наблюдаемая динамика качественно соответствует выра-

жениям (15) и (19). Так как правая часть (15) отрицательна, си-

стема движется в направлении уменьшения состояния системы. 

При этом максимальная скорость движения достигается в точке 

x = 0,5. Правая часть выражения (19) положительна, пока систе-

ма с высокой вероятностью находится в области x > 0,5 и, сле-

довательно, энтропия возрастает и плотность вероятности «раз-

мывается». С течением времени вероятность нахождения систе-

мы в области x < 0,5 возрастает, и правая часть (19) становится 

отрицательной. Это приводит к «фокусировке» плотности веро-

ятности с течением времени при движении системы к нулю. 

 

Рис. 2. График функции log(100p(x, t) + 1), где  

p(x, t) - решение уравнения (13) с начальным условием (21)  
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Рис. 3. Срезы решения p(x, t) уравнения (13) с начальным услови-

ем (21) в различные моменты времени 

 

Рис. 4. График зависимости моды, медианы и математическо-

го ожидания решения p(x, t) уравнения (13)  

с начальным условием (21)  

Выражение (15) для системы с F(x) = x2 принимает вид 

  
t  

x  

 

, , , , , , , , 

, 

, 

, 
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(22)              
22d

Ex t Ex t Ex t Dx t Ex t Ex t
dt

     , 

где Dx(t) – дисперсия состояния системы. • 

Таким образом, описанная выше модель принятия агентами 

решений в пределе при стремлении числа агентов к 

бесконечности описывается уравнением переноса (13), и для 

исследования системы применимы методы математической 

физики. Приведём некоторые примеры физических аналогов – 

механических систем, описываемых этим уравнением. 

3. Анализ устойчивости и структура положений 
равновесия 

Исследуем уравнение (15). Положением равновесия (15) 

являются все точки отрезка [0, 1] удовлетворяющие 

(23)   0F x x  . 

Согласно [5], положение равновесия x* асимптотически 

устойчиво (по Ляпунову), если  

1.  Для любого ε > 0 существует δ = δ(ε) > 0 такое, что из 

неравенства |x(0) – x*| < δ следует неравенство |x(t) – x*| < ε при 

0 ≤ t ≤ +∞. 

2.  Существует такая открытая окрестность U точки x*, что 

все решения x(t) с начальным условием x(0) ∈ U обладают 

свойством lim x(t) = x*. 
При этом U называют областью притяжения положения 

равновесия x*. 

Положение равновесия (15) x* неустойчиво (по Ляпунову), 

если для некоторого ε > 0 и любого δ > 0 существует t1 = t1(δ) > 0 

такое, что |x(0) – x*| < δ и |x(t1) – x*)| ≥ ε. 

В силу гладкости F(∙), по теореме об устойчивости по 

квазилинейному приближению и теореме о неустойчивости 

[5, с. 261–262], выполнено 

Утверждение 5.  Пусть x* – положение равновесия 

системы. Тогда при Fʹ(x*) < 1 положение равновесия x* 
асимптотически устойчиво. При Fʹ(x*) > 1 положение 

равновесия x* неустойчиво. 
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4. Аналогии с механическими системами 

Покажем связь уравнения (15) с уравнениями движения ча-

стицы в потенциале 

(24)     
2

2

m
V x F x x   . 

Запишем гамильтониан системы с потенциалом (24): 

(25)     
2

2

,
2 2

p m
H x p F x x

m
   . 

Уравнения Гамильтона имеют вид 

(26) 

     

,

1 .

p
x

m

p m F x x F x





   

 

Дифференцируя первое уравнение системы (26) и подставляя в 

него второе, получаем 

(27)      1x F x x F x   . 

Траектории (27) удовлетворяют (15). Действительно, диф-

ференцируя выражение ẋ = F(x) – x, получаем 

(28)   1x F x x  , 

что после подстановки ẋ = F(x) – x совпадает с (27). 

Важно отметить, что уравнения (15) и (27) не являются 

идентичными. Эти дифференциальные уравнения имеют разный 

порядок, и для их решения необходимо задание разного количе-

ства начальных условий. Между ними есть лишь некоторая 

связь, смысл которой состоит в следующем: 

Утверждение 7.  Если уравнение (27) решается с начальны-

ми условиями  

(29)   00x x ,    0 00x F x x  , 

то полученная кривая будет совпадать с кривой, являющейся 

решением уравнения (15) с начальным условием x(0) = x0. 

Действительно, связь (29) между начальными условиями 

задаёт некоторую кривую в фазовом пространстве. Эта кривая 

состоит из точек, в которых полная энергия системы равна ну-

лю: согласно (29) и (25), 
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(30)           
2 2

0 0 0 00 , 0 0
2 2

m m
H x mx F x x F x x     . 

Но полная энергия системы сохраняется на траекториях систе-

мы, а значит, 

(31)     
 

     
2

2

, 0
2 2

p t m
H x t p t F x t x t

m
    . 

Откуда следует  

(32)  mx F x x   . 

Сравнивая (32) с (27) и (28), получаем (15). 

Пример 2.  Пусть в некоторой окрестности точки x = 1/2 

функция распределения имеет вид F(x) = 1/4 + x/2. Уравнение 

(15) принимает вид ẋ = 1/4 – x/2. Решая это ¼ уравнение при 

начальном условии x(0) = x0, получаем траекторию 

(33)  
1

2
0

1 1

2 2

t

x t x e
 

   
 

. 

Уравнение (27) принимает вид 
1 1 1

2 4 2
x x

 
   

 
. Решая это 

уравнение при начальном условии x(0) = x0, ẋ(0) = ν0, получаем 

траекторию 

(34)  
1 1

0 02 2
0 0

1 1 1

2 2 4 2 4

t tx x
x t v e v e

   
         

   
. 

Сравнивая (33) с (34), можно заметить, что эти кривые совпада-

ют при 

  0
0 0 0

1

4 2

x
v F x x    . • 

Таким образом, траектории (15) совпадают с траекториями дви-

жения свободной частицы в потенциале (24) с начальными 

условиями, подчиняющимися (29). Этот факт может быть ис-

пользован при построении соответствующей квантовой модели. 

Пример 3.  Пусть функция распределения имеет вид 

F(x) = x2(3 – 2x). Система имеет одно неустойчивое положение 

равновесия (см. рис. 6) в точке x = 1/2 и два неустойчивых по-

ложения равновесия: в точке x = 0 и в точке x = 1. 
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Рис. 5. График функции распределения F(x) = x2(3 – 2x) 

Потенциал системы, согласно (24), имеет вид 

(35) 

      

   

2 2
2 2 2

2 22

3 2 2 3 1
2 2

1 2 1 .
2

m m
V x x x x x x x

m
x x x

         

   

 

На рис. 6 изображён график потенциальной энергии (35) при 

m = 2. 

Гамильтониан рассматриваемой системы имеет вид  

(36)     
2

2

,
2 2

p m
H x p F x x

m
   , 

что в точности совпадает с гамильтонианом тела, движущегося 

без потерь энергии в поле тяготения по неровному ландшафту, 

форма которого имеет вид – x2(x – 1)2(2x – 1)2/2 (считая ускоре-

ние свободного падения равным 1). 

Рассмотрим движение из начальной точки x0 = 1/4. Соглас-

но (29), начальное условие на скорость имеет вид 

(37)  0 0 0

1 1 1 3
3

16 2 4 32
v F x x

 
       

 
. 

Начальная скорость отрицательна, и система движется в 

направлении точки x = 0. Согласно (27), скорость остаётся отри-

цательной, но стремится к нулю, а точка x = 0 никогда не дости-

гается. Таким образом, движение системы идентично движению 

  

 2
3 2x x  

x  

x  

 

, 

, 

, 

, 

, 

, 

, 

, , , , , , , , , 

, 

, 
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тела по неровному ландшафту, а связь (29) между начальными 

условиями означает задание такой начальной скорости тела, что 

оно бесконечно движется в направлении положения равновесия 

0 или 1, асимптотически приближаясь к нему. 

 

Рис. 6. График потенциала (35) системы  

с функцией распределения F(x) = x2(3 – 2x) при m = 2 

На рис. 7 изображены траектории рассматриваемой систе-

мы на фазовой плоскости. Они, так же как и ограничения на 

начальные условия (29), задаются кривой F(x) – x. 

 

Рис. 7 Траектории системы на фазовой плоскости 
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5. Заключение 

Исследована предложенная в [6] модель конформного кол-

лективного поведения, мотивированная моделью М. Грановет-

тера [7]. Рассмотрено вероятностное обоснование модели на 

микроуровне. Изучено поведение системы при стремлении чис-

ла агентов к бесконечности, показано, что оно описывается 

уравнением переноса. Показано, что траектории системы совпа-

дают с траекториями некоторой изолированной гамильтоновой 

системы. 

Перспективным направлением дальнейших исследований 

является обобщение описанных моделей классической механики 

на случай квантовой неопределённости в поведении агентов. 

Вкратце предлагаемый подход может быть описан следующим 

образом. Уравнение Шрёдингера движения квантовой частицы в 

потенциале V(x) имеет вид 

(38) 
2 2

22
i V

t m x


 

  
   

  
. 

Приведём известный способ записи уравнения Шрёдингера че-

рез амплитуду и фазу. Он состоит в следующем. Если выразить 

волновую функцию через амплитуду R(∙) и фазу S(∙):  

      , , exp ,
i

x t R x t S x t
 

  
 

  

(где R(x, t) > 0) и подставить в уравнение (38), получим уравне-

ние 

(39) 

2 2 2

2 2

2

2 2

1
.

2

R S i
i R R i R S R S

t t m x m x x m x

R S VR
m x

     
     

     

 
  

 

 

Переписывая его как два уравнения – для комплексной и 

действительной части, получаем систему 
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(40) 

2

2

22 2

2

1 1
0,

2

1
0.

2 2

R
R S R S

t m x x m x

S
R R R S VR

m x t m x

   
  

   


            

 

Вводя замену переменных P(x, t) = R2(x, t), получаем систему  

(41) 

 

2 2
2

2 2

2

0,

1
0.

2 4 2

S
P xP
t x m

S PP
S x xxV x
t m m P P

  
       
   

  
           
             

  
  

 

Система двух действительных уравнений (41) тождественна 

одному комплексному уравнению Шрёдингера (38). Первое 

уравнение (41) – уравнение переноса. Второе – уравнение Га-

мильтона–Якоби с потенциалом 

(42)  

2

2

2

1 1

4 2 2

PP
xxV x

m P P

  
  

   
 
 
 

, 

в котором второе слагаемое носит название квантового потен-

циала. Если теперь подставить в выражение для потенциала, то 

в классическом приближении (ħ = 0) второе уравнение запишет-

ся как 

(43)   

2

2

0
2 2

S
S mx

F x x
t m

 
 

  
   


. 

Одним из решений этого уравнения является  

(44)   S m F x x
x


 


. 
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Утверждение 8.  Пусть выполнено (44). Тогда первое урав-

нение системы (41) имеет вид уравнения переноса (13).  

Классическая модель Грановеттера с непрерывным време-

нем, описанная в этой работе при помощи уравнения переноса 

(13), имеет следующий физический смысл: плотность вероятно-

сти положения системы переносится потоком m(F(x) – x). Этот 

поток не зависит от плотности вероятности положения системы. 

В терминах исходных параметров модели это означает, что по-

роги агентов не зависят от их действий. Эти пороги и определя-

ют динамику состояния системы. В действительности же 

наблюдается ситуация, когда состояние системы (среднее дей-

ствие агентов) влияет некоторым образом на пороги агентов. 

Таким образом, возникает сложная система: пороги агентов 

влияют на состояние системы, а состояние системы влияет на 

пороги агентов. При этом если зависимость порогов агентов от 

плотности распределения состояния системы имеет вид второго 

уравнения (41), то система будет описываться уравнением Шрё-

дингера (38).  
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6. Приложение 

Доказательство утверждения 2.  Пусть выполнено (10). Пе-

ренося q(m/n, t) в левую часть, получаем 

(45) 

1 1 1
, , | ,

1 1
| , | | , .

m m m m
q t q t P q t

n n n n n

m m m m m
P q t P P q t

n n n n n

        
           

       

           
               

          

 

Подставляя в вероятности увеличения и уменьшения состояния 

системы (5) и (7), имеем: 

(46) 

1 1 1 1
, , 1 ,

1 1 1
1 ,

1 1 , .

m m m m m
p t p t F p t

n n n n n n

m m m
F p t

n n n

m m m m m
F F p t

n n n n n

           
             

         

        
        
      

         
            
         

 

Перегруппировав слагаемые в правой части последнего выраже-

ния, получим допредельные разности для производных по x и t: 

(47) 

1
, ,

1 1
1 , ,

1 1
1 , 1 ,

1 1 1 1 1
, 1

m m
p t p t

n n n

m m m m m
F p t F p t

n n n n n

m m m m m
F p t F p t
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Разделив обе части на 1/n и переходя к пределу при m/n → x, 

n → ∞, получаем  

(48) 

        

              

        

       

    

, 1 ,

1 , , 1 ,

, , ,

, ,

, ,

p x t x F x p x t
t x

x F x p x t F x p x t F x p x t
x

F x p x t x p x t p x t
x x

F x p x t xp x t
x x

F x x p x t
x

 
   

 


     



 
    

 

 
   

 


     

 

т.е.        , , 0p x t F x x p x t
t x

 
      

. • 

Доказательство утверждения 3.  По определению математи-

ческого ожидания 

(49)    
1

0

,
d d

Ex t xp x t dx
dt dt

 
  

 
 . 

В силу гладкости p(x, t), по правилу Лейбница  

(50)    
1 1

0 0

, ,
d

xp x t dx x p x t dx
dt t

  
 

 
  . 

Выражая ∂p/∂t из (13) и интегрируя по частям, получаем 

(51) 

      

         

    

1 1

0 0

1
1

0
0

, ,

, ,

.

x p x t dx x F x x p x t dx
t x

x F x x p x t F x x p x t dx

EF x t Ex t

 
      

    

 

 

  • 

Доказательство утверждения 4.  По определению энтропии,  

(52)      
1

0

, ln ,
d d

I t p x t p x t dx
dt dt

   . 

В силу гладкости p(x, t), 
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(53) 
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1

0
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0
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d
p x t p x t dx

dt
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t t

p
x t p x t dx

t

 

  
    

  


  









 
Выражая ∂p/∂t из (13) и интегрируя по частям, учитывая 

F(0) = 0, F(1) = 1, получаем  

(54) 
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Abstract: In this paper the model of collective conformal behavior 

proposed in [6] and originally motivated by M.Granovetter [7] is 

investigated. Probabilistic foundations of the model are considered 

at micro level. The model properties are studied in the case when 

the number of agents tends to infinity and it is shown that the 

transport equation holds. It is proved that the system trajectories 

coincide with trajectories of an isolated Hamiltonian system. 
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ФОРМИРОВАНИЕ СТРАТЕГИИ ЭКОЛОГИЧЕСКОГО 
МЕНЕДЖМЕНТА ЭЛЕКТРОГЕНЕРИРУЮЩИХ 

КОМПАНИЙ НА ОСНОВЕ МЕТОДОЛОГИИ 
АНАЛИЗА СРЕДЫ ФУНКЦИОНИРОВАНИЯ1  
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Изучается возможность применения методологии анализа 

среды функционирования (АСФ) – непараметрического метода 

оптимизации к решению задач экологического менеджмента 

предприятий электроэнергетической отрасли. Анализируются 

способы учета нежелательных выходов, строится алгоритм 

последовательного двойного применения базовой модели АСФ 

для решения задачи формирования оптимальной по набору 

экологических и экономических параметров стратегии приро-

доохранной деятельности генерирующих компаний. Проводит-

ся апробация алгоритма на статистических данных по эколо-

гическим эффектам деятельности генерирующих компаний 

России. Обсуждаются возможности использования метода на 

практике. 
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1. Введение 

В настоящее время электроэнергетические объекты, рабо-

тающие на углеводородном топливе, являются одними из ос-

новных эмитентов парниковых газов и других загрязняющих 

веществ (16% общероссийских выбросов от стационарных 

источников), крупными потребителями свежей воды (35% об-

щего использования водных ресурсов по России), загрязнителя-

ми почв, подземных и поверхностных вод. Повышение экологи-

ческой эффективности деятельности предприятий 

электроэнергетики является одним из наиболее важных условий 

обеспечения устойчивого развития как отрасли, так и страны в 

целом. Одной из важнейших проблем экологической оптимиза-

ции развития электроэнергетики является максимальное сокра-

щение негативных воздействий на окружающую среду с исполь-

зованием различных природоохранных мероприятий (как 

технологического характера, так и организационных) при со-

хранении существующих объемов выработки электроэнер-

гии [4].  

Приоритеты инвестиционной деятельности электрогенери-

рующих компаний, направленной на снижение негативных 

экологических эффектов, определяются, в основном, существу-

ющей на сегодняшний день системой экологических платежей 

и штрафов за сверхнормативные выбросы и мало учитывают 

реалии экологической ситуации в регионах. В большинстве 

литературных источников действующие в России экономиче-

ские механизмы и стимулы к минимизации негативного воздей-

ствия на окружающую среду электроэнергетическими объекта-

ми признаны неэффективными (см., например, работы [3, 5]).  

В то же время успешных примеров перехода на экологиче-

ски чистые технологии генерации энергии в масштабах регио-

нальных и национальных энергетических систем в мировой 

практике на сегодняшний день пока нет. Хорошо известные 

ситуации бразильского энергетического кризиса 2001 года, 
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связанного с засухой и нехваткой воды для обеспечения ста-

бильной работы гидростанций (производят около 40% всей 

потребляемой в стране электроэнергии) [15], китайского эколо-

гического кризиса последних лет, вызванного увеличением 

объемов генерации энергии на угольных станциях [18], пробле-

мы непропорционально интенсивного роста количества солнеч-

ных электростанций в Чехии [16] иллюстрируют сложный и 

комплексный характер задачи разработки оптимальной конфи-

гурации энергетической системы. Отсутствие полного понима-

ния влияния некоторых процессов генерации энергии на экоси-

стемы и недостаточное внимание к экологическим аспектам при 

проектировании конфигурации энергетической систем может 

привести к неожиданным и нежелательным последствиям, когда 

положительный эффект от снижения негативного воздействия 

на окружающую среду по одному параметру (или группе пара-

метров) полностью нивелируется увеличением нагрузки на 

экосистемы по другому параметру (или группе параметров). 

Так, например, известно, что использование технологий улавли-

вания СО2 в целях сокращения объемов выбросов парниковых 

газов приводит к существенному увеличению забора и потреб-

ления водных ресурсов электростанциями [23]. 

Увеличение количества рассматриваемых оптимизацион-

ных критериев, которые необходимо учитывать при проектиро-

вании структуры региональной энергетической системы (мини-

мизация негативного воздействия на окружающую среду (в том 

числе с точки зрения климатических изменений), снижение 

стоимости производства энергии, максимизация полезного 

экономического и социального эффекта) послужило одной из 

основных причин все более широкого применения для решения 

таких задач непараметрического метода исследования опера-

ций – анализа среды функционирования (Data Envelopment 

Analysis, DEA).  

Среди многочисленных подходов к моделированию энерге-

тических и экологических проблем в зарубежной литературе 

анализ среды функционирования (АСФ) завоевал лидирующие 

позиции. Одна из причин – возможность проведения сравни-

тельного моделирования эффективности функционирования 

различных секторов энергетики в разных странах, что стало 
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особенно актуально в связи с либерализацией энергетических 

рынков [25].  

В настоящее время АСФ представляет собой развитую ме-

тодологию оценки сравнительной эффективности функциони-

рования множества однородных экономических, производ-

ственных или иных объектов с помощью различных моделей 

математического программирования. Объекты, эффективность 

которых оценивается в АСФ, обычно называются производ-

ственными единицами (ПЕ) или производственными объектами 

(ПО) и выполняют одну и ту же производственную функцию, 

преобразуя множество некоторых входов во множество некото-

рых выходов. Преимуществом АСФ является возможность 

работы с ПО в отсутствие каких-либо предположений о виде 

функциональной зависимости между входами и выходами. В 

российских работах АСФ применяется, в основном, для оценки 

эффективности деятельности бюджетной системы, региональ-

ных властей, банковских структур и т.д. [1–2], однако в послед-

ние годы появились работы по использованию АСФ в задачах 

оценки экологических аспектов деятельности хозяйствующих 

субъектов, в том числе объектов электроэнергетики [7]. 

В классической модели анализа среды функционирования, 

обозначаемой CCR (по первым буквам имен разработчиков – 

Charnes A., Cooper W.W., Rhodes E. [10]) для каждого 

производственного объекта решается дробно-линейная задача 

математического программирования, где максимизируется 

отношение линейной комбинации взвешенных выходов к 

линейной комбинации взвешенных входов: 

(1) 
,

max
i ij

i

u v k kj

k

u y

h
v x





. 

Данное отношение называется коэффициентом эффектив-

ности, его значения лежат в интервале от нуля до единицы. ПО, 

для которых коэффициент эффективности равен единице, при-

знаются эффективными, а остальные – неэффективными. Если 

коэффициент эффективности задан в виде (1), то сама задача 

называется ориентированной по входам (input-oriented). Воз-

можна и другая форма задания коэффициента эффективности: 
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как отношение линейной комбинации взвешенных входов к 

линейной комбинации взвешенных выходов. В этом случае 

задача будет называться ориентированной по выходам. 

Расчет проекций неэффективных ПО в пространстве вхо-

дов/выходов на границу эффективности позволяет определить 

целевые ориентиры по сокращению входов/увеличению выхо-

дов, достижение которых позволяет стать ПО эффективным.  

Особенностью использования моделей АСФ для решения 

задач оптимизации энергетических систем является наличие так 

называемых нежелательных выходов, к которым относятся 

выбросы. Поэтому для решения экологических задач был разра-

ботан специальных класс моделей анализа среды функциониро-

вания, называемый моделями экологического АСФ (environmen-

tal DEA). 

Целью настоящей работы является обзор методов и подхо-

дов, используемых для учета нежелательных выходов в моделях 

экологического АСФ, и разработка алгоритма применения 

базовой, ориентированной по входам модели анализа среды 

функционирования для проведения сравнительного анализа 

экологической эффективности крупных электрогенерирующих 

компаний России. Возможности разработанного двухэтапного 

алгоритма апробированы на данных по 24 производственным 

объектам на первом этапе и на детализированных данных 

11 энергетических объектов, входящих в состав ОГК-2, на вто-

ром этапе.     

2. Модели анализа среды функционирования, 
используемые для решения задач оптимизации 
энергетической системы по экологическим 
критериям 

В коэффициентной форме классическая модель АСФ 

(ориентированная по входам CCR-модель) записывается 

следующим образом: 

(2) 0
,

1

max
M

m m
u v

m

u y


  

при ограничениях 
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где 0 – индекс ПO, для которого решается задача оптимизации;  

X – вектор входов размерности N; Y – вектор выходов 

размерности M; К – количество производственных объектов. 

Или в двойственной форме: 

(3) min


  

при ограничениях 
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В данной модели ищется возможность пропорционального 

сокращения входов без сокращения выходов. Множеством 

производственных возможностей модели CCR называется мно-

жество следующих наборов векторов (X, Y): 

(4) 
1 1

( , ) , , 0, 1,
n n

j j j j j

j j

Т X Y X X Y Y j n  
 

  
     
  

  . 

В классических моделях АСФ, включая базовую модель 

CCR, входы и выходы предполагаются строго монотонными, 

т.е. множество производственных возможностей удовлетворяет 

следующему постулату: 

(5) если TYX );( и XX   или YY  ,  

 то ( ; )X Y T   или ( ; )X Y T  . 

Однако это свойство не всегда описывает реальную ситуа-

цию производственного процесса. Например, генерация энергии 

электростанцией на углеводородном топливе всегда неизбежно 

связана с производством такого нежелательного выхода как 
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диоксид серы, и сокращение выхода без сокращения входа 

технологически невозможно. Поэтому использование множе-

ства производственных возможностей, удовлетворяющих по-

стулату (5), приводит к некорректным результатам моделирова-

ния. 

Обзор литературы позволяет сделать вывод о том, что к 

настоящему времени предпринято большое количество попыток 

учета нежелательных выходов в моделях АСФ, которые 

сформировались в два основных подхода: а) пересчет 

(модификация) исходных данных и использование 

традиционных моделей АСФ [20];  б) использование 

оригинальных исходных данных и моделей, основанных на 

концепции слабой монотонности [12–14]. 

При использовании первого подхода общую эффективность 

деятельности компании можно разделить на техническую (или 

экономическую), определяемую как отношение взвешенной 

суммы желательных выходов к взвешенной сумме входов, и 

экологическую, представляющую собой отношение взвешенных 

сумм желательных и нежелательных выходов. 

Пусть из M выходов модели (2) первые k являются 

желательными, а остальные – нежелательными. Тогда 

экономическая мера эффективности ПО с индексом «0» может 

быть представлена в следующем виде: 

(6) 
01
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i ii
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, 

а экологическая как 

(7) 
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. 

Для того чтобы учесть обе меры эффективности в одной 

базовой модели CCR, необходимо сконструировать их некую 

комбинацию, отвечающую общей логике решения задачи – 

максимизации желательных входов и минимизации 

нежелательных выходов и входов. Следующий вариант 
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комбинированной меры эффективности вполне отвечает 

требуемым условиям (вариант А): 

 0 01 1

01

k p

r r s sr s k
A M

i ii

y y
h

v x

 
  





 


. 

Кроме того, нежелательные выходы можно рассматривать 

наравне с входами модели, тогда мера эффективности примет 

следующий вид (вариант В): 
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В данном случае сокращение нежелательных выходов 

модели происходит одновременно с сокращением входов. 

В работе [17] приводится доказательство того, что базовые 

модели CCR с мерой эффективности, сконструированной по 

варианту А, являются аналогичными моделям с мерой 

эффективности по варианту В. 

Множество производственных возможностей, 

удовлетворяющее свойству слабой монотонности, определяется 

следующим образом: 
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где U – вектор нежелательных выходов, e – индекс, 

обозначающий environmental (экологический), так как 

множества производственных возможностей такого вида 

используются в специальном направлении АСФ, называемом 

экологический АСФ. 

Кроме того, Te также удовлетворяет следующему свойству: 

(9) если ( , , )X Y U T и U = 0, то Y = 0. 

Это означает, что полное элиминирование нежелательных 

выходов возможно только при прекращении производственного 
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процесса. Аналогичный подход может быть применен и для 

описания нежелательных входов. Модели со слабой монотонно-

стью входов представлены в работах [13, 19]. 

Помимо свойства монотонности, операционные характери-

стики входов и выходов (шкалы, в которых измерены величины, 

представляющие входы и выходы) также могут быть отличи-

тельным признаком моделей экологического АСФ. В литературе 

часто упоминаются две модели [8–9], в которых входные и 

выходные переменные являются категориальными. Такие моде-

ли хорошо описывают производственные процессы в условиях 

введения определенного экологического законодательства, а 

также позволяют учесть влияние других внешних факторов, не 

подвластных контролю на самих производственных объектах. 

Отдача от масштаба также является важным признаком 

множества производственных возможностей моделей АСФ. 

Базовая модель CCR является моделью с постоянной отдачей от 

масштаба. Если к свойствам множества T добавить условие 
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 ,  

получим модель BCС с переменной отдачей от масштаба (при 

увеличении масштабов производства эффект масштаба меняется 

от возрастания до убывания). Также весьма популярной в лите-

ратуре является модель с невозрастающей отдачей от масштаба, 

которая характеризуется условием 
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Модели с переменной и невозрастающей отдачей от мас-

штаба также могут быть не только строго монотонными, но и 

слабо монотонными. 

Помимо ориентации меры эффективности (на входы, на 

выходы, на нежелательные выходы), важным свойством задач 

экологического АСФ является также способ сокращения входов 

(увеличения выходов), т.е. направление движения к границе 

эффективности.  

Радиальная мера эффективности (или радиальный способ 

продвижения к границе эффективности) наиболее часто исполь-

зуется во всех моделях АСФ. В данном случае входы сокраща-
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ются пропорционально на одно и то же число OC’/OC (движе-

ние по радиусу от исходной точки до границы эффективности) 

(рис. 1).  

 

Рис. 1. Графическая иллюстрация радиальной меры  

эффективности в базовой модели CCR (двумерный случай) 

Комбинируя радиальную меру эффективности с разными 

типами множества производственных возможностей, получим 

разные модели АСФ, в том числе и базовые CСR и ВСС. Так, в 

работах [12, 22–23] использовано множество производственных 

возможностей Te и радиальная мера эффективности: 

 .),,(:min 000 eTUYX   

Не-радиальные меры эффективности позволяют сокращать 

входы/увеличивать выходы непропорционально и имеют обыч-

но лучшую разрешающую способность, нежели радиальные 

меры. В литературе хорошо известна не-радиальная мера Рассе-

ла 
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 θ ,  

где θ  – диагональная матрица, содержащая 1, …, n. 

В том случае, если 1, …, n имеют разные веса, говорят об 

использовании взвешенной не-радиальной меры эффективности, 

которая отражает предпочтения лица, принимающего реше-

ния [24]. 

Гиперболическая мера эффективности, также называемая 

графической мерой, сокращает выходы и увеличивает входы 

одновременно на одну и ту же величину (движение к границе 

эффективности по гиперболе): 
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Эта мера считается наиболее удачной в том случае, когда 

имеются желательные и нежелательные выходы. 

Направленная функция расстояния (Directional Distance 

Function, DDF) представляет собой меру эффективности, кото-

рая позволяет одновременно увеличивать желательные выходы 

и сокращать входы или нежелательные выходы при помощи 

вектора заданного направления. Она является обобщением 

традиционной радиальной меры эффективности [11]. 

3. Анализ сравнительной эффективности 
генерирующих компаний России  
по экологическим показателям 

Рассмотрим задачу оценки эффективности деятельности ге-

нерирующих компаний Российской Федерации по набору эколо-

гических параметров. Для расчета экологической эффективно-

сти (7) по базовой модели CCR, ориентированной по входам, с 

радиальной мерой эффективности используем последние до-

ступные статистические данные [6] об экологических аспектах 

деятельности основных игроков на оптовом рынке электроэнер-

гии и мощности – пяти генерирующих компаний оптового 

рынка электроэнергии (ОГК), которые объединяют крупнейшие 

тепловые электростанции России и нескольких территориаль-

ных генерирующих компаний (ТГК), которые объединяют 

электростанции нескольких соседних регионов, не вошедшие в 

ОГК и работающие в составе изолированных энергосистем 

(всего 24 объекта). 

В качестве нежелательных выходов модели рассматривают-

ся выбросы в атмосферу (тыс. т), объемы образования твердых 

отходов (тыс. т) и объемы потребления свежей воды для произ-

водственных и бытовых нужд компании (млн м3). В качестве 

желательных выходов рассматривается объем выработки элек-

трической энергии. 
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Результаты расчетов, выполненных с помощью пакета 

прикладных программ MaxDEA, с использованием радиальной 

и не-радиальной мер эффективности представлены в таблице 1. 

Таблица 1. Коэффициенты экологической эффективности 

деятельности генерирующих компаний в 2011 гг. 

Название компании 

Эффективность 

по радиальной 

мере 

Эффективность 

по не-радиальной 

мере 

ОГК-1 0,374 0,190 

ОГК-2 0,168 0,115 

ОГК-3 0,142 0,101 

ОГК-4  ОАО «Э.ОН Россия» 0,611 0,543 

ОГК-5  «Энел ОГК-5» 0,132 0,093 

ТГК-1 0,300 0,265 

ТГК-2 0,112 0,111 

ОАО «Мосэнерго» (ТГК-3) 1,000 1,000 

ТГК-4  ОАО «Квадра» 0,558 0,477 

ТГК-5 0,428 0,402 

ТГК-6 0,591 0,412 

ОАО «Волжская ТГК» (ТГК-7) 1,000 1,000 

ТГК-9 0,122 0,096 

ОАО «Фортум» (ТГК-10) 0,366 0,299 

ТГК-11 0,532 0,206 

ОАО «Кузбассэнерго» (ТГК-12) 0,115 0,081 

ОАО «Енисейская ТГК» (ТГК-

13) 0,089 0,075 

ТГК-14 0,717 0,457 

Генерирующие компании «Лу-

койл» 1,000 1,000 

ОАО «Дальневосточная ГК» 0,177 0,091 

ОАО «Иркутскэнерго» 0,528 0,284 

ОАО «Татэнерго» 1,000 1,000 

ОАО «Башкирэнерго» 0,678 0,616 

ОАО «СИБЭКО» 0,136 0,101 
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Интерпретация коэффициента эффективности ПО в данном 

случае следующая: он показывает отношение минимально 

возможных негативных экологических эффектов к реальным. 

Эффективными в данном случае являются те производственные 

объекты, которые используют наилучшие доступные техноло-

гии и наиболее чистое топливо с экологической точки зрения. 

Коэффициент эффективности таких ПО равен единице (выделе-

ны жирным шрифтом). Нетрудно заметить, что коэффициент 

эффективности неэффективных ПО, вычисленный радиальным 

способом, больше по значению, нежели коэффициент эффек-

тивности, вычисленные не-радиальным способом. 

Целевые значения входных параметров (по 2011 году), ко-

торые необходимо достичь (по радиальному способу движения 

к границе эффективности) неэффективным компаниям для того, 

чтобы стать эффективными, приведены в таблице 2. 

Таблица 2. Значения целевых параметров по входам,  

достижение которых необходимо для в 2011 году 

Название компании 

Целевые параметры 

выбросы отходы 
потребление 

воды 

ОГК-1 34,256 84,108 332,035 

ОГК-2 63,444 155,770 614,933 

ОГК-3 26,513 65,097 256,985 

ОГК-4  ОАО «Э.ОН Россия» 55,864 147,106 412,725 

ОГК-5  «Энел ОГК-5» 43,741 121,476 241,682 

ТГК-1 16,385 29,442 158,045 

ТГК-2 9,305 26,654 40,894 

ТГК-4  ОАО «Квадра» 11,685 19,870 112,633 

ТГК-5 10,929 31,453 46,131 

ТГК-6 15,532 18,012 270,476 

ТГК-9 14,927 42,799 65,070 

ОАО «Фортум» (ТГК-10) 18,787 51,954 106,641 

ТГК-11 9,231 26,567 38,964 

ОАО «Кузбассэнерго»  19,991 52,513 149,342 

ОАО «Енисейская ТГК» 11,266 31,170 63,775 

ТГК-14 26,226 75,477 110,700 
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Название компании 

Целевые параметры 

выбросы отходы 
потребление 

воды 

ОАО «Дальневосточная ГК» 23,341 67,172 98,520 

ОАО «Иркутскэнерго» 63,063 181,488 266,183 

ОАО «Башкирэнерго» 20,362 53,769 148,491 

ОАО «СИБЭКО» 11,243 31,417 59,607 

 

При достижении целевых ориентиров, представленных в 

таблице 2, каждая из анализируемых компаний может вплотную 

приблизиться в многомерном пространстве входов и выходов к 

своей эталонной точке, находящейся на границе эффективности. 

Расчет целевых показателей, проведенный по не-

радиальной мере эффективности, показал, что их значения 

меняются только для тех компаний, для которых существует не 

единственная эталонная точка (таблица 3). 

Таблица 3. Изменения целевых параметров в зависимости от 

способа продвижения к границе эффективности 
Название  

компании 

Эталонные 

точки 
Δвыб Δотходы Δвода 

ОГК-4 

«Мосэнерго»; 

«Татэнерго» 5,93 24,50 –71,27 

ОГК-5 

«Мосэнерго»; 

«Татэнерго» –3,51 –14,52 42,22 

ТГК-1 

«Мосэнерго»; 

«Волжская ТГК» 3,39 –2,45 32,13 

ТГК-2 

«Мосэнерго»; 

«Татэнерго» –0,10 –0,41 1,20 

ТГК-4 

«Мосэнерго»; 

«Волжская ТГК» 2,77 –2,01 26,27 

ТГК-6 

«Мосэнерго»; 

ГК  Лукойл 6,25 –4,77 180,53 

ТГК-9 

«Мосэнерго»; 

«Татэнерго» –0,13 –0,52 1,53 

ТГК-10 

«Мосэнерго»; 

«Татэнерго» –1,68 –6,96 20,24 

ТГК-12 

«Мосэнерго»; 

«Татэнерго» –4,00 –16,53 48,08 
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Название  

компании 

Эталонные 

точки 
Δвыб Δотходы Δвода 

ТГК-13 

«Мосэнерго»; 

«Татэнерго» –0,99 –4,13 12,01 

ОАО 

«Башкирэнерго» 

«Мосэнерго»; 

«Татэнерго» 2,25 9,30 –27,05 

ОАО «СИБЭКО» 

«Мосэнерго»; 

«Татэнерго» –0,75 –3,09 8,99 

 

При продвижении к границе эффективности по не-

радиальному пути некоторые целевые параметры могут увели-

чить свое значение по сравнению с радиальным способом (в 

этом случае в таблице разница указана со знаком «минус»), а 

некоторые – уменьшить (разница со знаком «плюс»). Какой из 

данных способов достижения эффективности лучше, зависит от 

затрат компании, которые необходимо произвести для достиже-

ния намеченных целевых показателей.  

4. Динамика экологической эффективности 
генерирующих компаний 

Рассмотрим вопрос о том, как меняется экологическая эф-

фективность генерирующих компаний во времени. В таблице 4 

приведены результаты расчетов коэффициентов эффективности 

генерирующих компаний за период 2009–2011 гг. по модели 

CCR, ориентированной по входам, с использованием радиаль-

ной меры эффективности. 

Таблица 4. Коэффициенты эффективности деятельности 

генерирующих компаний (по экологическим показателям) 

в 2009–2011 гг. 

Название компании 2009  2010  2011  

ОГК-1 0,374 0,387 0,374 

ОГК-2 0,173 0,165 0,168 

ОГК-3 0,171 0,158 0,142 

ОГК-4  ОАО «Э.ОН Россия» 0,624 0,577 0,611 

ОГК-5  «Энел ОГК-5» 0,147 0,126 0,132 

ТГК-1 0,534 0,378 0,300 
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Название компании 2009  2010  2011  

ТГК-2 0,130 0,115 0,112 

ОАО «Мосэнерго» (ТГК-3) 1,000 0,993 1,000 

ТГК-4  ОАО «Квадра» 0,588 0,400 0,558 

ТГК-5 0,505 0,464 0,428 

ТГК-6 0,338 0,366 0,591 

ОАО «Волжская ТГК» (ТГК-7) 0,731 0,627 1,000 

ТГК-9 0,136 0,118 0,122 

ОАО «Фортум» (ТГК-10) 0,438 0,308 0,366 

ТГК-11 0,667 0,714 0,532 

ОАО «Кузбассэнерго» (ТГК-12) 0,123 0,107 0,115 

ОАО «Енисейская ТГК» (ТГК-13) 0,097 0,078 0,089 

ТГК-14 0,099 0,079 0,717 

Генерирующие компании Лукойл  (до 

2010 года ООО «ЮГК ТГК-8») 1,000 1,000 1,000 

ОАО «Дальневосточная ГК» 0,208 0,189 0,177 

ОАО «Иркутскэнерго» 0,719 0,597 0,528 

ОАО «Татэнерго» 1,000 1,000 1,000 

ОАО «Башкирэнерго» 0,527 0,510 0,678 

ОАО «СИБЭКО» 0,142 0,126 0,136 

 
В 2009 и 2010 годах из всех анализируемых объектов толь-

ко 3 компании – ОАО «Мосэнерго», Генерирующие компании 

группы «Лукойл» и ОАО «Татнефть» – были экологически 

эффективными. В 2011 году еще одна компания – ОАО «Волж-

ская ТГК» стала эффективной. Однако судить о реальном изме-

нении экологической эффективности только по значениям 

коэффициентов эффективности некорректно, в силу того, что от 

года году может смещаться сама граница эффективности.  

Для оценки изменения эффективности ПО во времени в за-

дачах АСФ используется индекс производительности Малмкви-

ста (Malmquist productivity index, MPI), который является непа-

раметрическим методом анализа временных рядов [17]. В 

общем виде MPI определяется на основе функции расстояния, 

однако может также быть представлен как отношение мер эф-

фективности. 
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Пусть  t(X0
t, Y0

t) и  t+1(X0
t, Y0

t) – ориентированные по вхо-

дам меры эффективности ПО0, рассчитанные по входам и выхо-

дам из решения задачи (3) в момент времени t на множестве 

производственных возможностей Т в моменты времени t и t + 1. 

Пусть  t(X0
t+1, Y0

t+1) и  t+1 (X0
t+1, Y0

t+1) – ориентированные по 

входам меры эффективности ПО0, рассчитанные по входам и 

выходам из решения задачи (3) в момент времени t + 1 на мно-

жестве производственных возможностей в моменты времени t и 

t + 1. Тогда ориентированный по выходам индекс производи-

тельности Малмквиста может быть представлен как 

(9) 

1
1 1 1 1 1 2
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0 0 0 0
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t t t t t t
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. 

Значения MPI0 < 1, MPI0 = 1 и MPI0 > 1 говорят соответ-

ственно о снижении, постоянстве или увеличении эффективно-

сти ПО0 в течение исследуемого периода [17]. 

Кроме того, в литературе часто используют следующую 

форму представления индекса Малмквиста: 

(10) 

1
1 1 2 1 1 1
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0 1 1 1 1
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. 

В форме (10) изменение производительности (эффективно-

сти) представлено в декомпозированном виде, где первая часть 

представляет собой эффекта сдвига границы эффективности 

(Frontier Shift Effect), а вторая – эффект роста относительной 

эффективности (Catch-up Effect).  

Результаты расчетов индексов Малкмвиста приведены в 

таблице 5. 

Таблица 5. Значения индекса Малмквиста (ориентированного по 

выходу) в период 2009-2010 и 2010-2011 

Название компании 
MPI 

2009–2010 

MPI 

2010–2011 

ОГК-1 0,9522 0,9426 

ОГК-2 0,8574 0,9784 

ОГК-3 0,9522 0,9426 

ОГК-4  ОАО «Э.ОН Россия» 0,6700 1,0242 
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Название компании 
MPI 

2009–2010 

MPI 

2010–2011 

ОГК-5  «Энел ОГК-5» 0,8805 1,0170 

ТГК-1 0,5365 0,6175 

ТГК-2 0,8805 0,9484 

ОАО «Мосэнерго» (ТГК-3) 0,9723 0,9865 

ТГК-4  ОАО «Квадра» 0,6705 1,3079 

ТГК-5 0,8805 0,9200 

ТГК-6 0,8469 1,2539 

ОАО «Волжская ТГК» (ТГК-7) 0,7708 1,2641 

ТГК-9 0,8805 0,9520 

ОАО «Фортум» (ТГК-10) 0,8891 1,1160 

ТГК-11 0,8805 0,9200 

ОАО «Кузбассэнерго» (ТГК-12) 0,8556 1,0659 

ОАО «Енисейская ТГК» (ТГК-13) 0,8157 1,1212 

ТГК-14 0,8805 1,2143 

Генерирующие компании Лукойл 1,0171 1,0569 

ОАО «Дальневосточная ГК» 0,8805 0,9200 

ОАО «Иркутскэнерго» 0,8805 0,9200 

ОАО «Татэнерго» 0,9383 1,0000 

ОАО «Башкирэнерго» 0,7630 1,3424 

ОАО «СИБЭКО» 0,8550 1,0862 

 
Таким образом, реальная экологическая эффективность 

увеличилась в период 2009–2010 гг. только у генерирующих 

компаний группы «Лукойл», в то время как у остальных компа-

ний она снизилась. В период 2010–2011 гг. уже 12 компаний 

увеличили свою экологическую эффективность (значение ин-

декса Малкмвиста выделены жирным шрифтом). 

5. Формирование оптимальной стратегии 
экологического менеджмента генерирующей 
компании  

До настоящего момента все выполненные нами расчеты 

касались только экологической эффективности изучаемых ПО, в 

то время как экономические параметры их деятельности не 
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рассматривались. Включение в рассмотрение экономических 

параметров возможно благодаря способам, подробно 

описанным в п. 2. Однако, по нашему мнению, для решения 

задачи формирования оптимальной стратегии инвестиций 

генерирующих компаний, направленных на природоохранную 

деятельность, возможно использование более простого подхода, 

а именно решение задачи в два этапа.  

На первом этапе решается задача оценки экологической 

эффективности деятельности компании и расчета целевых 

значений по основным экологическим показателям в случае, 

если компания оказалась неэффективной. На втором этапе для 

каждого неэффективного производственного объекта строится 

еще одна модель АСФ, в которой входами являются экономиче-

ские параметры проектов (стоимость, срок реализации и др.) по 

сокращению негативных экологических эффектов до уровня, 

рассчитанного в качестве целевого ориентира (или близкого к 

нему) на предыдущем этапе. Решение данной модели помогает 

выбрать проекты, наиболее эффективные с точки зрения инве-

стиционных вложений и достижения позитивных экологических 

результатов.  

Последовательно детализируя данные по электростанциям, 

входящих в ведение каждой ОГК и ТГК, получим решение 

задачи об оптимизации развития энергетической системы в 

целом. 

Рассмотрим задачу оценки эффективности деятельности 

отдельных производственных объектов (электростанций) в 

составе оптовой генерирующей компании ОГК-2 (признана 

неэффективной по данным 2011 года). Результаты расчета 

модели CCR по входным параметрам, выполненные в пакете 

прикладных программ MaxDEA (радиальный способ движения к 

границе эффективности) на данных 2013 года (официальный 

отчет о деятельности компании в 2013 году, http://www.ogk2.ru/) 

приведены в таблице 6. 

Из результатов расчетов, представленных в таблице 2, 

можно сделать вывод о том, что эффективными по 

экологическим показателям деятельности являются три 

электростанции компании ОГК-2 – Адлерская ТЭС, Киришская 

ГРЭС и Сургутская ГРЭС-1. На всех этих электростанциях в 
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качестве основного топлива используется газ, однако Псковская 

и Ставропольская ГРЭС также работают на газе и, тем не менее, 

не являются эффективными объектами, поэтому вид топлива не 

является единственным объясняющим фактором экологической 

эффективности или неэффективности.  

Таблица 6. Результаты расчета экологической эффективности 

деятельности электростанции компании ОГК-2  

по экологическим показателям (по модели CCR) 

Электростанция 
Коэфф. 

эф-ти 

Целевые показатели по входам 

Выбросы, 

тыс. т 

Отходы, 

тыс. т 

Вода, 

млн м3 

Адлерская ТЭС 1 743,25 3,09 642,33 

Киришская ГРЭС 1 2415,57 3,40 574645,2 

Красноярская 

ГРЭС-2 

0,066 1572,01 1,26 34978,45 

Новочеркасская 

ГРЭС 

0,057 3262,63 2,57 52722,81 

Псковская ГРЭС 0,876 488,38 0,69 116182,1 

Рязанская ГРЭС 0,422 3507,38 14,60 3031,13 

Серовская ГРЭС 0,039 645,04 0,49 3281,98 

Ставропольская 

ГРЭС 

0,744 2489,71 3,51 592281,4 

Сургутская ГРЭС-1 1 7432,52 5,57 21622,2 

Троицкая ГРЭС 0,237 1818,42 7,57 1571,507 

Череповецкая ГРЭС 0,041 932,33 0,72 11876,88 

 

Содержательно наиболее «близким» статистическим 

показателем, используемым в практике энергоменеджмента 

генерирующих компании, к рассчитанному коэффициенту 

эффективности является показатель удельного расхода 

условного топлива на отпуск электроэнергии, который 

характеризует экономичность различных генерирующих 

установок (коэффициент линейной корреляции Пирсона, 

рассчитанный по данным электростанций, входящих в состав 

ОГК-2, равен –0,81). 
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Улучшение экологических показателей деятельности ком-

паний возможно благодаря реализации следующих проектов, не 

связанных со сменой топлива или технологией генерации энер-

гии [3–4, 5–6]: 

1) по уменьшению выбросов в атмосферу: внедрение мало-

токсичных горелок при сжигании высококонцентрированной 

пыли для снижения окислов азота, установка (или ремонт) 

аспирационных установок, электрофильтров, золоулавливате-

лей; 

2) по снижению потребления воды и сбора сточных вод: 

очистка и отведение минерализованных сточных вод, установка 

(или ремонт) очистных сооружений производственных и по-

верхностных стоков, введение в эксплуатацию нефтесборщиков; 

3) по снижению объемов образования отходов: утилизация 

(переработка и использование) золошлаков, разработка техноло-

гий, повышающих надежность хранения золошлаков; 

4) по общему повышению экологической эффективности: 

внедрение систем экологического менеджмента по ИСО 14001 

(в настоящее время внедрена на Ставропольской, Псковской, 

Сургутской, Серовской и Троицкой ГРЭС), снижение удельных 

расходов условного топлива на отпуск электроэнергии. 

Кроме того, необходимо также рассматривать 

существующие технико-технологические возможности по 

замене топлива на более экологически чистое и переход на 

принципиально иные технологии генерации энергии 

(инновационные варианты развития). Наименее затратный 

вариант на настоящий момент предусматривает использование 

природного газа для выработки электроэнергии, к наиболее 

затратным российские специалисты относят промышленное 

освоение технологий ветровой энергетики и фотовольтаики [6]. 

В пределах средних затрат находятся атомная энергетика и 

технология «чистого угля», минимизирующая выбросы 

загрязняющих веществ в атмосферу. 

Стоимостные и временные показатели каждого из 

вышеперечисленных проектов (а также некоторые показатели 

социальной эффективности) могут быть использованы как 

входные параметры для CCR модели АСФ следующего уровня, 

решение которой позволяет оптимизировать экономические (и 
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социальные) параметры инвестиционных проектов, 

направленных на снижение негативного воздействия на 

окружающую среду каждой из неэффективных электростанций. 

Выходами модели в данном случае являются целевые 

показатели экологических эффектов, рассчитанные на 

предыдущем этапе. Обобщенный алгоритм построения модели 

представлен на рис. 2 

Расчет иллюстративного примера в данном случае не пред-

ставляется возможным в силу отсутствия в открытом доступе 

необходимых статистических данных об экономических показа-

телях инвестиционных проектов, направленных на снижение 

негативного воздействия на окружающую среду. 

 

Рис. 2. Алгоритм построение модели АСФ второго уровня  

6. Заключение 

Основным результатом настоящего исследования является 

доказательство возможности использования базовой модели 

анализа среды функционирования (модели CCR, ориентирован-

ной по входам) для решения задачи выбора оптимальной страте-

гии экологического менеджмента генерирующей компании. 
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Следует заметить, что каждая из рассмотренных крупных 

генерирующих компаний состоит их нескольких производ-

ственных единиц – электростанций, работающих на разном 

оборудовании и по разным технологиям генерации электроэнер-

гии. Поэтому используемые для расчетов статистические дан-

ные являются усредненными, а полученные результаты расчета 

экологической эффективности не отражают полной картины, по 

которой можно было бы судить о качестве экологического 

менеджмента на исследуемых предприятиях. Тем не менее, 

полученные результаты могут быть использованы при оценке 

степени выполнения и степени целесообразности инвестицион-

ных программ генерирующих компаний с точки зрения эколо-

гических проблем, разработке государственных программ под-

держки модернизационных процессов в электроэнергетике, 

экологических стандартов и программ по энергосбережению.  

Разработанный метод включает последовательное решение 

нескольких моделей АСФ: на первом этапе определяются эф-

фективные и неэффективные с точки зрения экологии энергети-

ческие объекты, для неэффективных объектов рассчитываются 

целевые параметры снижения негативных экологических эф-

фектов. На втором этапе по каждому неэффективному энергети-

ческому объекту решается своя задача оптимизации (использу-

ется модель CRR, ориентированная по входу), в которой в 

качестве входов рассматриваются экономические и социальные 

характеристики проектов, направленных на снижение негатив-

ных экологических эффектов, а в качестве выходов указываются 

рассчитанные на первом этапе значения целевых показателей 

негативных экологических эффектов.  

Помимо радиального способа продвижения к границе эф-

фективности при расчете целевых показателей, для каждого из 

изучаемых ПО возможно также использование иных способов 

продвижения к границе, в частности не-радиального. Выбор 

способа продвижения к границе в данном случае определяется 

стоимостными характеристиками проектов, направленных на 

достижение целевых экологических показателей и может быть 

однозначно определен только на этапе решения задачи АСФ 

второго уровня (определении экономической эффективности). 

Кроме стоимостных характеристик выбор способа продвижения 
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к границе эффективности может быть также определен из сооб-

ражений важности того или иного экологического эффекта для 

конкретного региона или территории. 

Наряду с исследованиями сравнительной эффективности 

ПО в один и тот же момент времени, в эколо-ориентированных 

исследованиях часто возникает необходимость оценки измене-

ния эффективности ПО во времени. Для этих целей использует-

ся индекс производительности Малмквиста (Malmquist 

productivity index, MPI), который является непараметрическим 

методом анализа временных рядов, позволяющим исследовать 

изменение сравнительной эффективности ПО во времени с 

помощью решения задач АСФ. 
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Abstract: This paper demonstrates a possibility of a CCR Data 

Envelopment Analysis (DEA) model to be applied to elaboration of 

ecology management strategies in power generating companies. The 

literature review of data envelopment analysis in environmental and 

energy studies is provided. The methods of including undesirable 

outputs in the model are analyzed. The two-stage algorithm of con-

struction of a DEA-model with undesirable outputs is presented. The 

DEA-model is applied to statistical data for main Russian electric 

power generation companies. The scores of ecological efficiency are 

calculated and possible practical implementations of the results are 

discussed.  

Key words: data envelopment analysis, non-parametric optimization, 

ecological effects, electricity generation. 

 

Статья представлена к публикации  

членом редакционной коллегии В.В. Клочковым. 

 

Поступила в редакцию 07.08.2015. 

Опубликована 31.03.2016. 



 

Управление большими системами. Выпуск 60 

 

 

188 

УДК 519.23/.25 : 510.644.4 
ББК 22.17  22.18  22.12 

ОПТИМАЛЬНОЕ КОМПЛЕКСИРОВАНИЕ РЕСУРСОВ 
ПРОИЗВОДСТВЕННЫХ СИСТЕМ В УСЛОВИЯХ 

НЕОПРЕДЕЛЕННОСТИ  

Романенко В. А.1 

(Самарский государственный аэрокосмический 

университет им. академика С.П. Королева 

(национальный исследовательский университет), Самара) 
 

Рассмотрена задача определения оптимального по критерию 

экономичности комплекта технологических ресурсов производ-

ственной системы при исходных данных, содержащих различ-

ные виды неопределенности. Предложены подходы, позволяю-

щие решать задачу в стохастической и нечеткой постановках 

на базе общедоступного программного обеспечения со сравни-

тельно малыми затратами машинного времени. Результаты 

решения проиллюстрированы на частном, но практически зна-

чимом примере комплексирования средств наземного обслужи-

вания самолетов в узловых аэропортах, не рассмотренном ра-

нее в специальной литературе. 

 

Ключевые слова: технологические ресурсы, оптимизация, 

стохастическое программирование, нечеткое программиро-

вание, численный вероятностный анализ. 

1. Описание модельной системы 

Рассматриваются технические и организационно-

технические системы с протекающими в них технологическими 

процессами, состоящими в целенаправленном преобразовании 

некоторых объектов – операндов – под воздействием других 

объектов – операторов. В рамках системы по функциональному 

признаку выделяются подсистемы, каждая из которых предна-

                                                 
1 Владимир Алексеевич Романенко, кандидат технических наук, до-

цент (vla_rom@mail.ru). 
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значена для выполнения определенной технологической опера-

ции и оснащена с этой целью комплектом операторов одного 

или нескольких типов, имеющих одинаковое назначение. Ана-

лиз ограничен классом систем с групповым поступлением опе-

рандов. Предполагается, что в систему одновременно поступает 

несколько операндов, в общем случае относящихся к различным 

типам. Промежуток времени между поступлением групп опе-

рандов достаточно велик для того, чтобы считать процессы пре-

образования различных групп взаимно независимыми. Успеш-

ное преобразование операнда в соответствующей подсистеме 

возможно при выполнении над ним работ, объем которых зави-

сит от его типа. Для выполнения работ по преобразованию опе-

ранда могут привлекаться как один, так и несколько операторов 

из одного комплекта, причем величины производительности 

операторов могут различаться в зависимости как от их типа, так 

и от типа преобразуемого операнда. Преобразование операндов 

должно выполняться подсистемой за заданное время. 

Важной задачей оптимизации рассматриваемых систем, 

представляющей собой разновидность «задачи о ранце», являет-

ся оптимальное комплексирование операторов, состоящее в 

определении таких типов и численности операторов, образую-

щих комплект, которые были бы наилучшими в смысле некото-

рого критерия, обычно имеющего экономическое содержание, и 

удовлетворяли бы заданным ограничениям. Подход к решению 

задачи оптимального комплексирования должен учитывать 

наличие неопределенности в исходных данных, обусловленной 

как вариабельностью протекающих в системе процессов, так и 

недостатком знаний о системе. Процессы поступления операн-

дов в систему и ее подсистемы и преобразования в них операн-

дов могут носить вероятностный характер, обусловленный 

наличием индивидуальных особенностей процедуры преобразо-

вания каждого конкретного операнда, возможностью возникно-

вения случайных отклонений фактических характеристик про-

цессов от нормативных, отказов, появления брака и т.п. 

Неопределенность исходных данных, вызванная недостаточно-

стью знаний о системе, объясняется тем, что на этапах проекти-

рования новой или совершенствования существующей системы, 

когда вероятнее всего и будет решаться рассматриваемая опти-
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мизационная задача, необходимые для ее решения характери-

стики системы еще не будут полностью известны. 

Характер неопределенности, присущей данным о системе, 

диктует требования к выбору способа ее описания и метода ре-

шения оптимизационной задачи. Правомерно считать, что нали-

чие статистических выборок достаточного объема, вполне объ-

яснимое на стадии совершенствования существующей системы, 

позволит рассматривать ее неопределенные характеристики как 

случайные величины (СВ) с известными функциями распреде-

ления, что даст возможность свести задачу комплексирования к 

задаче стохастического программирования и решить ее соответ-

ствующими методами. Однако если накопленная статистика от-

сутствует, а ее получение невозможно или связано с неприем-

лемыми затратами ресурсов, что характерно в первую очередь 

для этапа проектирования новой системы, то единственным 

способом определения значений параметров системы становит-

ся экспертное оценивание. В этом случае разброс мнений экс-

пертов, их представления о стохастичности оцениваемого пара-

метра могут найти отражение в выбранной форме 

представления неопределенной характеристики, которая может 

рассматриваться как нечеткая величина (НВ) с экспертно задан-

ной функцией принадлежности. При этом задача комплексиро-

вания может быть решена методами нечеткого программирова-

ния. 

В рассматриваемой системе предполагаются неопределен-

ными как характеристики операндов, такие как их численность в 

составе группы и потребный объем работ по преобразованию 

операнда каждого типа, так и – операторов: производительность 

операторов при выполнении работ по преобразованию операн-

дов, издержки на приобретение операторов различных типов, их 

содержание, эксплуатацию и т.п.  

Ниже рассмотрены подходы к решению задачи оптималь-

ного комплексирования в условиях как нечеткой, так и стоха-

стической неопределенности. В качестве критерия оптимально-

сти выбран максимум показателя, отражающего уровень 

экономичности создаваемой или трансформируемой системы. 

Ограничения накладываются на величину объема работ, обеспе-

чиваемого комплектом операторов в течение заданного проме-
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жутка времени, которая должны быть не меньше величины объ-

ема работ, необходимой для преобразования операндов, посту-

пивших в систему в составе группы. 

2. Общая постановка задачи оптимального 
комплексирования 

Оптимизационные задачи комплексирования ресурсов про-

изводственных систем, сводимые к задачам математического 

программирования с учетом неопределенных факторов, были 

впервые сформулированы и решены в работе [3] применительно 

к строительным механизмам. В отличие от [3] и других работ, 

где неопределенность учитывалась только в вероятностной 

форме либо не принималась во внимание [12], здесь задача оп-

тимального комплексирования формулируется в двух постанов-

ках, одна из которых соответствует условиям наличия стохасти-

ческих, другая нечетких исходных данных. Ограничимся 

поиском детерминированных решений, поскольку интерпрета-

ция и практическое использование нечетких или вероятностных 

результатов при проектировании или совершенствовании про-

изводственных систем может представлять известную слож-

ность. 

Предварительно рассмотрим детерминированную поста-

новку задачи оптимального комплексирования, введя следую-

щие обозначения: 

 – число типов операторов, имеющихся в подсистеме либо 

доступных для приобретения и использования; 

 – число типов операндов, которые могут поступить под-

систему в составе группы; 

i, j – номер типа операторов и операндов соответственно,  

i = 1, …,  ;   j = 1, …, ; 

j – расчетная продолжительность пребывания операнда j-го 

типа в подсистеме,  j = 1, …,  ; 

Кj – численность операндов j-го типа, поступающих в под-

систему в составе группы,  j = 1, …,  ; 

Qj – объем работ по преобразованию операнда j-го типа, 

j = 1, …,  ; 
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Rij – производительность оператора i-го типа при обработке 

операнда j-го типа, заданная с учетом затрат времени на подго-

товительно-заключительные операции, i = 1, …, , j = 1, …,  ; 

Zi – приведенные годовые затраты на приобретение, содер-

жание и эксплуатацию операторов i-го типа, оплату труда их 

обслуживающего персонала, i = 1, …,  ; 

sij – численность операторов i-го типа, используемых при 

преобразовании операндов j-го типа, i = 1, …, ,  j = 1, …,  ; 

si – общее число операторов i-го типа, i = 1, …,  . 

Допуская возможность одновременного участия разнотип-

ных операторов в преобразовании однотипных операндов, пра-

вомерно рассматривать величины sij,  i = 1, …, ,  j  {1, …,  }, 

в качестве характеристик степени участия операторов того или 

иного типа в обработке операндов j-го типа. Подобная трактовка 

позволяет допустить возможность принятия величинами sij 

дробных значений. Однако очевидно, что общее число ресурсов 

любого типа, имеющееся в распоряжении подсистемы, может 

быть только целым. Обозначив  математический оператор 

округления до ближайшего большего целого числа, выражение 

для определения si запишем как 

 ,...,1, 







  iss

j
iji . 

В качестве критерия рассматриваемой оптимизационной 

задачи принят минимум суммарных приведенных годовых за-

трат: 

(1) min

,...,1
,,...,1
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Для выполнения в срок работ по обработке операндов 

необходимо, чтобы суммарный объем работ Q П
j, требуемый для 

преобразования всех одновременно поступающих в подсистему 

операндов рассматриваемого (j-го) типа, не превосходил сум-

марного (располагаемого) объема работ Q Р
j, который способны 

произвести в течение расчетного времени j все операторы, вы-

деляемые для преобразования операндов данного типа. Указан-
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ное ограничение записывается для каждого типа операндов в 

виде неравенства: 

(2) ,...,1,PП  jQQ jj . 

Выражения для определения Q П
j и Q Р

j с использованием 

введенных выше обозначений записываются в виде 

(3) 
i

ijjijjjjj sRQKQQ РП , . 

Таким образом, оптимизационная задача состоит в опреде-

лении таких значений sij численности операторов, которые для 

заданного набора параметров подсистемы, включающего j, Кj, 

Qj, Rij, Zi (i = 1, …,  , j = 1, …,  ), обеспечивали бы минималь-

ную сумму приведенных годовых затрат Z (1) и удовлетворяли 

бы ограничениям по объему работ (2), (3). 

Задача (1)–(3), в детерминированной постановке вполне ма-

тематически определенная, при замене детерминированных па-

раметров целевой функции и ограничений на случайные либо 

нечеткие величины перестает быть определенной. В этом случае 

ее постановку (1)–(3) можно рассматривать лишь как условную, 

поскольку наличие неопределенных величин в выражении кри-

терия (1) приводит к бесконечному числу целевых функций, а 

ограничения (2), (3) не порождают какого либо детерминиро-

ванного множества возможных значений. Такого рода задачи 

требуют применения специальных подходов для придания 

определенности их постановкам. 

При описании стохастической и нечеткой задач комплекси-

рования в обозначениях неопределенных величин используем 

прописные буквы. При этом, чтобы различать случайные и не-

четкие величины, обозначение последних дополним надстроч-

ным знаком «тильда». В стохастической постановке величины 

Кj, Qj, Rij и Zi будем считать случайными с заданными для всех 

i = 1, …, , j = 1, …,   функциями распределения ( )
jКF k , 

( )
jQF q , ( )

ijRF r  и ( )
jZF z  соответственно. В нечеткой постановке 

аналогами СВ Кj, Qj, Rij и Zi выступают НВ jК
~

, jQ
~

, ijR
~

 и iZ
~

, 

функции принадлежности которых, соответственно ( )
j

jK
K , 
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( )
j

jQ
Q , ( )

ijR
R  и ( )

i
iZ

Z , также предполагаются заданными 

для всех i = 1, …, ,   j = 1, …, . 

3. Подход к решению стохастической задачи 
оптимального комплексирования 

Рассматриваемая задача относится к классу задач стохасти-

ческого программирования, первые работы по которому появи-

лись в середине 50-х гг. XX века. Подробный исторический об-

зор состояния исследований и обобщение результатов, 

достигнутых в данной отрасли за 20 лет ее наиболее бурного 

развития, дан в [13]. Сводка современных постановок и подхо-

дов к решению задач математического программирования с уче-

том неопределенностей различного характера, в том числе сто-

хастического, приведена в [9].  

Среди значительного числа разработанных корректных по-

становок стохастических задач выделим две, к которым могут 

быть сведены формулировки большого числа разнообразных 

задач со случайными параметрами в составе целевой функции и 

ограничений [13]. Первая предполагает усреднение стохастиче-

ских параметров условий задачи и использование вместо СВ их 

математических ожиданий. Данный подход, при его простоте, 

не всегда оправдан, так как решение задачи с усредненными па-

раметрами может не удовлетворять условиям задачи при раз-

личных реализациях стохастических параметров. Вторая поста-

новка, не связанная с указанной опасностью, предусматривает 

использование величин вероятности выполнения ограничений, 

которые не должны принимать значения ниже заданного дове-

рительного уровня. Для различных ограничений, в зависимости 

от величины ущерба, наносимого их невыполнением, могут за-

даваться различные доверительные уровни. При этом в качестве 

целевой функции выбирается математическое ожидание исход-

ной целевой функции или вероятность превышения исходной 

целевой функцией некоторого заданного доверительного уров-

ня. Решение задачи в указанной постановке сопряжено с необ-

ходимостью трудоемкого определения вероятностных распре-

делений одних СВ по заданным распределениям других СВ, что 
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является недостатком данного подхода. Комбинируя оба подхо-

да, сформулируем стохастическую задачу комплексирования 

следующим образом, допускающим ее решение известными ме-

тодами нелинейного программирования: 

(4)       min

,...,1
,,...,1

,
 













 




j
i

s
i

i
j

ij
i

ii
ij

ZМsZМsZМZ , 

(5)    ,...,1,PП  jQQр jjj , 

где М[] – оператор математического ожидания; р(Q П
j  Q Р

j) – 

фактическая вероятность выполнения условия Q П
j  Q Р

j; 

j – заданная вероятность (надежность) выполнения указанного 

условия, определяемая ЛПР или устанавливаемая соответству-

ющей нормативной документацией, j = 1, …,  . 

Расчет величин р(Q П
j  Q Р

j), j = 1, …,  , предполагает 

наличие известных вероятностных распределений СВ Q П
j и Q Р

j, 

которые предварительно должны быть определены по функциям 

( )
jКF k , ( )

jQF q , ( )
ijRF r , заданным для всех i = 1, …,   и 

j = 1, …, . Традиционно при решении задач стохастического 

программирования для формирования вероятностных распреде-

лений СВ [9, 13] используется метод стохастического имитаци-

онного моделирования, который в рассматриваемом случае поз-

воляет определять вероятности р(Q П
j  Q Р

j). Начиная с 1990-х 

годов [4], и особенно в последнее время [6, 7, 15], распростране-

ние получили методы численного вероятностного анализа 

(ЧВА), представляющие в определенных случаях альтернативу 

имитационному моделированию, которая позволяет существен-

но сократить объем вычислений, сохранив их точность.  

ЧВА – раздел вычислительной математики, предметом ко-

торого является решение задач со стохастическими неопреде-

ленностями в данных с использованием численных операций 

над плотностями и функциями распределения СВ и их функций. 

Рассматриваются системы случайных величин (Х1, Х2, …, ХM) и 

функциональные зависимости вида Y = g(Х1, Х2, …, ХM), где 

Х1, Х2, …, ХM – независимые СВ, которые представляются не 

обычным образом – посредством своих плотностей 
1 1( )Xf x , 
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2 2( )Xf x , …, ( )
MX Mf x  или функций 

1 1( )XF x , 
2 2( )XF x , …, 

( )
MX MF x  распределения, а с помощью гистограмм. Вводится 

понятие гистограммной СВ, которой называется СВ X с плотно-

стью распределения, заданной гистограммой – кусочно-

постоянной функцией ( )Xf x , определяемой множеством 

{xk : xk  R,  k = 0 ,…, K}, элементы которого подчиняются усло-

вию xk–1 < xk ,  k = 1, …, K. На полуинтервале [xk–1, xk) гистограм-

ма принимает постоянное значение kXf  , которое представляет 

собой усредненное на [xk–1, xk) значение плотности вероятности 

fX (x) и связано с fX (x) и FX (x) соотношением 
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1

1
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Ставится задача определения в гистограммной форме СВ Y 

на множестве {yl : yl  R,  l = 0 ,…, L} с элементами, подчиняю-

щимися условию yl – 1 < yl ,  l = 1, …, L. 

Усредненное на полуинтервале [yl – 1, yl) значение плотности 

вероятности СВ Y определяется как 

 
 

1

1










ll

ll
lY

yy

yYyр
f , 

где р(yl – 1  Y < yl) – вероятность попадания СВ Y на [yl – 1, yl). 

Если Х1, Х2, …, ХM независимы, то эта вероятность приближенно 

определяется в результате численного вычисления следующего 

интеграла: 

        


  MMXXXll dx...dxdxxf...xfxf...yYyр
M

l

21211 21
, 

где l = {(x1, x2, …, xM) :  yl – 1  g(x1, x2, …, xM) < yl}. При этом 

вместо mXf  используются гистограммно заданные усредненные 

плотности mXf  , m = 1, …, M. 

Для системы независимых СВ (X, Y) вероятность р(X < Y) 

того, что одна СВ (Y) превосходит другую (X), приближенно 

рассчитывается как повторный интеграл вида [2] 
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(6)       dxdyyfxfYXр
х

YX 
















  

с использованием вместо fX (x) и fY (x) гистограммно заданных 

усредненных плотностей fX (x) и fY (x) СВ X и Y соответственно. 

При решении задачи стохастического комплексирования 

(4), (5) на каждом шаге оптимизационного алгоритма с помо-

щью аналитических соотношений (3) путем выполнения после-

довательности операций гистограммного суммирования и пере-

множения определяются вероятностные распределения величин 

Q П
j и Q Р

j. После чего, также гистограммно, с использованием 

формулы (6) определяются величины р(Q П
j  Q Р

j),  j = 1, …,  . 

Количественная оценка сокращения числа вычислительных 

операций благодаря использованию методов ЧВА вместо метода 

Монте-Карло выполнена в [7]. Если погрешность, с которой ги-

стограмма fY (y) аппроксимирует плотность вероятности fY (y) 

либо с которой численно определяется вероятность р(X < Y), не 

должна превышать величины , то, как показано в [7], необхо-

димое число операций гистограммной арифметики оценивается 

как О( –1). Аналогичные по точности оценки указанных вероят-

ностных характеристик, достигаемые на базе метода Монте-

Карло, требуют выполнения порядка О( –2) операций. Таким 

образом, при решении рассматриваемой оптимизационной зада-

чи, когда необходимо обеспечить погрешность вычислений на 

уровне 10–2–10–3, использование методов ЧВА обеспечивает со-

кращение числа операций в 100–1000 раз по сравнению с мето-

дом Монте-Карло. Данный вывод подтверждается результатами 

серии вычислительных экспериментов по гистограммному 

определению плотности fY (y) для Y =X1 + X2 или Y =X1  X2, сви-

детельствующими о том, что при количестве полуинтервалов 

построения гистограммы K = 30 погрешность не превышает 

0,002, а число выполненных арифметических операций опреде-

ляется величиной порядка 302. Для получения аналогичной точ-

ности методом Монте-Карло при тех же исходных данных тре-

буется около 106 повторов.  
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4. Подход к решению нечеткой задачи оптимального 
комплексирования 

За время, прошедшее с момента публикации в начале 70-х 

годов XX века первых работ по нечеткому математическому 

программированию [16, 17], предложено значительное число 

способов, позволяющих избежать некорректности постановок, 

подобных (1)–(3) с нечеткими параметрами jК
~

, jQ
~

, ijR
~

 и iZ
~

 и 

свести нечеткую задачу к детерминированной задаче математи-

ческого программирования. Обзоры таких способов приводятся, 

например, в [9, 10]. Ограничимся здесь перечислением некото-

рых подходов, позволяющих получить решение задачи с нечет-

кими целевой функцией и ограничениями, не содержащее не-

определенности. В [9] такое решение достигается благодаря 

применению дефаззификации нечетких параметров целевой 

функции и ограничений, которая в данном случае играет роль, 

аналогичную рассмотренному выше усреднению СВ, применяе-

мому при решении стохастических задач. В качестве аналога 

другого рассмотренного выше для стохастических задач подхо-

да, состоящего в задании доверительных вероятностей выпол-

нения ограничений, следует рассматривать описанный там же, в 

[9], подход, предусматривающий формулировку ограничений в 

терминах возможности их достижения. В рамках этого подхода 

в применении к рассматриваемой задаче запись ограничений (2) 

принимает вид 

(7) ( )П P
j j jPos Q Q   ,  ,...,1j , 

где ( )П P
j jPos Q Q  – возможность выполнения нечеткого огра-

ничения 
P
j

П
j QQ

~~
 ; j – заданный доверительный уровень вы-

полнения ограничения, j = 1, …, . В [14] описан подход, пред-

полагающий дефаззификацию целевой функции и приведение 

ограничений к четкой алгебраической форме ценой двукратного 

увеличения их числа. В [5] для решения задач нечеткого про-

граммирования предлагается использовать теоретико-

вероятностный метод сравнения НВ, предусматривающий вве-

дение количественного параметра, с которым можно обращаться 
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как с вероятностью того, что одна из НВ не превосходит дру-

гую. Подходом предполагается приведение ограничений (2) к 

следующему виду, сходному с (5): 

(8) ( )П P
j j jр Q Q   ,  ,...,1j , 

где ( )П P
j jр Q Q  – вероятность выполнения нечеткого ограниче-

ния 
P
j

П
j QQ

~~
 ; j – заданная доверительная вероятность (надеж-

ность) выполнения нечеткого ограничения 
P
j

П
j QQ

~~
 , 

j = 1, …,  . Указанный подход, наряду с интуитивной ясностью, 

обладает рядом достоинств, выгодно отличающих его от других 

описанных выше подходов. Так, он не требует увеличения числа 

ограничений. Его использование не затруднено неясностью в 

отношении назначения возможностной величины доверитель-

ных уровней j для ограничений в форме (7). Замена возмож-

ностной меры вероятностной, не снимая полностью указанной 

проблемы, делает ее менее острой, что объясняется, во-первых, 

большей подготовленностью и «нацеленностью» ЛПР на работу 

с понятием вероятности, и, во-вторых, наличием нормативной 

документации, задающей именно в вероятностной, а не в нечет-

кой, форме требования к уровню надежности проектируемых 

систем. Данные этой документации (при ее наличии) могут слу-

жить основой при назначения величин j. При этом, однако, 

следует помнить, что вероятности j и j, очевидно, не могут 

рассматриваться как полностью равнозначные величины, по-

скольку применяются они в отношении к различным типам не-

определенности. Тем не менее, принимая во внимание преиму-

щества подхода, используем его для решения задачи 

комплексирования.  

Кратко остановимся на сравнении НВ, предполагающем 

вычисление вероятности того, что одна НВ превосходит другую. 

Рассмотрим использованную при решении задачи комплексиро-

вания методику, несколько упрощенную по сравнению с пред-

ложенной в [5]. Пусть А
~

 и В
~

 – определенные на некотором 

универсальном множестве  нечеткие величины L-R-типа с вы-

пуклыми функциями принадлежности ( )
A

t  и ( )
B

t  (где t  ) 
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соответственно, а  : ( )
A

А t t     и  : ( )
В

В t t     (где 

  [0, 1]) – множества -уровня А
~

 и В
~

 соответственно. Задача 

сравнения НВ сводится к поуровневому сравнению четких от-

резков, представленных на соответствующих -уровнях. Веро-

ятность p(B > A), с которой отрезок B больше отрезка A, для 

каждого -уровня вычисляется способом, описанным ниже. 

Множество вероятностей p,   [0, 1], трактуется как нечеткое 

подмножество 

      ABрABP  /
~~~

, 

где  рассматривается как степень принадлежности p(B > A) к 

НВ ( )P B A . 

Для преобразования НВ ( )P B A  в четкую ( )р B A  (де-

фазификации) в [5] предложено использовать выражение, широ-

ко применяемое при решении подобного рода задач: 

(9)  
 



 










 ABр

ABр
~~

. 

Задача сравнения отрезков A, B формулируется как задача 

определения вероятности p(B > A), трактуемой как вероят-

ность того, что случайная точка В из отрезка B будет больше 

случайной точки А из отрезка A, при этом независимые отрезки 

A = [aL
, a

R
] и B = [bL

, b
R
] рассматриваются как отрезки рав-

номерно распределенных СВ A  [aL
, a

R
] и B  [bL

, b
R
], соот-

ветственно. Если сравниваемые отрезки не имеют общих обла-

стей, то решение задачи их сравнения является очевидным. Если 

же имеет место наложение отрезков, то все его варианты легко 

сводятся к двум нетривиальным случаям, представленным на 

рис. 1. 



 

Управление техническими системами 

 и технологическими процессами 

 

 

201 

 

Рис. 1. Пересечение (а) и поглощение (б) отрезков 

Как показано в [11], искомые вероятности p(B > A) опре-

деляются в случае пересечения отрезков по формуле 

(10)  
 

  LRLR

RR

bbaa

ba
ABp











2
1

2

, 

а в случае их поглощения – по формуле 

(11)  
 LR

LLR

aa

abb
ABp











2

2
. 

На базе (9)–(11) вычисляются величины ( )П P
j jр Q Q , 

j = 1, …, , участвующие в задании ограничений (8) нечеткой 

задачи комплексирования. Для вычисления используется набор 

-уровней, включающий N значений , определяемых разбие-

нием отрезка [0, 1] на (N – 1) равных частей. Тестовые расчеты 

показали, что вычислительная устойчивость и результативность 

оптимизационного алгоритма обеспечивается при N  10–15.  

Целевая функция задачи Zd определяется путем дефаззифи-

кации по методу центра тяжести входящих в ее выражение НВ 

iZ
~

, i = 1, …, . В этом случае запись критерия принимает вид: 

(12) min

,...,1
,,...,1

,
 













 




j
i

s
i

d
i

j
ij

i

d
ii

d

ij

ZsZsZ , 

где «d» – индекс, означающий дефаззифицированное значе-

ние НВ. 

Таким образом, нечеткая задача оптимального комплекси-

рования сводится к задаче в четкой постановке с критерием (12) 
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и ограничениями (8), решаемой известными методами матема-

тического программирования. 

5. Модельный пример. Анализ результатов 

Характерным примером систем, для которых решение рас-

сматриваемой задачи представляет несомненную ценность, мо-

жет служить компонент системы обслуживания перевозок узло-

вого аэропорта (хаба) – подсистема, предназначенная для 

выполнения отдельной технологической операции, в которой 

роль операндов играют обслуживаемые воздушные суда (ВС) и 

их загрузка, а операторов – соответствующие технологические 

ресурсы аэропорта, под которыми понимаются аэропортовые 

средства механизации и автоматизации, производственное обо-

рудование, персонал и т.д. Особенностью расписания хаба явля-

ется существенно нестационарный характер потока прибываю-

щих на обслуживание ВС, проявляющийся в периодическом 

повторении кратких промежутков времени с большим числом 

почти одновременно поступающих ВС, за которыми следуют 

длительные паузы со значительно меньшим их количеством. 

Предназначенные для выполнения выбранной операции аэро-

портовые средства одного типа могут использоваться для об-

служивания ВС различных типов, при этом производительность 

средства зависит не только от его типа, но и от типа обслужива-

емого ВС. Временные затраты на операцию лимитированы, что 

особенно характерно для хаба, где любое значительное откло-

нение от графика чревато разрушением системы стыковок рей-

сов. Неизбежные отклонения от расписания и технологических 

графиков обслуживания ВС, а также присущая этапу проекти-

рования или совершенствования рассматриваемой подсистемы 

неполнота данных служат источником неопределенности в ха-

рактеристиках процессов поступления в хаб ВС и их наземного 

обслуживания. На этапе проектирования состава подсистемы, 

например, при переходе действующего аэропорта к работе по 

схеме хаба, когда конкретные типы средств еще не выбраны, их 

стоимостные и эксплуатационные характеристики не являются 

определенными. Такие факторы, как широкое разнообразие ма-

рок аэропортовой техники одинакового назначения, большое 
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число предприятий, занимающихся ее выпуском и продажей, 

возможность приобретения техники как на первичном, так и на 

вторичном рынках, определяют значительный разброс как стои-

мостных, так и эксплуатационных характеристик операторов. 

Таким образом, задание в стохастической или нечеткой формах 

исходных данных для решения задачи комплексирования 

средств наземного обслуживания хаба представляется вполне 

правомерным. Для аэропортовых систем общие принципы ре-

шения задач оптимизации состава и численности средств без 

учета влияния вероятностных факторов как задач математиче-

ского программирования изложены в монографии [12]. Однако к 

настоящему времени отсутствуют работы по решению в стоха-

стической либо нечеткой постановке задач оптимального ком-

плексирования средств в системе наземного обслуживания тако-

го перспективного класса аэропортов, как хабы с их ярко 

выраженными специфическими чертами. 

Будем в рамках примера считать, что обработка накоплен-

ной в процессе функционирования аэропорта статистики обес-

печивает получение вероятностных распределений, необходи-

мых для решения задачи комплексирования в стохастической 

постановке. Примем, что используемые в примере СВ подчине-

ны распределению равнобедренного треугольника (Симпсона). 

Связь между параметрами распределения устанавливается по-

средством коэффициента вариации vX с помощью известных 

формул [1]: 

  1 6L M
XX X v   ,   X

MR vXX  61 , 

где X L, X R – соответственно левая и правая границы области 

возможных значений СВ Х; X M – модальное значение СВ Х, 

совпадающее с математическим ожиданием М[X]. 

Чтобы иметь возможность сравнить результаты решения 

задачи комплексирования в стохастической и нечеткой поста-

новках, используем в исходных данных «нечеткой» задачи 

функции принадлежности нечетких величин, сформированные 

на основе распределений их вероятностных аналогов. Использу-

ем известный прием [5], согласно которому функция принад-

лежности ( )
Х

x  нечеткой величины X
~

 определяется на основе 
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заданной плотности распределения fX (x) соответствующей слу-

чайной величины Х как 

  
 
 xfmax

xf
x

X
x

X

Х
~  . 

Решение задачи комплексирования в обеих постановках 

рассмотрено на примере одной из ключевых функциональных 

подсистем аэропорта, отвечающей за выполнение операции за-

правки ВС авиатопливом. Операторами подсистемы являются 

авиатопливозаправщики (АТЗ), представляющие собой мобиль-

ные средства заправки ВС авиационным топливом. Пусть для 

приобретения и использования хабом доступны АТЗ четырех 

типов. Модальные значения приведенных годовых затрат на 

АТЗ по типам в некоторых относительных единицах приняты 

равными Z M
1 = 1,0,   Z M

2 = 1,5, Z M
3 = 2,0,   Z M

4 = 3,3. Коэффици-

ент вариации одинаков для всех типов АТЗ и равен vZ = 0,25. 

Предполагается, что в хаб в промежутки максимальной ин-

тенсивности движения ВС могут прибывать ВС семи типов, при 

этом малая продолжительность промежутков позволяет принять 

допущение о групповом характере их поступления. В таблице 1 

приведены численности ВС Kj в составе группы, принятые в 

рамках примера фиксированными величинами, и модальные 

значения объемов авиатоплива, потребных для заправки ВС Q M
j 

по типам, j = 1, …, 7. Коэффициент вариации объемов заправки 

предполагается одинаковым для всех типов ВС, равным 

vQ = 0,25.  

Таблица 1. Характеристики потока ВС 

j 1 2 3 4 5 6 7 

Kj 1 3 6 3 4 1 1 

Q M
j, м

3 5,0 6,0 8,0 1,1 1,6 42,0 51,0 

 

Рассмотрены два набора («А» и «Б») значений расчетной 

продолжительности стоянки ВС на заправке, первый из которых 

соответствует более жестким требованиям к системе наземного 

обслуживания хаба по затратам времени на заправку.  



 

Управление техническими системами 

 и технологическими процессами 

 

 

205 

Набор «А»:  1 =  2 =  3 = 15 мин.,  4 =  5 = 20 мин., 

 6 =  7 = 25 мин. 

Набор «Б»:  1 =  2 =  3 = 25 мин.,  4 =  5 = 30 мин., 

 6 =  7 = 35 мин. 

Модальные значения производительности АТЗ i-го типа 

при заправке ВС j-го типа R M
ij представлены в таблице 2.  

Так как на величинах производительности АТЗ отражаются 

затраты времени на подготовительно-заключительные опера-

ции, включающие в данном случае возможные временные поте-

ри на наполнение емкостей АТЗ на заправочных пунктах, пере-

движение АТЗ по перрону, приведение их в рабочее либо 

транспортное положение у ВС и т.п., которые в свою очередь 

зависят от технологических схем выполнения заправки, приня-

тых в конкретном аэропорту, его планировки и других факто-

ров, то для разных аэропортов распределения производительно-

сти заправки одинаковых типов ВС однотипными АТЗ 

справедливо считать различными. Следуя данным соображени-

ям, получим решение задачи для различных значений коэффи-

циента вариации производительности АТЗ. Примем, что набору 

«А» соответствует меньший разброс производительности АТЗ, 

при котором vRij = vR = 0,15, i = 1, …, 4, j = 1, …, 7. Набору «Б» 

поставим в соответствие значение vR = 0,25, также одинаковое 

для всех (i, j). 

Таблица 2. Производительность ресурсов, R Mij, м
3/мин. 

i             j 1 2 3 4 5 6 7 

1 0,32 0,34 0,40 0,40 0,45 0,45 0,45 

2 0,48 0,50 0,70 0,64 0,70 0,70 0,70 

3 0,49 0,55 0,71 0,65 0,72 0,72 0,72 

4 0,90 0,85 1,40 1,40 1,50 1,60 1,60 

 

Решение задачи в обеих постановках получено с помощью 

надстройки «Поиск решения» табличного процессора Microsoft 

Excel. Количество полуинтервалов построения гистограмм СВ, 

входящих в наборы исходных данных, принято равным K = 30. 

Такая величина обеспечивает достаточно низкую (на уровне 

0,001–0,002) погрешность гистограммных результатов. Число  
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-уровней в соответствии с приведенными выше рекомендаци-

ями задано равным N = 15, что гарантирует работоспособность 

алгоритма нечеткой оптимизации. 

Результаты решения задачи комплексирования для описан-

ных выше исходных данных представлены в таблицах 3, 4 и на 

рис. 2. Таблица 3 содержит значения оптимальной численности 

si
opt по типам АТЗ (i = 1, …, 4), полученные для набора исход-

ных данных «А» в результате решения задачи во всех трех 

сформулированных выше постановках, обозначенных следую-

щим образом: «Д» – детерминированная постановка (1)–(3), в 

которой все неопределенные величины заменены их модальны-

ми значениями, «В» – вероятностная (4), (5); «Н» – нечеткая (8), 

(12). В двух последних постановках надежности выполнения 

всех ограничений принимались одинаковыми, равными j =   и 

j = , j = 1, …, 7. В таблице 4 приводятся значения аналогич-

ных величин, полученные для набора «Б». 

Таблица 3. Результаты оптимизации. Набор «А». 

Постановка 

задачи 

Д В Н В Н В Н В Н В Н 

,  – 0,60 0,80 0,90 0,95 0,99 

s1
opt 4 4 5 5 6 7 8 11 9 14 8 

s2
opt 11 10 10 11 11 11 11 11 12 12 14 

s3
opt 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

s4
opt 3 4 3 5 4 5 4 5 4 5 5 

Таблица 4. Результаты оптимизации. Набор «Б». 

Постановка 

задачи 

Д В Н В Н В Н В Н В Н 

,  – 0,60 0,80 0,90 0,95 0,99 

s1
opt 3 3 3 7 3 8 5 9 6 9 5 

s2
opt 7 7 8 7 8 7 8 7 9 9 9 

s3
opt 0 0 0 0 0 0 0 1 0 2 1 

s4
opt 2 3 2 3 3 3 3 3 3 3 4 
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Как отмечалось выше, интенсивность потоков ВС, посту-

пающих на обслуживание в подсистемы хаба, может в течение 

кратких временных промежутков достигать весьма значительно-

го уровня. Тем не менее, одновременность поступления операн-

дов, принятая в качестве допущения, в хабе фактически не реа-

лизуется. Поэтому оптимальное число АТЗ, полученное с 

учетом предположения о групповом поступлении ВС, следует 

рассматривать как гарантированно достаточное, с некоторым 

запасом обеспечивающее выполнение заданных ограничений. 

Рис. 2 иллюстрирует зависимости выраженных в относи-

тельных единицах оптимальных значений целевых функций 
optZ  и Zd opt, определенных для двух наборов исходных данных 

(«А» и «Б») задачи в стохастической и нечеткой постановках, от 

величин заданной надежности выполнения ограничения на объ-

ем заправляемого топлива. Для сравнения отмечены оптималь-

ные уровни целевой функции Z opt задачи в детерминированной 

постановке.  

 

Рис. 2. Результаты оптимизации 

Результаты решения оптимизационной задачи, полученные 

с учетом неопределенности, существенно отличаются от резуль-
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татов задачи в детерминированной постановке. С ростом уровня 

требований, предъявляемых к надежности выполнения ограни-

чений, оптимальная численность средств заправки ВС заметно 

возрастает. Так, минимальная величина суммарных затрат, по-

лученная с учетом неопределенности для высоких ( =    0,9) 

уровней надежности, на 30–80% выше аналогичной величины, 

найденной при детерминированных исходных данных. Приве-

денные результаты свидетельствуют о необходимости учета не-

определенности при решении задачи оптимизации состава и 

численности комплектов технологических ресурсов узловых 

аэропортов. 

При определенной близости «вероятностного» и «нечетко-

го» решений первое из них предполагает использование не-

сколько более многочисленного и, соответственно, более за-

тратного комплекта ресурсов, по сравнению со вторым, при 

одинаковых значениях  и  . Если принимать «вероятностное» 

решение в качестве эталонного, то для обеспечения большей 

близости к нему «нечеткого» решения требуется коррекция ве-

личины  . Как показывает сравнительный анализ результатов 

решения задачи оптимизации в двух рассматриваемых поста-

новках, при наличии заданного экспертом или нормативной до-

кументацией значения  величину  , используемую при поиске 

«нечеткого» решения, представляется целесообразным рассчи-

тывать согласно следующему выражению, применимому в про-

межутке наиболее употребительных значений 0,5    0,95: 
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Для решения задачи оптимального комплексирования как в 

стохастической, так и в нечеткой постановках достаточно воз-

можностей стандартного прикладного программного обеспече-

ния персональных ЭВМ, поскольку, благодаря использованию 

методов ЧВА и нечетких вычислений, исключается необходи-

мость в проведении имитационного моделирования. При ис-

пользовании современной персональной вычислительной тех-

ники затраты машинного времени на решение задачи с 
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рассматриваемыми выше исходными данными в стохастической 

постановке составили не более 3–5 мин., в нечеткой постанов-

ке – не более 0,25–0,5 мин.  

Снижение временных затрат при переходе от гистограмм-

ных к нечетким методам работы с неопределенными величина-

ми вполне согласуется с сокращением числа операций на каж-

дом шаге оптимизационного алгоритма. В [7] показано, что при 

заданном количестве полуинтервалов K число арифметических 

операций в ходе гистограммных расчетов оценивается как 

О(К 2). Число операций с нечеткими числами может считаться 

пропорциональным количеству -уровней N и оцениваться как 

О(N). Следовательно, переход от гистограммных расчетов со 

значениями K = 30–50, обеспечивающими в подавляющем 

большинстве случаев удовлетворительную точность, к нечетким 

с вполне обоснованными значениями N = 10–15 обеспечивает 

сокращение объема вычислений не менее чем в 60 раз при ре-

шении большинства задач оптимального комплексирования. 

Тем не менее, принимая во внимание различия гистограммного 

и нечеткого подходов к определению вероятности выполнения 

ограничений оптимизационной задачи, нельзя считать нечеткий 

подход полной заменой гистограммному. При решении наибо-

лее «ответственных» задач комплексирования, в случае наличия 

явно заданных требований к вероятности выполнения ограниче-

ний (5), необходимо применять не нечеткие, а гистограммные 

вычисления. 

6. Заключение 

Учет неопределенного характера исходных данных при ре-

шении задачи оптимального комплексирования оказывает суще-

ственное влияние на ее результаты, поэтому сформулированная 

в [3] стохастическая и предложенная в настоящей статье нечет-

кая постановки рассматриваемой задачи представляются вполне 

правомерными. Предложенный подход, предусматривающий 

использование гистограммных вычислений, позволяет решать 

стохастические задачи оптимального комплексирования на базе 

стандартного программного обеспечения со сравнительно ма-

лыми затратами машинного времени без необходимости выпол-
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нения процедуры имитационного моделирования. Еще более 

значительное сокращение временных затрат на решение задачи 

оптимального комплексирования достигается благодаря пред-

ложенному сведению ее к задаче нечеткого программирования, 

решаемой с использованием теоретико-вероятностного метода 

сравнения нечетких величин. Результаты решения представлен-

ной в качестве примера задачи оптимизации состава и числен-

ности средств наземного обслуживания ВС узлового аэропорта с 

вероятностными или нечеткими исходными данными, описание 

которой в специальной литературе отсутствует, свидетельству-

ют о возможности использования рассмотренных подходов для 

решения практически важных задач оптимизации производ-

ственных систем в условиях неопределенности.  
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Abstract: We consider the problem of finding the set of production 

system technological resources optimal by the efficiency. The input 

data contains various kinds of uncertainty. The approaches we pro-

pose allow to solve the problem both in stochastic and fuzzy formu-

lations on the basis of the popular software with rather small ma-

chine time expenses. The results are illustrated with a particular, but 

practically significant example of an aggregation of ground han-

dling facilities in hub airports. This example was not previously 

considered in the literature. 
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