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Рассматриваются 2D-системы, описываемые моделью
Форназини–Маркезини. Доказаны прямая и обратная теоремы
об экспоненциальной устойчивости таких систем в терминах
векторной функции Ляпунова. Для решения задач стабилизации
вводятся понятия экспоненциальной пассивности и векторной
функции накопления. Приводится пример, демонстрирующий
эффективность новых результатов.

Ключевые слова: 2D-системы, модель Форназини–Маркезини,
устойчивость, функция Ляпунова, стабилизирующее управление,
линейные матричные неравенства (ЛМН).

Введение

Системы с многомерной (𝑛D)-динамикой описываются мо-
делями, в которых число независимых переменных 𝑛 больше од-
ной. Теорию 𝑛D-систем очень сложно, а в ряде случаев невоз-
можно, построить простым обобщением теории обычных 1D-
систем. Например, в случае линейной динамики передаточная
функция 2D-системы зависит от двух переменных. Отсюда воз-
никает два характеристических полинома и отсутствие единой
концепции решения задач устойчивости, управляемости и наблю-
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даемости таких систем. В связи с этим актуальной представляет-
ся задача построения общей теории устойчивости и стабилиза-
ции 𝑛D-систем.

В данной работе рассматривается наиболее часто встре-
чающийся на практике случай 2D-систем. Среди этого класса
систем распространение получили следующие модели: модель
Форназини–Маркезини [8], модель Роессера [19] и модель в фор-
ме повторяющегося процесса [20]. Модель Роессера появилась
в задачах обработки изображений, где вектор состояния делит-
ся на горизонтальную и вертикальную составляющие. Модель
Форназини–Маркезини возникла в задачах построения двумер-
ных цифровых фильтров; в модели один вектор состояния, но он
является функцией двух независимых дискретных переменных.

Модели в форме повторяющегося процесса используются
для описания динамики робототехнических систем, многократ-
но повторяющих одну и ту же операцию на заданном интер-
вале времени, каждый раз возвращаясь в начальное состояние.
Эту операцию называют шагом, проходом или итерацией. Таким
образом, вектор состояния повторяющегося процесса зависит от
двух переменных – времени и номера шага, при этом все шаги
имеют одинаковую длительность во времени. Выходной сигнал
здесь обычно называется профилем повторения. Измеряя выход-
ной сигнал и сравнивая его с желаемым с помощью управляю-
щего воздействия можно достичь нужной точности выполнения
той или иной операции. Такие задачи получили название задач
управления с итеративным обучением.

Задачи управления с итеративным обучением являются важ-
нейшим приложением теории 2D-систем. Итеративное обучение
естественным образом применимо к повторяющимся процессам
и основано на запоминании информации с предыдущих операций
с целью ее использования на следующих итерациях для повыше-
ния точности. Первые результаты по применению итеративного
обучения были опубликованы в [14]. Позднее появились теорети-
ческие и экспериментальные результаты решения задач управле-
ния с итеративным обучением линейными повторяющимися про-
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цессами [11, 18, 20].
Исследованию нелинейных 2D-систем посвящено значи-

тельно меньше работ [4, 5, 13, 15, 17, 25], несмотря на то, что
в инженерной практике задачи встречаются в нелинейной поста-
новке. Например, процесс высокоточного лазерного напыления
металла [21, 22], многопроходный процесс резки угольных пла-
стов [20], многопроходная сварка [22]. Если в линейном случае
некоторые результаты, полученные для определенной модели, на-
пример, для линейных повторяющихся процессов, можно при-
менить и к другим моделям, например, к модели Роессера, то в
нелинейном случае необходимо рассматривать каждую модель по
отдельности.

В статье рассматриваются нелинейные дискретные системы
Форназини–Маркезини. Сформулирована и доказана теорема об
экспоненциальной устойчивости таких систем и ее обращение.
Далее эта теорема используется для решения задачи стабилиза-
ции. В теории 1D-систем одним из наиболее мощных методов ре-
шения задач стабилизации является теория диссипативности [23],
где важную роль играет понятие пассивности [2]. В данной ра-
боте для рассматриваемого случая 2D-систем для решения задач
стабилизации вводятся понятия экспоненциальной пассивности
и векторной функции накопления. Приводится пример синтеза
нелинейного закона управления, обеспечивающего экспоненци-
альную устойчивость процесса.

1. Постановка задачи

Рассмотрим нелинейную систему Форназини–Маркезини,
описываемую следующей моделью в пространстве состояний

(1) 𝑥𝑖+1,𝑗+1 = 𝑓(𝑥𝑖,𝑗+1, 𝑥𝑖+1,𝑗 , 𝑢𝑖,𝑗+1, 𝑢𝑖+1,𝑗),

𝑖 > 𝑚 > 0, 𝑗 > 𝑞 > 0,
где 𝑥𝑖,𝑗 ∈ R𝑛𝑥 – вектор состояния, 𝑢𝑖,𝑗 ∈ R𝑛𝑢 – входной вектор
управления, 𝑓 – нелинейная функция, удовлетворяющая требова-
нию 𝑓(0, 0, 0, 0) = 0. Граничные условия заданы в виде

(2)
𝑥𝑖,𝑞 = 𝜉𝑞(𝑖), 𝑖 > 𝑚,
𝑥𝑚,𝑗 = 𝜂𝑚(𝑗), 𝑗 > 𝑞,
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где 𝜉(𝑖) и 𝜂(𝑗) – известные функции от 𝑖 и 𝑗 соответственно.
Предположим, что существуют конечные вещественные числа
𝛼 > 0, 𝛽 > 0 и 0 < 𝜁0 < 1 такие, что

|𝑥𝑖,𝑞|2 = |𝜉𝑞(𝑖)|2 6 𝛼|𝑥𝑚,𝑞|2𝜁𝑖−𝑚
0 , 𝑖 > 𝑚

|𝑥𝑚,𝑗 |2 = |𝜂𝑚(𝑗)|2 6 𝛽|𝑥𝑚,𝑞|2𝜁𝑗−𝑞
0 , 𝑗 > 𝑞,

(3)

здесь |𝑞| обозначает Евклидову норму вектора 𝑞, 𝜁0 определяет
скорость сходимости начальных значений 𝑖 и 𝑗 вектора состоя-
ния.

1.1. Теорема об экспоненциальной устойчивости
и ее обращение
Подавляющее большинство результатов и исследований

по теории устойчивости 2D-систем, описываемых моделью
Форназини–Маркезини, получены для линейных систем. Работ,
посвященных исследованию нелинейных 2D-систем, совсем не
много. Среди таких работ важно отметить работу [13], где по-
лучены достаточные условия устойчивости и асимптотической
устойчивости для нелинейных систем Форназини–Маркезини с
использованием второго метода Ляпунова. В [15] получены до-
статочные условия глобальной асимптотической устойчивости
тривиального решения системы, описываемой нелинейной моде-
лью Форназини–Маркезини.

Определение 1. Нелинейная система (1), (2) называется
экспоненциально устойчивой, если существуют такие 𝜅 > 0 и
0 < 𝜆 < 1, что
(4) |𝑥𝑖,𝑗 |2 6 𝜅|𝑥𝑚,𝑞|2𝜆𝑖−𝑚𝜆𝑗−𝑞, 𝑖 > 𝑚, 𝑗 > 𝑞.

Отметим, что экспоненциальная устойчивость линейной мо-
дели Форназини–Маркезини была рассмотрена в [16], где экспо-
ненциальная устойчивость определялась по-другому.

Для исследования устойчивости 2D-системы (1) попытка ис-
пользовать второй метод Ляпунова в отличие от 1D-случая при-
водит к серьезным затруднениям, поскольку 2D-система (1) не
описывается в терминах полного приращения вектора состояния
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и в результате невозможно найти полное приращение функции
Ляпунова.

По этой причине для исследования устойчивости 2D-систем
в данной работе используется другой метод – метод векторных
функций Ляпунова [4, 5, 6], где вместо полного приращения ис-
пользуется дивергенция векторного поля. Для дальнейшего ана-
лиза выберем функцию Ляпунова вида

(5) 𝑉 (𝑥) =

[︂
𝑉1(𝑥𝑖+1,𝑗+1)
𝑉2(𝑥𝑖+1,𝑗+1)

]︂
,

где 𝑉1(𝑥) > 0, 𝑥 ̸= 0, 𝑉2(𝑥) > 0, 𝑥 ̸= 0, 𝑉1(0) = 0, 𝑉2(0) = 0.
Аналог оператора дивергенции этой функции вдоль траекторий
системы (1) имеет вид

(6) 𝒟𝑉 (𝑥) = 𝑉1(𝑥𝑖+1,𝑗+1) − 𝑉1(𝑥𝑖,𝑗+1)+

+ 𝑉2(𝑥𝑖+1,𝑗+1) − 𝑉2(𝑥𝑖+1,𝑗).

Справедливо следующее утверждение.
Теорема 1. Нелинейная система (1), (2) экспоненциально

устойчива, если существует векторная функция (5) и положи-
тельные скаляры 𝑐1, 𝑐2, 𝑐3 такие, что

𝑐1|𝑥|2 6 𝑉1(𝑥) 6 𝑐2|𝑥|2,(7)

𝑐1|𝑥|2 6 𝑉2(𝑥) 6 𝑐2|𝑥|2,(8)

𝒟𝑉 (𝑥) 6 −𝑐3(|𝑥𝑖,𝑗+1|2 + |𝑥𝑖+1,𝑗 |2).(9)

Доказательство. Из (9), (7) и (8) следует, что существует
такая 0 < 𝑐3 < 𝑐3, что

𝒟𝑉 (𝑥) 6 −𝑐3(|𝑥𝑖,𝑗+1|2 + |𝑥𝑖,𝑗+1|2) 6
6 −𝑐3(|𝑥𝑖,𝑗+1|2 + |𝑥𝑖+1,𝑗 |2) 6

6 −𝑐3
𝑐2

[𝑉1(𝑥𝑖,𝑗+1 + 𝑉2(𝑥𝑖+1,𝑗)] .(10)

Из (6) и (10) получаем

(11) 0 < 𝑉1(𝑥𝑖+1,𝑗+1) + 𝑉2(𝑥𝑖+1,𝑗+1) 6

(︂
1 − 𝑐3

𝑐2

)︂
[𝑉1(𝑥𝑖,𝑗+1 +

+ 𝑉2(𝑥𝑖+1,𝑗)] .
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Из последнего неравенства (11) следует, что 1− 𝑐3
𝑐2

> 0, и отсюда
получаем, что 𝑐3 > 0 и 𝑐2 > 0, 0 < 𝑐3

𝑐2
< 1 и 0 < 1 − 𝑐3

𝑐2
< 1.

Обозначим 𝜆 = 1 − 𝑐3
𝑐2

, и выбирая 𝑐3 достаточно малой, так что

(12) 𝜁
1
2
0 < 𝜆 < 1,

с учетом (11) перепишем (12) в виде
(13) 𝑉1(𝑥𝑖+1,𝑗+1) 6 𝜆𝑉1(𝑥𝑖,𝑗+1) + 𝜆𝑉2(𝑥𝑖+1,𝑗) − 𝑉2(𝑥𝑖+1,𝑗+1).

Решая (13) относительно 𝑉1(𝑥𝑖,𝑗+1), получим

(14) 𝑉1(𝑥𝑘+𝑚,𝑗+1) 6 𝜆𝑘𝑉1(𝑥𝑚,𝑗+1) +

𝑘+𝑚−1∑︁
𝑙=𝑚

[𝜆𝑉2(𝑥𝑙+1,𝑗) −

− 𝑉2(𝑥𝑙+1,𝑗+1)]𝜆
𝑘+𝑚−1−𝑙 = 𝜆𝑘𝑉1(𝑥𝑚,𝑗+1)+

+ 𝜆

𝑘+𝑚∑︁
𝑙=𝑚+1

𝑉2(𝑥𝑙,𝑗)𝜆
𝑘+𝑚−𝑙 −

𝑘+𝑚∑︁
𝑙=𝑚+1

𝑉2(𝑥𝑙,𝑗+1)𝜆
𝑘+𝑚−𝑙,

и обозначая

𝑊𝑘,𝑗 =
𝑘+𝑚∑︁

𝑙=𝑚+1

𝑉2(𝑥𝑙,𝑗)𝜆
𝑘+𝑚−𝑙,

из (14) получим, что

𝑊𝑘,𝑗+1 6 𝜆𝑊𝑘,𝑗 + 𝜆𝑘𝑉1(𝑥𝑚,𝑗+1) − 𝑉1(𝑥𝑘+𝑚,𝑗+1).(15)

Решая (15) с учетом 𝑊𝑘,𝑛, имеем

𝑊𝑘,𝑛+𝑞 6 𝜆𝑛𝑊𝑘,𝑞 +

𝑛+𝑞∑︁
𝑝=𝑞+1

[︁
𝜆𝑘𝑉1(𝑥𝑚,𝑝) − 𝑉1(𝑥𝑘+𝑚,𝑝)]𝜆

𝑛+𝑞−𝑝,

или

𝑛+𝑞∑︁
𝑝=𝑞+1

𝑉1(𝑥𝑘+𝑚,𝑝)𝜆
𝑛+𝑞−𝑝 +

𝑘+𝑚∑︁
𝑙=𝑚+1

𝑉2(𝑥𝑙,𝑛+𝑞)𝜆
𝑘+𝑚−𝑙 6

6 𝜆𝑘
𝑛+𝑞∑︁

𝑝=𝑞+1

𝑉1(𝑥𝑚,𝑝)𝜆
𝑛+𝑞−𝑝 + 𝜆𝑛

𝑘+𝑚∑︁
𝑙=𝑚+1

𝑉2(𝑥𝑙,𝑞)𝜆
𝑘+𝑚−𝑙.
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Последнее неравенство перепишем в виде

(16) 𝜆−𝑘
𝑞+𝑛∑︁

𝑝=𝑞+1

𝑉1(𝑥𝑘,𝑝)𝜆
𝑞−𝑝 + 𝜆−𝑛

𝑚+𝑘∑︁
𝑙=𝑚+1

𝑉2(𝑥𝑙,𝑛+𝑞)𝜆
𝑚−𝑙 6

6
𝑛+𝑞∑︁

𝑝=𝑞+1

𝑉1(𝑥𝑚,𝑝)𝜆
𝑞−𝑝 +

𝑘∑︁
𝑙=𝑚+1

𝑉2(𝑥𝑙,𝑞)𝜆
𝑚−𝑙,

и вычисляя правую часть (16) с учетом (3) и (12), имеем

(17)
𝑛+𝑞∑︁

𝑝=𝑞+1

𝑉1(𝑥𝑚,𝑝)𝜆
𝑞−𝑝 +

𝑘+𝑚∑︁
𝑙=𝑚+1

𝑉2(𝑥𝑙,𝑞)𝜆
𝑚−𝑙 6

6 𝑐2

⎛⎝ 𝑞+𝑛∑︁
𝑝=𝑞+1

𝛽|𝑥𝑚,𝑞|2𝜁𝑝−𝑞
0 𝜆𝑞−𝑝 +

𝑚+𝑘∑︁
𝑙=𝑚+1

𝛼|𝑥𝑚,𝑞|2𝜁 𝑙−𝑚
0 𝜆𝑚−𝑙

⎞⎠ 6

6 𝑐2|𝑥𝑚,𝑞|2
⎛⎝𝛽

𝑞+𝑛∑︁
𝑝=𝑞+1

𝜁
𝑝−𝑞
2

0 𝜁
𝑝−𝑞
2

0 𝜆𝑞−𝑝+𝛼

𝑚+𝑘∑︁
𝑙=𝑚+1

𝜁
𝑙−𝑚
2

0 𝜁
𝑙−𝑚
2

0 𝜆𝑚−𝑙

)︃
6

6 𝑐2|𝑥𝑚,𝑞|2
⎛⎝𝛽

𝑞+𝑛∑︁
𝑝=𝑞+1

𝜆𝑝−𝑞𝜆𝑝−𝑞𝜆𝑞−𝑝+𝛼
𝑚+𝑘∑︁

𝑙=𝑚+1

𝜆𝑙−𝑚𝜆𝑙−𝑚𝜆𝑚−𝑙

)︃
6

6 𝑐2|𝑥𝑚,𝑞|2
⎛⎝𝛽

∞∑︁
𝑝=0

𝜆𝑝 + 𝛼

∞∑︁
𝑙=0

𝜆𝑙

⎞⎠ =
𝑐2|𝑥𝑚,𝑞|2(𝛼 + 𝛽)

1 − 𝜆
.

Из (16), (7), (8) и (17), следует, что

(18) 𝑐1𝜆
−𝑘𝜆−𝑛|𝑥𝑘+𝑚,𝑛+𝑞|2 6 𝜆−𝑘

𝑛+𝑞∑︁
𝑝=𝑞+1

𝑉1(𝑥𝑘+𝑚,𝑝)𝜆
𝑞−𝑝+

+ 𝜆−𝑛
𝑘+𝑚∑︁

𝑙=𝑚+1

𝑉2(𝑥𝑙,𝑛+𝑞)𝜆
𝑚−𝑙 6 |𝑥𝑚,𝑞|2

𝑐2(𝛼 + 𝛽)

1 − 𝜆
.

И, наконец, из (18) следует (4) при 𝜅 = 𝑐2(𝛼+𝛽)
𝑐1(1−𝜆) и 𝜆 = 1 − 𝑐3

𝑐2
,

удовлетворяющих (12), что и требовалось доказать.
В случае 1D-систем важнейшим результатом является обрат-

ная теорема Ляпунова, и в данной работе обратная теорема полу-
чена для рассматриваемого 2D-случая.
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Теорема 2. Если нелинейная система (1), (2) экспоненциаль-
но устойчива, то существуют векторная функция Ляпунова (5)
и положительные скаляры 𝑐1, 𝑐2, 𝑐3, удовлетворяющие неравен-
ствам (7), (8) и (9).

Доказательство. Выберем компоненты векторной функции
Ляпунова (5) в виде

𝑉1(𝑥𝑚,𝑞) = 𝛼

∞∑︁
𝑖=𝑚

∞∑︁
𝑗=𝑞

|𝑥𝑖,𝑗 |2, 𝑉2(𝑥𝑚,𝑞) = 𝛽

∞∑︁
𝑖=𝑚

∞∑︁
𝑗=𝑞

|𝑥𝑖,𝑗 |2,

𝛼 > 0, 𝛽 > 0, 𝛼 + 𝛽 = 1.

Выбирая 𝑐1 6 min(𝛼, 𝛽), имеем

𝑐1|𝑥𝑚,𝑞|2 6 𝛼

∞∑︁
𝑖=𝑚

∞∑︁
𝑗=𝑞

|𝑥𝑖,𝑗 |2 = 𝑉1(𝑥𝑚,𝑞),

𝑐1|𝑥𝑚,𝑞|2 6 𝛽

∞∑︁
𝑖=𝑚

∞∑︁
𝑗=𝑞

|𝑥𝑖,𝑗 |2 = 𝑉2(𝑥𝑚,𝑞),

и из условия экспоненциальной устойчивости следует, что

∞∑︁
𝑖=𝑚

∞∑︁
𝑗=𝑞

|𝑥𝑖,𝑗 |2 6 𝜅|𝑥𝑚,𝑞|2
∞∑︁

𝑖=𝑚

∞∑︁
𝑗=𝑞

𝜆𝑖−𝑚𝜆𝑗−𝑞 =
𝜅|𝑥𝑚,𝑞|2

(1 − 𝜆)2
.

Выбирая 𝑐2 > max(𝛼, 𝛽)
𝜅|𝑥𝑚,𝑞 |2
(1−𝜆)2

, получим, что справедливы (7) и
(8). Вычисляя дивергенцию (6) получим

𝒟𝑉 (𝑥) = 𝑉1(𝑥𝑚+1,𝑞+1) − 𝑉1(𝑥𝑚,𝑞+1) + 𝑉2(𝑥𝑚+1,𝑞+1)−

− 𝑉2(𝑥𝑚+1,𝑞) = 𝛼

⎛⎝ ∞∑︁
𝑖=𝑚+1

∞∑︁
𝑗=𝑞+1

|𝑥𝑖,𝑗 |2 −
∞∑︁

𝑖=𝑚

∞∑︁
𝑗=𝑞+1

|𝑥𝑖,𝑗 |2
⎞⎠+

+ 𝛽

⎛⎝ ∞∑︁
𝑖=𝑚+1

∞∑︁
𝑗=𝑞+1

|𝑥𝑖,𝑗 |2 −
∞∑︁

𝑖=𝑚+1

∞∑︁
𝑗=𝑞

|𝑥𝑖,𝑗 |2
⎞⎠ =
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= −𝛼
∞∑︁

𝑗=𝑞+1

|𝑥𝑚,𝑗 |2 − 𝛽
∞∑︁

𝑖=𝑚+1

|𝑥𝑖,𝑞|2 6 −𝛼|𝑥𝑚,𝑞+1|2−

− 𝛽|𝑥𝑚+1,𝑞|2 6 −min(𝛼, 𝛽)(|𝑥𝑚,𝑞+1|2 + |𝑥𝑚+1,𝑞|2).

Таким образом, выполнено третье условие теоремы (9), где 𝑐3 =
min(𝛼, 𝛽). Теорема доказана.

2. Экспоненциальная пассивность и стабилизация

В данном разделе решается задача синтеза управления, обес-
печивающего экспоненциальную устойчивость системы. Вводят-
ся понятия экспоненциальной пассивности и векторной функции
накопления вида (5).

Для дальнейшего анализа введем вспомогательную перемен-
ную 𝑧𝑖,𝑗 ∈ R𝑛𝑧 следующего вида:
(19) 𝑧𝑖,𝑗 = ℎ(�̄�𝑖,𝑗 , �̄�𝑖,𝑗),

где �̄�𝑖,𝑗 = [𝑥⊤𝑖,𝑗+1 𝑥⊤𝑖+1,𝑗 ]
⊤, �̄�𝑖,𝑗 = [𝑢⊤𝑖,𝑗+1 𝑢⊤𝑖+1,𝑗 ]

⊤, вектор ℎ удо-
влетворяет требованию ℎ(0, 0) = 0. Введем понятие пассивности.

Определение 2. Нелинейная дискретная 2D-
система (1), (2) называется экспоненциально пассивной,
если существуют векторная функция (5), вектор 𝑧 вида (19)
и положительные постоянные 𝑐1, 𝑐2, 𝑐3, удовлетворяющие
условию

𝒟𝑉 (𝑥) 6 𝑧⊤𝑖,𝑗𝐺�̄�𝑖,𝑗 − 𝑐3(|𝑥𝑖,𝑗+1|2 + |𝑥𝑖+1,𝑗 |2),(20)

где 𝐺 – постоянная матрица соответствующего размера.
Это определение является обобщением на 2D-системы опре-

деления, введенного в [9] для 1D-систем, а вектор 𝑧 можно рас-
сматривать как вспомогательный выходной вектор, который ис-
пользуется для синтеза закона управления и обеспечения пас-
сивности системы. Процедура выбора этого вектора в теории
1D-систем известна как процедура пассификации или пассива-
ции [12]. Выбор этого вектора зависит от выбора функции накоп-
ления и представляет собой отдельную сложную задачу подоб-
ную задаче выбора функци Ляпунова для нелинейных систем.
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Таким образом, задача – найти пару (𝑧, 𝑉 ), удовлетворяющую
условию (20), и ниже показано, как эта задача может быть реше-
на для частного случая.

Следующая теорема является расширением хорошо извест-
ных результатов теории пассивности 1D-систем [9] на рассмат-
риваемый 2D-случай.

Теорема 3. Пусть дискретная нелинейная 2D-
система (1), (2) экспоненциально пассивна. Предположим
также, что существует функция 𝜙(𝑧) такая, что 𝜙(0) = 0 и
𝑧⊤𝐺𝜙(𝑧) > 0 при 𝑧 ̸= 0. Тогда закон управления вида
(21) �̄�𝑖,𝑗 = −𝜙(𝑧𝑖,𝑗)

обеспечивает экспоненциальную устойчивость системы.
Доказательство. Из (20), (21), (7) и (8) следует, что суще-

ствует такая 0 < 𝑐3 < 𝑐3, что

𝒟𝑉 (𝑥) 6 −𝑧⊤𝑖,𝑗𝐺𝜙(𝑧𝑖,𝑗) − 𝑐3(|𝑥𝑖,𝑗+1|2 + |𝑥𝑖,𝑗+1|2) 6

6 −𝑐3(|𝑥𝑖,𝑗+1|2 + |𝑥𝑖+1,𝑗 |2) 6 −𝑐3
𝑐2

[𝑉1(𝑥𝑖,𝑗+1 + 𝑉2(𝑥𝑖+1,𝑗)] ,

остальная часть доказательства такая же, как в теореме 1.
Заметим, что векторная функция накопления (5) может рас-

сматриваться как векторная функция Ляпунова для системы (1) с
законом управления (21), который обеспечивает экспоненциаль-
ную устойчивость системы.

3. Пример

Рассмотрим частный случай системы (1), на котором проде-
монстрируем процедуру нахождения стабилизирующего управле-
ния с обратной связью:

(22) 𝑥𝑖+1,𝑗+1 = 𝐴1𝑥𝑖,𝑗+1 + 𝐴2𝑥𝑖+1,𝑗 + 𝜑1(𝑥𝑖,𝑗+1, 𝑥𝑖+1,𝑗)𝑢𝑖,𝑗+1+

+ 𝜑2(𝑥𝑖,𝑗+1, 𝑥𝑖+1,𝑗)𝑢𝑖+1 𝑗 ,

где 𝜑1 и 𝜑2 – нелинейные векторные функции. В простейшем слу-
чае 𝜑1 и 𝜑2 – постоянные векторы и (22) – линейная 2D-система
Форназини–Маркезини. В рассматриваемом частном случае си-
стема (22) состоит из линейной части, на которую управление
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действует через статические нелинейности 𝜑1 и 𝜑2, при этом ста-
билизирующее управление удается найти в явном виде.

Введем обозначения 𝐴 = [𝐴1 𝐴2], 𝜑(�̄�𝑖,𝑗) =
[𝜑1(𝑥𝑖,𝑗+1, 𝑥𝑖+1,𝑗) 𝜑2(𝑥𝑖,𝑗+1, 𝑥𝑖+1,𝑗)]. Обозначим положительную
определённость (отрицательную определённость) символом ≻ 0
(соответственно ≺ 0) и выберем векторную функцию накопления
в виде (5) с компонентами 𝑉1(𝑥) = 𝛼𝑥⊤𝑃𝑥, 𝑉2(𝑥) = 𝛽𝑥⊤𝑃𝑥, где
𝑃 ≻ 0, 𝛼 > 0, 𝛽 > 0 и 𝛼 + 𝛽 = 1 и удовлетворяют следующему
линейному матричному неравенству[︂

𝐴⊤
1 𝑃𝐴1 − 𝛼𝑃 + 𝑄11 𝐴⊤

1 𝑃𝐴2 + 𝑄12

𝐴⊤
2 𝑃𝐴1 + 𝑄21 𝐴⊤

2 𝑃𝐴2 − 𝛽𝑃 + 𝑄22

]︂
≺ 0,(23)

где 𝑄 =

[︂
𝑄11 𝑄12

𝑄21 𝑄22

]︂
≻ 0.

В данном случае оператор дивергенции векторной функции
Ляпунова (5) будет иметь вид

(24) 𝒟𝑉 (𝑥) = �̄�⊤𝑖,𝑗

(︂
𝐴⊤𝑃𝐴−

[︂
𝛼𝑃 0
0 𝛽𝑃

]︂)︂
�̄�𝑖,𝑗+

+ 2�̄�⊤𝑖,𝑗𝐴
⊤𝑃𝜑(�̄�𝑖,𝑗)�̄�𝑖,𝑗 + �̄�⊤𝑖,𝑗𝜑

⊤(�̄�𝑖,𝑗)𝑃𝜑(�̄�𝑖,𝑗)�̄�𝑖,𝑗 .
Анализ правой части (24) показывает, что если выбрать вспомо-
гательный вектор выхода 𝑧𝑖,𝑗 в виде

(25) 𝑧𝑖,𝑗 = 2𝜑⊤(�̄�𝑖,𝑗)𝑃𝐴�̄�𝑖,𝑗 +
1

2
𝜑⊤(�̄�𝑖,𝑗)𝑃𝜑(�̄�𝑖,𝑗)�̄�𝑖,𝑗 ,

то будет справедлива следующая оценка:
(26) 𝒟𝑉 (𝑥) 6 2𝑧⊤𝑖,𝑗 �̄�𝑖,𝑗 − 𝜆min(𝑄)|�̄�𝑖,𝑗 |2,
где 𝜆min(𝑄) – минимальное собственное значение матрицы 𝑄, и
из (26) следует, что система (22)–(25) экспоненциально пассивна
относительно выходной переменной 𝑧𝑖,𝑗 и входной переменнной
𝑢𝑖,𝑗 при 𝐺 = 2𝐼, где 𝐼 – единичная матрица соответствующе-
го размера. Тогда согласно Теореме 1 стабилизирующий закон
управления должен удовлетворять соотношению

(27) �̄�𝑖,𝑗 = −𝑧𝑖,𝑗 = −(2𝜑⊤(�̄�𝑖,𝑗)𝑃𝐴�̄�𝑖,𝑗 +
1

2
𝜑⊤(�̄�𝑖,𝑗)𝑃𝜑(�̄�𝑖,𝑗)�̄�𝑖,𝑗).

Из уравнения (27) находим закон управления в явном виде:
(28) �̄�𝑖,𝑗 = −[𝐼 + 𝜑⊤(�̄�𝑖,𝑗)𝑃𝜑(�̄�𝑖,𝑗)]

−1𝜑⊤(�̄�𝑖,𝑗)𝑃𝐴�̄�𝑖,𝑗 .
Этот закон будет обеспечивать экспоненциальную устойчивость
системы (22).
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4. Заключение и перспективы работы

В работе получены достаточные условия экспоненциаль-
ной устойчивости нелинейных 2D-систем, описываемых моде-
лью Форназини–Маркезини. Доказана обратная теорема. Получе-
ны новые результаты по использованию теории пассивности для
анализа устойчивости и решения задач стабилизации рассматри-
ваемого класса 2D-систем. Эти результаты могут служить осно-
вой для дальнейшей исследований.

Дальнейшие исследования предполагаются в следующих на-
правлениях. В [24] линейная модель Форназини–Маркезини ис-
пользовалась для синтеза управления высокоточным прокатом
металла. Для большей эффективности управления следует учи-
тывать имеющиеся в этой системе ограничения, в результате ко-
торых система становится нелинейной. Разработанная в статье
теория может быть применена для этих целей.

Другое направление связано с синтезом управления в систе-
мах, описываемых дифференциальными уравнениями в частных
производных типа Гурса–Дарбу [1, 7, 10], с использованием дис-
кретных аппроксимаций. Дискретная аппроксимация этих урав-
нений приводит к уравнениям типа Форназини–Маркезини. Ре-
зультаты статьи здесь также могут быть эффективно применены.
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STABILIZATION OF NONLINEAR
2D- FORNASINI–MARCHESINI SYSTEM
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Abstract: The paper considers nonlinear 2D-system described by
Fornasini–Marchesini state-space model. Sufficient conditions for the
property of exponential stability are developed in terms of vector
Lyapunov functions and a converse stability theorem is proved. A
form of passivity, termed exponential passivity, is defined and used
together with a vector storage function. This technique makes it
possible to develop a new control law design algorithm to guarantee
exponential stability of the system. As an example the algorithm
is applied to a physically relevant case of systems with nonlinear
actuator dynamics. Further research will focus on two directions. In
earlier work linear Fornasini–Marchesini model was applied to a
high-precision rolling system. The results of this paper can be useful
to devise a nonlinear control system that will improve the efficiency.
Other possible application is related to discrete approximation of
Darboux differential equations systems which leads to Fornasini–
Marchesini equations. Our results can be applied to problems of this
sort.

Keywords: 2D-systems, Fornasini–Marchesini model, exponential
stability, Lyapunov function, stabilizing control, linear matrix
inequality (LMI).
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