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Приведенная динамическая модель рефлексивного поведения 

позволяет в рамках единого подхода описывать и прогнозиро-

вать взаимодействия на конкурентном рынке агентов Курно и 

Штакельберга при отсутствии у них общего знания. Теорети-

ческую основу подхода составляют теория игр и теория кол-

лективного поведения, а также их применение для исследова-

ния поведения разноинформированных рациональных агентов, 

имеющих неверные исходные представления о предельных 

издержках конкурентов. Получены необходимые и достаточ-

ные условия сходимости динамических процедур к истинному 

положению равновесия. 
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1. Введение 

Принятие решений рыночными субъектами (интеллекту-

альными агентами), осуществляющими совместную деятель-

ность, тесно связано с их информированностью, а также инфор-

мированностью и поведением остальных агентов. В реальных 
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системах вполне естественным можно считать допущение, что 

конкурирующие агенты априори не раскрывают друг другу свои 

истинные издержки. Поэтому при принятии решений такие 

агенты могут иметь неверные представления о затратах других 

агентов. 

Один из подходов к принятию агентами решений основан 

на сочетанном применении теоретико-игровых моделей и моде-

лей теории коллективного поведения. Модели теории игр дают 

возможность предсказывать поведение агентов при различных 

предположениях о взаимной информированности агентов и 

принципах принятия ими решений, в том числе когда информи-

рованность агентов не является общим знанием. В сравнении с 

теорией игр теория коллективного (группового) поведения 

занимается исследованием динамики поведения агентов при 

достаточно слабых предположениях относительно их информи-

рованности. Отличие коллективного поведения от игрового 

подчеркивается также и тем, что его условно можно считать 

«оптимизационным». Объединяет то, что оба исследуют пове-

дение рациональных агентов, и равновесия игры, как правило, 

являются устойчивыми исходами моделей динамики коллектив-

ного поведения [5, 6, 8–10, 13,  17 и др.]. 

В работах ряда авторов отражены разные аспекты примене-

ния моделей адаптивных динамик в модели Курно. В работе [10] 

рассматривается модель Курно с частным случаем нелинейных 

функций затрат агентов и неполной информированностью аген-

тов о затратах конкурентов. Однако для модели динамики кол-

лективного поведения не приведено доказательство о сходимо-

сти, есть только результаты расчетов, иллюстрирующих, что в 

некоторых случаях разноинформированные агенты могут в 

динамике (за счет повторения игры) прийти к истинному ин-

формационному равновесию. В работе [8] для модели Курно с 

квадратичными функциями издержек обсуждается применение 

адаптивных динамик к задаче рефлексивного разбиения агентов, 

но также не приводятся конкретные результаты по их сходимо-

сти. В [5] доказан ряд теорем о существовании равновесия в 

моделях адаптивных динамик, но вместе с тем во многих случа-

ях эти теоремы не определяют области сходимости алгоритмов 

поиска равновесия («неподвижных точек»). В работе [15] пока-
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зано, что в динамической, повторяемой игре с последователь-

ным порядком игры (когда на каждом шаге игры только одна 

фирма делает ход) игроки приходят к равновесию Курно–Нэша. 

Для рынка однородного товара проблемы вычисления равнове-

сия и сходимости адаптивных механизмов к равновесию Курно–

Нэша изучались также в работе [6]. В общих предположениях 

доказана такая сходимость для непрерывного адаптивного 

процесса. В [7] для случая линейных функций спроса и издер-

жек проводится анализ влияния на сходимость к равновесию 

Курно–Нэша процессов стратегических рефлексивных игр 

различных порядков. Процессы рефлексии численно моделиру-

ются с помощью рекуррентных соотношений, в качестве кото-

рых рассматриваются функции реакции фирм. В статье [4] 

приводится алгоритм численного нахождения точки равновесия 

и рассматриваются условия его сходимости для достаточно 

общей модели рынка с однородным товаром, в рамки которой 

укладываются как частные случаи модели Курно и Штакельбер-

га. Предлагаемый итерационный процесс направлен на нахож-

дение устойчивой стационарной точки динамической системы, 

задаваемой дифференциальным уравнением. В [11] представле-

но исследование по оценке скорости сходимости в дискретном 

времени адаптивных траекторий к положению равновесия си-

стемы с большим числом целенаправленных агентов при пред-

положениях, что точка равновесия существует, единственна и 

траектории сходятся к этой точке. В статье [12] на примере 

олигополии Курно рассматриваются модели самостоятельной 

адаптации агентов к изменяющимся условиям на основе наблю-

дений за внешней средой, действиями других агентов и резуль-

татами их деятельности. Предполагается, что каждый агент 

наделяет оппонента той же информированностью, какой обла-

дает он сам, а сами агенты различаются лишь информированно-

стью о состоянии природы. Для частного случая иллюстрирует-

ся сходимость действий агентов и сходимость оценок агентами 

состояния природы. В монографии [18] рассматриваются вопро-

сы реакции фирм по Курно и по Штакельбергу, сходимость 

динамического процесса анализируется в дискретном времени с 

учетом «хаотичности» поведения фирм, что качественно отли-
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чает его от рассматриваемых авторами настоящей статьи моде-

лей процессов коллективного поведения. 

В данной статье рассмотрена теоретико-игровая модель 

конкурентного рынка, характерной особенностью которого 

является линейный вид функций затрат агентов и обратной 

функции спроса [1–3, 7, 14, 16 и др.]. В игре агенты выбирают 

действия однократно, одновременно и независимо. Игра повто-

ряется. Будем также полагать, что агенты априори имеют невер-

ные исходные представления о затратах других агентов и могут 

от игры к игре на основе модели динамики коллективного пове-

дения изменять свои действия и представления с целью прийти 

к истинному информационному равновесию – положению 

равновесия с истинными значениями затрат агентов. Будут 

рассмотрены две модели поведения агентов на рынке: 1) все 

агенты действуют по Курно;  2) первый агент действует по 

Штакельбергу, остальные – по Курно. 

2. Базовая модель конкурентного рынка 

Рассматривается конкурентный рынок однородного товара, 

состоящий из n фирм-агентов, которые непосредственно зани-

маются доведением товаров (услуг) до потребителей.  

Под действием i-го агента qi будем понимать выбор объема 

оказываемых агентом услуг, объема реализованного товара 

населению и бизнесу или объема произведенного и реализован-

ного на рынке товара (услуги). Полагаем также, что любое 

предложение агента на рынке будет реализовано. Агент реали-

зует товар (услугу) потребителю по цене p. Величина выручки 

(дохода) агента составляет pqi. Формально интересы фирмы-

агента можно записать в виде целевых установок на максимиза-

цию собственной прибыли: 

(1) .,,1,max)()()),(( niqqQpqQp
iq

iiiii    

Рынок товара (услуг) традиционно описывается невозрас-

тающей функцией спроса. В выражении (1) используется обрат-

ная функция спроса, т.е. функция цены p(Q), которая складыва-

ется на рынке при общем объеме предложения на рынке товара 
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(услуг) .
1 


n

i iqQ  Учитывается, что p и Q связаны взаимно 

однозначной зависимостью, а технически удобнее в качестве 

аргумента рассматривать Q. 

Полагаем, что цена продукции и затраты субъектов опреде-

ляются следующими выражениями: 

(2) ,)( bQaQp   ,)( iiiii dqcq    i = 1, …, n. 

Здесь цена продукции – линейная функция общего объема 

выпуска агентами, т.е. цена не является фиксированной: она 

определяется общим уровнем предложения на рынке, а агенты 

могут наблюдать лишь сложившиеся цены на рынке; издержки 

фирм )( ii q  являются также линейными функциями, зависящи-

ми только от объема выпуска самого агента.  

Используемая здесь модель имеет простой, но адекватный 

вид для описания достаточно широкого разнообразия конку-

рентных систем. Важное достоинство приведенной базовой 

модели состоит также в том, что при обычных для моделей 

олигополии предположениях о линейности функций затрат и 

обратной функции спроса, дает возможность аналитического 

представления и исследования решения. Поэтому она является 

конструктивной для получения конкретных результатов, их 

содержательной интерпретации и допускает различные модифи-

кации [1–3, 6, 7, 14, 16 и др.]. 

Оптимальный объем активности фирмы-агента определяет-
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(5) .  
ij ji qQ  

Окончательно получаем  
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2

  для i = 1, …, n. 

В базовой модели полагаем, что агенты не кооперируются 

друг с другом. Однако наличие конкуренции между агентами за 

максимальную прибыль и долю рынка определяет необходи-

мость для каждого агента принимать во внимание поведение 

агентов-конкурентов.  

3. Модель рынка Курно и коллективное поведение 

Предположение Курно относительно объемов выпуска сво-

дится к тому, что каждая фирма действует так, как, будто она не 

ожидает от своих конкурентов изменения объемов выпуска, 

даже если она сама сделает это.  

Формально предположение Курно можно записать в виде 

условий [1–3, 7 и др.] 

(7) ,0


 

i

i
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Q
  i = 1, …, n. 

Тогда из равенства (6) следует ,
2

ii
i

Qh
q 
  или 

(8) ,Qhq ii    i = 1,…, n. 

Суммируя по индексу i = 1, …, n левые и правые части по-

лученных равенств (8), имеем: ,
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nQhq
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Далее согласно (8) получаем активность (действие) агента, 

которая рассчитывается по формуле: 

(9)  ,)1(
)1(

1
1 





n

j iji cnca
bn

q   i = 1, …, n. 

Таким образом, если агенты имеют правильные представ-

ления о предельных издержках конкурентов, то по (9) можно 



 

Управление большими системами. Выпуск 64 

118 

найти такой вектор действий (активностей) (q1, q2, …, qn), кото-

рый будет являться истинным стабильным информационным 

равновесием – равновесием Курно–Нэша. 

Согласно (8) также имеем 

(10) )),()(1( ii qQbakc    i = 1,…, n. 

Агенты, выбирая свои действия, могут иметь неверные ис-

ходные представления о предельных издержках других агентов. 

Оказывается, что в этом случае агенты, наблюдая выбираемые 

действия, могут в динамике прийти к истинному информацион-

ному равновесию. 

Здесь и в следующем разделе для построения такой дина-

мики будем использовать модель индикаторного поведения, 

являющуюся наиболее распространенной моделью теории 

коллективного (группового) поведения [5, 6, 8–10, 11, 13, 17]. 

Приведем для рынка Курно динамическую процедуру уточ-

нения представлений агентов о затратах конкурентов, исполь-

зующую модель индикаторного поведения.  

1.  Каждый из агентов независимо от других рассчитывает 

свое действие (qi
t-1

), которое максимизировало бы его прибыль, 

подставляя в (9) свои собственные предельные издержки (ci) и 

свои последние представления о предельных издержках других 

агентов (cij
t-1

), t = 1, 2, … . При этом расчете учитывается, что 

свои собственные предельные издержки он знает точно, т.е. 

cii
t–1

 = ci и 

(11)  ,)1(
)1(

1
1

11
 

 



n

j i
t
ij

t
i cnca

bn
q   i = 1, …, n. 

Примечание:  полагаем, что в равновесии Курно и в проце-

дуре уточнения представлений участвуют только конкуренто-

способные агенты, т.е. для которых в формуле (9) выполнено 

условие qi > 0 [7]. Действия агентов становятся известными 

конкурентам в следующем t-м периоде, агентам полностью 

доступна информация о параметрах a, b цены и числе агентов n 

на рынке. Также полагаем, что если в формуле (11) начальные 

представления о предельных издержках других агентов (cij
0
) у 

некоторого i-го агента таковы, что qi
0
 ≤ 0, то этот агент не ухо-

дит с рынка и использует собственные возможности их уточне-

ния так, чтобы получить qi
0
 > 0.  
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2.  Используя полученный в п. 1 наблюдаемый вектор дей-

ствий агентов (q1
t–1

, q2
t–1

, …, qn
t–1

) и полагая, что в текущем t-м 

периоде все агенты выберут те же действия, как и в предыду-

щем (t – 1)-м периоде, каждый i-й агент рассчитывает свои 

текущие представления о предельных издержках wj
t–1

 конкурен-

тов (j ≠ i, j = 1, …, n) из условия максимизации его целевой 

функции 

(12) ).( 1

1

11 



  
t
j

n

i

t
i

t
j qqbaw  

Эти представления будут одинаковы для разных агентов, 

поскольку все они наблюдают одни и те же действия. Отметим, 

что формула (12) строится по аналогии с формулой (10) и опре-

деляет предельные издержки агентов для равновесного по Кур-

но состояния рынка в (t – 1)-м периоде (т.е. получается из равен-

ства нулю выражения для производной прибыли агента по 

объему его выпуска с учетом условия (7)). Другими словами, 

вектор объемов выпуска (q1
t–1

, q2
t–1

, …, qn
t–1

) определяет текущее 

(в (t – 1)-м периоде) информационное равновесие, так как отра-

жает рациональное поведение агентов. Каждый из них стремит-

ся выбором собственного выпуска (qi
t-1

) максимизировать свою 

целевую функцию (1) при предположении Курно (7) о действиях 

других агентов в рамках своих текущих представлений (wj
t–1

) об 

их предельных издержках и имеющейся у него достоверной 

информации о параметрах функции спроса (a, b), а также своей 

функции затрат (ci, di). Истинным информационным равновеси-

ем будет являться вектор (q1, q2, …, qn), который соответствует 

правильным представлениям каждого агента о предельных 

издержках своих конкурентов. Он определяется выражением (9) 

и является равновесием Курно–Нэша. 

3.  В соответствии с моделью индикаторного поведения каж-

дый i-й агент изменяет свои представления за предыдущий 

(t – 1)-й период о предельных издержках j-го агента, делая от 

них шаг по направлению к текущим значениям равновесных 

издержек wj
t-1

 по формуле  

(13) ),( 111   t
ij

t
j

t
i

t
ij

t
ij cwcc   

где ]1;0[t
i – параметры, определяющие величины шагов. 

Затем процесс повторяется с п.1. 
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Параметры t
i  играют большую роль в вопросах сходимо-

сти траекторий к положению равновесия. Если с ростом време-

ни t
i  слишком быстро стремятся к нулю, то агенты могут 

сходиться к положению, отличному от равновесного; а если 

,0t
i  то агенты могут стоять на месте. Как в том, так и другом 

случае агенты могут не достигнуть цели. Чтобы исключить эти 

случаи и можно было говорить о сходимости, следует к ограни-

чениям ]1;0[t
i  ввести дополнительные ограничения [5, 13]. 

Эти вопросы для исследуемых в статье процессов рассмотрены 

отдельно в разделе 5. 

В проведенных ниже численных примерах мы полагаем, 

что агенты делают одинаковые шаги, равные γi
t ≡ 0,5. Приве-

денные иллюстрации указывают на достаточно быструю сходи-

мость соответствующих процедур при таких значениях пара-

метров. 

Кроме того, пусть в иллюстративном численном примере 

n = 2; b = 0,1; a = 100; c1 = c2 = 10. 

На рис. 1–3 приведены соответствующие этим данным гра-

фики динамики представлений агентов, действующих по Курно. 

 

Рис.1. Агенты первоначально переоценивают предельные  

издержки друг друга (c21 = 20 и c12 = 15) 
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Рис.2. Агенты первоначально недооценивают предельные  

издержки друг друга (c21 = 8 и c12 = 5) 

Процесс на рис. 1 и рис. 2 уже после первого шага приобре-

тает монотонный характер. 

 

Рис.3. Второй агент первоначально переоценивает предельные 

издержки первого, а первый недооценивает предельные  

издержки второго (c21 = 15 и c12 = 5) 

4. Модель рынка Курно с агентом Штакельберга и 
коллективное поведение 

Один из агентов занимает лидирующее положение среди 

остальных агентов так, что он, выбирая свою активность (объем 

выпуска), точно знает реакцию (уровень активности) на его 

решение остальных агентов. Агента, выбирающего свои дей-

ствия по такому правилу, называют фирмой Штакельберга. 

Остальные агенты, как и раньше, максимизируют собственную 

прибыль, основываясь на предположении Курно о неменяющей-
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ся активности других агентов. Для определенности будем пола-

гать, что по Штакельбергу действует первый агент. 

Для формального определения агента Штакельберга рас-

смотрим выражение (6) оптимального по критерию максимума 

прибыли объема его выпуска  

.

2
1

1

11
1

q

Q

Qh
q











  

Будем исходить из следующих предположениях о поведе-

нии агента. Он точно знает параметры функции спроса, своей 

функции затрат и функций затрат других агентов. Придержива-

ется также гипотезы о том, что другие агенты будут действовать 

по Курно. Поэтому может рассчитать их общий равновесный 

объем выпуска, а также скорость изменения их общего объема 

выпуска в зависимости от изменения его собственного объема 

выпуска q1. В соответствии с данными предположениями о 

поведении агента Штакельберга для модели (1)–(2) эта скорость 

будет равна [1–4, 7 и др.] 

(14) .
1

1

1

n

n

q

Q 




   

Тогда ,
1

2

11
1

n

n

Qh
q





   или ,

1

)( 11
1






n

qQhn
q  

(15) .11 Qnhnq   

Остальными агентами (i = 2, …, n), действующими по Кур-

но, игнорируются изменения, вносимые в общий объем выпуска 

другими агентами, т.е. имеют место условия (7). 

Суммируя левые и правые части равенств (7) по i = 2, …, n, 

а затем с (15), получаем: .)12()1(
11 QnhhnQ

n

i i   
 

Используя ранее введенные обозначения для h1 и hi, получаем 

формальное выражение для Q: 

 ,)1()12(
2

1
1 1 


n

i i cncan
nb

Q  

Тогда по (15) и (7) имеем 
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(16)  ;)1(
2

1
1 11  


n

i i cnca
b

q  

(17)  ,)1(2
2

1
1 1 


n

j iji cnncca
nb

q   i = 2, …, n. 

По (14) также имеем 

(18) )./( 11 nqQbac   

Предельные издержки ci остальных агентов (i = 2, …, n) вы-

числяются по формуле (10). 

Для модели рынка Курно с агентом Штакельберга модель 

динамики уточнения представлений агентов об издержках кон-

курентов имеет особенности. В модели динамики лидеру точно 

известны предельные издержки всех участников рынка. Осталь-

ные агенты априори не знают точных значений издержек других 

агентов, в том числе первого агента-лидера. Соответствующая 

процедура уточнения представлений включает следующую 

последовательность шагов: 

1.  Первый агент, зная точные значения собственных пре-

дельных издержек и предельных издержек других агентов, 

рассчитывает по формуле (16) свое действие (q1), максимизиру-

ющее его прибыль. 

2.  Остальные агенты независимо от других рассчитывают 

свои действия (qi
t–1

), которые максимизировали бы их прибыль, 

подставляя в (17) свои собственные предельные издержки и 

свои последние представления cij
t–1

 о предельных издержках 

других агентов (t = 1, 2, … ;  i = 2, …, n;  j = 1, …, n). Также при 

расчете учитывается, что свои собственные предельные издерж-

ки агенты знают точно, т.е. cii
t–1

 = ci и 

(19)  ;)1(2
2

1
1

1
1

11
 

 
n

j

t
ii

t
ij

t cnncca
nb

q
i

  i = 2, …, n. 

Примечание:  полагаем, что в процедуре уточнения пред-

ставлений участвуют только конкурентоспособные агенты, т.е. 

для которых в формулах (16) и (17) выпуск больше нуля [7]. 

Действия агентов становятся известными конкурентам в следу-

ющем t-м периоде, агентам полностью доступна информация о 

параметрах a, b цены и числе агентов n на рынке. Также полага-

ем, что если в формуле (19) начальные представления 
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о предельных издержках других агентов (cij
0
) у некоторого i-го 

агента таковы, что qi
0
 ≤ 0, то этот агент не уходит с рынка и 

использует собственные возможности их уточнения так, чтобы 

получить qi
0
 > 0. 

3.  Используя, полученный в п. 1 и п. 2 наблюдаемый вектор 

действий агентов (q1, q2
t–1

, …, qn
t–1

), и полагая, что в текущем t-м 

периоде все агенты выберут те же действия, как и в предыду-

щем (t – 1)-м периоде, i-й агент Курно (i = 2, …, n) рассчитывает 

свои текущие представления wij
t–1

 о предельных издержках 

других агентов из условия максимизации его целевой функции. 

Представления будут одинаковы для разных агентов, поскольку 

все они наблюдают одни и те же действия, т.е.  wij
t–1

 = wj
t–1

 при 

i ≠ j.  

Тогда расчет текущих представлений агентов Курно о пре-

дельных издержках первого агента выполняется по формуле 

(20) )./( 112

11
1 nqqqbaw

n

i

t
i

t   

  

Соответственно, расчет текущих представлений каждого  

i-го агента Курно о предельных издержках wj
t–1

 остальных аген-

тов (i ≠ j) осуществляется по формуле  

(21) ),( 1
12

11 



  
t
j

n

i

t
i

t
j qqqbaw   j = 2, …, n. 

Вектор объемов выпуска (q1, q2
t–1

, …, qn
t–1

) определяет те-

кущее (в (t – 1)-м периоде) информационное равновесие, так как 

отражает рациональное поведение агентов. Первый агент стре-

мится выбором собственного объема выпуска (q1) максимизиро-

вать свою прибыль, подставляя в её выражение (1) объемы 

выпуска других агентов, которые оказываются рациональными с 

точки зрения их поведения по Курно, при условии его полной 

информированности о других агентах и параметрах рынка. 

Каждый из остальных агентов стремится выбором собственного 

объема выпуска (qi
t–1

) максимизировать свою целевую функ-

цию (1) при предположении Курно (7) о действиях других аген-

тов в рамках своих текущих представлений (wj
t–1

) об их пре-

дельных издержках и имеющейся у него достоверной 

информации о параметрах функции спроса (a, b), своей функции 

затрат (ci, di). Истинным информационным равновесием будет 

являться вектор (q1, q2, …, qn), который соответствует правиль-
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ным представлениям каждого агента о предельных издержках 

своих конкурентов. Он определяется выражениями (16), (17) и 

является равновесием Штакельберга.  

4.  Каждый i-й агент, исключая первого, изменяет свои пред-

ставления за предыдущий (t – 1)-й период о предельных из-

держках j-го агента, делая от них шаг по направлению к теку-

щим равновесным значениям wj
t–1

 по формуле  

(22) ),( 111   t
ij

t
j

t
i

t
ij

t
ij cwcc   

где ]1;0[t

i – параметры, определяющие величины ша-

гов(i = 2, …, n). 
Затем процесс повторяется с п. 2. 

На рис. 4 и 5 приведены графики динамики представлений 

второго агента, который действует по Курно. Первый агент 

действует по Штакельбергу, на графике ему соответствует 

горизонтальная линия. В расчетах мы полагаем, что n = 2; 

b = 0,1; a = 100; c1 = c2 = 10 и γ2
t ≡ 0,5. 

 

 

Рис. 4. Второй агент первоначально переоценивает предельные 

издержки лидера (c21 = 20 и c12 = c2 = 10) 
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Рис. 5. Второй агент первоначально недооценивает предельные 

издержки лидера (c21 = 6 и c12 = c2 = 10) 

5. Приложение 

Приложение посвящено выводу и обсуждению необходи-

мых и достаточных условий для сходимости динамических 

процедур уточнения представлений агентов о предельных из-

держках конкурентов к истинному положению равновесия. 

Как и выше, каждую модель рынка рассмотрим отдельно. 

5.1. МОДЕЛЬ РЫНКА КУРНО 

Из формулы(12) имеем 
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С учетом этой формулы и (11) получаем следующие преоб-

разования формальных выражений для объемов выпуска 
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Таким образом, окончательно 
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Из формул (4) и (8) имеем   ii qQca
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Из последних двух равенств получаем: 
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Ввиду того, что технически непросто получить в конечном 

виде аналитические оценки дополнительных ограничений на 

параметры t
i , обеспечивающих в общем случае сходимость 

процессов к положению равновесия, вывод необходимых и 

достаточных условий сходимости будем проводить для частного 

случая, когда  t
i  (при i = 1, …, n и t = 1, 2, …,). Тогда из (25) 

следует, что 
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Последнее равенство приводится к виду 
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Отсюда следует, что выполнение неравенства 1
1

1 



n

n
 

является необходимым и достаточным условием для того, чтобы 

разность равновесных представлений о предельных издержках 

любых двух агентов сходилась к разности их истинных издер-

жек независимо от начальных представлений. Очевидно, что 

указанное неравенство будет выполнено при γ  (0; 1]. 

Продолжим исследование вопросов сходимости для данно-

го частного случая. Обозначим  


n

i

t
i

t wW
1

 и .
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n

i icC  Из 

равенства, предшествующего равенству (25), получаем 
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Для сходимости совокупных равновесных представлений 

агентов к истинному значению их совокупных предельных 

издержек необходимо и достаточно, чтобы имело место нера-

венство .11  n  Это неравенство будет выполнено только 

при условии γ  (0; 2/n). 
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Сходимость wi
t
 → ci следует из сходимости суммы сходя-

щихся последовательностей, так как  

   

.)1( ii
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n
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Отметим также, что при невыполнении условия γ  (0; 2/n) 

имеем 11  n , и ряд W
t
 либо сходится к W

0
 (при 11  n ), 

либо расходится (при 11  n ). Любой из этих случаев означа-

ет, что равновесные представления агентов о предельных из-

держках конкурентов не сходятся к их истинным значениям. 

Таким образом, доказано следующее утверждение. 

Утверждение 1.  В модели рынка Курно при n > 1 для того, 

чтобы динамическая процедура уточнения представлений аген-

тов о предельных издержках конкурентов при равных значениях 

параметров  t
i  (i = 1, …, n;  t = 1, 2, …,) сходилась к истин-

ному положению равновесия Курно–Нэша независимо от 

начальных представлений, необходимо и достаточно выполне-

ние условия γ  (0; 2/n). 

В соответствующем иллюстративном примере данное усло-

вие утверждения 1 было выполнено, так как полагали n = 2 и 

γi
t
 ≡ 0,5. Из доказанного утверждения следует, что при n = 2 

процедура будет сходиться для любых равных значений 

γ  (0, 1), что также было проверено в экспериментах.  

5.2. МОДЕЛЬ РЫНКА КУРНО С АГЕНТОМ ШТАКЕЛЬБЕРГА 

Аналогичный анализ проведем и для этой модели конку-

рентного рынка. 

На рынке присутствуют агенты с разными принципами по-

ведения, что определяет отличие процедур уточнения представ-

лений агентов и анализа условий их сходимости. 

При i = 2, …, n имеем следующие преобразования фор-

мальных выражений для объемов выпуска агентов Курно (с 

учетом равновесных (wj
t
) и неравновесных (сij

t
) их представле-

ний о предельных издержках конкурентов: 
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Из последнего равенства получаем 

(30)     .
2

12 1111 t
ii

t
i

t
jj

t
j

t
i

t
j

t
i

t
j wcwc

n

n
wwww 


    

Далее также рассмотрим частный случай, когда  t
i  для 

i = 2, …, n и t = 1, 2, …, . Тогда следует, что 
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Отсюда следует, что выполнение неравенства 1
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яв-

ляется необходимым и достаточным условием для того, чтобы 

разность равновесных представлений о предельных издержках 

любых двух агентов сходилась к разности их истинных издер-

жек независимо от начальных представлений. Очевидно, что 

указанное неравенство будет выполнено при γ  (0; 1]. 

Из формулы (29) после суммирования по индексу 

i = 2, …, n получаем 
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Продолжим исследование вопросов сходимости для частно-

го случая, когда  t
i  (i = 2, …, n;  t = 1, 2, …,). Тогда из 
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Для сходимости совокупных равновесных представлений 

агентов Курно к истинному значению их совокупных предель-

ных издержек необходимо и достаточно, чтобы имело место 

неравенство .1
2

12
1 


 

n
 Это неравенство будет выполнено 

при γ  (0; 4/(2n – 1)). 

Сходимость wi
t
 → ci при i = 2, …, n следует из сходимости 

суммы сходящихся последовательностей, так как 
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Теперь покажем сходимость w1
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Но W-1
t
 → C-1, поэтому Q

t
 → Q. 

Для первого агента из (4) и (15) имеем формулу 

.
)1()1(

1111

b

a

kb

w

n

q
Q

kb

c

n

q
Q

tt
t 





  

Из нее следует .
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  Поэтому w1

t
 → c1, что и 

требовалось доказать. 

При невыполнении условия γ  (0; 4/(2n – 1)) будем иметь 

неравенство 1
2

12
1 


 

n
, и равновесные представления аген-

тов Курно о предельных издержках конкурентов не могут схо-

диться к их истинным значениям, так как ряд W-1
t
 либо сходится 
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Таким образом, было доказано следующее утверждение. 

Утверждение 2.  В модели рынка Курно с агентом Шта-

кельберга при n > 2 для того, чтобы динамическая процедура 

уточнения представлений агентов о предельных издержках 

конкурентов при равных значениях параметров  t
i  

(i = 2, …, n;  t = 1, 2, …,) сходилась к истинному положению 

равновесия Штакельберга независимо от начальных представ-

лений, необходимо и достаточно выполнение условия 

γ  (0; 4/(2n – 1)).  

Примечание:  при n = 2 необходимое и достаточное усло-

вие, очевидным образом, принимает вид γ  (0; 1]. 

В соответствующем иллюстративном примере данное усло-

вие было выполнено, так как полагали n = 2 и γi
t
 ≡ 0,5. Числен-

ные эксперименты на модели рынка при n > 2 и различных 

равных значениях параметра γ подтвердили справедливость 

данного утверждения для сходимости процедуры. 

6. Заключение 

В статье рассматриваются теоретические основы возмож-

ности и целесообразности применения моделей теории игр и 

теории коллективного поведения для исследования процессов 

достижения равновесия рациональными агентами на конкурент-

ном рынке в условиях неполной информированности и отсут-

ствия общего знания. 

В классе линейных функций спроса и затрат агентов рас-

смотрены две модели поведения на рынке: 1) все агенты дей-

ствуют по Курно;  2) первый агент действует по Штакельбергу, 

остальные – по Курно. 

В этих моделях действия агентов существенным образом 

зависят от взаимных представлений агентов относительно за-

трат других агентов. Показано, что агенты, априори не распола-
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гая соответствующей достоверной информацией о предельных 

издержках конкурентов, могут, наблюдая выбираемые агентами 

действия, при повторении игры прийти к положению равнове-

сию с истинными значениями предельных издержек агентов. 

Для этих моделей приведена единая динамическая проце-

дура уточнения представлений агентов о предельных издержках 

конкурентов, использующая подходы теории коллективного 

(группового) поведения. Приведены условия на параметры 

динамической процедуры c «равными» шагами, необходимые и 

достаточные для ее сходимости к положению равновесия с 

истинными значениями предельных издержек агентов. Обсуж-

дается выполнимость этих условий для каждой из моделей. 

Приведены иллюстративные численные примеры. 
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Abstract: The article presents a dynamic model of reflexive behavior 

which provides a unified approach to description of interactions of 

Cournot/Stackelberg agents in a competitive market in the absence 

of common knowledge. The approach based on game theory and the 

theory of collective behavior with incomplete information. The 

model is a conventional Cournout output competition with linear 

costs and the inverse demand function. Rational agents in the model 

have incorrect initial beliefs about marginal costs of their competi-

tors. We investigate two cases: (1) all agents act simultaneously and 

(2) first agent is a Stackelberg leader. We study repeated interac-

tions when the agents dynamically update their actions and beliefs 

based on observed actions of their competitors. A unified procedure 

of beliefs update is provided for both cases. Necessary and sufficient 

conditions for the convergence of dynamic processes to the equilib-

rium with true beliefs are obtained. The results are illustrated with 

numerical examples. 

 

Keywords: incomplete information, information equilibrium, 

collective behavior, Cournout competitive market, marginal 

costs, Stackelberg leader. 
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