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УДК 519.865 + 519.95 
ББК 22.165 

МАКСИМАЛЬНЫЙ ГАРАНТИРОВАННЫЙ 

РЕЗУЛЬТАТ В ИЕРАРХИЧЕСКИХ ИГРАХ 

Горелов М. А.
1
 

(Вычислительный центр им. А.А. Дородницына  

ФИЦ ИУ РАН, Москва) 
 

Обсуждается новый метод исследования иерархических игр. 

Вычисляется максимальный гарантированный результат 

игрока верхнего уровня в иерархической игре двух лиц. Анализи-

руется устойчивость этой задачи по отношению к изменени-

ям функции выигрыша второго игрока. 

 

Ключевые слова: информационная теория иерархических 

систем, иерархические игры, максимальный гарантирован-

ный результат. 

1. Введение 

В данной статье обсуждается новый метод исследования 

иерархических игр. Он уже показал свою эффективность при 

исследовании нескольких трудных задач [6–13]. Но именно 

потому, что исследовались сложные модели, простые основные 

идеи метода «обрастали» сложными техническими деталями. 

Ниже делается попытка продемонстрировать метод на простой 

задаче, но более подробно. Метод основан на альтернативном 

способе определения максимального гарантированного резуль-

тата. 

Традиционное определение максимального гарантирован-

ного результата было, видимо, впервые дано Ю.Б. Гермейе-

ром [3] и затем многократно использовалось в теории иерархи-

                                           

1
 Михаил Александрович Горелов, кандидат физико-математических 

наук (griefer@ccas.ru). 
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ческих игр [4–5], теории активных систем [1–2], теории кон-

трактов [15–16]. 

Для вычисления максимального гарантированного резуль-

тата в играх со сложными информационными обменами 

Ю.Б. Гермейером был предложен метод, основанный на угады-

вании структуры оптимальных решений. Этот метод оказался 

весьма плодотворным, но почему-то плохо воспринимается 

представителями других научных школ. 

Новое определение позволяет решать аналогичные задачи, 

используя, главным образом, тождественные преобразования 

формул исчисления предикатов. Возможно, для кого-то такой 

подход будет более понятным. И, как показывает опыт, в неко-

торых задачах, где угадать структуру решения трудно, этот 

метод оказывается работоспособным. 

Статья построена следующим образом. В разделе 2 приво-

дятся два определения максимального гарантированного ре-

зультата и обсуждается связь между ними. В разделе 3 новый 

метод демонстрируется на примере классической задачи вычис-

ления максимального гарантированного результата в игре 2. 

Следующий раздел посвящен неформальному обсуждению 

некоторых особенностей метода и полученных результатов. 

В пятом разделе показано, как модифицируется новое опреде-

ление и, соответственно, метод для игр с доброжелательным 

или ограниченно рациональным вторым игроком. Последний 

раздел посвящен демонстрации того, что новое определение 

удобно и для исследования устойчивости задачи вычисления 

максимального гарантированного результата по отношению к 

изменениям параметров игры. 

2. Определения  

Рассмотрим конфликт, в котором принимают участие два 

игрока. Первый из них выбирает свои управления (стратегии) из 

множества U, второй – из множества V. Интересы первого 

игрока описываются стремлением к максимизации функции g, 

отображающей декартово произведение U  V в множество 

действительных чисел R. Второй игрок стремится максимизи-
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ровать значение функции h: U  V  R. Таким образом задается 

игра  = U, V, g, h. 

Результат, полученный в данной ситуации каждым из 

участников конфликта, зависит не только от его выбора, но и от 

выбора его партнера. Этот выбор, вообще говоря, может быть 

неизвестен рассматриваемому игроку в момент принятия реше-

ний. Поэтому, чтобы получить замкнутую модель конфликта, 

нужно задать отношение игроков к такого рода неопределенно-

сти. Традиционно это делается заданием принципа оптимально-

сти. В данной статье в качестве такового будет использоваться 

принцип максимального гарантированного результата. Класси-

ческое определение, идущее от Ю.Б. Гермейера, выглядит 

следующим образом. 

Определение 1.  Множество рациональных ответов вто-

рого игрока на стратегию u  U первого определяется равен-

ством  

(1)  ( ) : ( , ) max ( , )
w V

BR u v V h u v h u w


   , 

если максимум в этой формуле достигается, и формулой 

(2)  ( ) : ( , ) sup ( , )
w V

BR u v V h u v h u w 


     

в противном случае (здесь  – заранее заданное положительное 

число). Максимальный гарантированный результат первого 

игрока в игре  равен 

 
( )

( ) sup inf ( , )
v BR uu U

R g u v





  . 

Содержательный смысл этих конструкций таков. Предпола-

гается, что игрок номер 1 первым выбирает свою стратегию 

u  U и этот выбор становится известным его партнеру. В этом 

случае результат второго игрока уже зависит только от его 

собственного выбора. А поскольку его цель состоит в максими-

зации функции h, естественно предположить, что он выберет 

стратегию из множества, определенного формулой (1). Пробле-

ма возникает в том случае, когда это множество оказывается 

пустым из-за того, что максимум не достигается. В этом случае 

нужна «заплатка». Довольно естественно использовать в таком 
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качестве формулу (2). Зная функцию выигрыша партнера, пер-

вый игрок может просчитать такую логику его действий. По-

этому игрок 1 может рассчитывать на получение выигрыша, не 

меньшего 
( )

inf ( , )
v BR u

g u v


 в случае выбора стратегии u. А при 

оптимальных действиях он может получить выигрыш, сколь 

угодно близкий к R(). 

Дадим альтернативное определение максимального гаран-

тированного результата. Теперь начнем с мотивации. 

Предположим, первый игрок выбрал свою стратегию u  U 

и этот выбор стал известен его партнеру. В таком случае второй 

игрок может разделить все множество своих стратегий на две 

части: выгодные стратегии и невыгодные. Вполне естественно 

предположить, что это разделение производится с помощью 

некоторого порогового значения  его функции выигрыша: 

стратегии, для которых выигрыш больше или равен этому поро-

говому значению, являются выгодными, а все прочие – невы-

годными. При такой логике поведения партнера первый игрок 

может рассчитывать на гарантированное получение выигры-

ша , если для любой выгодной стратегии v второго игрока 

выполняется неравенство g(u, v) ≥ . В данном случае не пред-

полагается возможности отказа второго игрока от игры, поэтому 

множество его выгодных стратегий при любой стратегии u 

должно быть непустым. 

Таким образом, приходим к следующему определению. 

Определение 2.  Число  называется гарантированным ре-

зультатом первого игрока в игре , если существуют такие 

стратегия u  U и число , что выполняются условия 

1.  Существует стратегия w  V, для которой h(u, w) ≥ . 

2.  Для любой стратегии v  V либо g(u, v) ≥ ; либо 

h(u, v) < . 

Точная верхняя грань R() гарантированных результатов 

называется максимальным гарантированным результатом 

первого игрока в игре . 

Естественно возникает вопрос о соотношении этих двух 

определений. Начнем со следующего простого результата. 
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Лемма 1.  Для любой игры  и любого числа  > 0 справед-

ливо неравенство R() ≥ R(). 

Доказательство.  Достаточно доказать, что любое число 

 < R() является гарантированным результатом в смысле 

определения 2. Если последнее неравенство выполнено, то 

существует стратегия u  U, для которой 
( )

inf ( , )
v BR u

g u v





 . 

Фиксируем одну из таких стратегий. 

Если эта стратегия такова, что максимум max ( , )
w V

h u w


 до-

стигается, то положим max ( , )
w V

h u w


 . При таком выборе мно-

жество тех стратегий v, для которых h(u, w) ≥ , будет непу-

стым. Следовательно, пункт 1 определения 2 выполнен. Далее, 

если v  BR(u), то 
( )

( , ) inf ( , )
v BR u

g u v g u v





  . А в противном 

случае h(u, w) < , т.е. выполняется и второй пункт определе-

ния 2. 

Если для стратегии u максимум max ( , )
w V

h u w


 не достигается, 

то положим sup ( , )
w V

h u w 


  . Тогда для любого w  BR(u) 

неравенство h(u, w) ≥  будет справедливым, поэтому пункт 1 

определения 2 выполнен. И вновь, если v  BR(u), то 

( )
( , ) inf ( , )

v BR u
g u v g u v 


  , а если v  BR(u), то h(u, w) < , зна-

чит, выполнен и пункт 2. 

Лемма доказана. 

Равенство R() = R(), вообще говоря, неверно, как пока-

зывает следующий пример. 

Пример 1. Пусть U = [0, 1], V = (0, 1), g(u,v) = h(u, v) = u – v. 

Для любой стратегии u максимум max ( , )
w V

h u w


 не достигает-

ся, поэтому BR(u) = (0,]. Следовательно, 
( )

inf ( , )
v BR u

g u v u





   и 

R() = 1 – . 

С другой стороны, при любом  < 1, u = 1 и  =   множе-

ство {v  V: h(u, v) ≥ } не пусто, а при совпадающих интересах 

игроков и  =   условие 2 определения 2 выполняется автома-
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тически. Значит, любое  < 1 является гарантированным резуль-

татом и R() = 1. 

В приведенном примере результаты R() и R() мало от-

личаются при небольших значениях . Этот факт имеет общую 

природу, как показывает следующее утверждение. 

Лемма 2.  Для любой игры  справедливо равенство  

 
0

( ) lim ( )R R
 

   . 

Доказательство.  Из леммы 1 немедленно следует нера-

венство 
0

( ) lim ( )R R
 

   . Чтобы доказать обратное неравен-

ство, заметим, что множество BR(u) не может расшириться при 

уменьшении . Поэтому величина R() с уменьшением  может 

только возрасти. Следовательно, достаточно доказать, что для 

любого гарантированного (в смысле определения 2) результата 

  найдется такое значение , что R() ≥ . 

Итак, пусть  – гарантированный результат, а u  U, w  V 

и  – стратегии и число, существование которых предусмотрено 

определением 2. 

Если стратегия u такова, что максимум max ( , )
v V

h u v


 достига-

ется, то для любой стратегии v  BR(u) имеем 

 ( , ) max ( , ) ( , )
v V

h u v h u v h u w 


   , 

следовательно, g(u, v) ≥ . Значит, 
( )

inf ( , )
v BR u

g u v





 , и тем более 

R() ≥   (независимо от ). 

Если же max ( , )
v V

h u v


 не достигается, то sup ( , ) ( , )
v V

h u v h u w


 . 

Положим sup ( , ) ( , )
v V

h u v h u w


  . Тогда для любой стратегии 

v  BR(u) выполняются условия 

 ( , ) sup ( , ) ( , )
v V

h u v h u v h u w 


    . 

Поэтому 
( )

inf ( , )
v BR u

g u v





  и, следовательно, R() ≥ . 

Пример 1 указывает основную причину, по которой 

R() > R(). Это в свою очередь позволяет выделить важный 



 

Управление большими системами. Выпуск 67 

10 

класс «хороших
1
» игр, для которых верно равенство 

R() = R(). 

Определение 3.  Игру  назовем хорошей, если для любой 

стратегии   U найдется такая стратегия u  U, что 

 
( ) ( )

inf ( , ) inf ( , )
v BR u v BR

g u v g v
  


 

  

и максимум max ( , )
v V

h u v


 достигается. 

Хорошими являются, например, игры, у которых множе-

ства V наделены топологиями и компактны, и при любой фик-

сированной стратегии u функция (v) = h(u, v) непрерывна. Но 

на самом деле класс хороших игр гораздо шире. Об этом речь 

пойдет в следующем параграфе. Пока же констатируем следу-

ющий простой факт. 

Лемма 3.  Для любой хорошей игры  и любого  > 0 спра-

ведливо равенство R() = R(). 

Доказательство.  Фиксируем произвольное  > 0. Пусть  

 – произвольное число, меньшее R(), а стратегия  такова, 

что 
( )

inf ( , )
v BR

g v
 

 


 . Фиксируем стратегию u, существование 

которой предусмотрено определением 3. Тогда 
( )

inf ( , )
v BR u

g u v





 . 

Но стратегия u выбрана так, что BR(u) = BR(u). Следовательно, 

( )
inf ( , )

v BR u
g u v






 , а тогда R() ≥ . Так как  произвольно, полу-

чим неравенство R() ≥ R(). Значит, 
0

( ) lim ( )R R 
 

   . Из 

этого неравенства и леммы 2 следует, что R()  R(). А в силу 

леммы 1 R() ≥ R(), что и доказывает нужное утверждение. 

Замечание 1.  Практически теми же рассуждениями можно 

доказать обратное неравенство 
0

( ) lim ( )R R 
 

    (это неравен-

ство можно получить и как непосредственное следствие 

                                           

1
 Возможно, более уместными были бы термины «регулярная» или 

«согласованная», но эти и похожие термины уже перегружены 

другими значениями. 
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лемм 1 и 2). Таким образом, для хороших игр результат R() от 

 на самом деле не зависит. 

3. Игра 2 

Теперь можно продемонстрировать новое определение в 

действии. Рассмотрим модификацию игры , в которой первый 

игрок до выбора своего управления получает достоверную 

информацию об управлении, выбранном партнером. Таким 

образом, он может выбрать сове управление u в зависимости от 

выбранного вторым игроком управления v, и стратегиями пер-

вого игрока становятся функции u*: V  U. Множество всех 

таких функций обозначим через U*. 

Получим новую игру * = U*, V, g*, h*, в которой функции 

выигрыша g* и h* определяются условиями g*(u*, v) = g(u*(v), v) и 

h*(u*, v) = h(u*(v), v) соответственно. Прежде всего отметим, что 

два определения максимального гарантированного результата в 

этой игре при стандартных предположениях совпадают. Это 

вытекает из следующего утверждения. 

Лемма 4.  Если множества U и V наделены топологиями и 

компактны, а функции g и h непрерывны на U  V, то игра * 

является хорошей. 

Доказательство.  Начнем с объяснения основной идеи до-

казательства. Если стратегия * такова, что верхняя грань 

* *sup ( , ) sup ( ( ), )
v V v V

h v h v v 
 

  достигается, то все очевидно. Это 

может быть не так, если функция *: V  U разрывна, и соот-

ветственно, разрывной в какой-то точке v0 будет функция 

(v) = h(*(v), v). Ее график будет выглядеть, например, как на 

рис. 1. Множество BR(*) на этом рисунке показано жирной 

линией. Если мы поменяем значение функции * так, чтобы этот 

график стал выглядеть как на рис. 2, то интересующая нас 

верхняя грань будет достигаться в одной точке v0, и, соответ-

ственно, из одной этой точки будет состоять множество рацио-

нальных ответов второго игрока на полученную стратегию. 

Точка v0 не принадлежит множеству BR(*), но принадлежит 
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его замыканию, а поэтому выигрыш первого игрока в этой точке 

будет достаточно большим. Формальные рассуждения могут 

выглядеть следующим образом. 

 

 

                        Рис. 1.                                     Рис. 2. 

Если стратегия * такова, что верхняя грань * *sup ( , )
v V

h v


 

достигается, то можно положить u* = *
 
 и утверждение будет 

доказано. 

В противном случае рассмотрим произвольную последова-

тельность v1, v2, …, для которой * * * *lim ( , ) sup ( , )k
k v V

h v h v 
 

 . 

Множество V компактно, следовательно, из этой последова-

тельности можно выделить сходящуюся подпоследователь-

ность. Поэтому, не ограничивая общности, можно считать, что 

сама эта последовательность сходится к точке v0. Поскольку 

верхняя грань * *sup ( , )
v V

h v


 не достигается, можно считать, что 

vk  v0 при k = 1, 2, … Последовательность *(v1), *(v2), … 

принадлежит компактному множеству U, значит, перейдя еще 

раз к подпоследовательности, можно добиться того, что и по-

следовательность *(v1), *(v2), … будет сходиться к некоторой 

точке u0. Определим функцию u* условием 

 
0 0

*

*

, если ,
( )

( ) в противном случае.

u v v
u v

v
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В силу непрерывности функции h 

 * * 0 * 0 0 0 0 *( , ) ( ( ), ) ( , ) lim ( ( ), )k k
k

h u v h u v v h u v h u v v


     

 * *lim ( ( ), ) sup ( ( ), )k k
k v V

h v v h v v 
 

  . 

А при v  v0 имеем 

 
* * * * *( , ) ( ( ), ) ( ( ), ) sup ( ( ), )

v V

h u v h u v v h v v h v v 


    

(поскольку верхняя грань * *sup ( , )
v V

h v


 не достигается). 

Поэтому верхняя грань 
* *sup ( , )

v V

h u v


 достигается в единственной 

точке v0 и, значит, BR(u*) = {v0}. 

Тогда в силу непрерывности функции g 

*
* * * 0 0 *

( )
inf ( , ) ( ( ), ) lim ( ( ), )k k

v BR u k
g u v g u v v g u v v

 
    

*lim ( ( ), )k k
k

g v v


 . 

Но поскольку верхняя грань * *sup ( , )
v V

h v


 не достигается и 

* * * *lim ( , ) sup ( , )k
k v V

h v h v 
 

 , для достаточно больших значений k 

имеем vk  BR(*). Следовательно, для этих значений k выпол-

няются неравенства 
*

* * *
( )

( ( ), ) inf ( , )
k

k k
v BR

g v v g v


 


  а, значит, 

верно неравенство 
*

* * *
( )

lim ( ( ), ) inf ( , )
k

k k
k v BR

g v v g v


 
 

 . Итак, 

* *
* * * *

( ) ( )
inf ( , ) inf ( , )

v BR u v BR
g u v g v

  


 
 . 

Лемма доказана. 

Теперь можно продемонстрировать эффективность нового 

определения. 

По определению число  является гарантированным резуль-

татом первого игрока в игре *, если 

(3) 
 

 
* * * *

* * * *

: ( , ) &

& ( , ) ( , ) .

u U w V h u w

v V g u v h u v

 

 

     

    
 

В этом условии фигурирует функциональное пространство 

U*. Ближайшая цель состоит в том, чтобы переформулировать 

это условие в терминах исходной игры . 



 

Управление большими системами. Выпуск 67 

14 

Условие (3) равносильно условию 

(4) 
 

 
* * * * * *

* * * *

: ( , ) & ( , ) &

& ( , ) ( , ) .

u U w V h u w g u w

v V g u v h u v

  

 

      

    
 

В самом деле, достаточность условия (4) для выполнения усло-

вия (3) очевидна. Необходимость следует из того, что для 

управления w, существование которого предусмотрена первой 

частью условия (3), в силу второй части того же условия должно 

выполняться неравенство h*(u*, w) ≥ . 
В условии (4) поменяем порядок кванторов существования 

 
 

 
* * * * * *

* * * *

: ( , ) & ( , ) &

& ( , ) ( , )

u U w V h u w g u w

v V g u v h u v

  

 

      

    
 

и перепишем его в виде 

(5) 
 

 
* * * * * *

* * * * * *

: ( , ) & ( , ) &

& ( , ) ( , )

U w V h w g w

U v V g v h v

     

    

      

      
 

(здесь важно «разделить» один квантор существования на два). 

Условие (5) равносильно условию (4). В самом деле, необ-

ходимость условия (5) для выполнения условия (4) очевидна. 

Для доказательства достаточности придется использовать функ-

циональную структуру множества U*. Если функции * и * 

удовлетворяют условию  

 
 

 
* * * * * *

* * * * * *

: ( , ) & ( , ) &

& ( , ) ( , ) ,

U w V h w g w

U v Vg v h v

    

    

     

      
 

то функция 

 
* * *

*

*

( ), если ( ( ), ) ,
( )

( ) в противном случае,

v g v v
u v

v

  




 


 

удовлетворяет условию 

 
 

 
* * * * * *

* * * *

: ( , ) & ( , ) &

& ( , ) ( , ) .

u U w V h u w g u w

v V g u v h u v

 

 

     

    
 

Теперь можно приступать к упрощению формулы (5). 

Условие 

 * * * * * *: ( , ) & ( , )U w V h w g w           
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или 

 
* * * *: ( ( ), ) & ( ( ), )U w V h w w g w w          , 

очевидно, эквивалентно условию 

 : ( , ) & ( , ) .U w V h w g w           

А условие 

 * * * * * *( , ) ( , )U v V g v h v            

или, что то же самое, 

 
* * * *( ( ), ) ( ( ), )U v V g v v h v v           , 

равносильно условию
1
 

 ( , ) ( , )v V U g v h v           . 

Таким образом, условие (5) может быть заменено условием 

 
 

 

: ( , ) & ( , ) &

& ( , ) ( , ) ,

U w V h w g w

v V U g v h v

     

    

      

      
 

или более простым условием 

(6) 
 

 

: ( , ) &

& ( , ) ( , ) .

U w V h w

v V U g v h v

   

    

     

      
 

Итак, справедливо следующее утверждение. 

Теорема 1.  Число  является гарантированным результа-

том в игре * тогда и только тогда, когда выполнено усло-

вие (6). 

Основная цель достигнута. Можно переписать полученный 

результат в более привычных терминах, заменив кванторы 

общности и существования операторами максимума и миниму-

ма. 

Теорема 2.  Пусть множества U и V наделены топология-

ми и компактны, а функции g и h непрерывны на U  V. Обозна-

чим 

                                           

1
 Это центральный момент доказательства теоремы 1. Именно здесь 

мы избавляемся от функционального пространства U*. Данный прием 

появился в теории игр, пожалуй, первым (еще до работ фон Неймана). 

Но до сих пор он эффективно работает. 
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  ( ) :max ( , )
u U

v V g u v 


    , 

  ( ) ( , ) : ( , )u v U V g u v      . 

Число  является максимальным гарантированным результа-

том в игре * тогда и только тогда, когда либо 

 
( , ) ( ) ( )

max ( , ) sup inf ( , )
u Uu v v

h u v h u v
   

 , 

либо 

 
( , ) ( ) ( )

max ( , ) sup inf ( , )
u Uu v v

h u v h u v
   

  

и верхняя грань в правой части этого равенства не достигает-

ся. 

Доказательство.  Докажем достаточность. Можно взять 

( , ) ( )
max ( , )

u v
h u v





  и в качестве  и w – одну из точек максимума 

в последней формуле. Тогда первая часть условия (6) будет 

выполнена. Кроме того, для v  () будем иметь inf ( , )
u U

h u v 


 , 

значит, найдется u, для которого h(u, v) < . А для v  () 

выполнено неравенство max ( , )
u U

g u v 


 , следовательно, найдется 

такое u, что g(u, v) ≥ . Таким образом, выполнена и вторая 

часть условия (6). 

Для доказательства необходимости заметим, что условие   

 ( , ) ( , )v V U g v h v            

выполнить тем легче, чем больше . Единственным препятстви-

ем для увеличения  является условие 

 : ( , )U w V h w       . 

Поэтому, не ограничивая общности, можно считать, что 

( , ) ( )
max ( , )

u v
h u v





 , а тогда заключение теоремы немедленно 

следует из условия (6). 

Впрочем, из теоремы 1 нетрудно получить и классическую 

формулу для максимального гарантированного результата в 

игре 2. Будем считать, что множества U и V наделены тополо-

гиями и компактны, а функции g и h непрерывны на U  V. 
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Пусть  – гарантированный результат. Фиксируем  так, 

чтобы выполнялось условие 

(7) 
 

 

: ( , ) & ( , ) &

& ( , ) ( , ) .

U w V h w g w

v V U g v h v

    

    

     

      
 

Как уже отмечалось, можно считать, что точки  и w выбраны 

так, что 
( , ) ( )

( , ) max ( , )
u v

h w h u v





 . А в таком случае, не ограничи-

вая общности, можно считать, что  = h(, w). Но в таком слу-

чае   L, где 

 maxmin ( , )
u Uv V

L h u v


 . 

В самом деле, для любого v  V найдется u  U, для которого 

h(u, v)   (для v  () это следует из второй части условия (7), 

а для остальных v из соглашения о выборе ). Но это и есть 

нужное утверждение. 

Если  = L, то для любого v из множества 

  :min ( , ) maxmin ( , )
u U u Uw V

E v V h u v h u w
 

    

и любого u  U выполнено неравенство h(u, v) ≥ , а потому в 

силу условия (7) для любого v  E должно существовать u  U, 

для которого g(u, v) ≥ , т.е.  не превосходит величины 

 minmax ( , )
v E u U

M g u v
 

 . 

Обратно, если   M, то  – гарантированный результат, по-

скольку для v  E найдется u  U, для которого g(u, v) ≥ M ≥ , а 

для v  E существует такое u  U, что h(u, v) < L = . 

Если же  > L, то автоматически выполняется условие 

 v  V u  U: h(u, v) < . 

Поэтому единственным ограничением на величину  будет 

условие 

   Uw  V: h(, w) ≥  & g(, w) ≥ . 

Следовательно, любое число , меньшее чем 

 
( , ) ( )

sup max ( , )
w DL

g w
 




 

где 

 D() = {(, w)  U  V: h(, w) ≥ }. 
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Но если обозначить 

 D = {(, w)  U  V: h(, w) > L}, 

то 

 
( , ) ( ) ( , )

sup max ( , ) sup ( , )
w DL w D

g w g w K
  

 
 

  . 

Таким образом, справедливо следующее утверждение. 

Теорема 3 (Ю.Б. Гермейер).  Если множества U и V наде-

лены топологиями и компактны, а функции g и h непрерывны на 

U  V, то R(*) = max{K, M}. 

4. Неформальное обсуждение полученных 

результатов 

Приведем еще несколько аргументов в пользу нового опре-

деления максимального гарантированного результата. 

Обычно исследование иерархической игры проводится в 

интересах игрока, обладающего правом первого хода. Таким 

образом, функция выигрыша второго игрока h отражает пред-

ставления оперирующей стороны о целях партнера. Максималь-

ный гарантированный результат в смысле определения 2 не 

меняется при любом монотонном преобразовании функции h, 

т.е. эта функция задает лишь порядок на множестве U  V, 

описывающий предпочтения второго игрока. Если пользоваться 

определением 1, то величина  вводит уже некоторую количе-

ственную меру на «шкале ценностей» второго игрока, т.е. в 

данном случае необходимо предполагать гораздо лучшую ин-

формированность оперирующей стороны о противнике. 

Попробуем выписать определение гарантированного ре-

зультата в смысле определения 1 «в кванторах». Число  являет-

ся гарантированным результатом тогда и только тогда, когда 

выполняется условие 

 u  U: {[v  V: w  V h(u, v) ≥ h(u, w)]   

  [v  V g(u, v) <   w  V: h(u, w) ≥ h(u, v)] &  

 & [v  V: w  V h(u, v) < h(u, w)]   

  [v  V g(u, v) <   w  V: h(u, w) > h(u, v) + ]}. 
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Эта формула гораздо сложнее формулы (3). Если измерять 

сложность формулы количеством использованных кванторов, то 

сложность увеличивается более чем вдвое. В значительной 

степени с этим и связана бо́льшая эффективность определения 2 

при исследовании сложных задач. 

Наконец, чисто эстетически «заплатка» в определении 

множества BR(u) выглядит не слишком привлекательно, а 

красота при построении теории – не последнее дело. 

Из леммы 3, в частности, следует, что если множество V 

конечно, то два определения максимального гарантированного 

результата совпадают. Предположение о бесконечности множе-

ства V – это, конечно же, идеализация. Но во многих случаях 

замена большого конечного множества континуумом бывает 

очень удобна. В этой связи стоит отметить следующее. Если два 

определения дают разные результаты, то выбор одного из них 

должен решаться в каждом случае на основе анализа моделиру-

емой системы. Но нужно понимать, что вопрос о предпочти-

тельности одного из определений, это вопрос о том, какое из 

определений лучше согласуется с идеализацией бесконечности. 

К этому добавим еще, что различие двух определений сви-

детельствует о том, что получившаяся задача не устойчива по 

отношению к аппроксимации конечными сетками. А потому 

постановка задачи требует существенного уточнения. 

Обратимся к анализу полученных результатов. 

Если  является гарантированным результатом в игре *, то 

анализ формулы (6) позволяет построить стратегию, гарантиру-

ющую получение такого результата. Для простоты
1
 предполо-

жим, что множества U и V наделены топологиями и компактны, 

а функции g и h непрерывны на U  V. 

Определим стратегии *u  и *u  условиями 

 *( ( ), ) max ( , )
w U

g u v v g w v


 ,  *( ( ), ) min ( , )

w U
h u v v h w v


  

(для любого v  V). Тогда непосредственно проверяется, что 

искомой является стратегия 

                                           

1
 В данном случае это действительно не принципиально. 
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 0 * *

*

*

( ), если ( ( ), ) ,
( )

( ) в противном случае.

u v g u v v
u v

u v

 



 
 


 

Стратегию 
*u  можно естественным образом интерпретиро-

вать как стратегию наказания второго игрока. Ее появление в 

структуре оптимальной стратегии естественным образом объяс-

няется наличием квантора общности в сочетании с неравен-

ством «<» в формуле (6). А они, в свою очередь, присутствуют 

уже в определении 2, т.е. появление «наказания» в данном 

случае немедленно вытекает из постановки задачи. 

Отметим, что такая структура оптимальной стратегии была 

изначально угадана Ю.Б. Гермейером. Справедливости ради 

отметим, что его стратегия была даже более «кровожадной», 

чем построенная только что. 

Наконец, отметим, что классическая теорема 3 и теорема 1 

предполагают два разных подхода к численному поиску макси-

мального гарантированного результата в игре *. Теорема 3 

предполагает вычисление относительно простого максимина L, 

решение оптимизационной задачи, и, самое главное, вычисле-

ние минимакса M со сложно определяемым множеством E. Если 

же исходить из теоремы 1, то нужно найти корень функции, для 

вычисления одного значения которой необходимо решить зада-

чу оптимизации и потом вычислить максимин на множестве 

U  V. Какой из подходов проще, наверное, зависит от конкрет-

ной задачи. Но наличие двух подходов само по себе приятно. 

Сказанное в предыдущем абзаце даже в еще большей сте-

пени относится к вычислению максимального гарантированного 

результата в игре , не наделенной дополнительной структурой 

информационного расширения. 

5. Другие определения 

Часто рассматривают игры с доброжелательным вторым 

игроком, т.е. считают, что, принимая свое решение, второй 

игрок стремится максимизировать собственный выигрыш, а 

если вариантов получить максимальный выигрыш несколько, то 

будет выбран тот, который более выгоден первому игроку. 
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Классическое определение максимального гарантированного 

результата в этом случае дает величину 

(8) 
( )

( ) sup sup ( , )
u U v BR u

R g u v
 

   , 

где множество BR(u) задается условием 

(9)  ( ) : ( , ) max ( , )
w V

BR u v V h u v h u w


   . 

Во многих случаях предположение о доброжелательности 

упрощает рассматриваемую задачу, но есть и подводные камни. 

Во-первых, предположение о доброжелательности – это 

дополнительная гипотеза, которую на практике проверить 

достаточно сложно. Поэтому ее широкое применение за преде-

лами чисто академических исследований вызывает вопросы. 

Подробнее обсуждать эту проблему вряд ли стоит. 

Во-вторых, вновь возникает вопрос: а что делать, если мак-

симум в формуле (9) не достигается? И в данном случае, как ни 

странно, проблема оказывается более острой, чем в рассмотрен-

ном выше. Дело в следующем. Из рассуждений двух предыду-

щих параграфов видно, что при отсутствии гипотезы о добро-

желательности в большинстве интересных игр среди 

оптимальных стратегий первого игрока непременно найдется 

такая, что максимум в формуле (1) достигается. Поэтому «за-

платка», даваемая формулой (2), делает постановку задачи 

логически корректной, но ничего не меняет по существу. В 

предположении доброжелательности второго игрока это не так. 

Если мы дополним определение аналогичным образом, то в 

такой модели первому игроку будет выгодно выбирать страте-

гию, так, чтобы максимум в формуле (9) не достигался. В этом 

случае максимальный гарантированный результат будет суще-

ственно зависеть от «порога чувствительности» второго игрока, 

что приведет к усложнению решаемой задачи и т.д. 

Альтернативный вариант определения снимает вторую из 

указанных проблем. Выглядит он так. 

Определение 4.  Число  называется гарантированным ре-

зультатом первого игрока в игре  с доброжелательным вто-

рым игроком, если существуют такие стратегия u  U и число 

, что выполняются условия 
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1.  Существует стратегия w  V, для которой h(u, w) ≥  и 

g(u,v) ≥  . 

2.  Для любой стратегии v  V либо g(u, v) ≥ ; либо 

h(u, v)  . 

Точная верхняя грань R() гарантированных результатов 

называется максимальным гарантированным результатом 

первого игрока в игре  с доброжелательным вторым игроком. 

Если игра такова, что при любой стратегии u максимум в 

формуле (9) достигается, то формула (8) дает выражение для 

максимального гарантированного результата в смысле опреде-

ления 4. 

Определение 4 отличается от определения 2 лишь заменой 

знака «<» знаком «» в пункте 2. Поэтому и работать с новым 

определение можно практически так же. Например, аналоги 

теорем 1–3 выглядят следующим образом. 

Теорема 4.  Число  является гарантированным результа-

том в игре * тогда и только тогда, когда выполнено условие 

 
 

 

: ( , ) & ( , ) &

& ( , ) ( , ) .

U w V h w g w

v V U g v h v

     

    

      

      
 

Теорема 5.  Пусть множества U и V наделены топология-

ми и компактны, а функции g и h непрерывны на U  V. Обозна-

чим 

  ( ) :max ( , )
u U

v V g u v 


    , 

  ( ) ( , ) : ( , )u v U V g u v      . 

Число  является максимальным гарантированным результа-

том в игре * тогда и только тогда, когда 

 
( , ) ( ) ( )

max ( , ) sup inf ( , )
u Uu v v

h u v h u v
   

 . 

Теорема 6.  Если множества U и V наделены топологиями 

и компактны, а функции g и h непрерывны на U  V, то макси-

мальный гарантированный результат первого игрока в игре  с 

доброжелательным вторым игроком равен 

 
( , )
max ( , )
u v D

g u v


, 
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где 

D = {(,w)  U  V: h(,w) ≥ L}, 

 maxmin ( , )
u Uv V

L h u v


 . 

Доказательство теоремы 4 практически дословно повторяет 

доказательство теоремы 1. Доказательства теорем 5 и 6 следуют 

схемам доказательства теорем 2 и 3 соответственно, с некото-

рыми упрощениями. 

Еще один вариант модели возникает, когда предполагают 

второго игрока ограниченно рациональным, т.е. считают, что он 

может пойти на небольшие потери своего выигрыша, не считая 

их принципиальными. По-видимому, во многих случаях такое 

предположение даже лучше описывает реальность, чем предпо-

ложение абсолютной рациональности, сделанное в параграфе 2. 

Классический вариант определения в этом случае выглядит 

следующим образом. 

Определение 5.  Максимальный гарантированный резуль-

тат первого игрока в игре с ограниченно рациональным игро-

ком нижнего уровня равен 

 
( )

( ) sup inf ( , )
v BR uu U

R g u v






  , 

где множество рациональных ответов второго игрока определя-

ется равенством 

  ( ) : ( , ) sup ( , )
w V

BR u v V h u v h u w 


    , 

а  – заданное положительное число. 

Альтернативное определение может быть сформулировано 

следующим образом. 

Определение 6.  Число  называется гарантированным ре-

зультатом первого игрока в игре в игре с ограниченно рацио-

нальным игроком нижнего уровня , если существуют такие 

стратегия u  U и число , что выполняются условия 

1.  Существует стратегия w  V, для которой h(u, w) ≥ ; 

2.  Для любой стратегии v  V либо g(u, v) ≥ ; либо 

h(u, v) <  – . 

Точная верхняя грань R

() гарантированных результатов 

называется максимальным гарантированным результатом 
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первого игрока в игре в игре с ограниченно рациональным игро-

ком нижнего уровня. 

В данном случае эти два определяют одно и то же число 

R

() для произвольной игры . Доказательство в целом повто-

ряет доказательства лемм 1 и 3. 

Аналогами теорем 1–2 являются следующие утверждения. 

Теорема 7.  Число  является гарантированным результа-

том в игре с ограниченно рациональным игроком нижнего 

уровня * тогда и только тогда, когда выполнено условие  

 
 

 

: ( , ) &

& ( , ) ( , ) .

U w V h w

v V U g v h v

   

     

     

       
 

Теорема 8.  Пусть множества U и V наделены топология-

ми и компактны, а функции g и h непрерывны на U  V. Обозна-

чим 

  ( ) :max ( , )
u U

v V g u v 


    , 

  ( ) ( , ) : ( , )u v U V g u v      . 

Число  является максимальным гарантированным результа-

том в игре с ограниченно рациональным игроком нижнего 

уровня * тогда и только тогда, когда либо 

 
( , ) ( ) ( )

max ( , ) sup inf ( , )
u Uu v v

h u v h u v
 


 

  , 

либо 

 
( , ) ( ) ( )

max ( , ) sup inf ( , )
u Uu v v

h u v h u v
 


 

   

и верхняя грань в правой части этого равенства не достигает-

ся. 

Аналог теоремы 3 тоже может быть сформулирован [14], 

правда, выглядит он заметно сложнее. Поэтому в данном случае 

больше оснований предпочесть теорему 8 теореме из [14]. 

6. Устойчивость и регуляризация 

При исследовании любой модели встает вопрос об устой-

чивости решения задачи по отношению к изменениям парамет-

ров модели. В данном параграфе будет показано, как новое 
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определение максимального гарантированного результата рабо-

тает при анализе устойчивости по отношению к изменениям 

функции выигрыша второго игрока. Такой выбор постановки 

обусловлен, во-первых, тем, что такая задача нетривиальна, но и 

не приводит к слишком сложным формулам. Во-вторых, обычно 

исследование иерархических игр обычно производится в инте-

ресах игрока, обладающего правом первого хода. А в таком 

случае интересы партнера – это элемент модели, известный 

исследователю операции хуже всего. 

В общем случае задача вычисления максимального гаран-

тированного результата неустойчива, что показывает следую-

щий пример. 

Пример 2.  Рассмотрим игру  = U, V, g, h, в которой 

U = V = [0, 1],  g(u, v) = v,  h(u, v) = u. 

В этой игре второму игроку безразлично, какую стратегию 

выбрать. Поэтому в наихудшем для первого игрока случае он 

выберет v =0, следовательно, R() = 0. 

Рассмотрим «возмущенную» игру 

 = U, V, g, h


, где 

h

(u, v) = u + v. Если  > 0, то при любой стратегии v второму 

игроку выгодно выбирать v = 1, значит, R(

) = 1. 

Таким образом, при сколь угодно малом положительном  

разница между R() и R(

) остается большой. 

На самом деле, данный простой пример демонстрирует ти-

пичную причину появления неустойчивости в рассматриваемой 

задаче. 

Для постановки задачи в общем случае нужна мера близо-

сти игр с разными критериями второго игрока. Будем использо-

вать в качестве такой меры величину 

 
( , )

( , ) sup ( , ) ( , )
u v U V

h u v f u v
 

    , 

где  = U, V, g, h,  = U, V, g, f. 

Предположим, исследователю операции не известна «точ-

ная» модель , а известно лишь, что построенная им модель  

мало отличается от . Тогда возникает необходимость в полу-

чении оценки величины R() в терминах параметров модели . 
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Рассмотренные выше конструкции подсказывают нижнюю 

оценку. 

Лемма 5.  Если (,)  , то R
2

()  R(). 

Доказательство.  Пусть  – произвольное число, меньшее 

R
2

(). Фиксируем стратегию u и число , существование кото-

рых предусмотрено определением 6. Тогда  

 [w  V: f(u, w) ≥ ] & [v  V g(u, v) ≥    f(u, v) <  – 2]. 

В силу условия (, )   справедливы неравенства 

h(u, w) ≥ f(u, w) –  и h(u, v)  f(u, v) + . Поэтому выполняется 

условие 

 [w  V: h(u, w) ≥ ] & [v  V g(u, v) ≥    h(u, v) < ], 

где  =  – . 
Непосредственно в силу определения 2 отсюда следует, что 

 – гарантированный результат в игре  и, значит, R() ≥ . В 

силу произвольности  отсюда получается нужная оценка. Лем-

ма доказана.  

Полученная оценка является неулучшаемой. Чтобы избе-

жать излишних технических деталей, докажем это при некото-

ром дополнительном предположении. А именно, будем считать, 

что игра  такова, что множество 

 {(x, y) (u, v)  U  V : x = g(u, v), y = f(u, v)} 

компактно. 

Заметим, что если в игре  множества U и V наделены то-

пологиями и компактны, а функции g и f непрерывны на U  V, 

то и сама игра , и любое ее квазиинформационное расширение 

удовлетворяют сформулированному условию. 

Пусть число   является гарантированным результатом для 

любой игры , удовлетворяющей условию (, )  . Пока-

жем, что тогда   R
2

(). 

Итак, фиксируем число , удовлетворяющее сформулиро-

ванному условию. Пусть  ( ) ( , ) : ( , )u v U V g u v      и 

 0

( , ) ( )
max ( , )

u v
f u v





  

(максимум достигается в силу сделанного предположения об 

игре ). Рассмотрим игру  = U, V, g, h, в которой 
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0 0

0

min{ ( , ) , }, если ( , ) ,
( , )

max{ ( , ) , ) в противном случае.

f u v f u v
h u v

f u v

    

  

    
 

 
 

Очевидно, тогда (, )  . Поэтому   является гарантирован-

ным результатом в игре .  

Следовательно, найдутся стратегия u и число , для кото-

рых выполняется условие 

(10) [w  V: h(u, w) ≥ ] & [v  V g(u, v) ≥   h(u, v) < ]. 

В этой формуле должно быть   0
 – . В самом деле, если 

 > 0
 – , то h(u, w) ≥  > 0

 – , а тогда f(u, w) > 0
 и, в силу 

выбора числа 0
, имеем g(u, w) <  . Следовательно, условие 

g(u,w) ≥   h(u, w) <  неверно, что противоречит условию (10). 

Но тогда не ограничивая общности можно считать, что 

 = 0
 – . Действительно, при таком выборе  первая часть 

условия (10) выполняется в точке максимума функции f(u, v) на 

множестве (), а вторая часть условия (10) выполняется при 

этом значении , если она выполняется при каком-то значении 

  0
 – . 

Но при таком выборе  из условия (10) и способа построе-

ния функции h следует, что 

 [w  V: f(u, w) ≥ 0
] & [v  V g(u, v) ≥   f(u, v) < 0

 – 2]. 

Следовательно,   R
2

(), что и требовалось доказать. 

Эти результаты получены в самом общем виде. Если игра 

наделена какой-то дополнительной структурой, то и результат 

может быть детализирован. Например, если мы рассматриваем 

задачу вычисления максимального гарантированного результата 

в информационном расширении * игры , то лемма 5 в сочета-

нии с теоремой 7 или 8 дают «конечномерную» регуляризиру-

ющую оценку для R(*). При традиционном подходе соответ-

ствующую задачу приходилось решать отдельно. 

Верхняя регуляризирующая оценка, видимо, представляет 

меньший практический интерес. Но и она может быть получена 

аналогично нижней оценке. 

Пусть число R
*

() – точная верхняя грань чисел , для ко-

торых существуют такие стратегия u  U и число , что выпол-

няются условия 
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1.  Существует стратегия w  V, для которой h(u, w) ≥ ; 

2.  Для любой стратегии v  V либо g(u, v) ≥ ; либо 

h(u, v) <  + . 

Справедлива 

Лемма 6.  Если (, )  , то R
*2

() ≥ R(). 

Доказательство этой леммы мало отличается от доказатель-

ства леммы 5. 

Содержательную интерпретацию величины R
*

() приду-

мать не удается, но работать с ней можно так же, как с величи-

ной R

(). Например, для вычисления величины R

*
(*) можно 

доказать аналоги теорем 7 и 8, причем доказательства аналогов 

повторяют доказательства этих теорем практически дословно. 

Оценка леммы 6 тоже неулучшаема. Доказательство этого 

факта в целом следует доказательству неулучшаемости нижней 

оценки, но в данном случае удобно использовать следующую 

конструкцию: 

(11) 
( , ) , если ( , ) ,

( , )
( , ) в противном случае.

f u v g u v
h u v

f u v

 



 
 


 

Эта конструкция делает доказательство даже попроще. Но 

здесь есть одна тонкость. Рассматриваемые игры могут удовле-

творять некоторым топологическим условиям. Например, мно-

жества U и V могут быть наделены такими топологиями, что U и 

V компактны, а функции g и h непрерывны на U  V. Или игра 

является информационным расширением другой игры, которая 

обладает таким топологическим свойством. Конструкция фор-

мулы (11), очевидно, нарушает это свойство. Поэтому если 

такое топологическое свойство следует из природы моделируе-

мого конфликта, придется повозиться со «сглаживанием» фор-

мулы (11). Впрочем, эти детали выходят за рамки данной ста-

тьи. 

7. Заключение 

В настоящее время нет точного определения термина «тео-

рия иерархических игр». Но значительная часть результатов, 

традиционно относящихся к этой области науки, имеет следу-
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ющий вид. Имеется игра  и ее информационное расшире-

ние #. Тем или иным способом задается понятие оптимального 

решения игры #, а затем оно описывается в терминах более 

простой игры . Возникло понимание того, что соответствую-

щую часть теории можно рассматривать как прикладной раздел 

исчисления предикатов. Относительно решений типа равнове-

сия по Нэшу это стало ясно довольно давно [5]. Теперь стало 

понятно, что то же относится и к вычислению максимального 

гарантированного результата. 

Возможно, такой способ построения теории является более 

предпочтительным, чем традиционный. И уж во всяком случае 

наличие двух способов будет полезно. 
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MAXIMAL GUARANTEED RESULT IN HIERARCHICAL 

GAMES 
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Abstract: A new method of investigation of hierarchical two-player 

games is discussed. This method consists of solving games with 

complex information exchanges using, for the most part, identical 

transformation of predicate calculus formulas. We introduce the 

notion of maximal guaranteed result in a game, give two definitions 

and discuss the relationship between them. The new method is 

illustrated on a classical example for which a maximal guaranteed 

result of a high level player in hierarchical game of two players is 

calculated. Some particular cases are discussed. Stability of this 

problem according to variation of the payoff function of the second 

player is analyzed. We also demonstrate how the definition, and, 

accordingly, the method are modfied for a benevolent or a bounded-

rational second player. Also, we show that the new definiton is 

convenient for the investigation of stability of maximal guaranteed 

result calculation procedure with respect to the parameters of the 

game. 

 

Keywords: informational theory of hierarchical systems, hierar-

chical games, maximal guaranteed result. 
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УДК 519.715 + 681.514
ББК 22.1

АНИЗОТРОПИЙНЫЙ АНАЛИЗ В СЛУЧАЕ
НЕНУЛЕВЫХ НАЧАЛЬНЫХ УСЛОВИЙ1

Бойченко В. А.2

(ФГБУН Институт проблем управления
им. В.А. Трапезникова РАН, Москва )

Обычно анизотропийная теория управления изучает линейные
стохастические системы с нулевыми начальными условиями.
В данной работе объектом анизотропийного анализа являют-
ся линейные дискретные стационарные системы с ненулевыми
начальными условиями. В соответствии с основными постула-
тами анизотропийной теории в качестве критерия качества
используется обобщённый анизотропийный коэффициент усиле-
ния, который определяется как максимум обобщённого средне-
квадратичного коэффициента усиления системы с ненулевыми
начальными условиями и случайным входом, анизотропия кото-
рых не превышает заданного неотрицательного значения 𝑎.

Ключевые слова: анизотропийная теория управления, анизотро-
пийная норма, ℋ2-норма, ℋ∞-норма.

Введение

Хорошо известные ℋ2- и ℋ∞-теории построения оптималь-
ных регуляторов, минимизирующих влияние внешних возмуще-
ний на выход линейной стационарной системы, основаны на
использовании в качестве критериев качества ℋ2- и ℋ∞-норм
матричнозначных передаточных функций замкнутых систем. ℋ2-
теория предполагает, что на вход системы поступает случай-

1Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ, грант
№ 17-08-00185 A.

2Виктор Александрович Бойченко, научный сотрудник
(victor@ipu.ru).
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ный сигнал, являющийся гауссовским белым шумом. ℋ∞-теория
предполагает, что входное возмущение является квадратично
суммируемым сигналом.

В анизотропийной теории управления вводится понятие ани-
зотропийной нормы системы, которая является мерой чувстви-
тельности выхода системы к случайному входному сигналу с из-
вестным в определённом смысле отклонением от последователь-
ности, являющейся гауссовским белым шумом. Анизотропийная
норма системы является индуцированной нормой, предельными
случаями которой являются ℋ2- и ℋ∞-нормы, когда анизотропия
𝑎 входного сигнала 𝑎 → 0 и 𝑎 → ∞ соответственно.

Обычно в рамках анизотропийной теории управления рас-
сматриваются стохастические системы с нулевыми начальными
условиями. Нет никаких принципиальных препятствий для рас-
ширения стандартного анизотропийного анализа и включения в
рассмотрение систем с ненулевыми начальными условиями, чему
и посвящена данная работа.

1. Основополагающие концепции анизотропийного
анализа

Приведем основные определения и фундаментальные поня-
тия анизотропийного анализа — анизотропия случайного вектора,
средняя анизотропия стационарной эргодической последователь-
ности гауссовских случайных векторов, анизотропийная норма
линейной дискретной стационарной системы. Систематическое
изложение анизотропийного анализа робастного качества, пер-
воначально разработанного и представленного в [3, 10], можно
найти в [1, 2, 6, 9]3 .

1.1. АНИЗОТРОПИЯ СЛУЧАЙНОГО ВЕКТОРА
Обозначим через L𝑚

2 класс R𝑚-значных квадратично ин-
тегрируемых случайных векторов, распределённых абсолютно

3Список литературы содержит в основном работы научной школы
А.П. Курдюкова. Работы по анизотропийной теории вне этой школы
отсутствуют.
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непрерывно относительно 𝑚-мерной лебеговой меры mes𝑚.
Для любого вектора 𝑤 ∈ L𝑚

2 с плотностью распределения
вероятности 𝑓 : R𝑚 → R+ анизотропия A(𝑤) определяется
в [1, 8] как минимальное информационное уклонение Кульбака–
Лейблера D(𝑓‖𝑝𝑚,𝜆) распределения вектора 𝑤 от семейства гаус-
совских распределений 𝑝𝑚,𝜆 на R𝑚 с нулевым средним и скаляр-
ными ковариационными матрицами 𝜆𝐼𝑚:

(1) A(𝑤) = min
𝜆>0

D(𝑓‖𝑝𝑚,𝜆) =
𝑚

2
ln

(︂
2𝜋e

𝑚
E[|𝑤|2]

)︂
− h(𝑤),

здесь E[·] — математическое ожидание, h(𝑤) — дифференциаль-
ная энтропия вектора 𝑤 относительно mes𝑚 (см., например, [7]).
В [1] показано, что минимум в (1) по всевозможным 𝜆 > 0 до-
стигается при 𝜆 = E[|𝑤|2]/𝑚.

Обозначим через G𝑚(Σ) класс R𝑚-значных гауссовских слу-
чайных векторов 𝑤 с нулевым средним E[𝑤] = 0 и невырожден-
ной ковариационной матрицей cov(𝑤) = Σ. Соответствующая
плотность распределения вероятности имеет вид

𝑝(𝑤) = (2𝜋)−𝑚/2(det Σ)−1/2 exp

(︂
−1

2
‖𝑤‖2Σ−1

)︂
,

где ‖𝑥‖𝑄 =
√
𝑥T𝑄𝑥 — норма вектора 𝑥, индуцированная положи-

тельно определённой симметричной матрицей 𝑄.
Лемма 1 (см. [1]).
а) Анизотропия A(𝑤), определённая посредством (1), ин-

вариантна относительно вращений и гомотетий 𝑤, т.е.
A(𝜆𝑈𝑤) = A(𝑤) для любого 𝜆 ∈ R ∖ {0} и любой ортогональной
матрицы 𝑈 ∈ R𝑚×𝑚.

б) Для любой положительно определённой матрицы Σ ∈
R𝑚×𝑚

min {A(𝑤) : 𝑤 ∈ L𝑚
2 , E[𝑤𝑤T] = Σ} = −1

2
ln det

𝑚Σ

tr Σ
,

причём минимум достигается лишь на 𝑤 ∈ G𝑚(Σ).
в) Для любого 𝑤 ∈ L𝑚

2 выполняется A(𝑤) > 0, причём
A(𝑤) = 0 в том и только том случае, если 𝑤 ∈ G𝑚(𝜆𝐼𝑚) для
некоторого 𝜆 > 0.
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В силу утверждения a) этой леммы анизотропия A(𝑤) мо-
жет интерпретироваться как теоретико-энтропийная характери-
стика неинвариантности распределения случайного вектора 𝑤
относительно группы унитарных преобразований и характери-
зует собой неизотропность распределения случайного векто-
ра по направлению. Подобная интерпретация величины A(𝑤)
даёт содержательную физическую интерпретацию теоретико-
информационных критериев, возникающих в стохастических за-
дачах управления.

1.2. СРЕДНЯЯ АНИЗОТРОПИЯ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ
Пусть 𝑊 = {𝑤𝑘}−∞<𝑘<+∞ — стационарная последователь-

ность векторов 𝑤𝑘 ∈ L𝑚
2 , интерпретируемая как дискретный

случайный сигнал. Объединим элементы последовательности 𝑊,
принадлежащие временно́му интервалу [𝑠, 𝑡], в случайный вектор

𝑊𝑠:𝑡 =

⎡⎢⎣ 𝑤𝑠
...
𝑤𝑡

⎤⎥⎦ .

Будем предполагать, что 𝑊0:𝑁 распределен абсолютно непрерыв-
но для каждого 𝑁 > 0. Определим согласно [1] среднюю анизо-
тропию последовательности 𝑊 как среднюю интенсивность ани-
зотропии в единицу времени:

(2) A(𝑊 ) = lim
𝑁→+∞

A(𝑊0:𝑁−1)

𝑁
·

Пусть 𝑉 = {𝑣𝑘}−∞<𝑘<+∞ — последовательность независимых
случайных векторов 𝑣𝑘 ∈ G𝑚(𝐼𝑚), т.е. 𝑚-мерный гауссовский
белый шум. Предположим, что 𝑊 = 𝐺𝑉 производится из 𝑉
устойчивым формирующим фильтром с передаточной функцией
𝐺(𝑧) ∈ ℋ𝑚×𝑚

2 . Тогда спектральная плотность 𝑊 определяется
выражением
(3) 𝑆(𝜔) = ̂︀𝐺(𝜔) ̂︀𝐺*(𝜔), −𝜋 6 𝜔 < 𝜋,

где ̂︀𝐺(𝜔) = lim𝑟→1−𝐺(𝑟e𝑖𝜔) — граничное круговое значение пе-
редаточной функции 𝐺(𝑧). В [9] показано, что средняя анизотро-
пия (2) вычисляется в терминах спектральной плотности (3) и
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ℋ2-нормы формирующего фильтра 𝐺 по формуле

(4) A(𝑊 ) = − 1

4𝜋

𝜋∫︁
−𝜋

ln det
𝑚𝑆(𝜔)

‖𝐺‖22
𝑑𝜔.

Функционал средней анизотропии (4) всегда неотрицателен. Он
принимает конечные значения, если формирующий фильтр 𝐺
имеет полный ранг, в противном случае A(𝐺) = +∞ (см. [9, 10]).
Равенство A(𝐺) = 0 выполняется тогда и только тогда, когда
формирующий фильтр 𝐺 является системой полного пропуска-
ния (фазовращающей системой) с точностью до ненулевого по-
стоянного множителя. В этом случае спектральная плотность (3)
имеет вид 𝑆(𝜔) = 𝜆𝐼𝑚, −𝜋 6 𝜔 < 𝜋, для некоторого 𝜆 > 0, так
что 𝑊 представляет собой гауссовский белый шум с нулевым
средним и скалярной ковариационной матрицей.

Для вычисления средней анизотропии помимо формулы (4),
использующей функцию спектральной плотности 𝑆, можно ис-
пользовать формулу типа Колмогорова–Сегё, которая выражает
среднюю анизотропию в терминах вторых стохастических мо-
ментов, т.е. в терминах ковариационных матриц.

Пусть 𝑊 = 𝐺𝑉 — стационарная гауссовская последователь-
ность, созданная формирующим фильтром 𝐺 ∈ ℋ𝑚×𝑚

2 . Введем
последовательность предсказателей ̂︁𝑊 = { ̂︀𝑤𝑘}−∞<𝑘<+∞ и по-
следовательность ошибок предсказания ̃︁𝑊 = { ̃︀𝑤𝑘}−∞<𝑘<+∞:
(5) ̂︀𝑤𝑘 = E[𝑤𝑘|{𝑤𝑗}𝑗<𝑘], ̃︀𝑤𝑘 = 𝑤𝑘 − ̂︀𝑤𝑘,

где E[·|·] – условное математическое ожидание. Так как
при известных {𝑤𝑗}𝑗<𝑘 условное математическое ожидание
E[ ̃︀𝑤𝑘|{𝑤𝑗}𝑗<𝑘] равно нулю:

E[ ̃︀𝑤𝑘|{𝑤𝑗}𝑗<𝑘] = E[𝑤𝑘|{𝑤𝑗}𝑗<𝑘] − ̂︀𝑤𝑘|𝑘−1 = 0,

то последовательность { ̃︀𝑤𝑘} является последовательностью гаус-
совских векторов с нулевым математическим ожиданием и, в об-
щем случае, c не единичной ковариационной матрицей.

Лемма 2 (см. [2, c. 36]). Средняя анизотропия (4) последо-
вательности 𝑊 = 𝐺𝑉 , сгенерированной фильтром 𝐺 ∈ ℋ𝑚×𝑚

2
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максимального ранга, выражается в терминах моментов вто-
рого порядка 𝑊 и ̃︁𝑊 следующим образом:

(6) A(𝑊 ) = −1

2
ln det

(︂
𝑚E[ ̃︀𝑤0 ̃︀𝑤T

0 ]

E [|𝑤0|2]

)︂
.

В силу матричного тождества

E[ ̃︀𝑤0 ̃︀𝑤T
0 ] =

(︀
E[𝑤0𝑤

T
0 ]E−1[ ̃︀𝑤0 ̃︀𝑤T

0 ]
)︀−1

E[𝑤0𝑤
T
0 ],

среднюю анизотропию (6) можно представить в виде суммы вре-
менно́й A𝑡(𝑊 ) и пространственной A𝑠(𝑊 ) компонент:
(7) A(𝑊 ) = A𝑡(𝑊 ) + A𝑠(𝑊 ),

где

A𝑡(𝑊 ) =
1

2
ln det

(︁
E[𝑤0𝑤

T
0 ] (E[ ̃︀𝑤0 ̃︀𝑤T

0 ])−1
)︁
,

A𝑠(𝑊 ) = −1

2
ln det

(︂
𝑚E[𝑤0𝑤

T
0 ]

E [|𝑤0|2]

)︂
.

Пространственная составляющая A𝑠(𝑊 ) средней анизотропии
не зависит от предыстории {𝑤𝑗}𝑗<0, совпадает со значением ани-
зотропии A(𝑤0) вектора 𝑤0 и характеризует собой неравномер-
ность распределения случайного вектора по компонентам в се-
чении случайной стационарной последовательности 𝑊 . Следует
отметить, что для скалярных сигналов величина A𝑠(𝑊 ) тожде-
ственно равна нулю и представляет интерес только при размер-
ности входного сигнала 𝑚 > 1.

Временна́я составляющая A𝑡(𝑊 ) средней анизотропии ин-
вариантна относительно невырожденного преобразования коор-
динат в R𝑚, т.е. A𝑡(𝑊 ) = A𝑡(𝑇𝑊 ) для любой невырожденной
матрицы 𝑇 ∈ R𝑚×𝑚. Благодаря вероятностной структуре по-
следовательностей, образуемых векторами (5), временно́й член
A𝑡(𝑊 ) совпадает с количеством информации I о векторе 𝑤0,
удержанной в части истории {𝑤𝑗}𝑗<0:

A𝑡(𝐺) = I(𝑤0, {𝑤𝑗}𝑗<0)

и, следовательно, характеризует собой «предсказуемость» вход-
ного сигнала.
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1.3. АНИЗОТРОПИЙНАЯ НОРМА МАТРИЦЫ
Пусть 𝐹 ∈ R𝑝×𝑚 — произвольная фиксированная матрица.

Интерпретируя её как линейный оператор со случайным входом
𝑤 ∈ L𝑚

2 , определим среднеквадратичный коэффициент усиления
оператора 𝐹 следующим образом (см. [1]):

(8) Q(𝐹,𝑤) =

√︃
E|𝐹𝑤|2
E|𝑤|2

.

Для любого фиксированного 𝑤 ∈ L𝑚
2 функция Q( · , 𝑤) задаёт

индуцированную норму на R𝑝×𝑚. Если, помимо квадратичной
интегрируемости 𝑤, множество входов ничем не ограничено, то
величина Q(𝐹,𝑤) может быть выбрана сколь угодно близкой к
наибольшему сингулярному значению ‖𝐹‖∞ матрицы 𝐹 .

Допустим теперь, что множество входных векторов 𝑤 огра-
ничено условием A(𝑤) 6 𝑎, где 𝑎 > 0 — заданный параметр.
Например, если 𝑎 = 0, то в силу утверждения в) леммы 1 мно-
жество входов будет состоять только из гауссовских случайных
векторов 𝑤𝑎=0 ∈

⋃︀
𝜆>0G𝑚(𝜆𝐼𝑚) с нулевым средним и скалярны-

ми ковариационными матрицами 𝜆𝐼𝑚. Для любого такого 𝑤𝑎=0

прямым вычислением получим:

Q(𝐹,𝑤𝑎=0) =
1√
𝑚
‖𝐹‖2,

где ‖𝐹‖2 =
√︀

tr(𝐹T𝐹 ) — фробениусова норма матрицы 𝐹 .
В случае произвольного 𝑎 > 0 определим 𝑎-анизотропийную

норму матрицы 𝐹 таким образом (см. [1]):
(9) |||𝐹 |||𝑎 = sup {Q(𝐹,𝑤) : 𝑤 ∈ L𝑚

2 , A(𝑤) 6 𝑎} .
В [4, 10] показано, что 𝑎-анизотропийная норма любой фик-

сированной матрицы 𝐹 ∈ R𝑝×𝑚 является неубывающей функци-
ей средней анизотропии 𝑎 и удовлетворяет соотношениям:

(10)
1√
𝑚
‖𝐹‖2 = |||𝐹 |||0 6 |||𝐹 |||𝑎 6 lim

𝑎→+∞
|||𝐹 |||𝑎 = ‖𝐹‖∞.

Таким образом, ℋ2- и ℋ∞-нормы являются предельными случа-
ями 𝑎-анизотропийной нормы при 𝑎 → 0 и 𝑎 → +∞ соответ-
ственно.
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2. Основные результаты

Рассмотрим объект, который описывается линейной дискрет-
ной стационарной системой с ненулевыми начальными условия-
ми:

(11)

{︃
𝑥𝑘+1 = 𝐴𝑥𝑘 + 𝐵𝑤𝑘, 𝑥0 ̸= 0,

𝑧𝑘 = 𝐶 𝑥𝑘 + 𝐷𝑤𝑘, 𝑘 = 0, 1, 2, . . . ;

где 𝐴 ∈ R𝑛×𝑛, 𝐵 ∈ R𝑛×𝑙, 𝐶 ∈ R𝑝×𝑛, 𝐷 ∈ R𝑝×𝑙, 𝐴 – асимпто-
тически устойчивая матрица (спектральный радиус 𝜚 матрицы 𝐴
меньше единицы 𝜚(𝐴) < 1), 𝑥𝑘 ∈ R𝑛 – вектор состояния объ-
екта и 𝑥0 – случайный вектор ненулевых начальных условий,
𝑧𝑘 ∈ R𝑝 – выход, 𝑤𝑘 ∈ R𝑙 – внешнее случайное возмущение.
Пусть вектор начальных условий 𝑥0 и входная последователь-
ность 𝑊 = {𝑤𝑘}06𝑘<+∞ удовлетворяют следующим условиям:

E [𝑥0𝑤
T
𝑘 ] = 𝑆𝑥𝑤 = 0,(12)

(13)
+∞∑︁
𝑘=0

E
[︀
|𝑤𝑘|2

]︀
< ∞,

(14) E
[︀
𝑤T
𝑗 𝑤𝑖

]︀
= trE

[︀
𝑤𝑖𝑤

T
𝑗

]︀
= tr𝑆𝑖𝑗 =

{︂
tr𝑆𝑖 при 𝑖 = 𝑗,

0 при 𝑖 ̸= 𝑗.
Следуя анизотропийной теории управления [2] определим обоб-
щённый среднеквадратичный коэффициент усиления Θ для си-
стемы (11) с ненулевыми начальными условиями и произвольной
входной последовательностью, которые удовлетворяют услови-
ям (12)–(14):

(15) Θ =

⎯⎸⎸⎸⎸⎸⎸⎷
+∞∑︀
𝑘=0

E [|𝑧𝑘|2]

+∞∑︀
𝑘=0

E [|𝑤𝑘|2] + E [|𝑥0|2]
·
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Запишем решение системы (11) при 𝑘 > 0 в явном виде (для
𝑘 = 0, 𝑥0 ̸= 0 и 𝑧0 = 𝐶𝑥0 + 𝐷𝑤0):

𝑥𝑘 = 𝐴𝑘𝑥0 +
𝑘−1∑︁
𝑖=0

𝐴𝑘−𝑖−1𝐵𝑤𝑖 ,

𝑧𝑘 = 𝐶𝐴𝑘𝑥0 + 𝐶

𝑘−1∑︁
𝑖=0

𝐴𝑘−𝑖−1𝐵𝑤𝑖 + 𝐷𝑤𝑘 .

Введем вспомогательное обозначение для выхода 𝑧𝑘 = �̊�𝑘 +
𝐶𝐴𝑘𝑥0, где

�̊�𝑘 =

𝑘∑︁
𝑖=0

𝑍𝑘𝑖𝑤𝑖,

(16) 𝑍𝑘𝑖 =

⎧⎨⎩
𝐶𝐴𝑘−𝑖−1𝐵 при 0 6 𝑖 < 𝑘,

𝐷 при 𝑖 = 𝑘,
0 при 𝑖 /∈ [0, 𝑘].

Тогда |𝑧𝑘|2 = 𝑧T
𝑘 𝑧𝑘 можно представить в виде

|𝑧𝑘|2 = �̊�T
𝑘 �̊�𝑘 + �̊�T

𝑘𝐶𝐴𝑘𝑥0 + 𝑥T
0 (𝐴𝑘)T𝐶T�̊�𝑘 + 𝑥T

0 (𝐴𝑘)T𝐶T𝐶𝐴𝑘𝑥0.

Усредним это уравнение и при усреднении учтем, что в соответ-
ствии с условием (12) E[𝑤T

𝑘𝑀𝑥0] = tr(𝑀𝑆𝑥𝑤) = 0 при 𝑖 ̸= 𝑗 для
любой матрицы 𝑀 и, следовательно:

E
[︁
�̊�T
𝑘𝐶𝐴𝑘𝑥0

]︁
= E

[︃
𝑘∑︁

𝑖=0

𝑤T
𝑖 𝑍

T
𝑘𝑖𝐶𝐴𝑘𝑥0

]︃
=

=

𝑘∑︁
𝑖=0

tr
(︁
𝑍T
𝑘𝑖𝐶𝐴𝑘E [𝑥0𝑤

T
𝑖 ]
)︁

=

=

𝑘∑︁
𝑖=0

tr
(︁
𝑍T
𝑘𝑖𝐶𝐴𝑘𝑆𝑥𝑤

)︁
= 0,

E
[︁
𝑥T

0 (𝐴𝑘)T𝐶T�̊�𝑘

]︁
= E

[︁(︁
�̊�T
𝑘𝐶𝐴𝑘𝑥0

)︁T]︁
= 0.

Тогда числитель в определении (15) примет такой вид (напомним,
что операции усреднения, суммирования и взятия следа матрицы
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коммутируют между собой):

+∞∑︁
𝑘=0

E
[︀
|𝑧𝑘|2

]︀
=

+∞∑︁
𝑘=0

E
[︀
|̊𝑧𝑘|2

]︀
+

+∞∑︁
𝑘=0

E
[︁
𝑥T

0 (𝐴𝑘)T𝐶T𝐶𝐴𝑘𝑥0

]︁
=

=
+∞∑︁
𝑘=0

E
[︀
|̊𝑧𝑘|2

]︀
+ E

[︃
𝑥T

0

(︃
+∞∑︁
𝑘=0

(𝐴𝑘)T𝐶T𝐶𝐴𝑘

)︃
𝑥0

]︃
.

Бесконечная сумма в круглых скобках — это грамиан наблюдае-
мости 𝛤

(17) 𝛤 = 𝛤T =
+∞∑︁
𝑘=0

(𝐴𝑘)T𝐶T𝐶𝐴𝑘,

который является решением уравнения Ляпунова

𝐴T𝛤𝐴− 𝛤 + 𝐶T𝐶 = 0.

Введем обозначение 𝑆𝑥0 = E[𝑥0𝑥
T
0 ] и запишем квадрат обобщён-

ного коэффициента усиления (15) в виде

(18) Θ 2 =

tr (𝛤𝑆𝑥0) +
+∞∑︀
𝑘=0

E
[︀
|̊𝑧𝑘|2

]︀
tr𝑆𝑥0 +

+∞∑︀
𝑘=0

E [|𝑤𝑘|2]
·

Теперь рассмотрим второе слагаемое в числителе дроби (18) и
перепишем |̊𝑧𝑘|2 = �̊�T

𝑘 �̊�𝑘 в таком виде

|̊𝑧𝑘|2 =

𝑘∑︁
𝑗=0

𝑤T
𝑗 𝑍

T
𝑘𝑗

𝑘∑︁
𝑖=0

𝑍𝑘𝑖𝑤𝑖 =

𝑘∑︁
𝑖,𝑗=0

𝑤T
𝑗 𝑍

T
𝑘𝑗𝑍𝑘𝑖𝑤𝑖 =

=

𝑘∑︁
𝑖=0

𝑤T
𝑖 𝑍

T
𝑘𝑖𝑍𝑘𝑖𝑤𝑖 +

𝑘∑︁
𝑖, 𝑗=0
𝑖 ̸=𝑗

𝑤T
𝑗 𝑍

T
𝑘𝑗𝑍𝑘𝑖𝑤𝑖.

Так же как и в случае начальных условий усредним последнее
равенство, но при усреднении воспользуемся условием (14), со-
гласно которому E[𝑤T

𝑗 𝑀𝑤𝑖] = tr(𝑀𝑆𝑖𝑗) = 0 при 𝑖 ̸= 𝑗 для любой
матрицы 𝑀 . Тогда второе слагаемое в числителе (18) примет сле-
дующий вид:
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(19)
+∞∑︁
𝑘=0

E
[︀
|̊𝑧𝑘|2

]︀
= tr

(︃
+∞∑︁
𝑘=0

𝑘∑︁
𝑖=0

𝑍T
𝑘𝑖𝑍𝑘𝑖𝑆𝑖

)︃
.

Согласно определению (16) 𝑍𝑘𝑖 = 0 при 𝑖 > 𝑘, поэтому положим
верхний предел суммирования по 𝑖 равным +∞:

+∞∑︁
𝑘=0

E
[︀
|̊𝑧𝑘|2

]︀
= tr

(︃
+∞∑︁
𝑘=0

+∞∑︁
𝑖=0

𝑍T
𝑘𝑖𝑍𝑘𝑖𝑆𝑖

)︃
.

Так как ряд (19) сходится абсолютно, то результат не зависит от
порядка суммирования:

+∞∑︁
𝑘=0

E
[︀
|̊𝑧𝑘|2

]︀
= tr

+∞∑︁
𝑖=0

(︃
+∞∑︁
𝑘=0

𝑍T
𝑘𝑖𝑍𝑘𝑖

)︃
𝑆𝑖.

Сумма в круглых скобках равна 𝐵T𝛤𝐵 + 𝐷T𝐷 и не зависит от
𝑖. Действительно, так как 𝑍𝑘𝑖 = 0 при 𝑘 < 𝑖, то нижний предел
суммирования можно положить равным 𝑖:

+∞∑︁
𝑘=0

𝑍T
𝑘𝑖𝑍𝑘𝑖 =

+∞∑︁
𝑘=𝑖

𝑍T
𝑘𝑖𝑍𝑘𝑖.

Согласно (16) 𝑍𝑘𝑘 = 𝐷, поэтому

+∞∑︁
𝑘=0

𝑍T
𝑘𝑖𝑍𝑘𝑖 = 𝐷T𝐷 +

+∞∑︁
𝑘=𝑖+1

𝑍T
𝑘𝑖𝑍𝑘𝑖.

Выпишем 𝑍𝑘𝑖 при 𝑘 > 𝑖 в явном виде:

+∞∑︁
𝑘=0

𝑍T
𝑘𝑖𝑍𝑘𝑖 = 𝐷T𝐷 +

+∞∑︁
𝑘=𝑖+1

𝐵T(𝐴𝑘−𝑖−1)T𝐶T𝐶𝐴𝑘−𝑖−1𝐵.

Сделаем замену 𝑘 = 𝑛 + 𝑖 + 1 и получим:

+∞∑︁
𝑘=0

𝑍T
𝑘𝑖𝑍𝑘𝑖 = 𝐷T𝐷 + 𝐵T

(︃
+∞∑︁
𝑛=0

(𝐴𝑛)T𝐶T𝐶𝐴𝑛

)︃
𝐵.
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Бесконечная сумма в круглых скобках – это грамиан наблюдаемо-

сти 𝛤 (17). Введём обозначение 𝑆𝑤 =
+∞∑︀
𝑘=0

𝑆𝑘 и запишем, в итоге,

(19) в таком виде:

(20)
+∞∑︁
𝑘=0

E
[︀
|̊𝑧𝑘|2

]︀
= tr

[︀
(𝐵T𝛤𝐵+𝐷T𝐷)𝑆𝑤

]︀
.

Формальный вывод соотношения (20) проиллюстрируем нагляд-
ным примером. Для этого выпишем в явном виде несколько пер-
вых членов бесконечной суммы (19), предварительно упорядочив
слагаемые для каждого �̊�𝑘: сначала слагаемое, пропорциональное
𝐷T𝐷, а затем остальные слагаемые в порядке убывания степени
матрицы 𝐴. В силу громоздкости выражений сначала выпишем
первое и второе слагаемые, затем – третье и четвёртое:

E[|̊𝑧0|2]1,2 = tr(𝐷T𝐷𝑆0)
E[|̊𝑧1|2]1,2 = tr(𝐷T𝐷𝑆1) + tr[𝐵T𝐶T𝐶𝐵𝑆0]
E[|̊𝑧2|2]1,2 = tr(𝐷T𝐷𝑆2) + tr[𝐵T𝐴T𝐶T𝐶𝐴𝐵𝑆0]
E[|̊𝑧3|2]1,2 = tr(𝐷T𝐷𝑆3) + tr[𝐵T(𝐴2)T𝐶T𝐶𝐴2𝐵𝑆0]
E[|̊𝑧4|2]1,2 = tr(𝐷T𝐷𝑆4) + tr[𝐵T(𝐴3)T𝐶T𝐶𝐴3𝐵𝑆0]

E[|̊𝑧2|2]3,4 = tr[𝐵T𝐶T𝐶𝐵𝑆1]
E[|̊𝑧3|2]3,4 = tr[𝐵T𝐴T𝐶T𝐶𝐴𝐵𝑆1] + tr[𝐵T𝐶T𝐶𝐵𝑆2]
E[|̊𝑧4|2]3,4 = tr[𝐵T(𝐴2)T𝐶T𝐶𝐴2𝐵𝑆1] + tr[𝐵T𝐴T𝐶T𝐶𝐴𝐵𝑆2]

Так как ряд (19) сходится абсолютно, то результат не зависит
от порядка суммирования, поэтому от суммирования по строкам
перейдем к суммированию по столбцам и после очевидных пре-
образований получим (20).

И, наконец, запишем квадрат обобщённого коэффициента
усиления (18) в следующем виде:

(21) Θ 2 =
tr (𝛤𝑆𝑥0) + tr [(𝐵T𝛤𝐵+𝐷T𝐷)𝑆𝑤]

tr𝑆𝑥0 + tr𝑆𝑤
=

tr(Λ𝑆)

tr𝑆
,

здесь Λ and 𝑆 – квадратные блочно-диагональные матрицы раз-
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мером 𝑚 = 𝑛 + 𝑙

Λ =

(︂
𝛤 0
0 𝐵T𝛤𝐵 + 𝐷T𝐷

)︂
,

𝑆 =

(︂
𝑆𝑥0 0
0 𝑆𝑤

)︂
·

В соответствии с анизотропийной теорией управления [2] опре-
делим обобщённый анизотропийный коэффициент усиления Θ𝑎

системы (11)–(14) как максимум коэффициента усиления по всем
входам, анизотропия A(𝑆) которых не превышает заданного зна-
чения 𝑎:

(22) Θ2
𝑎 = max

A(𝑆)6𝑎
Θ 2 = max

A(𝑆)6𝑎

tr(Λ𝑆)

tr𝑆
·

Теорема 1. Для любого 𝑎 > 0 анизотропийный обобщённый
коэффициент усиления (22) вычисляется по формуле

(23) Θ2
𝑎 =

𝑚∑︀
𝑖=1

𝜆𝑖

1 − 𝑞𝜆𝑖
𝑚∑︀
𝑖=1

1

1 − 𝑞𝜆𝑖

,

где 𝜆𝑖 – собственные значения неотрицательно определённой
матрицы Λ и 𝑞 – единственное решение уравнения

−1

2
ln det

𝑚(𝐼𝑚 − 𝑞Λ)−1

tr[(𝐼𝑚 − 𝑞Λ)−1]
= 𝑎.

Доказательство. Перепишем определение (22) в эквива-
лентном виде:

(24) Θ2
𝑎 = max

𝑆

{︂
tr (Λ𝑆) : −1

2
ln det(𝑚𝑆) 6 𝑎, tr𝑆 = 1

}︂
.

Будем искать максимум этого выражения методом неопределён-
ных множителей Лагранжа. Функция Лагранжа будет иметь вид

𝐿[𝑆] = tr(Λ𝑆) + 𝜆1

(︂
𝑎 +

1

2
ln det(𝑚𝑆)

)︂
+ 𝜆2 (1 − tr𝑆) ,

где 𝜆1 > 0 , 𝜆2 > 0 – множители Лагранжа. Решение задачи
нахождения экстремума сводится к решению уравнения на
производную Фреше 𝑑𝐿[𝑆] = 0:
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𝑑𝐿[𝑆] = tr(Λ 𝑑𝑆) +
𝜆1

2
tr(𝑆−1𝑑𝑆) − 𝜆2 tr(𝑑𝑆) =

= tr

[︂(︂
Λ +

𝜆1

2
𝑆−1 − 𝜆2𝐼𝑚

)︂
𝑑𝑆

]︂
= 0.

Следовательно,
𝑆 = 𝜎(𝐼𝑚 − 𝑞Λ)−1,

где 𝜎 =
𝜆1

2𝜆2
> 0 и 𝑞 =

1

𝜆2
> 0.

Согласно последнему уравнению матрица 𝑆 является функ-
цией матрицы Λ. Следовательно, эти матрицы коммутируют меж-
ду собой:

Λ𝑆 − 𝑆Λ = 0.

Кроме того, они симметричны и неотрицательно определены:
грамиан наблюдаемости 𝛤 = 𝛤T – по определению (17), матрица
𝐵T𝛤𝐵 + 𝐷T𝐷 – по построению, а матрицы 𝑆𝑥0 и 𝑆T

𝑤 являются
таковыми по определению:(︂

𝑆T
𝑥0

0
0 𝑆T

𝑤

)︂
=

(︂
𝑆𝑥0 0
0 𝑆𝑤

)︂
,(︂

𝛤T 0
0 (𝐵T𝛤𝐵+𝐷T𝐷)T

)︂
=

(︂
𝛤 0
0 𝐵T𝛤𝐵+𝐷T𝐷

)︂
.

Следовательно, существует унитарная матрица 𝑈* = 𝑈−1, ко-
торая одновременно приводит матрицы Λ и 𝑆 к диагональному
виду [5], следовательно, собственные числа 𝜆𝑖 и 𝑠𝑖 матриц Λ и 𝑆
будут связаны соотношением

𝑠𝑖 =
𝜎

1 − 𝑞𝜆𝑖
·

Выбирая тем или иным образом матрицу 𝑈 , можно так или ина-
че упорядочить собственные значения 𝜆𝑖 матрицы Λ. Для опреде-
лённости выберем матрицу 𝑈 таким образом, чтобы собственные
значения 𝜆𝑖 были упорядочены по убыванию:

𝜆max = 𝜆1 > 𝜆2 > . . . > 𝜆𝑚−1 > 𝜆𝑚 = 𝜆min.
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Тогда и собственные значения 𝑠𝑖 корреляционной матрицы 𝑆 бу-
дут упорядочены аналогичным образом:

𝑠max = 𝑠1 > 𝑠2 > . . . > 𝑠𝑚−1 > 𝑠𝑚 = 𝑠min.

Для того чтобы собственные числа 𝑠𝑖 матрицы 𝑆 были положи-
тельными, необходимо, чтобы положительный параметр 𝑞 был
ограничен:

0 6 𝑞 < 𝜆−1
max(Λ).

Для нахождения положительного параметра 𝜎 воспользуемся
условием tr𝑆 = 1:

tr𝑆 = 𝜎 tr
[︀
(𝐼𝑚 − 𝑞Λ)−1

]︀
= 1.

Следовательно,

𝜎 =
1

tr [(𝐼𝑚 − 𝑞Λ)−1]
·

Таким образом, корреляционная матрица, на которой коэффици-
ент усиления (24) достигает максимума, равна

(25) 𝑆(𝑞) =
(𝐼𝑚 − 𝑞Λ)−1

tr [(𝐼𝑚 − 𝑞Λ)−1]
·

Переменная 𝑞 ∈
[︀

0, 𝜆−1
max(Λ)

)︀
параметризует искомое множество

матриц 𝑆(𝑞). Используя полученное выражение (25), запишем
как функцию 𝑞 анизотропию 𝒜(𝑞) и обобщённый анизотропий-
ный коэффициент усиления Θ2(𝑞):

(26) 𝒜(𝑞) = −1

2
ln det

𝑚(𝐼𝑚 − 𝑞Λ)−1

tr[(𝐼𝑚 − 𝑞Λ)−1]
,

(27) Θ2(𝑞) =
tr
[︀
Λ(𝐼𝑚 − 𝑞Λ)−1

]︀
tr [(𝐼𝑚 − 𝑞Λ)−1]

=

𝑚∑︀
𝑖=1

𝜆𝑖

1 − 𝑞𝜆𝑖
𝑚∑︀
𝑖=1

1

1 − 𝑞𝜆𝑖

·

Функции 𝒜(𝑞) и Θ2(𝑞) являются однозначными и неубываю-
щими по 𝑞 [2], поэтому обобщённый анизотропийный коэффи-
циент усиления как функцию 𝑎 можно записать в виде 𝑄2

𝑎 =
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𝑄2(𝒜−1(𝑎)), где 𝒜−1 – функция, обратная 𝒜:

Θ2
𝑎 = Θ2(𝒜−1(𝑎)) =

𝑚∑︀
𝑖=1

𝜆𝑖

1 − 𝑞𝜆𝑖
𝑚∑︀
𝑖=1

1

1 − 𝑞𝜆𝑖

при 𝑞 : 𝒜(𝑞) = 𝑎.

�
В качестве примера вычислим обобщённые анизотропийные

коэффициенты усиления Θ0 при 𝑎 = 0 и Θ∞ при 𝑎 → +∞.
Согласно уравнению (26) 𝑎 = 0 тогда и только тогда, когда 𝑞 = 0.
Следовательно,

Θ2
0 =

tr Λ

𝑚
=

tr𝛤 + tr(𝐵T𝛤𝐵 + 𝐷T𝐷)

𝑚
·

Анизотропия 𝑎 → +∞ при 𝑞 → 𝜆−1
max , поэтому

Θ2
∞ = 𝜆max(Λ) = max

(︀
𝜆max(𝛤 ), 𝜆max(𝐵T𝛤𝐵 + 𝐷T𝐷)

)︀
.

Следует отметить, что матрицы 𝛤 и 𝐵T𝛤𝐵 +𝐷T𝐷 являются чис-
ловыми матрицами, поэтому вычисление Θ0 и Θ∞ сводится к
стандартным операциям линейной алгебры.

3. Численный пример

Рассмотрим численную реализацию системы (11):

𝐴 =

⎛⎝ 0, 23596 −0, 85556 −0, 68156
−0, 77842 0, 00756 −0, 26014

1, 09960 −0, 93759 −0, 22880

⎞⎠ ,

𝐵 =

⎛⎝ −0, 52481 1, 8551
1, 12830 −0, 2773
0, 55014 1, 06661

⎞⎠ ,

𝐶 =

(︂
−2, 09920 0, 37147 0, 69535

0, 63848 −0, 37418 0, 87763

)︂
,

𝐷 =

(︂
1, 03360 0, 60107
0, 41979 −0, 67402

)︂
.

На рис. 1 приведены результаты вычисления обобщённого ани-
зотропийного коэффициента усиления Θ𝑎 как функции анизотро-
пии 𝑎.
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Рис. 1. Обобщённый анизотропийный коэффициент усиления

4. Заключение

В работе методами анизотропийного анализа исследуются
линейные дискретные стационарные системы с ненулевыми на-
чальными условиями. В соответствии с основными постулатами
анизотропийной теории в качестве критерия качества использу-
ется обобщённый анизотропийный коэффициент усиления, ко-
торый определяется как максимум обобщённого среднеквадра-
тичного коэффициента усиления системы с ненулевыми началь-
ными условиями и случайным входом, анизотропия которых не
превышает заданного неотрицательного значения 𝑎. Вычисление
обобщённого анизотропийного коэффициента усиления сводит-
ся к стандартной процедуре линейной алгебры (нахождение соб-
ственных значений матрицы) и решению полиномиального урав-
нения относительно скалярного параметра 𝑞.
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ANISOTROPY-BASED ANALYSIS FOR CASE OF
NONZERO INITIAL CONDITION
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Abstract: Well-known ℋ2-norm- and ℋ∞-norm-theories allow
construction of optimal regulators that minimize external
disturbances’ influence on the linear time-idependent system
output. They are based on quality criteria of ℋ2- and ℋ∞-norms
of closed-loop transfer functions. In anisotropy theory, a notion
of anisotropy norm is introduced. Usually in the context of the
anisotropy-based robust performance analysis stochastic systems
with zero initial condition are investigated. In this paper we extend
this analysis and consider a linear discrete time invariant system
under random disturbances and with the nonzero initial condition.
In accordance with the basic postulates of the anisotropy-based
control theory, the disturbance attenuation capabilities of system
are quantified by the anisotropic generalized gain which is defined
as the largest root mean square gain of the system with respect
to a random input and the nonzero initial condition, anisotropy of
which is bounded by a given nonnegative parameter a. A numerical
example is considered.
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МОДЕЛЬ КОНКУРЕНЦИИ МЕЖДУ 
НЕФТЕДОБЫВАЮЩИМИ КОМПАНИЯМИ 

С ТРАДИЦИОННЫМ И НЕТРАДИЦИОННЫМ 
СПОСОБОМ ДОБЫЧИ  

Акинфиев В. К.
1
 

(ФГБУН Институт проблем управления  

им. В.А. Трапезникова РАН, Москва) 
 

Рассматривается задача выбора инвестиционных стратегий 

нефтяных компаний с традиционным и нетрадиционным спо-

собом добычи. Предложена математическая модель, описы-

вающая взаимосвязь между инвестиционными стратегиями 

компаний и рыночной ценой нефти, которая зависит от соот-

ношения спроса и предложения на мировом рынке нефти. 

Решение задачи сведено к анализу биматричной игры, в кото-

рой матрица выигрышей формируется в результате численно-

го моделирования. Приводятся результаты использования 

предложенного подхода. 

 

Ключевые слова: инвестиционные стратегии, математиче-

ская модель, конкуренция на рынке нефти, биматричная 

игра. 

1. Введение 

В последние годы наблюдается существенная ценовая не-

стабильность на мировом нефтяном рынке. Шок на нефтяном 

рынке, который произошел во второй половине 2014 года, мно-

гие связывают с появлением в США новых технологий добычи 

трудно извлекаемых залежей нефти (сланцевой нефти). Как 
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следствие этого, страны с традиционной добычей нефти для 

удержания собственной доли рынка начали наращивать добычу 

и, соответственно, предложение на рынке. Это привело к пере-

избытку предложения и резкому падению цен на нефть. Падение 

нефтяных цен ниже определенного уровня делает нерентабель-

ным инвестиции в добычу сланцевой нефти, что приводит к 

сокращению ее добычи, снижению давления на рынок и к по-

вышению цен. 

Кроме этих факторов (ценовые войны между игроками) на 

равновесие на рынке существенное влияние оказывает динамика 

спроса на нефть на мировом рынке, зависящая от большого 

числа факторов, включая темпы роста экономик стран импорте-

ров и изменение в структуре потребления энергоносителей, 

связанных с появлением новых технологий.  

В свою очередь цена нефти на рынке существенно влияет 

на уровень рентабельности (прибыльности) нефтедобывающих 

компаний и, соответственно, на возможность инвестировать 

необходимые средства в развитие и поддержание уровня добычи 

нефти. Причем компании с традиционной технологией добычи 

обладают в этом смысле большей инерционностью по сравне-

нию с компаниями, добывающими сланцевую нефть.  

Следует заметить, что на нефтяном рынке среди нефтедо-

бывающих компаний наблюдается существенная асимметрия, 

связанная с различиями в технологии добычи и технико-

экономических характеристиках нефтяных месторождений.  

Очень важной характеристикой, влияющей на поведение 

игроков на рынке при изменении его конъюнктуры, является 

показатель «точка безубыточности». Точка безубыточности – 

это уровень цены нефти, при которой прибыль компаний с 

определенной технологией добычи равна нулю. При этом в 

себестоимость добычи, как правило, включают инвестиции 

компаний на поддержание добычи (поддерживающие инвести-

ции). Если цена на рынке становится меньше точки безубыточ-

ности компании, то уровень ее добычи будет заведомо снижать-

ся с некоторым временным лагом. Темп снижения зависит от 

разницы между рыночной ценой и точкой безубыточности. В 

период низких цен на нефть (30–35 долл./баррель) снижают 

инвестиции и добычу компании, добывающие нефть на глубо-
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ководных шельфах (североморская нефть, Норвегия, Канада) и, 

конечно, компании, добывающие сланцевую нефть. 

И, напротив, если цена на рынке выше точки безубыточно-

сти, то компания имеет возможность инвестировать в развитие и 

рост добычи. В этом случае у компании имеется возможность 

выбора того или иного варианта инвестиционной стратегии в 

зависимости от цели компании и складывающейся конъюнкту-

ры рынка. 

Основными критериями выбора игроками своих стратегий 

является, как правило, удержание или увеличение доли рынка, а 

также увеличения капитала (стоимости) компании. При этом 

каждой компании необходимо учитывать возможный выбор 

инвестиционных стратегий остальными игроками и ожидание 

изменения динамики спроса в среднесрочной и долгосрочной 

перспективе. Причем, между игроками возможны коалиции и 

соглашения, например, между странами ОПЕК. 

Существенное влияние на возможные действия игроков в 

ответ на шоковые изменения цены на рынке оказывают также 

показатели временного лага между периодом инвестирования и 

периодом прироста товарной добычи нефти и показатель удель-

ного прироста товарной добычи нефти на единицу инвестици-

онных вложений. Достаточно условно можно разделить игроков 

на нефтяном рынке по этим показателям на четыре группы. В 

таблице 1 приведены количественные и качественные оценки 

параметров для выделенных групп игроков. Анализ таблицы 

показывает существенную асимметрию на рынке, которая обу-

славливает различие в реакции игроков на рыночные шоки и их 

инвестиционные стратегии.  

Взрывной рост добычи сланцевой нефти в США в 2014 году 

стал неожиданностью для рынка. К началу 2015 года объем 

добываемой в США сланцевой нефти практически сравнялся с 

объемом традиционно добываемой нефти – это более 

4,5 млн. баррелей в сутки. Для справки, это почти половина от 

объема добычи нефти в Саудовской Аравии или России [2]. 

Добыча в основном ведется на трех формациях: Bakken на 

севере США, Eagle Ford и Permian на юге. В каждом регионе 

одновременно разрабатываются сотни участков, каждый из 

которых обладает уникальными характеристиками. Пористость 
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и проницаемость пласта, его толщина и глубина залегания, а 

также состав горных пород, расположенных над пластом сланца, 

могут существенно различаться даже на соседних участках.  

Таблица 1. 

Параметры  
Арабская 

нефть 

Сибирская 

нефть 

Шельфовая 

нефть 

Сланцевая 

нефть 

Точка безубыточности 

самая 

низкая 

(10 $/барр.) 

средняя 

(20 $/барр.) 

высокая 

(35 $/барр.) 

самая 

высокая 

(50 $/барр.) 

Временной лаг между 

периодами инвестиро-

вания и прироста 

добычи 

средний 

(12–

24 мес.) 

высокий 

(24–36 мес.) 

высокий 

(24–36 мес.) 

самый 

низкий 

(3–12 мес.) 

Удельные инвестици-

онные издержки на 

прирост добычи 

низкая высокая 
самая 

высокая 
высокая 

 

Коммерчески выгодная добыча сланцевой нефти стала воз-

можной благодаря технологиям горизонтального бурения и 

гидравлического разрыва пласта (англ. fracking). Технологии 

добычи постоянно совершенствуются, однако по объемам до-

бычи из каждой отдельной скважины сланцевая нефть в любом 

случае уступает традиционно добываемой нефти. Уже в первый 

год после гидроразрыва объем извлекаемой сланцевой нефти 

падает более чем в два раза, а через пять лет скважина закрыва-

ется, так как низкий дебет нефти делает добычу нерентабельной. 

При добыче нефти из традиционных пластов дебет в среднем 

падает лишь на 5–7% в год, и общий объем извлекаемой нефти 

кратно выше. 

Также сланцевая нефть уступает традиционно добываемой 

с точки зрения стоимости добычи. Как горизонтальное бурение, 

так и применение гидроразрыва в несколько раз увеличивают 

стоимость бурения отдельной скважины, и чем глубже залегает 

пласт сланца и ниже его проницаемость, тем дороже обходится 

применение этих технологий. С учетом стоимости аренды земли 

уровень безубыточности добычи сланцевой нефти на разных 

участках варьируется от 40 до 80 долларов США за баррель. 

Такой большой разброс цифр в первую очередь отражает непо-

вторимость геологических характеристик каждого конкретного 
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участка, так как основным компонентом стоимости добычи 

сланцевой нефти является стоимость бурения [2].  

Коммерческое использование новых технологий добычи 

сланцевой нефти позволило США в течение 2011–2014 годов 

увеличить почти вдвое собственную добычу нефти до уровня 

9,2 млн баррелей в сутки. В это же период остальные нефтедо-

бывающие страны свой уровень добычи либо увеличивали 

незначительно, либо даже снижали. Так, например, добыча 

нефти в России в последние годы росла с темпом около 1% в 

год. При этом на старых месторождениях добыча нефти падала 

на 1,5–2% в год, а на новых месторождениях – росла на 3–3,5% 

в год. 

Если в период до 2013 года рост предложения нефти на 

рынке компенсировался ростом спроса, то в 2014 году потреб-

ление нефти росло более низкими темпами, и разница между 

спросом и предложением достигла 1,5–2,0 млн баррелей в сутки. 

Такой дисбаланс спроса и предложения привел к шоковому 

снижению цены на нефть. 

Страны ОПЕК могли бы снизить уровень добычи нефти и 

таким образом ликвидировать избыток предложения, что по-

могло бы цене вернуться на более высокий уровень. Однако в 

2014 году страны ОПЕК отказались от использования такой 

стратегии. Это решение объясняется нежеланием потерять долю 

рынка в пользу, прежде всего, производителей США, которые в 

случае быстрого восстановления цены на нефть смогли бы и 

дальше наращивать добычу нефти. Страны ОПЕК предпочли на 

первом этапе оставить вопрос балансировки спроса и предложе-

ния рыночным механизмам: низкая цена сделает добычу на 

дорогостоящих проектах нерентабельной, и предложение сокра-

тится. Производители сланцевой нефти уже отреагировали на 

снижение цен на нефть сокращением объемов бурения на наи-

менее выгодных месторождениях: количество активных буро-

вых установок к 2016 году снизилось почти в два раза. 

Следует отметить, что нефтяные цены для многих стран, в 

том числе и России, являются ключевым фактором, влияющим 

на макроэкономические показатели и потенциал роста экономи-

ки. В этой связи представляется важным вопрос о том, будет ли 

сланцевая нефть оказывать большое влияние на нефтяной рынок 
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в течение ближайших 10–15 лет. По прогнозам ряда экспертов, 

добыча сланцевой нефти может пройти пик уже в 2020–

2025 годах. Другие эксперты считают, что доля добычи сланце-

вой нефти в общемировой добыче будет расти вплоть до 2045-

2050 годов. По их мнению, этому будет способствовать развитие 

технологий добычи и успешность разведочных работ. Однако 

слабая макроэкономическая среда может привести к сокраще-

нию инвестиций не только в США, но и в других странах. При 

этом запуск в эксплуатацию новых месторождений, которые 

сейчас находятся на ранней стадии разработки, может быть 

отложен. Это может негативно сказаться на темпах роста гло-

бальной добычи нефти в среднесрочной и долгосрочной пер-

спективе.  

Все эти факторы объясняют большой интерес к исследова-

ниям направленным на разработку различных количественных 

методов моделирования нефтяных рынков и анализа поведения 

его участников с учетом различных вариантов развития событий 

и сценариев. Главной целью этих исследований, очевидно, 

является прогнозирование уровня мировой добычи, спроса и 

цены на нефть. 

2. Методы моделирования рынка нефти 

Интерес к моделированию и прогнозированию уровня ми-

ровой добычи, спроса и цены на нефть всегда был высоким. 

Первые исследования в этой области рассматривали задачу 

прогнозирования времени пика добычи нефти, как для отдель-

ных стран, так и в целом для мировой добычи нефти. Так как 

нефть является не возобновляемым ресурсом, то предполагает-

ся, что когда-нибудь общемировая добыча достигнет пика и 

далее будет снижаться. 

Так, Кинг Хабберт в 1956 году предложил математическую 

модель, которая предполагает, что общее количество добытой 

нефти на некотором месторождении как функция времени сле-

дует логистической кривой [7]. Темп добычи нефти является 

производной этой функции, а ее график имеет колоколообраз-

ную форму, который известен как кривая Хабберта. Хабберт и 

его последователи предполагали, что те же модели, которые 

https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%92%D0%BE%D0%B7%D0%BE%D0%B1%D0%BD%D0%BE%D0%B2%D0%BB%D1%8F%D0%B5%D0%BC%D1%8B%D0%B5_%D1%80%D0%B5%D1%81%D1%83%D1%80%D1%81%D1%8B
https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%A5%D0%B0%D0%B1%D0%B1%D0%B5%D1%80%D1%82,_%D0%9C%D1%8D%D1%80%D0%B8%D0%BE%D0%BD_%D0%9A%D0%B8%D0%BD%D0%B3
https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%9C%D0%B0%D1%82%D0%B5%D0%BC%D0%B0%D1%82%D0%B8%D1%87%D0%B5%D1%81%D0%BA%D0%B0%D1%8F_%D0%BC%D0%BE%D0%B4%D0%B5%D0%BB%D1%8C
https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%9C%D0%B0%D1%82%D0%B5%D0%BC%D0%B0%D1%82%D0%B8%D1%87%D0%B5%D1%81%D0%BA%D0%B0%D1%8F_%D0%BC%D0%BE%D0%B4%D0%B5%D0%BB%D1%8C
https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%9B%D0%BE%D0%B3%D0%B8%D1%81%D1%82%D0%B8%D1%87%D0%B5%D1%81%D0%BA%D0%B0%D1%8F_%D1%84%D1%83%D0%BD%D0%BA%D1%86%D0%B8%D1%8F
https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%9F%D1%80%D0%BE%D0%B8%D0%B7%D0%B2%D0%BE%D0%B4%D0%BD%D0%B0%D1%8F
https://ru.wikipedia.org/w/index.php?title=%D0%9A%D1%80%D0%B8%D0%B2%D0%B0%D1%8F_%D0%A5%D0%B0%D0%B1%D0%B1%D0%B5%D1%80%D1%82%D0%B0&action=edit&redlink=1
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позволили успешно предсказать пик добычи традиционной 

нефти в США, применимы и к другим случаям, таким как пик 

мировой добычи нефти. Были опубликованы различные оценки 

времени прохождения пика мировой добычи нефти, причѐм 

некоторые из этих результатов не подтвердились. Это привело к 

критике метода. Тем не менее, в США до сих пор существует 

ассоциация по исследованию пика нефти и газа ASPO (The 

Association for the Study of Peak Oil and Gas), целью которой 

является проведение исследований по оценке сроков и послед-

ствий прохождения глобального пика нефти и газа. Пример 

подобных исследований приведен в работе [7]. 

В последние годы большое число исследований по прогно-

зированию динамики добычи нефти и пика добычи проводились 

с использованием более сложных моделей. Так, например, в [10] 

предложена модель ACEGES, которая представляет собой аген-

то-ориентированную модель добычи традиционной нефти для 

93 стран. Модель учитывает четыре ключевых фактора неопре-

деленности, а именно: предполагаемые расчетные конечные 

извлекаемые запасы, оценку роста спроса на нефть, предпола-

гаемый рост добычи нефти и предполагаемую точку пиковой 

добычи в разных странах. Модель может быть использована для 

прогнозирования долгосрочных (дискретных и непрерывных) 

сценариев добычи традиционной нефти. Отметим, что предло-

женный подход и модель не позволяет прогнозировать нефтя-

ные цены и учитывать их влияние на темпы роста добычи и 

потребления.  

Последние годы усилился интерес к исследованиям в об-

ласти математического моделирования различных аспектов 

конкуренции на рынке нефти между производителями традици-

онной и сланцевой нефти. 

В [8] модель ACEGES используется для исследования 

влияния технологии добычи нетрадиционной нефти на динами-

ку нефтяных рынков. Исследование проведено на примере 

четырех важных нефтедобывающих стран: Саудовской Аравии, 

Ирана, Канады и Венесуэлы. На основе полученного вероятно-

стного прогноза делается вывод, что страны, которые богаты 

обычной нефтью, такие как Саудовская Аравия и Иран, будут 

оставаться глобальными игроками на нефтяном рынке в течение 
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первой половины 21 века; однако в течение второй половины 

21 века игроки, добывающие нетрадиционную нефть, возьмут 

власть на мировом нефтяном рынке. 

В [5] предложена модель оценки сценариев развития произ-

водства традиционной и сланцевой нефти в США, основанная 

на методологии системной динамики. Исследуются взаимосвязи 

между динамикой цены на нефть и изменениями в уровне тех-

нологии, объема производственных мощностей (буровых уста-

новок) и добычи нефти. С помощью статистических данных 

рынка сланцевой нефти США было выяснено, что лаг между 

моментом роста цены на нефть и моментом увеличения добычи 

сланцевой нефти на существующих скважинах составляет 3–

5 месяцев. Кроме того, это приводит к более активному росту 

новых буровых установок с лагом 7–11 месяцев и увеличению 

добычи нефти с лагом 9–12 месяцев. В целом делается вывод, 

что сланцевая нефть может получить значительную долю рынка 

в среднесрочной перспективе, хотя традиционная нефть будет 

основным источником мирового рынка нефти в долгосрочной 

перспективе. Полученные результаты позволяют прогнозиро-

вать более поздний пик добычи традиционной нефти вследствие 

увеличения доли сланцевой нефти в ближайшем будущем. Тем 

не менее, негативное воздействие на окружающую среду слан-

цевых технологий добычи нефти может привести со стороны 

правительств к ограничениям на выдачу лицензий на новое 

бурения, что будет тормозить рост добычи сланцевой нефти. 

Следует заметить, что в данной работе цена нефти считает-

ся экзогенной переменной (сценарии динамики нефтяных цен 

задаются заранее). При этом важнейшие вопросы балансирова-

ния рынка нефти и ценообразования в данном исследовании 

также не рассматриваются. 

В [9] предложена модель долгосрочного прогноза добычи 

нетрадиционного нефти, основанная на методе разностных 

уравнений. Используя различные сценарии мирового потребле-

ния нефти, показано, что глобальный пик добычи нетрадицион-

ный нефти произойдет примерно в 2080 году, причем макси-

мальный уровень добычи нетрадиционный нефти составит 

порядка 50–80 млн баррелей в сутки.  

Исследования, проведенные в [4], показывают, что пик тра-
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диционной нефтедобычи, вероятно, пройдет между 2020 и 

2030 годами, и объем традиционной нефтедобычи будет сокра-

щаться после 2025 года. Эти вопросы исследуются с использо-

ванием модели системной динамики, которая учитывает альтер-

нативные сценарии спроса и естественного истощения мировых 

запасов энергетических ресурсов, а также учитывает рыночные 

механизмы перехода от традиционных к нетрадиционным спо-

собам добычи нефти. 

Следует заметить, что результаты прогноза у разных авто-

ров довольно сильно отличаются друг от друга. Так, в [4] дела-

ется оптимистический прогноз для развития сланцевой нефти. 

Тогда как другие исследования показывают, что пик добычи 

сланцевой нефти придется только на вторую половину 21 века.  

В [6] анализируются тенденции в области инвестиционной 

политики в нефтяном секторе с учетом новых вызовов для 

нефтяных компаний, связанных прежде всего с ужесточением 

требований и ограничений по защите окружающей среды, уве-

личением налоговой нагрузки для компаний. Кроме того, ком-

паниям приходится инвестировать в новые нефтяные проекты с 

более сложными геологическими условиями, что приводит к 

существенному повышению инвестиционных издержек, дли-

тельности инвестиционного цикла и задержкам ввода в эксплуа-

тацию новых месторождений. В работе построена эконометри-

ческая модель, основанная на использовании техники Arellano-

Бонд GMM, которая позволяет анализировать выше перечис-

ленные факторы на инвестиционную политику компаний. Если 

многие из этих негативных факторов, как ожидается, сохранятся 

и даже усилятся в ближайшем будущем, то ограничения в об-

ласти увеличения поставок нефти останется доминирующим 

фактором колебаний цен на нефть. 

В [3] исследуется модель спроса и предложения на нефтя-

ном рынке. Спрос на нефть и предложение имеют очень низкую 

ценовую эластичность, и эта характеристика делает цены на 

нефть крайне неустойчивыми. Нефтяные цены могут изменяться 

в более широких пределах, чем цены на другие товары. Кроме 

того, на динамику роста спроса на нефть влияет кредитно-

денежная политика на рынке долларовых активов. Проводится 

анализ денежно-кредитной политики США низких или отрица-
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тельных реальных процентных ставок, которая, по утверждению 

авторов, является дестабилизирующим фактором для нефтяных 

рынков. В работе показано, что денежно-кредитная политика в 

области процентных ставок и курса доллара США стимулирует 

мировой спрос на нефть в условиях ограниченных поставок 

нефти, что приводит к неадекватно высоким ценам на нефть, 

которые являются ограничителем для мирового экономического 

роста. 

Следует отметить, что задача моделирования нефтяного 

рынка (включая прогнозирование динамики нефтяных цен) с 

учетом всех факторов, влияющих на его параметры, является 

исключительно сложной. Поэтому в работе основное внимание 

уделено моделированию причинно-следственных связей между 

рыночным спросом на «физическую» нефть, предложением ее 

со стороны производителей и ценой, которая «балансирует» 

спрос и предложение. При этом из поля зрения, конечно, выпа-

дают многие важные моменты, такие, например, как влияние на 

цену нефти параметров финансовых рынков, включая политику 

ФРС США в области процентных ставок и курса доллара, про-

текционистская политика ряда стран и многое другое, включая 

«психологические» реакции участников рынка на изменение его 

волатильности. Каждый из этих факторов требует отдельного 

исследования. Поэтому любое исследование этих вопросов с 

помощью математического моделирования страдает однобоко-

стью. Это показывает и приведенный в данном разделе обзор 

публикаций. 

Целью данной работы является построение макроэкономи-

ческой модели, позволяющей анализировать связь между выбо-

ром игроками своих инвестиционных стратегий и рыночной 

ценой нефти, которая определяется соотношением спроса и 

предложения, и, возможными сценариями динамики мирового 

потребления нефти. Нас будет интересовать прежде всего ис-

следование поведения цены на нефть в среднесрочной перспек-

тиве с учетом нового возмущающего фактора – появления на 

рынке нефтедобывающих компаний, использующих технологию 

добычи сланцевой нефти.  

Проведение многовариантных расчетов с использованием 

разработанной модели позволит дать игровой анализ рацио-
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нальных инвестиционных стратегий игроков и исследовать их 

влияние на процесс поиска рынком равновесия и равновесных 

цен в зависимости от внешних условий и параметров асиммет-

рии на рынке [1]. 

3. Модель  

Рассмотрим рынок, на котором присутствует N агентов 

(производителей нефти). Далее рассматривается временной 

промежуток (прогнозный период) равный T периодов: 

t = 1, …, T. Обозначим через D(t) динамику рыночного спроса на 

нефть, – это экзогенная переменная, график изменения которой 

задается заранее для различных внешних по отношению к моде-

ли макроэкономических сценариев.  

Пусть P(t) – рыночная цена нефти в период t. Предполага-

ется, что в каждый период времени рыночная цена формируется 

на основе соотношения спроса D(t) и суммарного предложения 

со стороны агентов S(t). S(t) определяется в каждый период t как 

)()(
1

tStS
N

i i 
 , где Si(t) – предложение нефти на рынок аген-

том i, которое определяется его производственной мощностью 

по добыче нефти. Тогда 

(1) 






 


)(

)()(
1)0()(

tD

tStD
PtP  , 

где P(0) – цена на рынке на начало прогнозного периода (на-

чальные условия). Если D(t) – S(t)  0, то возникает дефицит 

предложения на рынке и цена растет, в противном случае – 

избыток предложения и, соответственно, цена падает. Заметим, 

что суммарное предложение со стороны агентов S(t) зависит от 

их инвестиционных стратегий, которые определяются в данной 

модели, в том числе динамикой рыночной цены на нефть. Пара-

метр  – эластичность цены нефти по величине превышения 

спроса над предложением. 

3.1. МОДЕЛЬ ПОВЕДЕНИЯ АГЕНТОВ 

Производственная мощность агентов.  Производственная 

мощность агента рассчитывается с помощью рекуррентного 
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соотношения Si(t) = Si(t – 1) + Vi(t), где Vi(t) – изменение произ-

водственной мощности агента i в период t, который зависит от 

объема ранее сделанных инвестиций. Si(0) – начальная мощ-

ность производства (добычи нефти): 

(2) ))(()( *

iiiii ItIFtV   . 

Здесь функция Fi задает зависимость между изменением 

производственных мощностей агента и, соответственно, его 

предложением нефти на рынке и объемом инвестиций;  

Ii(t) – объем инвестиций в развитие производственных мощно-

стей агента i в период t; i – временной лаг между периодом 

инвестирования и периодом соответствующего изменения 

производственных мощностей; Ii
*
 – объем инвестиций, необхо-

димых для поддержания уровня добычи нефти. 

Следует пояснить особенность нефтяной отрасли, которая 

состоит в следующем: если агент инвестирует в развитие произ-

водства меньше величины Ii
*
, то объем его добычи Vi(t) будет 

падать с некоторым временным лагом i. И наоборот: для того 

чтобы производственная мощность агента росла, необходимо 

чтобы объем его инвестиций превышал величину Ii
*
: 

если Ii(t) = Ii
*
, то Vi(t) = 0;

 
если Ii(t)  Ii

*
, то Vi(t)  0;

 
если Ii(t)  Ii

*
, то Vi(t)  0. 

Типичный вид функции Fi представлен на рис. 1.  

Инвестиционные стратегии агентов.  Далее предполага-

ется, что агенты принимают инвестиционные решения в услови-

ях высокой волатильности рынка и неопределенности относи-

тельно прогнозной динамики спроса D(t). Агенты могут 

наблюдать в каждом периоде t лишь за изменением цены нефти 

и прогнозировать ее изменение на следующие несколько перио-

дов. Агенты на каждом шаге t принимает инвестиционные 

решение на основе этой доступной информации в соответствии 

с некоторым заранее заданным алгоритмом, который будет 

описан далее. 
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Рис. 1. Вид функции Fi 

Пусть Pi
*
 – точка безубыточности агента i, равная цене неф-

ти на рынке, при которой прибыль агента равна нулю. Поэтому 

если в период t P(t)  Pi
*
, то у агента i прибыль от операционной 

деятельности положительна и он имеет возможность инвестиро-

вать в развитие производственных мощностей и, соответствен-

но, в поддержание или увеличение уровня добычи нефти. В 

противном случае у агента возникают операционные убытки и, 

соответственно, инвестиции равны нулю: 

(3) ))(()( *

iii PtPtI  , 

где функция i задает зависимость между инвестициями агента 

и разницей между рыночной ценой нефти и его точкой безубы-

точности. 

Подставим выражение (3) в (2), получим 

(4) ).))((()( **

iiiiii IPtPFtV    

Заметим, что в выражении (4) переменной величиной явля-

ется только P(t), остальные параметры являются константами. 

Далее, заменим функции Fi и i на функцию i, тогда 

(5) ),),)((()( **

iiiii IPtPtV   . 
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Предлагаемый подход состоит в построении функциональ-

ной зависимости i на основе анализа рыночного поведения 

агентов, параметров способа добычи нефти, представленных, 

например, в таблице 1, и некоторых допущений. Функциональ-

ная зависимость i описывает поведение агентов на рынке в 

зависимости от динамики цены нефти, которая, в свою очередь, 

зависит от выбора агентами инвестиционных стратегии и дина-

мики мирового спроса на нефть P(t). 

Далее будем предполагать, что функциональная зависи-

мость i задает максимально возможный прирост производст-

венных мощностей агента в зависимости от P(t). Вместе с тем, 

агенты могут сознательно выбирать уровень своей инвестици-

онной активности и, соответственно, прирост производственной 

мощности и объем предложения нефти на рынке, прогнозируя 

последствия своего выбора на баланс спроса и предложения. 

Пусть параметр i характеризует инвестиционную активность 

агента i, 0  i  1. Величины i 
являются параметрами модели, 

которые могут выбираться агентами: 

(6) ),),)((()( **

iiiiii IPtPtV   . 

Заметим, что если i = 1, то агент выбирает агрессивную 

политику, направленную на максимальное наращивание произ-

водственных мощностей по добыче нефти и захвату рынка. 

Напротив, если i = 0, то агент сознательно «замораживает» 

добычу или даже снижает ее, тем самым ослабляет давление на 

рынок в надежде на более высокие цены.  

Множество возможных инвестиционных стратегий каждого 

агента совпадает с множеством точек единичного отрезка. Без 

потери общности в рамках решения данной задачи можно рас-

сматривать конечный набор стратегий. 

Заметим, что модель (1)–(4), (6) является замкнутой и по-

зволяет, задавая на входе параметры модели и сценарии дина-

мики спроса D(t), рассчитать динамику предложения со стороны 

агентов, изменение их рыночной доли и динамику нефтяных 

цен.  
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3.2. КРИТЕРИИ ЭФФЕКТИВНОСТИ СТРАТЕГИЙ 

Рассмотрим далее критерии эффективности, которыми ру-

ководствуются агенты при выборе своих инвестиционных стра-

тегий. Будем предполагать, что каждый агент заинтересован в 

выборе такой инвестиционной стратегии (с учетом возможного 

выбора стратегий конкурентов), которая обеспечит сохранение 

или увеличение его рыночной доли и одновременно максимиза-

цию поступления денег от продажи нефти. Последний критерий 

важен, так как его максимизация позволят агентам получать 

достаточно денежных средств для инвестиций в поддержание и 

увеличение своих производственных мощностей и, соответст-

венно, уровня добычи нефти. 

Критерий 1. Доля рынка.  Пусть B(t) – общий объем по-

ставок нефти в период t, который рассчитывается по формуле 

B(t) = min{D(t); S(t)}. Предположим, что загрузка производст-

венных мощностей всех агентов одинакова, тогда объем поста-

вок агента i вычисляется следующим образом: 
)(

)(
)()(

tS

tS
tBtB i

i  . 

Соответственно, доля рынка агента в каждый период времени 

равна 
)(

)(
)(

tB

tB
tm i

i  . Критерий 1 может быть выражен следую-

щим образом: 

(7) max)( Tmi
       .,1 Ni   

Агенты стараются максимизировать свою рыночную долю 

в конце прогнозного периода, используя, в том числе, стратегию 

ценовых войн. В случае конечного набора возможных стратегий 

агентов задача сводится к анализу матричной антагонистиче-

ской игры с нулевой суммой. 

Критерий 2. Доход от продажи.  Вторым критерием эф-

фективности стратегий агентов является общая стоимость по-

ставок нефти за прогнозный период, которая вычисляется сле-

дующим образом: ).()(
1

tBtPInc
Tt

t ii 



  Заметим, что агенты в 

ряде стран являются госкомпаниями и должны учитывать в 

выборе своих инвестиционных стратегий интересы государства, 

связанные с пополнением доходных статей бюджете за счет 
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нефтяных доходов. Поэтому в некоторых случаях этот критерий 

в краткосрочной перспективе может быть более важным, чем 

рыночная доля агентов. 

В данной постановке задачи нас будет интересовать в пер-

вую очередь агенты двух типов: компании, добывающие нефть 

по традиционной технологии, и компании, добывающие трудно 

извлекаемую (сланцевую) нефть. Поэтому далее будем рассмат-

ривать рынок типа дуополия, на котором представлены два 

агента. Пусть конечное множество инвестиционных стратегий 

агента 1 состоит из K элементов, где k – номер стратегии 

(k = 1, …, K). Соответственно, для агента 2 множество инвести-

ционных стратегий состоит из J элементов (j = 1, …, J). По 

результатам проведения серии расчетов на модели для каждого 

сценария D(t) можно построить матрицу выигрышей агентов 
2

,

1

, , jkjk IncInc . 

В этом случае решение задачи сводится к анализу бимат-

ричной игры с платежными матрицами 2

,

1

, , jkjk IncInc . Даная 

задача достаточно хорошо исследована. Как известно, условием 

существования хотя бы одной равновесной точки Нэша в чис-

тых стратегиях (k0, j0) является выполнение следующих нера-

венств: 

(8) KkIncInc kjjk ,1,11

000
 ; 

(9) JjIncInc jkjk ,1,22

000
 . 

Если такая точка существует, то она считается решением 

данной задачи. 

Возможность получения решения (равновесной точки Нэ-

ша) биматричной игры в чистых стратегиях в общем случае не 

гарантировано и зависит от свойств матрицы 2

,

1

, , jkjk IncInc . Ме-

тод решения данной задачи включает проведение серии расче-

тов на имитационной модели, построение платежной матрицы, 

ее анализ и поиск решения [1].  

В смешенных стратегиях равновесная точка всегда сущест-

вует и может быть найдена различными методами, например 

сведением к задаче ЦЛП или к линейной задаче дополнительно-

сти. Заметим, что смешанное равновесие Нэша служит не очень 
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«удобным» вариантом решения данной игры, поскольку игровая 

ситуация разыгрывается только один раз. 

Заметим, что платежные матрицы 2

,

1

, , jkjk IncInc  задаются 

имитационной моделью, поэтому в качестве основного метода 

исследования данной задачи будет использоваться метод чис-

ленного моделирования.  

Следует отметить, что в исследуемой задаче предполагает-

ся, что агенты однократно выбирают свои инвестиционные 

стратегии и сохраняют их на протяжении всего прогнозного 

периода. При этом, как показано выше, задача сводится к анали-

зу одношаговой матричной игры. Если снять это допущение и 

считать, что агенты на протяжении прогнозного периода могут 

менять свои инвестиционные стратегии, т.е., например, до 

некоторого периода времени придерживаются «агрессивной» 

инвестиционной политики, а после него – сокращают объем 

инвестиций и постепенно «сворачивают бизнес».  

В такой постановке исследуемая задача может быть сведена 

к анализу многошаговой (динамической) матричной игры, и в 

силу специфики рассмотренных сценариев спроса на нефть 

оптимальные решения будут иметь «кусочно-постоянный» вид. 

Решение задачи может быть получено с помощью анализа по-

следовательности одношаговых матричных игр и проведения 

серии численных экспериментов с разработанной моделью. 

В следующем разделе приводятся результаты практическо-

го использования разработанной модели для анализа и выбора 

инвестиционных стратегий нефтяных компаний с традицион-

ным и нетрадиционным способом добычи. Будет показано, что 

во многих случаях существуют решения исследуемой задачи 

(равновесные точки Нэша) в чистых стратегиях, анализ которых 

позволяет сделать ряд интересных для практики выводов. 

4. Моделирование и анализ результатов 

Рассмотрим рынок типа «дуополия», на котором представ-

лены агенты двух типов: компании, добывающие нефть по 

традиционной технологии, и компании, добывающие трудно 
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извлекаемую (сланцевую) нефть. Рассматривается прогнозный 

период с 2016 года по 2031 год (15 периодов). 

В расчетах использованы следующие параметры модели: 

Предполагается, что в начальный период спрос и предло-

жение на рынке сбалансированы, т.е. B(0) = D(0) = S(0), и равны 

90 млн баррелей в сутки; P(0) – равновесная рыночная цена 

нефти, равная 45 долларов США за баррель. 

Параметр эластичности цены  равен 26,2. Это означает, что 

при отклонении величины небаланса в период t от равновесного 

значения (в период t = 0) на b процентов, соответственно, ры-

ночная цена нефти изменится по отношению к ее равновесному 

значению на 26,2b процентов (с тем же знаком). Значение пара-

метра эластичности цены  оценено в результате анализа данных 

поквартальной динамики мирового спроса на нефть, поставок со 

стороны производителей и рыночных цен на нефть за период 

с 1 кв. 2013 года по 3 кв. 2016 года. Данные представлены на 

сайте International Energy Agency (https://www.iea.org/ 

oilmarketreport/omrpublic). 

Прогноз динамики мирового спроса на нефть D(t). Между-

народное энергетическое агентство (IEA) в своем ежегодном 

исследовании «Прогноз мировой энергетики 2016» рассматри-

вает три сценария развития спроса и предложения на рынке 

нефти до 2040 года. Основной сценарий учитывает последствия 

выполнения Парижского договора о сокращение вредных вы-

бросов (Nationally Determined Contributions, NDC) и существен-

ное замедление роста потребления углеводородного топлива в 

мире. По этому сценарию мировой спрос на нефть к 2040 году 

возрастет на 12%, до 103,5 млн баррелей в сутки. Наибольшую 

долю в росте спроса за этот период обеспечат Индия и Китай, 

при этом Китай станет крупнейшим потребителем нефти, опе-

редив к началу 2030-х годов по этому показателю США. Более 

консервативный сценарий предусматривает ежегодный рост 

мирового спроса на нефть до 2030 года в среднем на уровне  

1,0–1,5 %. При этом мировой спрос на нефть к 2040 году возрас-

тет до 108,5 млн баррелей в сутки. Наиболее амбициозный 

сценарий предполагает в ближайшие годы резкий рост количе-

ства электромобилей, а также широкое распространение возоб-

https://www.iea.org/
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новляемых источников энергии, включая биотопливо. В соот-

ветствии с этим сценарием глобальный спрос на нефть достига-

ет пика к 2020 году (на уровне 95–96 млн баррелей в сутки), 

после чего глобальный спрос на нефть будет снижаться. 

В расчетах рассматривается два крайних сценария: консер-

вативный (сценарий 1) и «амбициозный» (сценарий 2). Сцена-

рий 1 предусматривает равномерный рост мирового спроса на 

нефть на уровне 1,5% в год. В сценарии 2 предполагается, что в 

период с 2016 по 2020 год происходит рост спроса на уровне 

1,0% в год, в период с 2021 по 2025 годы – стабилизация спроса 

и далее после 2025 года – падение спроса на уровне 1,0% в год. 

Параметр Si(0) (начальная мощность по добыче нефти). 

Агент 1 (традиционная технология добычи нефти) – 

86,4 млн баррелей в сутки (или 96% мирового рынка). Агент 2 

(технологии добычи сланцевой нефти) – 3,6 млн баррелей в 

сутки (4% мирового рынка). Эти данные соответствуют факти-

ческому соотношению мировой добычи между производителя-

ми традиционной и сланцевой нефти в начале 2016 года. 

Таблица 2. Традиционная добыча нефти 

Интервал цены нефти, $/баррель 

0–20 20–40 40–60 60–80 80–100 100–120 120–140 

Прирост добычи, % 

–5,0% –0,5% 0,5% 1,0% 1,5% 2,0% 2,5% 

 

Таблица 3. Добыча сланцевой нефти 

Интервал цены, $/баррель 

0–20 20–40 40–60 60–80 80–100 100–120 120–140 

Прирост добычи, % 

–50,0% –20,0% 0,0% 20,0% 30,0% 35,0% 40,0% 

 

Точка безубыточности Pi
*
 агентов принята на уровне: 

агент 1 – 20 долл./баррель и агент 2 – 50 долл./баррель. В соот-

ветствии с этим функциональная зависимость i, задающая 

значения максимально возможного прироста производственной 
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мощности агентов в зависимости от P(t), представлена в табли-

цах 2 и 3.  

Временной лаг между периодом инвестирования и перио-

дом соответствующего изменения производственных мощно-

стей i равен: для агента 1 – два периода и агента 2 – один пери-

од. Приведенные данные отражают существенное отличие 

(асимметрию) параметров модели агента 1 и агента 2. Так, 

данные, приведенные в таблице 3, отражают короткий инвести-

ционный цикл в секторе сланцевой нефти и способность слан-

цевых компаний быстро реагировать на ценовые сигналы актив-

но наращивать или сокращать инвестиции и, соответственно, 

объем добычи и предложения на рынке. Как отмечалось ранее, 

компании добывающие нефть по традиционной технологии 

обладают большей инерционностью (таблица 2). 

Будем рассматривать три возможные инвестиционные стра-

тегии агентов, задаваемые параметром их инвестиционной 

активности i: стратегия 1 (i = 1), стратегия 2 (i = 0,75) и 

стратегия 3 (i = 0,5).  

Варьируя заданный набор стратегий агентов для каждого 

сценария динамики мирового спроса на нефть D(t), с помощью 

разработанной модели можно построить матрицы выигрышей, 

соответствующие выбранным критериям эффективности. Кри-

терий 1 – доля рынка каждого агента в % и критерий 2 – сум-

марная за все периоды стоимость поставленной на рынок нефти 

(млрд. долл. США). 

Сценарий 1.  В соответствии с этим сценарием рыночный 

спрос на нефть на протяжении прогнозного периода растет 

равномерно с темпом 1,5% в год (рис. 4). Матрицы выигрышей 

агентов приведены в таблице 4 и 5. 

Первый элемент матрицы (таблица 5) соответствует выиг-

рышу первого игрока, а второй элемент – выигрышу второго 

игрока. В таблице полужирным шрифтом выделены максималь-

ные элементы столбцов матрицы первого игрока и максималь-

ные элементы строк матрицы второго игрока. Анализ получен-

ной матрицы показывает наличие единственной равновесной 

точки Нэша, которая соответствует выбору агентом 1 инвести-

ционной стратегии 3, а агентом 2 инвестиционной стратегии 1 
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(k = 3 и j = 1). Элементы матрицы первого и второго игрока в 

этой точке выделены полужирным шрифтом. 

Таблица 4. Матрица выигрышей агента 2 по критерию 1 (%) 

 
j = 1 j = 2 j = 3 

k = 1 13,8 11,5 11,2 

k = 2 16,5 15,0 12,8 

k = 3 16,8 16,1 14,7 

Таблица 5. Матрица выигрышей по критерию 2 (млрд. $) 

 
j = 1 j = 2 j = 3 

k = 1 87,3\7,7 90,5\7,6 101,4\7,4 

k = 2 87,4\8,7 95,3\8,8 104,8\8,5 

k = 3 91,0\10,2 96,4\10,1 108,5\10,0 

 

При реализации сценария 1 наилучшей стратегией агента 1 

с точки зрения критерия 2 является выбор стратегии 3 при лю-

бом ответе агента 2. Это означает, что агенту 1 выгодно при-

держиваться сдержанной инвестиционной стратегии (i = 0,5), 

что позволяет ему поддерживать нефтяные цены на достаточно 

высоком уровне, в интервале 50–70 долл. США за баррель. 

Заметим, что при реализации сценария 1 рыночная доля 

компаний, добывающих сланцевую нефть, при любом сочетании 

вариантов стратегий игроков, будет существенно увеличена с 

4% (2016 год) до 13,8%–17,1% (2031 год). Если агент 1 хочет 

минимизировать потерю своей доли рынка из-за агрессивной 

стратегии агента 2, то он должен выбрать стратегию 1, но при 

этом потери его по критерию 2 составят около 5%.  
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Напротив, для агента 2 с точки зрения любого критерия 

наилучшей стратегией является стратегия 1. Это мы наблюдаем 

на рынке: сланцевые компании США, как только цена нефти 

становится выше их точки безубыточности, используют, как 

правило, агрессивную инвестиционную стратегию, направлен-

ную на увеличение добычи и захват доли рынка. Заметим, что в 

случае реализации сценария 1 агенту 2 удастся существенно 

потеснить на рынке агента 1 (таблица 4). 

 

Рис. 2. Спрос – производственные мощности, сценарий 1 

На рис. 2 показана динамика предполагаемого рыночного 

спроса на нефть для сценария 1 и динамики роста производст-

венных мощностей и, соответственно, предложения со стороны 

игроков (агент 1 и агент 2). На рис. 3 показана динамика цены 

на нефть. Колебания цены вокруг значения в 60 долларов США 

за баррель связаны с выбором сланцевыми компаниями агрес-

сивной инвестиционной стратегии. Колебания графика с перио-

дом примерно в три года объясняется коротким инвестицион-

ным циклом сланцевых компаний. При увеличении цены выше 

60 долл. США за баррель сланцевые компании начинают увели-

чивать инвестиции, что приводит с временным лагом в один год 
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к увеличению предложения нефти и баланс на рынке нарушает-

ся, что приводит в свою очередь к соответствующему снижению 

цены. 

 

Рис. 3. Цена нефти, сценарий 1 

На рис. 4 показана динамика цены нефти для вырожденного 

случая, когда на рынке отсутствуют компании, добывающие 

сланцевую нефть. Расчеты показывают, что равновесной ценой 

нефти в этом случае является цена 90 долл. США за баррель.  

Сценарий 2.  В соответствии с этим сценарием рыночный 

спрос на нефть в период с 2016 по 2020 год растет с темпом 

1,0% в год, в период с 2021 по 2025 годы – происходит стабили-

зация спроса (нулевой рост) и, далее, после 2025 года – проис-

ходит падение спроса с темпом 1,0% в год. Матрицы выигры-

шей агентов приведены в таблице 6 и 7. На рис. 5 показана 

динамика предполагаемого рыночного спроса на нефть и дина-

мики роста производственных мощностей и, соответственно, 

предложения со стороны игроков (агент 1 и агент 2). На рис. 6 

показана динамика цены на нефть.  
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Рис. 4. Цена нефти, сценарий 1 

Таблица 6. Матрица выигрышей агента 2 по критерию 1 (%) 

 
j=1 j=2 j=3 

k=1 1,3 1,7 2,0 

k=2 1,5 1,6 1,8 

k=3 1,9 2,3 2,9 

Таблица 7. Матрица выигрышей по критерию 2 (млрд. $) 

 
j=1 j=2 j=3 

k=1 56,5\2,2 57,3\2,3 60,0\2,4 

k=2 59,0\2,4 57,9\2,4 59,5\2,5 

k=3 57,8\2,8 58,0\2,8 61,0\2,8 
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В таблице 7 полужирным шрифтом выделены максималь-

ные элементы столбцов матрицы первого игрока и максималь-

ные элементы строк матрицы второго игрока. Анализ получен-

ных матриц показывает наличие единственной равновесной 

точки Нэша, которая соответствует выбору обоими игроками 

инвестиционной стратегии 3 (k = 3 и j = 3). 

Это означает, что обоим игрокам выгодно придерживаться 

сдержанной инвестиционной стратегии (i = 0,5), что позволит 

им даже при неблагоприятной динамике спроса на рынке под-

держивать нефтяные цены до 2025 года на уровне выше 

40 долларов США за баррель. Поскольку цена нефти 

40 долларов США за баррель значительно ниже точки безубы-

точности для компаний, добывающих сланцевую нефть, то это 

приводит к тому, что добыча сланцевой нефти после 2022 года 

станет убыточной и будут существенно сокращаться. 

Анализ результатов расчетов, приведенных в таблице 6, по-

казывает, что при реализации сценария 2 сланцевые компании 

не смогут конкурировать с компаниями, добывающими тради-

ционную нефть, их рыночная доля уменьшится с 4% (2016 год) 

до 1,3%–2,9% (2031 год).  

 

Рис. 5. Спрос – производственные мощности, сценарий 2 
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Заметим, что, в соответствии со сценарием 2, пик спроса на 

нефть будет пройден в период с 2023 по 2025 год. Далее цена 

нефти будет снижаться более быстрыми темпами и достигнет 

минимума в 2028 году. По-видимому, все игроки в этой ситуа-

ции будут вынуждены сокращать добычу для того, чтобы сба-

лансировать мировой рынок нефти на новых уровнях, что при-

ведет к 2030 году к кратковременному росту цены нефти до 

уровня 40 долларов США.  

 

 

Рис. 6. Цена нефти, сценарий 2 

Как видно из анализа приведенных данных, сценарий 2 яв-

ляется крайне пессимистическим для нефтедобывающего секто-

ра. После 2025 года многие игроки с высокой точной безубы-

точности вынуждены будут уйти с рынка. Оставшимся игрокам 

придется сокращать инвестиции в поддержание добычи и новые 

проекты, что будет приводить к сокращению предложения на 

рынке и к поиску нового ценового равновесия в условиях со-

кращения мирового спроса на нефть и замену ее новыми, аль-

тернативными источниками энергии. 
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4. Заключение 

Рассмотрена задача оценки и выбора инвестиционных стра-

тегий нефтедобывающих компаний в условиях конкуренции 

между компаниями с традиционным и нетрадиционным спосо-

бом добычи. Задача сведена к анализу биматричной игры, в 

которой матрица выигрышей формируется в результате числен-

ного моделирования. Метод решения данной задачи включает 

проведение серии численных расчетов на разработанной имита-

ционной модели, построение платежных матриц для различных 

сценариев и их анализ. 

Результаты моделирования показывают, что при благопри-

ятном сценарии мирового спроса на нефть (сценарий 1) нетра-

диционная нефть может получить значительную долю рынка в 

среднесрочной перспективе, хотя добыча традиционной нефти 

будет оставаться основным источником поставок на мировой 

рынок нефти. К 2019–2020 годам проекты сланцевой нефти, 

которые сейчас только планируются, могут стать ключевой 

частью кривой предложения, причем уровень безубыточности 

этих проектов составит 55–60 долларов США за баррель. Веро-

ятно, в среднесрочной перспективе равновесная цена на нефть 

будет колебаться около этого уровня. В случае реализации 

сценария 2 избыток предложения нефти по сравнению со спро-

сом может привести к раннему пику для обычной нефти и суще-

ственному снижению нефтяных цен. 

Следует заметить, что рассмотренная в работе модель соз-

нательно упрощена и не учитывает некоторые существенные 

факторы, в том числе возможное изменение точки безубыточно-

сти вследствие перехода компаний к разработке более затрат-

ных месторождений, а также совершенствование технологий 

добычи, приводящее к сокращению затраты на разработку и 

добычу нефти. 

Практический интерес представляет также разработка ме-

тодов решения исследуемой задачи для случая трех и более 

игроков, что позволит сделать прогнозы параметров нефтяного 

рынка, полученные с помощью предложенных методов, более 

реалистичными. Кроме этого, большой интерес представляет 

анализ решения исследуемой задачи с учетом соотношения 
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динамики истощения разведанных запасов нефти и, соответст-

венно, естественного снижения ее добычи и сокращения миро-

вого спроса на нефть.  
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Abstract: This paper examines the problem of investment strategies 

choice of oil companies with conventional and unconventional oil 

production. A mathematical model describing the relationship 

between the oil companies’ investment strategies and the oil price, 

which depends on the ratio of supply and demand on the world oil 

market, is constructed and discussed. Solution is reduced to the 

analysis of a bimatrix game, where in the payoff matrix is formed by 

numerical simulation. Two possible scenarios of play are presented, 

a stable one and a volatile one. We present an illustrative example 

of the proposed approach. The obtained results show that unconven-

tional oil production, including shale oil, will occupy a significant 

portion of the market in the medium term. Average market price of 

oil is expected to reach 55-60 $ per barrel. This model, however, 

does not account for possible technology advancements, which 

could lower the expense of oil extraction and, thus, market price.  
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ЭКОНОМИЧЕСКОЙ ЭФФЕКТИВНОСТИ РЕГИОНОВ 

НА ОСНОВЕ БАЗОВЫХ МОДЕЛЕЙ АНАЛИЗА 
СРЕДЫ ФУНКЦИОНИРОВАНИЯ1 

Ратнер С.В.
2
,  

(ФГБУН Институт проблем управления  

им. В.А. Трапезникова РАН, Москва) 
 

Проведен сравнительный анализ применимости нескольких 

методов решения динамических задач анализа среды функцио-

нирования (АСФ) к вопросам мониторинга эколого-

экономической эффективности хозяйственной деятельности 

региональных экономических систем (на примере регионов 

Центрального федерального округа). Рассматриваются метод 

формирования временных рядов на основе точечных оценок 

эколого-экономической эффективности, метод Малкмвиста и 

метод окна. Анализируются на устойчивость и адекватность 

результаты, полученные при различной ширине окна. Сравне-

ние полученных результатов позволяет сделать вывод об 

однозначной предпочтительности метода окна для решения 

задач мониторинга эколого-экономической эффективности 

регионов не только с вычислительной, но и с содержательной 

точки зрения. 

 

Ключевые слова: анализ среды функционирования, непара-
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1. Введение 

Анализ среды функционирования (в англоязычном варианте 

Data Envelopment Analysis, DEA) в настоящее время представля-

ет собой развитую методологию сравнительной оценки эффек-

тивности функционирования различных производственных 

объектов по широкому набору входных и выходных показателей 

их деятельности. Эффективность в контексте анализа среды 

функционирования понимается как отношение взвешенной 

суммы выходов производственного объекта (полезных резуль-

татов деятельности, например, объема произведенной продук-

ции) к взвешенной сумме его входов (потребляемых ресурсов), 

что позволяет классифицировать объекты как эффективные 

только в том случае, когда они производят наибольшие выходы 

при наименьших входах [14]. Базовые и модифицированные 

модели анализа среды функционирования успешно применяют-

ся для решения широкого класса практических задач управле-

ния: от формирования рейтингов предприятий [10], регио-

нов [5], научно-инновационных программ [4] до выбора 

оптимальных путей повышения эффективности производствен-

ных объектов, деятельность которых на данный момент не 

является эффективной [6]. При этом в качестве производствен-

ных объектов могут рассматриваться как отдельные экономиче-

ские агенты, так и их некоторые интеграционные образования 

(корпорации, кластеры, региональные экономические системы), 

главное, чтобы их деятельность могла быть описана одинако-

вым набором входных и выходных параметров.  

Одним из основных факторов популярности DEA как ис-

следовательского метода, безусловно, является наличие доступ-

ного программного обеспечения, позволяющего свести слож-

ность решения реальных практических задач к минимуму. Так, в 

открытом доступе на сегодняшний день представлены пакеты 

DEA Frontier, MaxDEA, Open Source DEA и др., которые позво-

ляют использовать радиальные модели с постоянной и перемен-

ной отдачей на масштаб, ориентированные по входу и выходу. В 

то же время некоторые более сложные модификации базовых 

моделей DEA, в частности, позволяющие исследовать эффек-

тивность функционирования производственных объектов в 
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динамике, в вышеперечисленных пакетах реализованы уже в 

виде дополнительных опций, предоставляемых на платной 

основе.  
Наиболее распространенным в литературе методом оценки 

эффективности функционирования производственных объектов 

в динамике является метод, основанный на расчете индекса 

Малкмвиста [21]. В отличие от простого сравнения коэффици-

ентов эффективности каждого из исследуемых производствен-

ных объектов в момент времени t и в момент времени t + 1, 

рассчитанных в результате решения двух независимых задач 

DEA, при расчете индекса Малкмвиста учитывается также 

изменение самой границы эффективности множества производ-

ственных объектов, которое может иметь место в период между 

моментами t и t + 1. При этом сложность решения задачи и 

необходимый объем вычислений существенно увеличиваются. 

Преодолеть данные трудности и свести задачу мониторинга 

эффективности производственных n объектов в динамике к 

последовательному решению двух или более базовых моделей 

DEA можно, используя прием, называемый в некоторых источ-

никах «window analysis» [15], суть которого близка к методу 

скользящего среднего. Идея метода состоит в выборе окна 

наблюдения для каждого производственного объекта опреде-

ленной ширины w (например, логично взять w = 4, если данные 

для каждого производственного объекта представлены поквар-

тально). Тогда каждый набор входных и выходных данных в 

момент времени от 1 до w представляет отдельный «производ-

ственный объект», т.е. задача оценки сравнительной эффектив-

ности решается для w × n «производственных объектов», а для 

каждого реального производственного объекта в результате 

рассчитывается w коэффициентов эффективности. Далее окно 

сдвигается на одно наблюдение вправо и вновь рассчитывается 

w коэффициентов эффективности для каждого производствен-

ного объекта. В итоге в качестве динамической меры эффектив-

ности производственного объекта может быть взято среднее 

арифметическое коэффициентов эффективности, рассчитанных 

для данного момента времени при разных границах окна. Такой 

подход позволяет обеспечить робастность оценок эффективно-

сти и в тоже время выявить тренды в изменении эффективности 
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производственных объектов, оставаясь при этом в зоне работо-

способности базовых моделей DEA, обеспеченных программ-

ными продуктами открытого доступа. 

Апробация данного метода была проведена на примере ре-

шения задачи оценки сравнительной комплексной эколого-

экономической эффективности региональных экономических 

систем (РЭС). Статический случай был рассмотрен в работе [8], 

где в качестве эффективных (в контексте концепции устойчиво-

го развития) признаны регионы, производящие максимальные 

полезные экономические и социальные эффекты (выраженные 

как ВРП и количество населения) при минимальных объемах 

негативного воздействия на окружающую среду (выбросах в 

атмосферу, водные объекты и загрязнение почв). Динамический 

случай (в той же содержательной постановке) рассмотрен в 

данной работе.  

Задача мониторинга эффективности РЭС в динамике реша-

лась тремя способами:  1) простым расчетом коэффициентов 

эффективности для каждой РЭС в течение исследуемого перио-

да (2010–2014 гг.);  2) расчетом значений индекса Малкмвиста 

для каждой РЭС в периоды 2010–2011 гг., 2011–2012 гг. и т.д.; 

3) расчетом коэффициентов эффективности для каждой РЭС по 

методу окна. Сравнение полученных результатов позволяет 

сделать вывод об однозначной предпочтительности метода окна 

для решения такого рода задач не только с вычислительной, но 

и с содержательной точки зрения.  

2. Постановка динамической задачи сравнительной 
оценки эколого-экономической эффективности 
региональных экономических систем   

Рассмотрим задачу об оценке эффективности функциони-

рования региональных экономических систем (РЭС) по набору 

эколого-экономических показателей за период времени T. Для 

этого в каждый момент времени t периода T используем базо-

вую ориентированную по входам модель экологического анали-

за среды функционирования (ЭАСФ) [19], которая отличается от 

традиционной модели анализа среды функционирования (АСФ) 

наличием нежелательных выходов. Для всех моментов времени 
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t  (1, …, T) представим каждую РЭСt как объект, на вход кото-

рого подаются ресурсы (энергия, сырье, труд, капитал и т.д.), а 

на выходе получается экономический результат, который может 

быть измерен любых широко используемых на практике показа-

телях, таких как валовый региональный продукт, валовая добав-

ленная стоимость, уровень дохода населения и т.д. Кроме того, 

на выходе каждого объекта образуются негативные экологиче-

ские эффекты как неизбежный результат хозяйственной дея-

тельности человека – выбросы загрязняющих веществ в атмо-

сферу, забор природных вод для нужд экономики, твердые 

отходы, сбросы недостаточно очищенных сточных вод. Для 

каждого производственного объекта (РЭСt) ищется возможность 

сокращения входов (объемов затрачиваемых ресурсов) и неже-

лательных выходов (негативных экологических эффектов) без 

сокращения желательных выходов (экономического результата). 

Объекты, которые при минимальном количестве затрачиваемых 

ресурсов и объеме негативных экологических эффектов произ-

водят максимальный экономический результат, возможный в 

данный момент времени t, признаются эффективными. 

Формализация данной задачи возможна следующим обра-

зом. Имеется K однородных производственных объектов (ПО), 

каждый их которых задан N входами и M выходами. Выходы 

1, 2, …, p являются желательными (полезными), а 

p + 1, p + 2, …, M – нежелательными (негативные экологические 

эффекты).  

В коэффициентной форме задача оценки эффективности ПО 

с индексом 0 в период времени t записывается следующим 

образом: 
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где 0),,( 010  t

N

tt xxX   – вектор входов размерности N в 

момент времени t; 0),,( 010  t

M

tt yyY   – вектор выходов 

размерности M в момент времени t; К – количество производ-

ственных объектов; um, vn – неизвестные неотрицательные веса, 

подлежащие определению. 

Задача также может быть сформулирована в двойственной 

форме: 

(2) 


min  

при ограничениях 
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Для каждого производственного объекта решается дробно-

линейная задача математического программирования, в которой 

максимизируется отношение следующего вида: 

(3) 
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при ограничениях 

(4) 1
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Отношение (3) при этом называется коэффициентом (или 

мерой) моментной эколого-экономической эффективности ПО. 

Объекты, для которых коэффициент моментной эффективности 

равен единице, признаются эффективными, а остальные – неэф-

фективными в момент времени t. После того как для каждого 

момента времени t  (t1, …, T) будут рассчитаны значения 

коэффициентов эффективности всех РЭС, полученные динами-

ческие ряды коэффициентов эффективности исследуются на 

наличие трендов.  
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Нежелательные выходы можно также рассматривать 

наравне с входами модели, тогда моментная мера эффективно-

сти примет следующий вид: 
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В работе [20] было доказано, что меры эколого-

экономической эффективности h  и h
*
 являются эквивалентными 

и могут одинаково успешно использоваться для решения базо-

вых моделей CCR, а в работах [8, 10–11, 19] показано, что в 

простейшем случае нежелательные выходы (негативные эколо-

гические эффекты) могут рассматриваться как единственные 

входы модели. Такая интерпретация нежелательных выходов 

вполне оправдана в том случае, когда при решении задачи нет 

необходимости отслеживать эффективность использования 

каждого отдельного вида ресурсов (например, энергоэффектив-

ность), подаваемых на вход РЭС [8–9]. В данной упрощенной 

постановке задачи эффективными признаются те ПО, которые 

производят максимальный социо-экономический результат с 

минимальными негативными экологическими эффектами. Их 

множество задает границу эффективности, которая в случае 

модели CCR представляет собой гиперповерхность выпуклого 

многогранного конуса. Объекты, значения коэффициентов 

эффективности которых оказались меньше единицы, посред-

ством пропорционального сокращения входов могут прибли-

зиться к границе эффективности: ),(),( 0000

tttt YhXYX  [3]. 

Эффективная точка получается из исходной с помощью до-

полнительных переменных ),,( 1



NssS  и ),,( 1



MssS   

посредством сдвига по ним ),( 00

  SYShX tt . Дополнитель-

ные переменные определяются на второй фазе решения оптими-

зационной задачи и трактуются как потенциал снижения нега-

тивных экологических эффектов. В некоторых литературных 

источниках расчет дополнительных переменных также называ-

ется методом задания цели [12], так как определенный таким 

образом потенциал снижения каждого из негативных экологиче-

ских эффектов является целевым параметров для производ-
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ственного объекта в процессе достижения эффективности. 

Исследование динамических рядов по каждому из целевых 

параметров также дает множество дополнительной информации 

для лиц, принимающих решения (ЛПР) в сфере экологического 

менеджмента региональных экономических систем. 

3. Методы решения динамических задач оценки 
эффективности  производственных объектов 

Для оценки изменения эффективности ПО во времени в за-

дачах АСФ в настоящее время наиболее часто используется 

индекс производительности Малмквиста (Malmquist productivity 

index, MPI), который является непараметрическим методом 

анализа временных рядов [21].  

Обозначим через ),( 00

ttt YXh  и ),( 1

0

1

0

1  ttt YXh  меры эф-

фективности ПО0 в моменты времени t и t + 1, рассчитанные 

посредством решения задачи (1) для моментов времени t и t + 1 

соответственно. Кроме того, определим ),( 1

0

1

0

 ttt YXh
 
– меру 

эффективности ПО0 в момент времени t относительно границы 

эффективности будущего периода t + 1 посредством решения 

следующей задачи: 

(5) 


min  
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Аналогично определим ),( 00

1 ttt YXh 
 – меру эффективности 

ПО0 в момент времени t + 1 относительно границы эффективно-

сти прошлого периода t. 

Тогда индекс производительности Малмквиста может быть 

представлен как 
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(6) 
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Значения MPI0 < 1,  MPI0 = 1 и MPI0 > 1 говорят соответ-

ственно о снижении, постоянстве или увеличении эффективно-

сти ПО0 в течение исследуемого периода [18]. Кроме того, в 

литературе часто используют форму представления индекса 

Малмквиста, в которой изменение производительности (эффек-

тивности) представлено в декомпозированном виде, где первая 

часть представляет собой эффекта сдвига границы эффективно-

сти (Frontier Shift Effect), а вторая – эффект роста относительной 

эффективности (Catch-up Effect).  

По сравнению с точечным методом решения динамической 

задачи, когда расчет мер эффективности ПО осуществляется по 

каждой точке из интервала наблюдений, а потом полученные 

точечные значения формируют временной ряд, определение 

динамики эффективности через расчет индекса Малмквиста 

позволяет учесть сдвиг границы эффективности. Учитывая то, 

что АСФ позволяет оценить эффективность ПО только в срав-

нении с другими ПО, это является важным моментом. В контек-

сте решения задач оценки эколого-экономической эффективно-

сти РЭС результат ),( 00

ttt YXh  > ),( 1

0

1

0

1  ttt YXh  еще не 

означает, что с течением времени у РЭС0 произошло увеличение 

негативных экологических эффектов или снижение социально-

экономических показателей хозяйственной деятельности. Такой 

результат также может свидетельствовать о том, что у других 

РЭС (всех или по крайней мере некоторых из них) в момент t + 1 

по сравнению с моментом t произошло снижение негативных 

экологических эффектов или улучшение экономических показа-

телей, тогда как показатели РЭС0 остались на уровне предыду-

щего временного периода. Расчет индекса Малмквиста позволя-

ет устранить данную неопределенность результата решения 

точечных задач. 

Однако данный метод решения динамических задач оценки 

эффективности ПО тоже не свободен от недостатков. В качестве 

основного в контексте решения задач оценки эколого-

экономической эффективности регионов можно выделить необ-
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ходимость проведения попарного сравнения моментов наблю-

дений на всем промежутке t  (t1, …, T). Кроме того, если сфор-

мированный точечным методом временной ряд эффективности 

ПО далее может быть исследован с помощью обычных регрес-

сионных моделей и моделей с распределенными лагами [7], то 

ряд, состоящий только из значений индекса Малкмвиста, позво-

ляет провести анализ динамики эффективности ПО только на 

качественном уровне. 

Вторым по распространенности методом решения динами-

ческих задач АСФ является метод окна, который позволяет 

сравнить исследуемый объект по эффективности производ-

ственной деятельности не только с другими аналогичными 

объектами, но и с самим собой в другие периоды времени. Для 

этого каждый из K рассматриваемых ПОi представляется в виде 

набора T однородных объектов 
T

i

t

i

t

i ПО,,ПО,ПО 21  , задавае-

мых входами 
T

i

t

i

t

i XXX ,,, 21  и выходами 
T

i

t

i

t

i YYY ,,, 21  . Базо-

вая задача АСФ вида (1) решается T – w + 1 раз для K  w  

(w ≤ T) производственных объектов (или, в контексте данного 

исследования, регионов) ,ПО,,ПО,,ПО,ПО 1

1

11
jjjj t

K

wttt



 

.ПО,,ПО
1 wt

K
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K
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Первый раз решение задачи вида (1) осуществляется для 

временного интервала t1, …, t1 + w. Обозначим его как w1. В 

результате решения задачи ПОi вычисляется w коэффициентов 

моментной эффективности ,),,(),,(
111 111111  t

i

t

i

tt

i

t

i

t
YXhYXh  

),( 111 wt
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 , соответствующие
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t

i

121 ПО.,ПО,ПО  .
 

Далее окно сдвигается на один временной интервал вправо. 

В результате второго решения задачи по окну w2: t2, …, t2 + w 

вычисляются коэффициенты моментной эффективности 

),(,),,(),,( 2212222222 111 wt

i

wt

i

wtt

i

t

i

tt

i

t

i

t
YXhYXhYXh

  . 

Процесс перемещения окна по периоду наблюдения про-

должается до момента t = T – w + 1, в результате чего для каждо-

го 
t

iПО , за исключением 1ПО
t

i и 
T

iПО , рассчитывается несколь-

ко коэффициентов моментной эффективности по разным окнам. 
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Так, 2ПО
t

i соответствуют два коэффициента моментной эффек-

тивности 2

1

t

wh и 2

2

t

wh , 3ПО
t

i – три коэффициента моментной эф-

фективности 3

2

3

1
,

t

w

t

w hh и 3

3

t

wh  и т.д. В качестве итогового значения 

коэффициента моментной эффективности принимается среднее 

арифметическое коэффициентов, полученных по разным окнам: 





q

j

t

wavr
t

q
h

q
h

1

1 , 

где q – количество окон, по которым получены коэффициенты 

моментной эффективности. 

В задачах оценки сравнительной энергетической и экологи-

ческой эффективности производственных объектов зачастую 

предполагается, что все объекты используют примерно одни и 

те же технологии производства [23]. Тогда различия в эффек-

тивности исследуемых объектов объясняются полностью каче-

ством менеджмента. Данное предположение накладывает неко-

торые ограничения на применимость метода окна. Так как с 

течением времени производственные технологии могут менять-

ся, ширину окна нужно полагать достаточно малой, чтобы не 

допустить сравнения эффективности объектов, работающих на 

старой технологии, с объектами, работающими на новой, более 

эффективной технологии. В большинстве исследований, при-

держивающихся предположения о неизменности технологиче-

ской базы производственных процессов, ширина окна полагает-

ся равной трем годам [23–24]. Однако в контексте решения 

задачи оценки сравнительной эколого-экономической эффек-

тивности региональных экономических систем данное ограни-

чение является несущественным. Нас будет интересовать любое 

изменение эколого-экономической эффективности региона, вне 

зависимости, чем оно вызвано: повышением качества менедж-

мента ресурсов, внедрением новых производственных техноло-

гий более высокого класса экологичности, проведением приро-

доохранных мероприятий, или изменением структуры 

экономики региона с акцентом на развитие высокотехнологич-

ных отраслей [1].  
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Еще одним ограничением метода окна, часто обсуждаемым 

в литературе, является устойчивость получаемых оценок коэф-

фициента эффективности. В ряде работ (например, [22]) устой-

чивость предлагается оценивать по стандартному отклонению 

(7) 
)1(

)(
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или вариации  

(8) )min()max( ,,

t

wi

t

wii hhVar  . 

В работах других авторов (например, [24]) оценку устойчи-

вости предлагается проводить по размаху значений коэффици-

ентов эффективности, полученных по разным окнам, для каждо-

го момента времени из интервала t  (t1, …, T):  

(9) )min()max( ,,

t

wi

t

wi

t

i hhCR  . 

Вне зависимости от того, используется ли для расчетов 

формула (7), (8) или (9), оценка устойчивости для начального t1 

и конечного T моментов периода наблюдения проводится толь-

ко по одному значению. Поэтому в большинстве исследований 

авторы просто опускают данный момент из рассмотрения, оце-

нивая устойчивость ПО только внутри интервала наблюдения 

[23–24]. Преодолеть данное ограничение и включить в рассмот-

рение крайние точки t1 и T можно посредством «кругового» 

метода (round robin method), предложенного в работе [22], суть 

которого заключается в том, что эффективность каждого ПО 

рассматривается сначала только в момент t1, потом в период 

(t1, t2), далее в период (t1, t2, t3) и так до периода (t1, …, T). Такой 

подход позволяет получить более полную картину динамики 

каждого ПО, включая вопросы устойчивости и наличия трендов, 

однако вычислительная сложность задачи при этом значительно 

увеличивается. 

Рассмотрим преимущества и недостатки описанных мето-

дов решения динамических задач оценки эколого-

экономической эффективности региональных экономических 

систем на конкретном примере оценки устойчивости траекторий 
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развития регионов Центрального федерального округа в период 

2010–2014 гг. 

4. Сравнительный анализ результатов решения 
динамической задачи оценки эколого-
экономической эффективности региональных 
экономических систем разными методами 

Пусть каждая региональная экономическая система описы-

вается следующим набором входных и выходных параметров: 
t

ix1  – годовой объем выбросов загрязняющих веществ в атмо-

сферу от стационарных источников (тыс. т); 
t

ix2  – годовой объем выбросов загрязняющих веществ в ат-

мосферу от автомобильного транспорта (тыс. т); 
t

ix3  – годовой объем сброса неочищенных сточных вод 

(млн м
3
); 

t

ix4  – годовой объем сброса недостаточно очищенных сточ-

ных вод (млн м
3
); 

t

ix5  – годовой объем образования промышленных и бытовых 

отходов (млн т); 
t

ix6  – годовой объем забора свежей воды из природных по-

верхностных и подземных объектов (млн м
3
); 

t

iy1  – годовой объем валового регионального продукта, при-

веденный (дефлированный) к ценам 2010 года (млн руб.); 
t

iy2  – количество населения в регионе (тыс. чел). 

Выбор вышеперечисленных показателей объясняется, с од-

ной стороны, принципом разумной достаточности, с другой 

стороны – доступностью. Использование представительного 

набора входов и выходов при моделировании эколого-

экономической эффективности РЭС позволяет учесть больше 

аспектов. Однако в том случае, когда количество входов и вы-

ходов близко или превышает количество рассматриваемых ПО, 

возникает проблема недостаточной дискриминирующей спо-

собности АСФ [9, 14, 23–24], которая характеризуется тем, что в 
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результате решения задачи значительная доля всех ПО призна-

ются эффективными. Поэтому количество входов и выходов 

модели АСФ не должно быть слишком большим, а выбранные 

входные и выходные показатели должны быть наиболее инфор-

мативными.  

Российская система статистического учета экологических 

аспектов хозяйственной деятельности в настоящее время актив-

но совершенствуется. В ежегодных государственных докладах 

«О состоянии и об охране окружающей среды в Российской 

Федерации», публикуемых в открытом доступе на официальном 

сайте Министерства природных ресурсов РФ (www.mnr.gov.ru), 

показатели антропогенной нагрузки периодически детализиру-

ются, добавляются, методики их расчета уточняются. Так, 

например, в 2010 г. в ежегодных государственных докладах 

произведена дифференциация показателя объема сброса сточ-

ных вод в природные объекты, введен показатель потребления 

свежей воды в регионе, учитываются способы обращения с 

отходами (переработка, захоронение), введены показатели 

климатических изменений и т.д. Это позволяет учитывать боль-

ше экологических аспектов при оценке эколого-экономической 

эффективности РЭС, однако ограничивает период наблюдения 

отрезками, на которых система статистического учета не пре-

терпевала существенных изменений.  

Предложенный набор входных и выходных показателей 

выполнен на основе учета результатов работ [1–2, 8, 12, 23–24]. 

Расчет коэффициентов эффективности для каждого региона 

ЦФО (за исключением г. Москвы как субъекта, представляюще-

го полностью городскую территорию) проводился несколькими 

разными методами:  1) точечным;  2) по методу окна при ши-

рине окна, равной всему периоду наблюдения;  3) по методу 

окна при ширине окна три года;  4) по методу окна при ширине 

окна два года. Результаты расчетов
1
 коэффициентов эколого-

экономической эффективности регионов ЦФО за период  

                                                 
1
 Все расчеты проводились с использованием пакета прикладных 

программ открытого доступа MaxDEA на статистических данных, 

взятых из государственных докладов «О состоянии и об охране окру-

жающей среды в Российской Федерации» за период 2010–2014 гг. 
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2010–2014 гг., полученные точечным методом, приведены в 

таблице 1, результаты расчета по методу окна при ширине окна, 

равной 3 года, приведены в таблице 2. 

Таблица 1. Значения коэффициентов эколого-экономической 

эффективности регионов ЦФО, рассчитанные точечным  

методом  
Регион 2010 2011 2012 2013 2014 

Белгородская обл. 1 1 1 1 1 

Брянская область 1 1 1 1 1 

Владимирская обл. 1 1 1 1 1 

Воронежская обл. 1 1 1 1 1 

Ивановская область 0,7868 0,7868 0,8301 0,8548 0,7969 

Калужская область 1 1 1 1 1 

Костромская обл. 1 0,9126 0,9124 0,8283 0,8710 

Курская область 1 1 1 1 1 

Липецкая область 1 1 1 1 1 

Московская обл. 1 1 1 1 1 

Орловская область 0,9807 0,9733 1 0,9509 1 

Рязанская область 0,8022 0,7974 0,7460 0,7372 0,6928 

Смоленская обл. 0,9086 0,9839 0,8283 0,8209 0,9445 

Тамбовская область 1 1 1 1 1 

Тверская область 1 1 1 1 1 

Тульская область 0,8579 0,8136 0,7896 0,6681 0,6258 

Ярославская обл. 0,9164 0,9452 0,9292 1 1 

 

Анализируя результаты расчетов, приведенные в табли-

цах 1 и 2, можно сделать вывод о том, что эколого-

экономическая эффективность большинства регионов ЦФО 

достаточно высокая. Наиболее высокие показатели эколого-

экономической эффективности имеют Белгородская, Калужская, 

Московская, Тамбовская области, наименее высокие – Иванов-

ская, Рязанская и Тульская области.  

Метод окна, как и ожидалось, обладает более высокой дис-

криминирующей способностью за счет того, что каждый раз 

задача АСФ решается для 3×17 производственных объектов, а 

не для 17, как в точечном методе, при том же количестве входов 

и выходов ПО. При использовании метода окна только два 

объекта – Калужская и Тамбовская области – остаются эффек-

тивными на протяжении всего периода наблюдения. 
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Таблица 2. Значения коэффициентов эколого-экономической 

эффективности регионов ЦФО, рассчитанные по окну шириной 

три года  

Регион 2010 2011 2012 2013 2014 

Белгородская обл. 1 0,9500 1 1 1 

Брянская область 1 1 0,9847 1 1 

Владимирская обл. 0,9414 0,9188 0,9936 1 1 

Воронежская обл. 1 0,9973 0,9588 0,9667 1 

Ивановская область 0,7868 0,7330 0,8102 0,7929 0,7466 

Калужская область 1 1 1 1 1 

Костромская обл. 0,9312 0,8334 0,8339 0,8121 0,7941 

Курская область 1 1 0,9419 0,9891 1 

Липецкая область 0,9490 0,9997 0,9958 0,9862 1 

Московская обл. 0,9675 1 1 1 1 

Орловская область 0,9210 0,8925 1 0,9278 0,9396 

Рязанская область 0,6581 0,6602 0,6930 0,7155 0,6928 

Смоленская обл. 0,8056 0,7892 0,7722 0,8041 0,9205 

Тамбовская область 1 1 1 1 1 

Тверская область 1 1 0,9273 0,9820 1 

Тульская область 0,7681 0,7104 0,7272 0,6561 0,6213 

Ярославская обл. 0,8068 0,8517 0,8831 0,9690 1 

 

Для получения более детальных выводов проведем сравни-

тельный анализ результатов расчетов эколого-экономической 

эффективности отдельных регионов, полученных при различной 

ширине окна – пять лет, три года, два года, а также результатов, 

полученных точечным методом (рис. 1–2). Нетрудно заметить, 

что при использовании окна максимальной ширины (весь пери-

од наблюдения), значения коэффициента эффективности у 

неэффективных объектов минимальные. Поэтому неэффектив-

ные объекты становится гораздо проще дифференцировать 

между собой. 

Чем уже ширина окна, тем значение коэффициента эффек-

тивности получается выше. С другой стороны, направление 

изменения динамики эффективности ПО (уменьшение или рост) 

может меняться на противоположное. Так, например, если 

анализировать динамику эколого-экономической эффективно-
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сти Рязанской области по точкам, то можно заметить ее сниже-

ние. Это значит, что относительно других регионов эколого-

экономическая эффективность Рязанской области становится с 

каждым годом все хуже. Если же анализировать динамику по 

окну, ширина которого равна всему периоду наблюдения, то 

можно заметить, что эколого-экономическая эффективность 

Рязанской области повышается. То есть, сравнивая экологич-

ность хозяйственной (производственной и бытовой) системы 

региона в разные периоды времени, мы можем заметить улуч-

шения. Общий вывод относительно изменения эколого-

экономической эффективности региона в данном случае таков: 

экологическая эффективность хозяйственной системы региона 

повышается, однако не так быстро, как в других регионах. 

Заметим, что анализ изменений эколого-экономической 

эффективности региона по методу окна с шириной, равной трем 

или двум годам, в данном случае не позволяет выделить какого-

либо явного тренда. 

 

 
Рис. 1. Сравнение результатов расчетов эколого-экономической 

эффективности Белгородской области в динамике по разным 

методам и с разной шириной окна 
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Рис. 2. Сравнение результатов расчетов эколого-экономической 

эффективности Рязанской области в динамике по разным 

методам и с разной шириной окна 

Сравнивая устойчивость оценок эколого-экономической 

эффективности, полученных при различной ширине окна по 

формуле (7), можно отметить, что стандартное отклонение для 

большинства регионов меняется незначительно (таблица 3). 

Наиболее устойчивые показатели эколого-экономической 

эффективности в течение наблюдаемого периода при различной 

ширине окна демонстрируют Калужская, Тамбовская, Брянская, 

Липецкая и Московская области, наименее устойчивые – Ко-

стромская, Смоленская, Ярославская области. Заметные измене-

ния устойчивости оценок в зависимости от ширины окна 

наблюдаются только по Курской и Тульской области, однако 

даже в этом случае их нельзя признать существенными, так как 

разница составляет не более 7% от минимального значения 

коэффициента эффективности. Однако даже столь несуще-

ственные различия становятся гораздо более значимыми и 

заметными при анализе потенциала улучшений эколого-

экономической эффективности регионов по методу задания 

цели. 
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Таблица 3. Стандартное отклонение оценок эколого-

экономической эффективности регионов ЦФО при разной 

ширине окна 

Регион STD, w=5 STD, w=3 STD, w=2 

Белгородская обл. 0,0264 0,0221 0,0171 

Брянская область 0,0160 0,0120 0,0036 

Владимирская обл. 0,0488 0,0367 0,0241 

Воронежская обл. 0,0444 0,0376 0,0236 

Ивановская область 0,0376 0,0349 0,0285 

Калужская область 0,0000 0,0000 0,0000 

Костромская обл. 0,0433 0,0517 0,0681 

Курская область 0,0715 0,0444 0,0153 

Липецкая область 0,0257 0,0180 0,0104 

Московская обл. 0,0280 0,0108 0,0082 

Орловская область 0,0570 0,0459 0,0400 

Рязанская область 0,0518 0,0364 0,0395 

Смоленская обл. 0,0761 0,0500 0,0625 

Тамбовская область 0,0000 0,0000 0,0000 

Тверская область 0,0429 0,0354 0,0189 

Тульская область 0,0264 0,0560 0,0746 

Ярославская обл. 0,1172 0,0718 0,0520 

 

5. Анализ потенциала роста уровня экологичности 
хозяйственной деятельности регионов 

Для определения потенциала роста эколого-экономической 

эффективности тех регионов, чья хозяйственная деятельность в 

результате решения статической задачи АСФ признана неэф-

фективной, в литературе традиционно применяется метод зада-

ния цели [12, 17], суть которого состоит в расчете проекций 

неэффективных ПО в пространстве входов/выходов на границу 

эффективности, что позволяет определить целевые ориентиры 

по сокращению входов/увеличению выходов, достижение кото-

рых позволяет стать ПО эффективным. Метод задания цели 

успешно используется в статических задачах определения по-

тенциала повышения энергоэффективности [12], ресурсосбере-
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жения [10, 23], а также при поиске оптимальных направлений 

согласования приоритетов экологической политики компаний 

«грязных» отраслей экономики с приоритетами устойчивого 

развития регионов [6]. Аналогичный подход может быть приме-

нен в случае динамической задачи АСФ. Однако содержатель-

ная экономическая интерпретация полученных результатов в 

данном случае должна проводиться с осторожностью.  

Рассмотрим целевые параметры выбросов от стационарных 

источников и автомобильного транспорта для Рязанской обла-

сти (неэффективный регион на протяжении всего периода 

наблюдения), рассчитанные точечным методом и по методу 

окна при разной ширине окна (таблицы 4–5). 

 

Таблица 4. Целевые показатели выбросов от стационарных 

источников для Рязанской области 

Рязанская обл. 2010 2011 2012 2013 2014 

w = 5 38,16 48,51 48,62 44,71 45,26 

w = 3 45,06 50,80 56,28 

  

  

48,31 51,49 50,49 

 

   

48,62 44,71 45,26 

среднее 45,06 49,55 52,13 47,60 45,26 

w = 2 38,04 45,64 

   

  

50,80 56,28 

  

   

51,49 50,49 

 

    

44,71 45,26 

среднее 38,04 48,22 53,89 47,60 45,26 

w = 1 59,80 45,64 56,80 50,46 45,26 
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Таблица 5. Целевые показатели выбросов от автомобильного 

транспорта для Рязанской области 

Рязанская обл. 2010 2011 2012 2013 2014 

w = 5 76,96 84,72 90,60 90,20 90,73 

w = 3 87,66 96,02 102,12 

  

  

87,78 93,15 92,45 

 

   

90,60 90,20 90,73 

среднее 87,66 91,90 95,29 91,33 90,73 

w = 2 95,38 106,03 

   

  

96,02 102,12 

  

   

93,15 92,45 

 

    

90,20 90,73 

среднее 95,38 101,03 97,63 91,33 90,73 

w = 1 106,85 106,03 102,57 92,54 90,73 

 

Выделить какие-либо устойчивые тренды в динамике оценок 

потенциала снижения негативных экологических эффектов не 

удается. Это объясняется не только отсутствием системности в 

экологической политике регионов
1
, но и изменением значимо-

сти (весовых коэффициентов) вклада отдельных негативных 

экологических эффектов в общую экологическую ситуацию в 

регионе. Расчет уникальных для каждого ПО весовых коэффи-

циентов, входящих в линейные свертки входов и выходов, 

является характерной особенностью базовых моделей АСФ и 

отличает их от многочисленных методов ранжирования [13]. 

Поэтому выбор ориентира для элиминирования негативных 

экологических эффектов может проводиться на основе учета 

предпочтений ЛПР.  

С точки зрения развития систем регионального экологиче-

ского менеджмента целесообразно выбрать такие ориентиры по 

                                                 
1
 Если бы целевые показатели монотонно снижались, это можно 

было бы интерпретировать как результат действия системы регио-

нального экологического менеджмента, направленной на постоянное 

элиминирование негативных экологических эффектов за счет прове-

дения природоохранных мероприятий или развития эко-инноваций. 



 
Управление большими системами. Выпуск 67 

102 

элиминированию негативных экологических эффектов РЭС, 

которые соответствуют их минимальным возможным показате-

лям, достижимым без сокращения суммарных полезных выхо-

дов производственной деятельности экономических агентов и 

социальной подсистемы РЭС. Такими показателями являются 

целевые параметры, рассчитанные по окну с шириной, равной 

всему периоду наблюдения. Так как при решении задачи АСФ 

по окну максимальной ширины РЭС сравниваются по эффек-

тивности, как друг с другом, так и с собой в разные временные 

моменты периода наблюдения, минимальные возможные пока-

затели негативных экологических эффектов могут быть достиг-

нуты только за счет комплексного повышения экологичности 

хозяйственной деятельности региона, включая повышение 

эффективности менеджмента ресурсов, переход на наилучшие 

доступные технологии производства, полный или частичный 

отказ от «грязных» видов производств и паттернов потребитель-

ского поведения.  

6. Заключение 

Основным результатом данной работы является адаптация 

метода окна под решение задач мониторинга комплексной 

эколого-экономической эффективности функционирования 

региональных производственных систем в динамике. В отличие 

от простого решения не связанных друг с другом задач оценки 

сравнительной эффективности РЭС в каждой отдельной точке 

исследуемого периода, метод окна позволяет выявить динамику 

эффективности, связанную со сдвигом границ эффективности 

всего множества рассматриваемых объектов, обусловленную, 

как правило, внедрением технологических эко-инноваций 

(наилучших доступных технологий производства) или измене-

нием структуры экономики региона. В отличие от результатов, 

полученных с помощью расчета индекса Малмквиста, эта дина-

мика в результатах, полученных по методу окна, прослеживает-

ся более наглядно и позволяет сделать содержательные выводы 

относительно целей и направлений развития и совершенствова-

ния систем регионального экологического менеджмента. 
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Оценки эколого-экономической эффективности РЭС по ок-

ну максимальной ширины, равной всему периоду наблюдения, 

позволяют наилучшим образом дискриминировать РЭС, а также 

рассчитать целевые ориентиры для снижения негативных эколо-

гических эффектов, которые могут быть положены в основу 

комплексных программ совершенствования экологического 

менеджмента в регионах.  

Простота технической реализации предложенного метода и 

доступность необходимого для его использования программно-

го обеспечения позволяют надеяться на его широкое распро-

странение в практике регионального экологического менедж-

мента. 
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Abstract: The paper describes the results of the comparative analysis 

of the applicability of several methods for solving dynamic DEA-

models to the problem of monitoring of the ecological and economic 

efficiency of economic activities of regional economic systems (on 

the example of the regions of the Central Federal District, notably 

Belgorod and Ryazan regions). Methods of forming time series based 

on point estimates of environmental and economic efficiency, the 

Malkmquist method and the window method are considered. The 

results obtained for different window widths are analyzed for stabil-

ity and adequacy. A comparison of the obtained results allows us to 

conclude that the window method is uniquely preferable for solving 

problems of monitoring the ecological and economic efficiency of 

regions not only from a computational but also from a substantive 

point of view. Unlike in case of Malkmquist method, system dynamics 

are more evident, and conclusions can be more easily drawn about 

the overall direction of the process. Data and graphs used in the 

comparison are also provided. 
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Механизм конкурентного отбора мощности в электроэнерге-

тике России рассматривается как оптимизационная матема-

тическая модель, нацеленная на обеспечение минимальных 

затрат на электроснабжение потребителей. Показано, что 

поскольку для решения дискретной по своей природе задачи 

применяется модель линейного программирования, на значи-

тельной доле возможного диапазона спроса на мощность эта 

модель не находит оптимального решения. И отклонение от 

оптимума может быть довольно существенным. Результаты 

вычислений продемонстрированы на абстрактном примере. 

 

Ключевые слова: электроэнергетика, рынок мощности, 

конкурентный отбор мощности. 

1. Введение 

Электрическая мощность – особый товар, покупка которого 

предоставляет покупателю (потребителю электроэнергии) право 

требовать от продавца (генерирующей компании) поддержания 

в готовности генерирующего оборудования для удовлетворения 

потребности покупателя в электрической энергии. Рынок мощ-

ности в России функционирует в форме ежегодно проводимых 

конкурентных отборов мощности (КОМ), куда поставщики 

электрической мощности подают заявки, содержащие информа-

цию о мощности, характеристиках и цене каждой генерирующей 
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единицы мощности (ГЕМ) [1]. К одной ГЕМ тепловой электро-

станции относится один блок блочной электростанции или все 

силовое оборудование ТЭЦ, соединенное одной поперечной 

связью [3]. 

В ходе отбора системный оператор сопоставляет заявки по 

цене и отбирает те из них, где цена ниже. При равенстве цен 

приоритет отдается заявкам с лучшими техническими характе-

ристиками, а при равенстве характеристик приоритетной счита-

ется заявка, поданная раньше. Процедура повторяется до тех 

пор, пока сумма располагаемой мощности отобранных ГЕМ не 

станет равной ожидаемому спросу на мощность или не превы-

сит его [8]. В результате определяется состав генерирующих 

единиц, отобранных для обеспечения прогнозируемого спроса, 

и цена мощности в данной ценовой зоне. 

С математической точки зрения конкурентный отбор мощ-

ности является оптимизационной задачей, централизованное 

решение которой системным оператором призвано сократить 

суммарные издержки потребителей электроэнергии на электро-

снабжение (См. Статья 32 п. 1 [11]). И оптимальность найденно-

го решения, а значит и тарифы на электроэнергию для конечных 

потребителей, зависит от постановки задачи и применяемого 

метода оптимизации. 

Несмотря на свою значимость, математическая модель кон-

курентного отбора мощности не получила большого внимания 

исследователей. В [10] предложена идея совместного рассмот-

рения рынков электроэнергии и мощности для отбора. В приво-

димом автором модельном примере отмечается, что при выборе 

между более мощной станцией с меньшим одноставочным 

тарифом и менее мощной станцией с большим одноставочным 

тарифом станция с меньшим тарифом может создавать большую 

совокупную финансовую нагрузку на потребителей. 

В более поздней работе [2] также используется идея сов-

местного рассмотрения рынков мощности и электроэнергии. 

Однако в силу примененного исчисления затрат на один мега-

ватт мощности тезис о дискретности отбора на рынке мощности 

в явном виде не учитывается. 

Вопрос дискретности условно-постоянных затрат обсужда-

ется в [9], однако в несколько ином ракурсе. Автор считает 
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дополнительный рынок мощности излишним и, следовательно, 

не рассматривает модель отбора мощности как таковую. Он 

упоминает, что возможно строить только энергоблоки опреде-

ленной мощности, а не в точности той, которая нужна для удо-

влетворения спроса. Таким образом, установленная мощность 

задействованных блоков в большинстве случаев будет отличать-

ся от необходимой. Однако для реальных рынков с большим 

числом агрегатов этот эффект, по мнению автора, будет не-

большим. Кроме того, некоторые из упомянутых выше исследо-

ваний под условно-постоянными затратами подразумевают 

инвестиции в энергоблоки, в то время как на практике для под-

держания мощности помимо инвестиций в оборудование тре-

буются затраты на его обслуживание и поддержание в рабочем 

состоянии. 

В России к рынку мощности предъявляются специфические 

требования. Целями введения рынка мощности большинство 

зарубежных авторов называет обеспечение необходимого уров-

ня надежности энергосистемы, формирование адекватных цено-

вых сигналов и гарантий для инвесторов в новую электриче-

скую мощность (например, [13–14]). Математическая 

постановка в централизованных рынках мощности ограничива-

ется аукционом единой цены [4]. В то же время в России для 

обеспечения капиталовложений в новую мощность помимо 

рынка мощности использовались и продолжают действовать 

долгосрочные договоры на поставку мощности, а в настоящее 

время перед отбором мощности ставятся в большей мере задачи 

вывода избыточной и устаревшей мощности из эксплуата-

ции [5], текущей оптимизации функционирования ЭЭС с точки 

зрения затрат (Статья 32 п. 1 [11]). 

Тезис о дискретности отбора в применении именно к моде-

ли рынка мощности в России требует дополнительного исследо-

вания в связи с тем, что: 

–  Условно-постоянные затраты уже введенной в строй мощ-

ности – это скорее характеристика электростанций, а не отдель-

ных энергоблоков. Возможная экономия затрат, связанных 

с поддержанием мощности, при длительном выводе из работы 

одного из энергоблоков электростанции обычно невелика. 
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–  Количество электростанций в ценовых зонах и зонах сво-

бодного перетока не всегда велико. Например, во второй цено-

вой зоне (Сибирь) работает около четырех десятков электро-

станций и их установленная мощность варьируется от 12 до 

6400 МВт. Также существенно варьируются и условно-

постоянные издержки этих электростанций. С учетом ограниче-

ния пропускных способностей сетей в России можно ожидать 

значительного расхождения результатов моделей аукциона 

единой цены и дискретного отбора. 

–  В действующей модели рынка мощности более крупные 

станции с меньшими удельными затратами выигрывают у менее 

крупных станций с большими удельными затратами, что нега-

тивно сказывается не только на затратах потребителей, но и на 

небольших электростанциях [6], поскольку они заведомо проиг-

рывают по показателю удельных затрат. Зная об этом, более 

крупные станции могут указывать в заявках цены выше издер-

жек без рисков для себя. Таким образом, стратегии участников 

[12] и уровень конкуренции также зависят от применяемой 

модели КОМ. 

–  По некоторым расчетам [7], одновременное наличие рынка 

мощности и электроэнергии может увеличивать затраты потре-

бителей, если в каждом из них цена формируется по затратам 

разных замыкающих объектов. 

Цель настоящего исследования – показать, что используе-

мая математическая модель конкурентного отбора мощности 

содержит потенциал повышения эффективности за счет приме-

нения дискретной оптимизации. Для количественной оценки 

возможного эффекта необходимо тестирование моделей на 

реальных заявках/затратах поставщиков с участием организа-

ций, обладающих подобной информацией. 

2. Постановка задачи 

Рассмотрим одноузловую изолированную электроэнергети-

ческую систему (ЭЭС), в которой отсутствуют потери и ограни-

чения на объемы передаваемой мощности. В ЭЭС имеется 

множество поставщиков мощности (электростанций). Постав-

щики мощности характеризуются следующими показателями: 
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Pi – располагаемая мощность электростанции i; 

Сi – условно-постоянные издержки электростанции i (либо 

условно-постоянные издержки за вычетом прибыли, ожидаемой 

на рынке электроэнергии, следуя [2]). 

Для спроса на мощность Pd, изменяющегося в пределах от 0 

до суммарной установленной мощности всех электростанций в 

ЭЭС, рассчитаем для абстрактного примера суммарные услов-

но-постоянные издержки поставщиков, отобранных на рынке 

мощности. ЭЭС содержит 20 электростанций с установленными 

мощностями и условно-постоянными затратами, заданными 

случайным образом. 

Расчет проведем для трех моделей КОМ, две из которых 

близко соответствуют применяемым в России, а третья является 

оптимизационной задачей дискретного программирования. 

3. Линейная модель КОМ 

ВАРИАНТ 1 

Задан прогнозируемый спрос на мощность Pd, не зависящий 

от цены мощности. Поставщики мощности формируют заявки 

на КОМ. Заявка состоит из мощности поставщика Pi и цены 

этой мощности ci. Исходим из того, что заявляемая цена связана 

с величиной издержек поставщика на поддержание мощности 

выражением 

(1) /i i ic C P . 

В ходе КОМ проводится аукцион единой цены. Поданные 

заявки сортируются в порядке возрастания цены ci и определя-

ется множество J электростанций, вошедших в баланс, путем 

последовательного отбора электростанций в порядке возраста-

ния цены ci. Отбор проводится до тех пор, пока суммарная 

располагаемая мощность отобранных электростанций не станет 

равной величине спроса или не превысит его. Это эквивалентно 

постановке 

(2) max( ) mini
i J

c


  

при ограничении 
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(3) 
i d

i J

P P


 . 

Цена самой дорогой отобранной единицы мощности стано-

вится ценой мощности в ценовой зоне: 

(4) max( )i
i J

c c


 . 

Вариант 1 применялся для конкурентного отбора мощности 

в РФ до 2015 года и проводился по зонам свободного перетока 

ежегодно сроком на 1 год. Вне конкурса отбирались заявки 

станций, имеющих статус «вынужденного генератора» и рабо-

тающих по долгосрочным договорам поставки мощности. 

ВАРИАНТ 2 

Действующая в настоящее время математическая модель 

КОМ отличается от Варианта 1 тем, что спрос зависит от цены 

Pd(c). При этом «функция спроса» задается как луч, начинаю-

щийся в точке 1 и проходящий через точку 2. Точки 1 и 2 зада-

ются так: объем спроса на мощность в точке 1 соответствует 

прогнозируемому объему спроса, объем в точке 2 — прогнози-

руемому объему, увеличенному на 12%: 

(5) 1 dP P , 2 1,12 dP P  . 

Цена в обеих точках c1, c2 устанавливается Правительством РФ. 

Объем отобранной мощности и ее цена определяются по 

пересечению функции предложения, полученной путем упоря-

дочения заявок по возрастанию цены, с «функцией спроса» 

(рис. 1). Поскольку условно-постоянные затраты неделимы, 

замыкающая генерирующая единица мощности может быть 

отобрана только целиком, как и в варианте 1. 

Вариант 2 применяется без деления ценовых зон на зоны 

свободного перетока сроком на три года вперед с ежегодной 

индексацией цен для поставщиков, отобранных по результатам 

КОМ. Статус и порядок отбора «вынужденных генераторов» 

сохранился, но тарифы для них не индексируются. К отбору не 

допускаются поставщики, в чьих заявках цены превышают c1. 

Поскольку отбор «вынужденных генераторов» производит-

ся вне конкурса, в модели ими пренебрегаем, считая, что они 

отобраны до решения оптимизационной задачи и величина 
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спроса на мощность уменьшена на объем предложения мощно-

сти «вынужденных генераторов». 

 

Рис. 1. Графическое представление конкурентного отбора 

мощности со спросом, зависящим от цены 

4. Дискретная математическая модель КОМ 

ВАРИАНТ 3 

Задан прогнозируемый спрос на мощность Pd, не зависящий 

от цены мощности. Конкурентный отбор мощности как задача 

дискретного программирования выглядит как 

(6) mini

i J

C


  

при условии (3). К особенностям такой постановки можно отне-

сти то, что цена мощности не определяется в ходе вычислений и 

для ее нахождения нужны дополнительные условия. 
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5. Пример расчета 

В ЭЭС имеется двадцать электростанций-поставщиков 

мощности. Эти поставщики по показателям установленной 

мощности похожи на поставщиков, работающих во второй 

ценовой зоне (Сибирь) оптового рынка РФ. Для простоты при-

мера примем понятия генерирующей единицы мощности, элек-

тростанции и поставщика эквивалентными (таблица 1). Услов-

но-постоянные издержки поставщиков заданы генератором 

случайных чисел в денежных единицах (ед.) 

Таблица 1. Характеристики электростанций 

Номер Располагаемая 

мощность, МВт 

Условно-

постоянные 

издержки, ед. 

Удельные условно-

постоянные 

издержки, ед./МВт 

1 1130 3 390 3 

2 350 1 401 4 

3 445 5 785 13 

4 475 19 950 42 

5 465 24 180 52 

6 275 18 700 68 

7 1200 87 600 73 

8 270 24 570 91 

9 405 47 502 117,29 

10 500 60 440 120,88 

11 185 22 570 122 

12 1110 135 420 122 

13 240 31 920 133 

14 35 4 716 134,74 

15 705 106 455 151 

16 1260 223 020 177 

17 480 94 276 196,41 

18 1310 257 676 196,7 

19 485 97 000 200 

20 1255 254 562 202,84 

Сумма 12580 1 521 133 – 
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Результаты решения задачи конкурентного отбора мощно-

сти по рассмотренным моделям приведены на рис. 2. На рисунке 

суммарные затраты поставщиков, привлекаемых для поставки 

мощности, для Варианта 1 (линейная модель со спросом, не 

зависящим от цены) показаны сплошной жирной линией, для 

Варианта 2 (линейная модель со спросом, зависящим от це-

ны) — пунктирной линией, для Варианта 3 (дискретная модель 

со спросом, не зависящим от цены) — сплошной тонкой линией. 

 

Рис. 2. Суммарные условно-постоянные издержки поставщиков 

электрической мощности, отобранных в результате КОМ 

для а) линейной модели со спросом, не зависящим от цены 

(Вариант 1);  б) линейной модели со спросом, зависящим 

от цены (Вариант 2);  в) модели дискретного  

программирования (Вариант 3) 

Видно, что модель дискретного программирования дает ре-

зультат не хуже, а на значительной доле рассмотренного диапа-

зона даже лучше, чем Варианты 1 и 2, представляющие собой 

модели рынка мощности в виде аукциона единой цены. То есть 

замена линейной модели КОМ на модель дискретного програм-
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мирования может дать некоторую экономию затрат на поддер-

жание мощности. 

Например, для значения прогнозируемого спроса 

10 000 МВт модели вариантов 1 и 2 отбирают всех поставщиков 

кроме 19 и 20, обеспечивая суммарные издержки на поддержа-

ние мощности в размере 1 169 571 ед. Модель варианта 3 дости-

гает издержек в размере 1 008 895 ед., исключая из отбора по-

ставщиков 18 и 20. 

Для значения прогнозируемого спроса 11 000 МВт резуль-

таты линейных моделей расходятся. Вариант 1 дает издержки в 

размере 1 266 571 ед. (отобраны все поставщики кроме 20-го). 

Вариант 2 дает издержки в размере 1 521 133 ед. (отобраны все 

поставщики). Вариант 3 позволяет обеспечить заданную нагруз-

ку при издержках 1 229 935 ед. (не отобраны поставщики 13, 14 

и 20). 

Номера отобранных в этих двух случаях поставщиков и их 

суммарные затраты приведены в таблице 2. 

Таблица 2. Отобранные поставщики и суммарные издержки 

на мощность для разных вариантов модели рынка мощности 

Pd, 

МВт 

Вариант 1 Вариант 2 Вариант 3 

Постав-

щики 

Затраты, 

ед. 

Постав-

щики 

Затраты, 

ед. 

Постав-

щики 

Затраты, 

ед. 

10000 1–18 1 169 571 1–18 1 169 571 1–17, 19 1 008 895 

11000 1–19 1 266 571 1–20 1 521 133 
1–12,  

15–19 
1 229 935 

 

6. Особенности применения дискретной модели 
конкурентного отбора мощности 

ПРОБЛЕМА ФОРМИРОВАНИЯ ЦЕНОВОГО СИГНАЛА ДЛЯ 

ИНВЕСТОРОВ 

В модели рынка мощности, организованной по принципу 

аукциона единой цены, информацией для инвесторов о востре-

бованных рынком экономических показателях электростанций 

является цена мощности. Эта величина получается в ходе отбора 

как ценовая заявка последней отобранной единицы мощности 
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или как установленная регулирующим органом цена в точке 1, 

если суммарная мощность отобранных поставщиков ниже объе-

ма спроса на мощность в точке 1. 

Применение дискретной модели КОМ не подразумевает це-

ну как результат вычислений. Вычисление цены как удельных 

условно-постоянных издержек замыкающей генерирующей 

единицы мощности не совсем корректно, поскольку поставщики 

с более высокими удельными издержками будут отобраны 

моделью, в то время как другие поставщики с более низкими 

удельными издержками могут не быть отобраны. 

Соответственно, для дискретной модели требуется допол-

нительный механизм формирования ценовых сигналов для 

инвесторов. 

В числе возможных решений этой проблемы – вычисление 

максимальной заявляемой цены абстрактной электростанции, 

добавленной к множеству электростанций, участвующих в 

отборе, при которых эта электростанция будет отобрана моде-

лью. Для этого используем следующий алгоритм: 

1. Задаем установленную мощность абстрактной электро-

станции. 

2. Добавляем электростанцию заданной мощности к множе-

ству электростанций, участвующих в отборе. 

3. Находим максимальную заявленную цену мощности дан-

ной электростанции, при которой она будет отобрана на рынке 

мощности. 

4. Выполняем с шага 1 для электростанций другой установ-

ленной мощности. 

В результате расчетов получим зависимость заявленной це-

ны от установленной мощности вводимой электростанции для 

абстрактных электростанций, которые были бы отобраны на 

КОМ. Эта зависимость будет иметь убывающий характер, т.е. 

инвестор, рассматривающий возможность введения более круп-

ной электростанции, должен будет рассчитывать на более низ-

кую цену мощности, чем инвестор, вводящий небольшую элек-

тростанцию. 

Более подробное изучение механизмов формирования це-

новых сигналов для инвесторов не входит в задачи данной 

статьи. 
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ПРОБЛЕМА КОМПЕНСАЦИИ ИЗДЕРЖЕК ОТОБРАННЫХ 

ЭЛЕКТРОСТАНЦИЙ И ПОЛУЧЕНИЯ ПРИБЫЛИ 

В модели аукциона единой цены цена также является меха-

низмом компенсации издержек отобранных электростанций и 

стимулом для их снижения. При использовании модели дис-

кретного программирования эта задача также решается допол-

нительным механизмом. 

Например, можно для каждой из электростанций, отобран-

ных в КОМ, вычислять максимальную цену, при которой она 

все еще будет отобрана, и назначать индивидуальную цену 

мощности для расчетов исходя из полученной величины (воз-

можно, с применением понижающего коэффициента). 

УЧЕТ ДОПОЛНИТЕЛЬНЫХ ФАКТОРОВ 

Оба варианта аукциона единой цены подразумевают рас-

смотрение системы в одноузловом исполнении (т.е. отсутствие 

ограничений на передачу электроэнергии/мощности по сетям). 

Учет реальной сети требует дробления ценовой зоны на зоны 

свободного перетока, что и применялось до 2015 года. В дис-

кретной модели есть возможность вводить дополнительные 

ограничения на пропускные способности сетей и формировать 

локальные ценовые сигналы для инвесторов в зависимости от 

места планируемого строительства новой электростанции/блока.  

Также возможен учет дополнительных ограничений на сте-

пень маневренности блоков, затрат на производство электро-

энергии поставщиками. Однако возможности развития поста-

новки необходимо сопоставлять с трудоемкостью решения 

задачи. 

7. Выводы 

Модель конкурентного отбора мощности решает дискрет-

ную по своей природе задачу оптимизации отобранных для 

поставки мощности генерирующих единиц. Действующая мо-

дель как в версии до 2015 года (с абсолютно неэластичным 

фиксированным спросом), так и в более поздней версии (со 

спросом, зависящим от цены) является разновидностью задачи 
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линейного программирования и по этой причине далеко не 

всегда находит действительно оптимальное решение. 

Замена линейной модели на модель дискретного програм-

мирования позволит находить более оптимальное решение и 

таким образом снизить суммарные затраты привлекаемых к 

поставке мощности электростанций. Помимо этого в рамках 

дискретной модели можно учитывать ограничения пропускных 

способностей сетей без дробления ценовой зоны на зоны сво-

бодного перетока, что особенно актуально для электроэнергети-

ки России. 

К особенностям дискретной модели относятся отсутствие 

цены мощности и, следовательно, необходимость использования 

дополнительных механизмов для вычисления ценовых сигналов 

для инвесторов и для компенсации издержек отобранных элек-

тростанций и их прибыли. Предложены возможные направления 

развития алгоритмов решения этих задач без детальной прора-

ботки. 
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Abstract: The capacity market in Russia is considered as an optimi-

zation model which is aimed at reaching minimum electricity supply 

costs for consumers. It is shown that the linear model applied to the 

discrete problem often does not reach optimum solution. The calcu-

lation is done for an abstract example and compared with the results 

of the discrete model. Competitive power output model solves an 

optimization problem which is, by its nature, discrete. Current 

model, either before 2015 (completely inelastic fixed demand) or 

after (demand depending on price), is a variant of linear program-

ming problem, and thus does not always yield a true optimal solu-

tion. Substituting it for a discrete programming problem allows us to 

find better solutions and to lower costs for all involved power sta-

tions. Besides, in this framework we can accout for bandwidth 

limitations without subdividing price zones, which is especially 

relevant for Russian power systems. Further directions of research 

are proposed. 
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