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В работе исследуется проблема построения глобальных инва-
риантов действия группы контактных диффеоморфизмов ком-
пактного многообразия на себе сопряжениями. Построен инте-
гральный инвариант такого действия, аналогичный инварианту
Калаби для группы симплектоморфизмов единичного четномер-
ного диска.
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Введение

Контактная и симплектическая геометрии являются одним
из наиболее известных и важных примеров формальной матема-
тической теории, допускающей самые разнообразные и широкие
применения не только в математике, но и в механике, физике
и т.д. В частности, симплектическая геометрия лежит в основе га-
мильтоновой механики, что объясняется наличием на кокасатель-
ном расслоении гладкого многообразия естественной симплекти-
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ческой структуры [2], а контактная геометрия является основой
для построения геометрической теории дифференциальных урав-
нений, активно развивающейся в наши дни [1].

Важно отметить, что результаты, получаемые с помощью по-
добных геометрических конструкций, отнюдь не являются от-
влеченными; напротив, они допускают широкое применение в
различных прикладных областях, в частности, в теории числен-
ных методов [6], геометрической теории управления [5] и теории
управления с распределенными параметрами [4]. При этом кон-
тактная и симплектическая геометрии тесно связаны между со-
бой (см., например, [2]), что позволяет применять идеи и методы
из одной геометрии для изучения различных вопросов в другой
и использовать эти связи в различных приложениях, в частности,
в теории управления.

Целью данной работы является установление одной такой
связи в задаче изучения инвариантов действия контактной и сим-
плектической групп на себе сопряжениями. Важно отметить, что
локальная версия этой задачи тривиальна в силу известной тео-
ремы Дарбу [2], однако глобальная версия крайне сложна и в дан-
ный момент активно изучается в связи с разнообразными прило-
жениями к теории зацеплений, топологии стационарных течений
и теории уравнений Навье–Стокса, свойств магнитных и вихре-
вых полей и т.д. (подробнее см. [3]).

1. Необходимые сведения

Пусть 𝑀 — компактное контактное многообразие, т.е. много-
образие, снабженное неинтегрируемым распределением 𝑃 : 𝑥 ↦→
𝑃𝑥 ⊂ 𝑇𝑥𝑀 коразмерности 1. Обозначим через κ его контактную
форму, т.е. такую дифференциальную форму, что 𝑃 = ⟨kerκ⟩.
Напомним, что диффеоморфизм 𝜙 ∈ Diff(𝑀) называется кон-
тактным, если он сохраняет распределение 𝑃 : (𝑑𝑥𝜙)𝑃𝑥 ⊆ 𝑃𝜙(𝑥)

для всех 𝑥 ∈ 𝑀 . В терминах дифференциальной формы Кар-
тана κ это условие переписывается так: 𝜙*κ ∧ κ = 0. Группу
контактных диффеоморфизмов многообразия 𝑀 обозначим че-
рез Cont(𝑀).
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Рассмотрим действие группы Cont(𝑀) на себе сопряжени-
ями: 𝑔 ↦→ 𝜙 ∘ 𝑔 ∘ 𝜙−1. Важной задачей является классификация
орбит такого действия. Естественно начать ее с помощью вычис-
ления инвариантов, т.е. функций на группе Cont(𝑀), инвариант-
ных относительно сопряжений.

Аналог соответствующей задачи в симплектическом случае
хорошо известен (см., например, [3]). А именно, для симплек-
тического диффеоморфизма, постоянного на границе компактно-
го многообразия, существует интегральный инвариант Калаби 𝒞,
устроенный следующим образом. Пусть 𝐷 — единичный шар раз-
мерности 2𝑛, снабженный замкнутой невырожденной дифферен-
циальной 2-формой Ω. Поскольку 2-форма Ω замкнута, то най-
дется такая дифференциальная 1-форма 𝛼, что Ω = 𝑑𝛼. Пусть
𝑔 ∈ Symp(𝐷) — произвольный симплектоморфизм, постоянный
на границе 𝜕𝐷. Так как 𝑔*Ω = Ω, то 1-форма 𝛼 − 𝑔*𝛼 являет-
ся замкнутой. Поэтому существует и единственна такая функция
ℎ ∈ 𝐶∞(𝐷), что 𝛼 − 𝑔*𝛼 = 𝑑ℎ, причем ℎ |𝜕𝐷= 0 и (𝑑ℎ) |𝜕𝐷= 0.
В таком случае функция

𝒞 : Symp(𝐷) → R, 𝒞(𝑔) =

∫︁
𝐷

ℎΩ∧𝑛

является инвариантной относительно действия Symp(𝐷) на себе
сопряжениями.

Целью данной работы является обобщение конструкции ин-
варианта Калаби на случай контактных диффеоморфизмов. Со-
ответствующий инвариант мы будем называть контактным ин-
вариантом Калаби.

2. Контактный инвариант Калаби

Для построения контактного инварианта Калаби мы приме-
ним следующую конструкцию. Пусть 𝑔 ∈ Cont(𝑀) — контакт-
ный диффеоморфизм. Заметим, что дифференциальная 1-форма
κ определена с точностью до умножения на ненулевую гладкую
функцию. Нормируем ее с помощью следующего соображения.
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Пусть 𝑔*κ = 𝜆κ, где 𝜆 ∈ 𝐶∞(𝑀). Сопоставим гладкой функ-
ции 𝜆 контактное (т.е. сохраняющее распределение 𝑃 ) векторное
поле 𝑋𝜆, задаваемое условиями 𝑋𝜆(κ) ∧ κ = 0 и κ(𝑋𝜆) = 𝜆.
Несложно доказать (см., например, [1]), что этими двумя усло-
виями векторное поле 𝑋𝜆 задается однозначно. Например, если
𝑀 = 𝐽1R — пространство 1-джетов функций 𝑓 ∈ 𝐶∞(R), то
κ = 𝑑𝑦 − 𝑝𝑑𝑥 и

𝑋𝜆 = −𝜆𝑝𝜕𝑥 + (𝜆− 𝑝𝜆𝑝)𝜕𝑦 + (𝜆𝑥 + 𝑝𝜆𝑦)𝜕𝑝.

Однако векторное поле 𝑋𝜆 зависит от выбора контактной
формы κ. Поскольку эта форма определена с точностью до
умножения на ненулевую гладкую функцию, то и векторное по-
ле 𝑋𝜆 также определено с точностью до умножения. Зададим
условие нормировки следующим дополнительным соотношени-
ем: 𝑋𝜆(𝜆) = 1 (производная Ли от функции 𝜆 вдоль векторного
поля 𝑋𝜆 равна 1). Это условие задает коэффициент пропорцио-
нальности для векторного поля 𝑋𝜆, а значит, и для контактной
формы κ. Нормированную контактную форму обозначим через
κ𝑔 (поскольку нормировка зависит от выбора контактного диф-
феоморфизма 𝑔).

Заметим, что такая нормировка осуществима не всегда. На-
пример, в случае 𝑀 = 𝐽1R имеем 𝑋𝜆(𝜆) = 𝜆𝜆𝑦, поэтому норми-
ровка возможна если и только если 𝜆𝑦 ̸= 0.

Теперь мы готовы построить аналог интегрального инва-
рианта Калаби для контактных диффеоморфизмов компактного
многообразия.

Теорема 1. Пусть 𝑀 — компактное контактное многооб-

разие размерности 2𝑛 + 1. Функция ̂︀𝒞 : Cont(𝑀) → R,

̂︀𝒞(𝑔) =

∫︁
𝑀

κ𝑔 ∧ (𝑑κ𝑔)∧𝑛

является инвариантной относительно действия группы
Cont(𝑀) на себе сопряжениями.
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Контактный инвариант Калаби ̂︀𝒞 может быть использован
для доказательства бесконечности диаметра группы контактомор-
физмов Cont(𝑀), подобно тому, как симплектический инвариант
Калаби используется для доказательства бесконечности диаметра
группы симплектоморфизмов Symp(𝐷) [3].
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Abstract: The paper is about the problem of the global invariants
construction for the action of the group of contact diffeomorphisms
on itself by conjugations. The integral invariant is obtained for this
action. This invariant is the analogue of the Calabi invariant for the
groups of symplectomorphisms of the unit disk. We normalize Cartan
form for a given contact diffeomorphism and then consider the volume
form on our compact manifold. This volume form is constructed with
the help of the normalized Cartan form. The volume of our manifold
in relation to this form is our integral invariant.
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