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ДИНАМИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ СИСТЕМЫ СВЯЗИ
ГРУППЫ АГЕНТОВ1

Кузнецов А. В.2

(Воронежский государственный университет, Воронеж)

Построена модель задержек сообщений в сети мобильной связи агентов, в ко-
торой связность и виды каналов между агентами изменяются во времени.
Агенты перемещаются по местности, на которой расположены препятствия
разной проходимости, в различной степени затрудняющие связь между аген-
тами. Движение агентов по местности моделируется с помощью клеточного
автомата. Агенты являются вершинами графа связи. Каждый агент владеет
набором средств связи. Ребрами графа связи являются каналы связи, организо-
ванные с помощью средств связи агентов, располагающихся в вершинах графа.
Каналы разных видов имеют различную предельную дальность и допустимую
высоту препятствий между агентами. Если между агентами находится пре-
пятствие, исключающее связь по существующему каналу связи, канал связи
изменяется на более подходящий с учетом возможностей агентов. Каждо-
му агенту соответствует расписание рассылки сообщений, а каждому каналу
связи – максимальная пропускная способность. При рассылке сообщений одно-
временно несколькими агентами с использованием одного канала связи учиты-
вается уменьшение пропускной способности этого канала. Рассматривается
ретрансляция сообщения цепочкой агентов. Моделируется изменение трафика
в каналах связи системы при движении агентов и возможных обрывах каналов.
Рассмотрены возможные способы применения модели.

Ключевые слова: модель движения, модель системы связи, клеточный
автомат, теория расписаний.

1. Введение

В предыдущих работах [4, 5] автором были предложены мо-
дель движения иерархически организованных агентов и модель
конфликта таких агентов. При описании модели конфликта аген-
тов была сконструирована упрощенная система связи, позволяю-
щая агентам обмениваться сигналами о наступлении или отступ-
лении. Данная статья посвящена моделированию системы связи,
подобной тем, что используются в тактическом звене управле-

1 Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ, грант
№18-07-01240 А.

2 Александр Владимирович Кузнецов, к.ф.-м.н., доцент (avkuz@bk.ru).
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ния воинским формированием у нас в стране и за рубежом. Од-
ной отличительной чертой моделируемой системы связи являет-
ся то, что канал связи между двумя агентами может состоять из
нескольких каналов, организованных совершенно различно как
на физическом уровне, так и на уровне протоколов. Другой чер-
той является неустойчивость системы военной связи (которая от-
носится в целом к классу MANET [8], хотя и может иметь некую
стационарную компоненту). В один момент времени между аген-
тами, которые, как правило, оснащены как высокоскоростными
средствами с протоколами типа WiMAX или Wi-Fi, так и низко-
скоростными узкополосными радиостанциями диапазона МВ или
ДКМВ с нестандартизированными протоколами передачи дан-
ных, может быть организован высокоскоростной канал, а в дру-
гой – только низкоскоростной, а в некоторые промежутки време-
ни невозможно организовать никакого канала или возможно ор-
ганизовать только составной канал. По очевидным причинам, в
открытой печати не существует подробного описания систем во-
енной связи, однако функции и архитектуру таких систем можно
понять из многочисленных популярных статей, например [2].

Вышесказанное делает довольно затруднительным модели-
рование канала связи на сетевом или канальном уровне. Более
того, в военных условиях интерес представляет не доставка паке-
та, а именно доставка сообщения в установленный срок, так как
ценность доставленной со значительной задержкой информации
может оказаться нулевой. Поэтому моделирование будет прово-
диться на уровне сообщений, которыми обмениваются агенты, с
упрощением очень многих деталей.

Предлагаемая модель сети связи состоит из двух частей: из
меняющегося во времени в зависимости от местоположения свя-
зывающихся агентов графа системы связи, имеющего ребра, со-
ответствующие каналам связи разного вида, и присвоенных вер-
шинам графа системы связи расписаний рассылки сообщений по
другим вершинам, причем скорость доставки сообщения зависит
от вида канала между узлом-отправителем и узлом-адресатом.
Таким образом, задачи, возникающие при исследовании модели,

7
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в некоторой степени напоминают динамические задачи теории
расписаний, типа задач управления транспортными системами,
однако, в отличие от многих задач этого типа, допустимо одно-
временное обслуживание произвольного количества требований.
Классические модели из теории телетрафика не вполне подхо-
дят – поступление сообщений в канал не случайно, а обусловлено
расписанием и потеря сообщения исключена. С другой стороны,
в разных каналах применяются различные протоколы, не всегда
документированные, с разными максимальными скоростями пе-
редачи и дисциплинами обслуживания пакетов, что затрудняет
имитационное моделирование в известных средах типа ns-3 или
OMNeT++. Все вышеперечисленное и подтолкнуло автора к со-
зданию предлагаемой феноменологической модели сети военной
связи. Отметим, что аналогичная задача, но без учета движения
агентов по местности, была рассмотрена автором в [6]. Также
стоит указать, что автором было реализовано программное обес-
печение «Психоход» (https://bitbucket.org/bokohodteam/bokohod),
реализующее на настоящий момент алгоритмы, приведенные в
работе.

2. Ячейки и состояния.

Будем исследовать клеточный автомат, моделирующий дви-
жение и конфликт агентов, ранее описанного вида [5]. Предполо-
жим, что множество ячеек нашего автомата – это Z2, а в качестве
множества состояний будем рассматривать множество векторов
типа

E = 𝐹 ×𝑊 ×𝑄× 𝑈 = {(𝑓𝑖𝑗 , 𝑤𝑖𝑗 , 𝑞𝑖𝑗 ;𝑢𝑖𝑗)|(𝑖, 𝑗) ∈ Z2},

где для всех 𝑖, 𝑗 ∈ Z2 𝑓𝑖𝑗 ∈ 𝐹 = {0, 1, 2}, 𝑢𝑖𝑗 ∈ 𝑈 ⊂ R – ограни-
ченное множество, 𝑤𝑖𝑗 ∈ 𝑊 ⊆ Z𝑔 – набор чисел, необходимый
для реализации внутренней динамики клеточного автомата (по-
дробнее данный набор описан в [5]),∑︁

𝑖,𝑗∈Z
𝑓𝑖𝑗 >∞.
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Значение 𝑓𝑖𝑗 = 0 соответствует отсутствию, 𝑓𝑖𝑗 = 1 или 𝑓𝑖𝑗 = 2 –
наличию в клетке (𝑖, 𝑗) агента, принадлежащему к первой или
второй противоборствующей стороне соответственно. Величина
𝑞𝑖𝑗 ∈ 𝑄 ⊂ Z𝑝 соответствуют некоторому уникальному иденти-
фикатору агента, находящегося в клетке с координатами (𝑖, 𝑗).
Этот идентификатор является вектором целых чисел, так как в
предыдущих работах автора рассматривались модели, учитыва-
ющие внутреннюю 𝑝-уровневую иерархию агентов, компонента
с номером 𝑘 = 1, 𝑝− 1 вектора 𝑞𝑖𝑗 соответствует номеру агента
(группы агентов) 𝑘-го уровня иерархии внутри группы (𝑘+ 1)-го
уровня иерархии, 𝑝-я компонента вектора 𝑞𝑖𝑗 соответствует номе-
ру группы агентов (агента) самого верхнего уровня.

Значения 𝑢𝑖𝑗 соответствуют некоторой характеристике мест-
ности, влияющей на распространение радиоволн – например, вы-
соте середины квадрата с координатами (𝑖, 𝑗) над уровнем моря,
лесистости, наличию зданий и т.п.

Для целей практической реализации можно считать, что в
множестве клеток Z2 выделен квадрат 𝐾 из клеток с положитель-
ными координатами, не превосходящими длины стороны квадра-
та 𝐿𝐾 , причем для любой клетки (𝑖, 𝑗) вне этого квадрата всегда
𝑓𝑖𝑗 = 0, 𝑤𝑖𝑗 = 0, 𝑞𝑖𝑗 = 0, вне квадрата 𝑢𝑖𝑗 = 0, т.е. клетки вне
квадрата 𝐾 находятся всегда в состоянии покоя.

Поскольку сама модель движения и конфликта была уже рас-
смотрена в предыдущих статьях [4, 5], то можно считать, что на-
боры 𝑓𝑖𝑗 , 𝑤𝑖𝑗 , 𝑞𝑖𝑗 являются исходными данными и уже заданы во
всех 𝑖, 𝑗 ∈ Z2 в любой момент функционирования автомата.

3. Граф системы связи

Должен быть задан граф потребностей в связи, указываю-
щий на то, какие вообще агенты должны быть связаны друг с
другом. Пусть 𝑄𝑓 ⊆ 𝑄 – множество вершин-идентификаторов
агентов, принадлежащих к стороне 𝑓 , 𝐸𝑓 ⊆ 𝑄𝑓 × 𝑄𝑓 – множе-
ство ребер, определяющее связность агентов. Определим граф
потребностей в связи стороны 𝑓 как Π𝑓 = (𝑄𝑓 , 𝐸𝑓 ).

Система связи может изменяться в каждый момент 𝑡 ∈ Z,
9
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𝑡 = 0, 𝑁 , функционирования клеточного автомата в зависимо-
сти от дальности агентов, особенностей местности, применения
средств радиоэлектронной борьбы и т.п. Зададим граф системы
связи соответствующим образом, чтобы это отразить:

Γ𝑓 (𝑡) = (𝑉𝑓 (𝑡), 𝐶, 𝜙𝑓 (𝑡, ·)),

где 𝑓 = 1, 2, 𝑉𝑓 (𝑡) = {(𝑖, 𝑗) ∈ Z2|𝑓𝑖𝑗(𝑡) = 𝑓} – множество клеток,
в которых в данный момент 𝑡 находятся агенты стороны 𝑓 , 𝐶 =
{𝑐1, . . . , 𝑐𝑙} – множество каналов, 𝜙𝑓 (𝑡, ·) : 𝐶 → 𝑉𝑓 (𝑡) × 𝑉𝑓 (𝑡) –
функция инцидентности. Каждый элемент множества 𝐶 может
означать, например, канал (Hotspot) некоторой модификации
Wi-Fi 802.11b (∼ 2,4 ГГц) в диапазоне ДМВ (300 МГц – 3 ГГц),
канал определенной модуляции, например, ЧМ в диапазоне МВ
(30–300 МГц), канал определенной модуляции, например 𝑈𝑆𝐵,
в диапазоне ДКМВ (3 – 30 МГц). Таким образом, 𝑐 ∈ 𝐶 является
числовым идентификатором определенного канала связи.

Будем считать, что все каналы имеют некоторый 𝑚-мерный
«вес» – абстракцию свойств канала – предельной дальности,
необходимости прямой видимости и т.п., определенный функци-
ей 𝜓1 : 𝐶 → R𝑚, 𝜓1 = (𝜓1

1, . . . , 𝜓
𝑚
1 ). Длина вектора веса 𝑚

зависит количества выделяемых у канала связи признаков, т.е. от
степени желаемой детализации модели системы связи.

Также для каждого канала 𝑐 ∈ 𝐶 задана предельная скорость
передачи данных (пропускная способность) 𝑣𝑚𝑎𝑥(𝑐).

Обозначим через 𝐿(𝑖1, 𝑗1; 𝑖2, 𝑗2) множество всех клеток, пе-
ресекаемых в более чем одной точке отрезком прямой между точ-
ками (𝑖1 + 0,5, 𝑗1 + 0,5) и (𝑖2 + 0,5, 𝑗2 + 0,5). Будем считать, что
задана функция видимости 𝜓2 : 2Z

2 → R𝑚, определяющая, како-
вы условия для организации канала, 𝜓2 = (𝜓1

2, . . . , 𝜓
𝑚
2 ).

Приведем пример такой функции видимости для 𝑚 = 2. Ес-
ли величина 𝑢𝑖𝑗 из вектора состояния ячейки соответствует вы-
соте местности, то уравнение прямой, проходящей через середи-
ны клеток (𝑖1, 𝑗1), (𝑖2, 𝑗2) на высоте 𝑢𝑖1𝑗1 и 𝑢𝑖2𝑗2 над серединами
первой и второй клетки соответственно будет (в координатах 𝜄,
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𝜅, 𝜐(𝜄, 𝜅)).

𝜄− 𝑖1 − 0, 5

𝑖2 − 𝑖1
=
𝜅− 𝑗1 − 0, 5

𝑗2 − 𝑗1
=

𝜐 − 𝑢𝑖1,𝑗1
𝑢𝑖2,𝑗2 − 𝑢𝑖1,𝑗1

.

Соответственно, можно рассчитать, насколько высота клеток по-
середине отрезка, соединяющего середины клеток (𝑖1, 𝑗1), (𝑖2, 𝑗2),
превышает линию, соединяющую клетки на его концах, вычис-
ляя величину типа
(1) 𝜓1

2(𝐿(𝑖1, 𝑗1; 𝑖2, 𝑗2)) = max
(𝜄,𝜅)∈𝐿(𝑖1,𝑗1;𝑖2,𝑗2)

𝑢𝜄,𝜅 − 𝜐(𝜄, 𝜅).

Очевидно, что если значение 𝜓1
2 будет много больше нуля, то,

например, каналы ДМВ между соответствующими клетками ор-
ганизовать будет нельзя, хотя возможно будет – до какого-то зна-
чения 𝜓1

2 – организовать каналы МВ и т.п. Соответствующим об-
разом должны быть назначены и веса для каналов данных типов.

Также можно ограничить каналы некоторой предельной дли-
ной между серединами квадратов (𝑖1, 𝑗1) и (𝑖2, 𝑗2) и положить
(2) 𝜓2

2(𝐿(𝑖1, 𝑗1; 𝑖2, 𝑗2)) =
√︀

(𝑖2 − 𝑖1)2 + (𝑗2 − 𝑗1)2.
Описание так сконструированной функции видимости можно по-
яснить с помощью рис. 1. На нем высоты незаштрихованных кле-
ток равны 0, высоты клеток, штрихованных одинарной штрихов-
кой, равны 1. «Вес» канала 𝑐 определим как 𝜓1(𝑐) = (1, 200), т.е.
канал может быть организован через клетки, «возвышающиеся»
над связываемыми не более, чем на 1, и максимальная дальность
канала – приблизительно 200 клеток (точная оценка зависит от
того, как именно расположены клетки). Как показано на рис. 1,
𝜓2(𝐿(2, 3; 2, 5)) = (𝜓1

2(𝐿(2, 3; 2, 5)), 𝜓2
2(𝐿(2, 3; 2, 5))) = (1, 2).

Определим функцию совместимости каналов 𝑐𝑜𝑚 : 𝐶×𝐶 →
{0, 1}. Каналы 𝑐𝑖, 𝑐𝑗 будут совместимыми (𝑐𝑜𝑚(𝑐𝑖, 𝑐𝑗) = 1), ес-
ли возможна одновременная работа обоих каналов без помех и
несовместимыми (𝑐𝑜𝑚(𝑐𝑖, 𝑐𝑗) = 0) – в противоположном случае.
Если организовано 𝑛 несовместимых каналов, по которым одно-
временно осуществляется отправка сообщений, то скорость пе-
редачи данных по каждому из них падает в 𝑛 раз.

Функция инцидентности отвечает следующим условиям.
Пусть

11
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Рис. 1. Пример функции видимости

1) 𝜙𝑓 (𝑡, 𝑐𝑘) = ((𝑖1, 𝑗1), (𝑖2, 𝑗2));

2) клетка (𝑖1, 𝑗1) имеет состояние (𝑓, 𝑤𝑖1𝑗1 , 𝑞𝑖1𝑗1 ;𝑢𝑖1𝑗1);

3) клетка (𝑖2, 𝑗2) имеет состояние (𝑓, 𝑤𝑖2𝑗2 , 𝑞𝑖2𝑗2 ;𝑢𝑖2𝑗2).

Тогда
1. (𝑞𝑖1𝑗1 , 𝑞𝑖2𝑗2) ∈ 𝐸𝑓 . Это значит, что в любой момент вре-

мени связаны не произвольные агенты, а лишь те, которые изна-
чально должны быть связаны в соответствии с графом Π𝑓 , что
соответствует логике планирования связи.

2. Для всех 𝑖 = 1,𝑚, где 𝑚 – длина вектора веса, 𝜓𝑖
1(𝑐𝑘) >

𝜓𝑖
2(𝐿(𝑖1, 𝑗1; 𝑖2, 𝑗2)). Это означает, что вес канала не может быть

меньше, чем допускают условия видимости.
3. Максимальная пропускная способность канала 𝑐𝑘 – наи-

большая из возможных. Это означает, что сначала пытаются на-
значить каналы с максимальной 𝑣𝑚𝑎𝑥, а если это не получается
(каналы данной пропускной способности кончились или назна-
чение канала запрещает функция видимости), то с меньшей про-
пускной способностью.

Агенты с идентификаторами из множества 𝑄𝑓 могут яв-
ляться адресатами или отправителями сообщений друг для дру-
га. Сообщения рассылаются каждым агентом с идентификатором
𝑞 ∈ 𝑄𝑓 по определенному расписанию
(3) 𝑅(𝑞) = {(𝑡𝑖, 𝑞𝑖, 𝑏𝑖, 𝑡𝑖, 𝛾𝑖)|𝑖 ∈ Z},
12
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где (𝑡𝑖, 𝑞𝑖, 𝑏𝑖, 𝑡𝑖, 𝛾𝑖) ∈ 𝑅(𝑞) имеет следующий смысл: 𝑡𝑖 – момент
времени, в который рассылается сообщение длиной 𝑏𝑖, которое
должно быть доставлено за время 𝑡𝑖 адресату с идентификатором
𝑞𝑖, 𝛾𝑖 ∈ N – важность сообщения, определяющая, какая часть
канала достанется на передачу сообщения, если через один и
тот же канал одновременно пересылается несколько сообщений.
При некоторых состояниях клеточного автомата (соответствую-
щих обнаружению противника, попаданию в окружение и т.п.)
сообщения рассылаются внепланово и имеют зависящую от со-
стояния клеток в окрестности агента длину и срок доставки.

Идентификатор агента, находящегося в момент времени в
клетке с координатами 𝑧 в момент времени 𝑡, будем обозначать
𝑞(𝑡, 𝑧). Клетку, в которой в момент времени 𝑡 находится агент с
идентификатором 𝑞, будем обозначать 𝑧(𝑡, 𝑞).

Канал, соединяющий 𝑧 и 𝑧′ в момент времени 𝑡, обозначим
как 𝑐(𝑡, 𝑧, 𝑧′) = 𝑐(𝑡, 𝑞, 𝑞′), 𝑞 = 𝑞(𝑡, 𝑧), 𝑞′ = 𝑞(𝑡, 𝑧′). Если вершины
𝑧, 𝑧′ не смежные в графе Γ𝑓 (𝑡) и существует некоторый путь, их
соединяющий (кратчайший или иной обусловленный выбранной
моделью передачи информации), то 𝑐(𝑡, 𝑧, 𝑧′) – множество всех
каналов-ребер данного пути.

Количество несовместимых с 𝑐 = 𝑐(𝑡, 𝑞, 𝑞′) каналов, по кото-
рым происходит передача информации в момент времени 𝑡, обо-
значим как 𝑛(𝑡, 𝑐).

Заметим, что в [7] была вкратце описана подобная конструк-
ция коммуникационного графа, не связанная, однако, с клеточ-
ным автоматом.

4. Модель передачи информации

Длину сообщения вместе с накладными расходами на пе-
ресылку, отправленного агентом с идентификатором 𝑞 агенту с
идентификатором 𝑞′ в момент времени 𝑡, будем обозначать как
𝑏(𝑡, 𝑞, 𝑞′). Если 𝑡 = 𝑡𝑖 из расписания 𝑅(𝑞) и 𝑞′ входит в чис-
ло адресатов в момент 𝑡𝑖, то объем пересылаемого сообщения
в «чистом виде» будет, согласно (3), 𝑏𝑖, а вместе с накладными
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расходами станет
(4) 𝑏(𝑡, 𝑞, 𝑞′) = 𝐾1(𝑡, 𝑐(𝑡, 𝑞, 𝑞

′))𝑏𝑖 +𝐾2,

иначе 𝑏(𝑡, 𝑞, 𝑞′) = 0. Здесь 𝐾1(𝑡, 𝑐(𝑡, 𝑞, 𝑞
′)) > 0, 𝐾2 > 0 – коэффи-

циенты накладных расходов на пересылку. Далее будем полагать,
что обозначения типа 𝑏, 𝑏′ обозначают уже длины сообщений с
учетом накладных расходов.

Будем обозначать скорость в канале 𝑐 в момент времени 𝑡
как 𝑣(𝑡, 𝑐). Скорость зависит от пропускной способности кана-
ла 𝑣𝑚𝑎𝑥(𝑐) и от некоторых нижеперечисленных случаев. Если по
каналу 𝑐 передается в некоторый интервал времени только одно
сообщение, то в этот интервал 𝑣(𝑡, 𝑐) = 𝑣𝑚𝑎𝑥(𝑐), иначе скорость
падает прямо пропорционально количеству 𝑛 одновременно пе-
редаваемых в один интервал сообщений как 𝑣(𝑡, 𝑐) = 𝑣𝑚𝑎𝑥(𝑐)/𝑛
(см. далее).

Если 𝑐(𝑡0, 𝑞0, 𝑞𝑟) содержит в себе некий путь из более чем
одного ребра (который обозначим 𝑞0 . . . 𝑞𝑖 . . . 𝑞𝑟) и передача сооб-
щения длиной 𝑏0 в момент времени 𝑡0 осуществляется именно по
этому пути, то в узле 𝑧𝑖 = 𝑧(𝑡, 𝑞𝑖) может устанавливаться задерж-
ка 𝑑𝑖(𝑡) перед отправкой сообщения из транзитного узла далее по
маршруту. Будем считать, что сообщение начнет исходить из 𝑖-й
вершины маршрута, 𝑖 = 1, 𝑟 − 1, в момент времени

𝑡𝑖 = 𝑡𝑖−1 + 𝑑𝑖(𝑡𝑖−1) +
𝑏𝛼

𝑣(𝑡𝑖−1, 𝑐(𝑡𝑖−1, 𝑞𝑖−1, 𝑞𝑖))
,

где 𝑡𝑖−1 – время, в которое сообщение начало передаваться
из предыдущего узла маршрута, 𝛼 – параметр системы, от-
вечающий за то, после приема какой части сообщения тран-
зитный узел начинает ретрансляцию, 0 < 𝛼 6 1, 𝑏 =
𝐾1(𝑡𝑖−1, 𝑐(𝑡𝑖−1, 𝑞𝑖−1, 𝑞𝑖))𝑏0 +𝐾2.

Скорость передачи сообщения по 𝑖-му каналу – ребру марш-
рута в момент времени 𝑡𝑖, 𝑖 = 1, 𝑟, будем считать равной наи-
меньшей из скоростей передачи сообщения по всем предыдущим
ребрам маршрута и самого 𝑖-го ребра:

𝑣(𝑡𝑖, 𝑐(𝑡𝑖, 𝑞𝑖−1, 𝑞𝑖)) = min
𝑗=1,𝑖

𝑣(𝑡𝑗 , 𝑐(𝑡𝑗 , 𝑞𝑗−1, 𝑞𝑗)).
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Скоростью всего маршрута будем считать скорость в его по-
следнем ребре.

Пусть в канале 𝑐 = 𝑐(𝑡, 𝑞, 𝑞′) начиная с момента 𝑡 передается
сообщение 𝛽 длиной в 𝑏 с приоритетом 𝛾. В процессе передачи
в момент времени 𝑡′ возможны три «элементарных случая», вли-
яющих на время доставки сообщения (пока предполагается, что
в достаточно большой интервал времени происходит только один
случай из нижеперечисленных):

1. В момент времени 𝑡′ сменяется канал: 𝑐′ = 𝑐(𝑡′, 𝑞, 𝑞′), тогда
время доставки сообщения становится

(5) 𝑇1(𝛽) = 𝑡′ +
𝑏− (𝑡′ − 𝑡)𝑣(𝑡, 𝑐)

𝑣(𝑡′, 𝑐′)
.

2. В момент времени 𝑡′ > 𝑡 в канал поступает сообщение 𝛽′

длиной 𝑏′ и приоритетом 𝛾′, таким что 𝛾 ̸= 0 или 𝛾′ ̸= 0. Тогда
время доставки сообщения 𝛽 составит

(6) 𝑇2(𝛽) = 𝑡′ +
(𝛾 + 𝛾′)(𝑏− (𝑡− 𝑡′)𝑣(𝑡, 𝑐))

𝛾𝑣(𝑡, 𝑐)
,

а продолжительность доставки сообщения 𝛽′ составит

(7) 𝑇2(𝛽
′) =

(𝛾 + 𝛾′)𝑏′

𝛾′𝑣(𝑡, 𝑐)
.

При этом, если сообщение 𝛽 будет доставлено до окончания до-
ставки сообщения 𝛽′, т.е. если 𝑇2(𝛽) < 𝑡′ + 𝑇2(𝛽

′), то выражение
(7) изменится как

(8) 𝑇2(𝛽
′) = 𝑇2(𝛽) − 𝑡′ +

𝑏′ − (𝑇2(𝛽)−𝑡′)𝑣(𝑡,𝑐)𝛾′

𝛾+𝛾′

𝑣(𝑡, 𝑐)
= 𝑇2(𝛽) − 𝑡′+

+
𝑏′(𝛾 + 𝛾′) − (𝑇2(𝛽) − 𝑡′)𝑣(𝑡, 𝑐)𝛾′

(𝛾 + 𝛾′)𝑣(𝑡, 𝑐)
=

=
𝑏+ 𝑏′ − 𝑣(𝑡, 𝑐)(𝑡− 𝑡′)

𝑣(𝑡, 𝑐)
=
𝑏+ 𝑏′

𝑣(𝑡, 𝑐)
+ 𝑡′ − 𝑡,

а если сообщение 𝛽′ будет доставлено до окончания доставки
сообщения 𝛽, т.е. 𝑇2(𝛽) > 𝑡′+𝑇2(𝛽

′), то выражение (6) изменится
как

(9) 𝑇2(𝛽) = 𝑡′ + 𝑇2(𝛽
′) +

𝑏− 𝑡′𝑣(𝑡, 𝑐) − 𝑇2(𝛽′)𝑣(𝑡,𝑐)𝛾
(𝛾+𝛾′)

𝑣(𝑡, 𝑐)
=
𝑏+ 𝑏′

𝑣(𝑡, 𝑐)
.
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3. В несовместимый с 𝑐 канал начинают в момент времени 𝑡′

передавать сообщение 𝛽′ длиной 𝑏′. Тогда время доставки сооб-
щения 𝛽 становится

(10) 𝑇3(𝛽) = 𝑡′ +
𝑏− (𝑡′ − 𝑡)𝑣(𝑡, 𝑐)

𝑣(𝑡′, 𝑐)
,

где 𝑣(𝑡′, 𝑐) = 𝑣(𝑡, 𝑐)/2 (несложно видеть, что если сообщение на-
чинает передаваться по 𝑛 = 𝑛(𝑡, 𝑐) несовместимым каналам, то
𝑣(𝑡′, 𝑐) = 𝑣(𝑡, 𝑐)/𝑛). Если сообщение 𝛽′ будет доставлено до окон-
чания доставки сообщения 𝛽 (тогда продолжительность доставки
сообщения 𝛽′ будет 𝑡′′ = 𝑏′/𝑣(𝑡′, 𝑐)), то время доставки сообще-
ния 𝛽 станет

(11) 𝑇3(𝛽) = 𝑡′ + 𝑡′′ +
𝑏− (𝑡′ − 𝑡)𝑣(𝑡, 𝑐) − (𝑡′′ − 𝑡′)𝑣(𝑡′, 𝑐)

𝑣(𝑡, 𝑐)
.

Алгоритм исследования задержек в системе связи вкратце
следующий (перед началом работы алгоритма полагаем множе-
ство 𝑇𝐶(𝑖)

𝑓 = {}, 𝑖 = 0):
Шаг 1. Разбить граф Γ𝑓 (𝑡) на подграфы (если это возмож-

но) Γ
(𝑖)
𝑓 (𝑡), такие что для любой вершины 𝑧 = 𝑧(𝑡, 𝑞) графа

Γ
(𝑖)
𝑓 (𝑡) справедливо, что, если 𝑞′ является адресатом в расписа-

нии 𝑅(𝑞(𝑡, 𝑧)), то 𝑧′ = 𝑧(𝑡, 𝑞′) является вершиной графа Γ
(𝑖)
𝑓 (𝑡) и

что подграфы Γ
(𝑖)
𝑓 (𝑡) и Γ

(𝑗)
𝑓 (𝑡) имеют максимально одну общую

вершину. Очевидно, что каналы в таких подграфах освобожда-
ются и занимаются независимо и вместо изучения всего графа
целиком можно изучать передачу информации по меньшим по
размеру подграфам.

Шаг 2. В каждом графе Γ
(𝑖)
𝑓 (𝑡) для каждого 𝑡 построить упо-

рядоченный список 𝑇𝐶1
(𝑖)
𝑓 = {𝜏1, . . . , 𝜏𝑚} моментов, в которых

происходит «элементарный случай» 1 (смена канала).
Шаг 3. Для каждой вершины 𝑞 графа Γ

(𝑖)
𝑓 (𝑡) просмотреть

расписание 𝑅(𝑞) и построить упорядоченный по возрастанию 𝑡
список

𝑇𝑇𝑟
(𝑖)
𝑓 = {(𝑡𝑗 ; 𝑞𝑗 , 𝑞

′
𝑗 , 𝑏𝑗 , 𝑡𝑗 , 𝛾𝑗)|𝑗 = 1, 𝑙}

моментов, в которых происходит рассылка сообщений с адреса-
том 𝑞′ в Γ

(𝑖)
𝑓 (𝑡).
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Шаг 4. Для каждого элемента (𝑡𝑗 ; 𝑞𝑗 , 𝑞
′
𝑗 , 𝑏, 𝑡𝑗 , 𝛾𝑗) из 𝑇𝑇𝑟(𝑖)𝑓

последовательно вычислить время прохождения сообщения 𝑇𝑗 ,
учитывая по формуле (4) накладные расходы и увеличивая или
уменьшая время прохождения в соответствии с формулами (5)–
(11), если на время передачи информации по расписанию придет-
ся момент из 𝑇𝐶(𝑖)

𝑓 или же возникнут «элементарные случаи» 1
или 2, моменты возникновения которых последовательно рассчи-
тываются.

С этой целью полагаем 𝑗 = 1, множество моментов слу-
чая 2 𝑇𝐶2

(𝑖)
𝑓 = {}, множество моментов случая 3 𝑇𝐶3

(𝑖)
𝑓 = {},

множество времен прохода сообщений через транзитные узлы
𝑇𝑀

(𝑖)
𝑓 = {} и совершаем:

Шаг 4.1. Упорядочиваем 𝑇𝑇𝑟
(𝑖)
𝑓 ∪ 𝑇𝑀

(𝑖)
𝑓 по возрастанию

𝑡. Выбираем 𝑡𝑗 ∈ 𝑇𝑇𝑟
(𝑖)
𝑓 ∪ 𝑇𝑀

(𝑖)
𝑓 . Вычисляем 𝑇𝑗 = 𝑡𝑗 +

(𝑏(𝑡𝑗 , 𝑞𝑗 , 𝑞
′
𝑗)/𝑣(𝑡𝑗 , 𝑐(𝑡𝑗 , 𝑞𝑗 , 𝑞

′
𝑗))).

Шаг 4.2. Полагаем 𝑇𝐶
(𝑖)
𝑓 = 𝑇𝐶1

(𝑖)
𝑓 ∪ 𝑇𝐶2

(𝑖)
𝑓 ∪ 𝑇𝐶3

(𝑖)
𝑓 , упо-

рядочиваем 𝑇𝐶(𝑖) по возрастанию. Если существуют 𝑡𝑐𝑘, 𝑡𝑐𝑘+1 ∈
𝑇𝐶(𝑖), такие что

𝑡𝑐𝑘 < 𝑡𝑗 < 𝑡𝑐𝑘+1 и 𝑇𝑗 > 𝑡𝑐𝑘+1 или

0 < 𝑡𝑗 < 𝑡𝑐1 = min𝑇𝐶
(𝑖)
𝑓 и 𝑇𝑗 > 𝑡𝑐1,

то изменяем 𝑇𝑗 в соответствии с формулами (6)–(11), причем
нужную формулу выберем в зависимости от того, моментом ка-
кого «элементарного случая» является 𝑡𝑐𝑘+1 или 𝑡𝑐1.

Шаг 4.3. Если 𝑇𝑗 > 𝑡𝑗+1 и 𝑞𝑗+1, 𝑞′𝑗+1 таковы, что при пере-
сылке между ними информации в момент времени 𝑡𝑗+1

∙ задействуется канал между 𝑞𝑗 , 𝑞′𝑗 , то добавляем 𝑡𝑗+1 в

𝑇𝐶2
(𝑖)
𝑓 ,

∙ задействуется зависимый от 𝑐(𝑇𝑗 , 𝑞𝑗 , 𝑞′𝑗) канал, то добавля-

ем 𝑡𝑗+1 в 𝑇𝐶3
(𝑖)
𝑓 ,
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∙ 𝑐(𝑡𝑗 , 𝑞𝑗 , 𝑞
′
𝑗) – путь из более, чем одного ребра и 𝑞𝑠, 𝑞′𝑠 –

соседние узлы в этом пути, между которыми в момент 𝑡𝑗+1

передается сообщение размером 𝑏 (включая накладные рас-
ходы), то добавляем 𝑡𝑠 + 𝑏𝛼/𝑣(𝑡𝑠, 𝑐(𝑡𝑠, 𝑞𝑠, 𝑞

′
𝑠)) + 𝑑𝑠(𝑡𝑠), где

𝑡𝑠 – время попадания сообщения в узел 𝑞𝑠, 𝑡𝑗 < 𝑡𝑠 < 𝑡𝑗+1,

𝑑𝑠(𝑡𝑠) – задержка сообщения в узле 𝑞𝑠, в 𝑇𝑀 (𝑖)
𝑓 ,

∙ переходим к шагу 4.2.

Иначе, если 𝑗 6 𝑙 – увеличиваем 𝑗 на единицу, переходим к ша-
гу 4.1, если 𝑗 > 𝑙 – к шагу 5.

Шаг 5. Конец.
Можно заметить, что основные элементы модели – сообще-

ния, каналы и скорость передачи аналогичны соответственно тре-
бованиям, машинам и ресурсам задачи построения расписания
выполнения работ проекта с учетом отношений предшествова-
ния и ограничения на ресурсы (RCPSP [1]).

В разделе 5 покажем работу алгоритма на конкретном при-
мере.
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5. Демонстрация работы алгоритма

Для проверки модели выберем типичный фрагмент военной
сети связи Γ1(𝑡), в котором агенты 𝑞11, 𝑞12, 𝑞13 – командиры от-
делений – связаны с командиром взвода 𝑞14, который, в свою оче-
редь, соединен с командиром роты 𝑞21, а последний – с команди-
ром батальона 𝑞31. Нижестоящие агенты периодически доклады-
вают вышестоящим об изменениях в обстановке и об исполнении
приказов, а вышестоящие направляют нижестоящим различные
указания. Агенты обычно пользуются для обмена сообщениями
высокоскоростными каналами одного типа, а в случае невозмож-
ности их применения из-за помех или особенностей рельефа –
используют низкоскоростные каналы, также одного типа (рис. 2).

Рис. 2. Поведение модельной системы связи. Штриховкой
обозначена степень проницаемости клетки для радиоволн:

чем гуще штриховка, тем хуже проницаемость

Для того чтобы избежать излишних вопросов, длины сооб-
щений, время рассылки и максимальную пропускную способ-
ность каналов будем исчислять в условных безразмерных еди-
ницах.
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Здесь 𝐶 = {𝑐1, . . . , 𝑐9},𝑄 = 𝑄1 = {𝑞11, 𝑞12, 𝑞13, 𝑞14, 𝑞21, 𝑞31},

𝑣𝑚𝑎𝑥(𝑐𝑖) =

{︃
400 единиц в такт, 𝑖 = 1, 5,

4 единицы в такт, 𝑖 = 6, 9.

Функция совместимости каналов 𝑐𝑜𝑚 задается таблицей 1.

Таблица 1. Значения функции 𝑐𝑜𝑚
𝑐1 𝑐2 𝑐3 𝑐4 𝑐5 𝑐6 𝑐7 𝑐8 𝑐9

𝑐1 1 0 0 1 1 1 1 1 1
𝑐2 0 1 0 1 1 1 1 1 1
𝑐3 0 0 1 1 1 1 1 1 1
𝑐4 1 1 1 1 1 1 1 1 1
𝑐5 1 1 1 1 1 1 1 1 1
𝑐6 1 1 1 1 1 1 1 1 1
𝑐7 1 1 1 1 1 1 1 1 1
𝑐8 1 1 1 1 1 1 1 1 0
𝑐9 1 1 1 1 1 1 1 0 1

Моменты 𝜏𝑖 ∈ Z, 𝑖 = 0, 3, изменения графа таковы: 𝜏0 = 0,
𝜏1 = 350, 𝜏2 = 801, 𝜏3 = 821.

Функция весов каналов задается как

(12) 𝜓1(𝑐𝑖) =

{︃
(0, 100), 𝑖 = 1, 5,

(1, 5, 200), 𝑖 = 6, 9.

Первая компонента 𝜓1(𝑐𝑖) соответствует способности канала про-
ницать клетки, вторая – максимальной дальности (в клетках), на
которой может работать канал. Клетки (𝑖1, 𝑗1) и (𝑖2, 𝑗2) могут
быть соединены каналом 𝑐 только если

𝜓𝑘
1 (𝑐) > 𝜓𝑘

2 (𝐿(𝑖1, 𝑗1; 𝑖2, 𝑗2)), 𝑘 = 1, 2.

где 𝜓2 – функция, определяемая соотношениями (1), (2).
Предполагается, что накладные расходы несущественны.

Расписание агентов пусть имеет вид:

20



Системный анализ

∙ для 𝑞𝑖𝑗 , 𝑖 = 1, 𝑗 = 1, 3, 𝑅(𝑞𝑖𝑗) = {(600 +
100𝑝, 𝑞14, 300, 30, 1)|𝑝 = 0, 4};

∙ 𝑅(𝑞14) = {(400 + 100𝑝, 𝑞1𝑘, 300, 30, 1)|𝑝 = 0, 6, 𝑘 = 1, 3} ∪
{(800 + 150𝑝, 𝑞21, 900, 30, 1)|𝑝 = 0, 2};

∙ 𝑅(𝑞21) = {(200 + 150𝑝, 𝑞14, 900, 30, 1)|𝑝 = 0, 6} ∪ {(1000 +
200𝑝, 𝑞31, 850, 30, 1)|𝑝 = 0, 1};

∙ 𝑅(𝑞31) = {(200𝑝, 𝑞21, 900, 30, 1)|𝑝 = 0, 6} ∪
{(800, 𝑞14, 950, 30, 1)}.

Функция Q : 𝑄 × 1, 𝑁 :→ Z2 задается таблицей 2. Эта функ-
ция позволяет получать местоположение агента 𝑞𝑖𝑗 в некоторый
момент времени 𝑡 = 1, 𝑁 .

Таблица 2. Значения функции Q
𝜏0 6 𝑡 < 𝜏1 𝜏1 6 𝑡 < 𝜏2 𝜏2 6 𝑡 < 𝜏3 𝑡 > 𝜏3

𝑞11 (1, 2) (1, 2) (1, 2) (1, 2)
𝑞12 (2, 2) (2, 2) (2, 2) (2, 1)
𝑞13 (3, 2) (3, 2) (3, 2) (3, 1)
𝑞14 (2, 3) (2, 3) (2, 3) (2, 3)
𝑞21 (2, 4) (2, 5) (2, 4) (2, 4)
𝑞31 (2, 6) (2, 6) (1, 6) (2, 6)

Свойства местности, изображенной на рис. 2, будут описы-
ваться следующей матрицей:

(13) 𝒰 = (𝑢𝑖𝑗)
𝑖=1,3

𝑗=1,6
=

⎛⎝0 0 0 0 2 0
0 1 0 1 0 0
0 1 0 0 0 0

⎞⎠ .

Множество ребер графа потребностей в связи Π1 = (𝑄,𝐸1) будет
иметь вид

𝐸1 = ((𝑞11, 𝑞14), (𝑞12, 𝑞14), (𝑞13, 𝑞14), (𝑞14, 𝑞21), (𝑞21, 𝑞31)).

На основе графа Π1, матрицы 𝒰 (13) и функции весов кана-
лов 𝜓1 (12) конструируется функция инцидентности 𝜙1 графа
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связи Γ1, вид которой показан в таблице 3. Например, в мо-
мент времени 𝜏0 клетки (1, 2) и (2, 3) соединены каналом 𝑐1,
так как в этих клетках, согласно таблице 2, находятся агенты
𝑞11 и 𝑞14, (𝑞11, 𝑞14) ∈ 𝐸1, 𝜓1

1(𝑐1) = 0 > 𝜓1
2(𝐿(1, 2; 2, 3)) = 0 и

𝜓2
1(𝑐1) = 100 > 𝜓2

2(𝐿(1, 2; 2, 3)) =
√

2 и

𝑐1 ∈ arg max
𝑐∈𝐶

𝑣𝑚𝑎𝑥(𝑐).

Таблица 3. Значения функции 𝜙1

𝜏0 𝜏1 𝜏2 𝜏3
𝑐1 ((1, 2),(2, 3)) ((1, 2),(2, 3)) ((1, 2),(2, 3)) ((1, 2),(2, 3))
𝑐2 ((2, 2),(2, 3)) ((2, 2),(2, 3)) ((2, 2),(2, 3)) –
𝑐3 ((3, 2),(2, 3)) ((3, 2),(2, 3)) ((3, 2),(2, 3)) –
𝑐4 ((2, 3),(2, 4)) ((2, 3),(2, 4)) – ((2, 3),(2, 4))
𝑐5 ((2, 4),(2, 6)) – – ((2, 4),(2, 6))
𝑐6 – ((2, 3),(2, 5)) – –
𝑐7 – – ((2, 4),(1, 6)) –
𝑐8 – – – ((2, 1),(2, 3))
𝑐9 – – – ((3, 1),(2, 3))

В соответствии с шагом 1 алгоритма, граф Γ1(𝑡) может быть
в любой такт разбит на два подграфа

Γ
(0)
1 (𝑡) = ({𝑧(𝑡, 𝑞11), 𝑧(𝑡, 𝑞12), 𝑧(𝑡, 𝑞13), 𝑧(𝑡, 𝑞14), 𝑧(𝑡, 𝑞21)}, 𝐶, 𝜙1),

Γ
(1)
1 (𝑡) = ({𝑧(𝑡, 𝑞21), 𝑧(𝑡, 𝑞31), 𝑧(𝑡, 𝑞14)}, 𝐶, 𝜙1).

Легко видеть, что обмен начнется в каналах между (𝑞31, 𝑞21)
и сообщения, отправленные от 𝑞31 к 𝑞21 в моменты времени
𝑡2𝑝+1 = 200𝑝, 𝑝 = 0, 3, будут приходить в срок

𝑇2𝑝+1 = 200𝑝+
900

400
= 202,25.

В момент 𝑡8 = 800 произойдет «элементарный случай» 2, ско-
рость передачи упадет в 2 раза и сообщение от 𝑞31 к 𝑞21 должно
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было бы прийти за

𝑇8 = 800 + 2 · 900

400
= 804,5.

Так как в момент 𝜏2 = 801 > 𝑇8 происходит «элементарный
случай» 1 – смена канала между (𝑞31, 𝑞21), то сообщение от 𝑞31 к
𝑞21 придет за время

𝑇8 = 801 +
900 − (801 − 800)200

4
= 976.

В момент 𝜏3 = 821 опять произойдет «элементарный случай» 1,
так как 𝑇8 > 𝜏3 и поэтому необходимо изменить значение 𝑇8 так,
что

𝑇8 = 821 +
900 − (801 − 800)200 − (821 − 801)2

200
= 824,3.

Аналогично, время доставки сообщения от 𝑞31 к 𝑞14 составит
(при сделанном для упрощения предположении, что сообщение
было задержано в узле 𝑞21 до момента 𝑡11 = 811 в виду перегруз-
ки канала)

𝑇11 = 𝑇8 +
950 − 900

400
= 824,425.

В последующие моменты времени 𝑡14, 𝑡15 = 1000, 𝑡18,
𝑡19 = 1200 будет происходить только «элементарный случай» 2.
Поэтому время доставки

𝑇𝑖 = 𝑡𝑖 + 2 · 850

400
+

900 − 850

400
= 𝑡𝑖 + 4,375, 𝑖 = 14, 15,

𝑇𝑖 = 𝑡𝑖 + 2 · 850

400
= 𝑡𝑖 + 4,25, 𝑖 = 18, 19.

Обмен по каналам, связывающим пару (𝑞14, 𝑞21) в соответ-
ствующие моменты времени будет (стрелочка означает вычис-
ление нового времени доставки сообщения после тех или иных
событий в соответствии с алгоритмом):

∙ 𝑡2 = 200, 𝑇2 = 202,25.
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∙ 𝑡4 = 350, 𝑇4 = 350 + 900
4 > 500 → 𝑇4 = 500 +

900−(500−350)4
2 = 650.

∙ 𝑡6 = 500, 𝑇6 = 800 + 900−(800−650)2−(650−650)4−(650−500)2
4/5 =

1175 > 801 → 𝑇𝑖 = 801 +
900−(801−800)4/5−(800−650)2−(650−500)2

400/5 = 804,74.

∙ 𝑡7 = 650, 𝑇7 = 804,74 +
900−(804,74−801)400/5−(801−800)4/5−(800−650)2

400/4 = 807,74

∙ 𝑡9 = 800, 𝑇9 = 807,74 +
900−(807,74−804,74)400/4−(804,74−801)400/5−(801−800)4/5

400/3 =
809,99.

∙ 𝑡10 = 800,

𝑇10 = 809,99 +
950 − (809, 99 − 807,74)400/3

400
−

− (807,74 − 804,74)400/4 + (804,74 − 801)400/5

400
+

+
(801 − 800)4/5

400
= 810,115.

∙ 𝑡12 = 𝑡13 = 950, 𝑇12 = 𝑇13 = 950 + 2 · 900/400 = 954,5.

∙ 𝑡16 = 𝑡17 = 1100, 𝑇16 = 𝑇17 = 1104,5.

В графе Γ
(0)
1 (𝑡) в канале (𝑞1𝑗 , 𝑞14) обмен будет таков:

∙ 𝑡𝑖 ∈ {400, 500}, «элементарный случай» 3, 𝑇𝑖 = 𝑡𝑖 + 3/4.

∙ 𝑡𝑖 ∈ {600, 600, 700, 700, 800, 800}, «элементарный случай»
3, 𝑇𝑖 = 𝑡𝑖 + 300

400/4 = 𝑡𝑖 + 3.

Далее, в канале (𝑞11, 𝑞14):

𝑡𝑖 > 900, 𝑇𝑖 = 𝑡𝑖 +
300

400/2
= 𝑡𝑖 + 1,5.

В каналах (𝑞12, 𝑞14), (𝑞13, 𝑞14), после 𝜏3 = 821:
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∙ 𝑡10 = 900, «элементарные случаи» 2 и 3, 𝑇10 = 900 + 300
4/3 =

1125.

∙ 𝑡11 = 1000, «элементарные случаи» 2 и 3, 𝑇11 = 1000 +
300−(1000−900)4/3

4/6 = 1250.

Видно, что, например, в моменты 𝑡10, 𝑡11 сообщения не достав-
ляются в установленный срок в точности таким же образом и
по той же причине, что и в многократно повторенных автором
наблюдениях реальной сети военной связи.

Результаты, полученные в настоящем разделе, хорошо согла-
суются с экспериментами на стенде. Самый простой способ смо-
делировать фрагмент системы связи с помощью стенда, не прибе-
гая к крайне дорогостоящей и неоднозначно функционирующей
военной технике, – соединить 6 компьютеров с двумя сетевы-
ми платами, одна из которых обеспечивает передачу данных со
скоростью 100 Мбит/с, а вторая – 10 Мбит/с, причем нужно пе-
ресылать данные между компьютерами и включать и отключать
сетевые платы по определенному расписанию. Разумеется, необ-
ходимо скорректировать объем пересылаемых данных пропорци-
онально столь высоким скоростям передачи. При этом следует
иметь, однако, в виду, что в реальности стандартный протокол
TCP в глобальной сети (wide area network) военной связи может
не употребляться, а вместо него могут использовать различные
специальные протоколы разной степени продуманности и доку-
ментированности на основе UDP.

6. Задачи, для решения которых проводится
моделирование

Модель, предложенная в данной статье, позволяет дать отве-
ты на следующие вопросы, представляющие большой практиче-
ский интерес:

1. В любой ли момент времени 𝑡 заданный граф системы
связи Γ𝑓 (𝑡) обеспечивает плановую передачу сообщений от всех
источников за заданное время?
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2. Какое количество информации передается по заданному
ребру Γ𝑓 (𝑡) в любой заданный момент времени? Не выбраны ли
каналы так, что это количество всегда много меньше или больше
того, что может пропустить ребро, т.е. не будет ли время доставки
сообщения по данному ребру всегда много больше или много
меньше максимально допустимого? Иначе говоря, адекватен ли
подбор средств связи у агента его потребностям?

3. Возможно ли подобрать некую общую характеристику
местности (т.е. значений компоненты состояния 𝑢𝑖𝑗) и графа по-
требностей в связи Π𝑓 так, чтобы от них зависела вероятность
отказа системы связи (т.е. невозможности обеспечить передачу
данных за заданное время) в одном или нескольких ребрах?

4. Сколько внеплановых сообщений можно одновременно
разослать без отказа системы связи? Возможно ли подобрать мно-
жество каналов (т.е. оснастить соответствующим образом агентов
средствами связи) так, чтоб плановая и внеплановая рассылка со-
общений осуществлялась бы без отказов системы связи или с
минимальным количеством отказов?

5. Как оптимально установить задержки в транзитных уз-
лах и скорректировать расписание, так, чтобы при выдерживании
установленного времени доставки минимизировать возникнове-
ние задержек из-за «элементарных случаев»?

Для ответов на эти вопросы необходимо знать, во-первых,
существует ли путь в графе системы связи между клетками, за-
нимаемыми теми или иными агентами, а во-вторых – сколько в
действительности займет передача информации по данному пу-
ти. Отметим, что в используемых в Вооруженных силах РФ теле-
коммуникационных сетях, являвшихся основным предметом ис-
следований автора (ОКР «Созвездие М2» [3]), применяются про-
токолы, исключающие отказ в передаче данных из-за сильного
превышения объема этих данных пропускной способности ка-
нала, однако остро стоят проблемы устаревания информации и
наличия в сложном канале узких мест, через которые в разумный
срок можно передать только очень ограниченный объем данных.
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При этом предлагаемая модель не требует знания использу-
емых протоколов передачи данных, что может оказаться нема-
ловажным как в случае исследования системы связи вероятно-
го противника, так и в случае моделирования своей собственной
сети связи, когда число используемых протоколов может исчис-
ляться десятками и все они сильно нестандартны.

Дальнейшим направлением развития будет являться иссле-
дование случаев, когда можно полагать, что время доставки и
размер сообщений будут являться случайными величинами с за-
данным распределением. Также планируется изучать системы, в
которых время передачи в расписании одного агента будет увя-
зано с временем получения этим агентом сообщения от другого
агента.
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Abstract: We construct a model of message delays in the mobile communication
network of agents. In the model, the connectivity and types of channels between
agents change over time. Agents move around the terrain, on which there are
obstacles of various impassability that impede communication between agents in
various degree. We use a cellular automaton model for the movement of agents
along the terrain. Agents are the vertices of the communication graph. Each agent
owns a set of communication devices. The edges of the communication graph are the
communication channels organized by communication devices of agents located at
the vertices of the graph. Channels of different types have a different limiting range
and permissible height of obstacles between agents. If there is an obstacle between
agents that excludes communication on the existing communication channel, the
communication channel is changed to the more suitable one, taking into account
the capabilities of the agents. Each agent has a message schedule, and each
communication channel has the maximum bandwidth. When sending messages by
several agents simultaneously using one communication channel, the reduction in
the capacity of this channel is taken into account. We also consider the relaying of a
message by a chain of agents. We simulate a traffic dynamic in telecommunication
channels of the system with agents motion and possible channel breaks and changes.
Further, we discuss different ways of the model’s application.
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УПРАВЛЕНИЕ СИНХРОНИЗАЦИЕЙ ДВУХ
СВЯЗАННЫХ НЕИДЕНТИЧНЫХ СИСТЕМ

ХИНДМАРШ–РОУЗ1

Семенов Д. М.2

(Санкт-Петербургский государственный университет,
Институт проблем машиноведения РАН, Санкт-Петербург )

Рассмотрена задача управления синхронизацией между двумя связанными
неидентичными системами Хиндмарш–Роуз, каждая из которых описывает
поведение отдельного биологического нейрона. Важность решения данной за-
дачи обусловлена множеством медико-биологических исследований, которые
напрямую связывают появление некоторых заболеваний нервной системы (та-
ких как эпилепсия) c наличием патологической синхронизации между нейрона-
ми в отдельных участках головного мозга. Таким образом, возможность управ-
ления синхронизацией между нейронами является перспективным методом ле-
чения эпилепсии и активно применяется в медицинской практике. Очевидно,
что разработка такого метода лечения требует использования качественных
математических инструментов. В качестве таких инструментов в данной ра-
боте используются инструменты теории управления. Кроме того, необходимо
учитывать наличие неточности современных моделей биологических нейронов.
Для этого в настоящей работе предлагается рассматривать эту неточность
как непрерывные, равномерно ограниченные функции, описывающие некоторые
возмущения. Таким образом, используя предлагаемый в работе закон управле-
ния и соблюдая выполнение сформулированных теорем, можно гарантирован-
но достичь синхронизированного поведения между исследуемыми системами в
условиях отсутствия и наличия модельных возмущений в системах. Получен-
ные результаты доказаны и подтверждены численными экспериментами.

Ключевые слова: синхронизация, связанные осцилляторы, система
Хиндмарш–Роуз.
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Введение

Благодаря огромному количеству исследований, посвящён-
ных синхронизации в биологических системах, можно с уверен-
ностью сказать, что явление синхронизации играет ключевую
роль в функционировании биологических систем и их взаимодей-
ствии между собой [1, 2, 13, 14]. В качестве примеров можно при-
вести популяции светлячков, синхронно вспыхивающих в ночном
небе, или синхронную активность сердечных клеток, позволя-
ющую сердцу сокращаться [20]. Кроме того, к таким системам
относится мозг человека или животного. На настоящий момент
известно, что синхронизация больших популяций нейронов явля-
ется основным механизмом образования макроколебаний в мозге
[14, 21, 24]. Также было установлено, что ряд патологических со-
стояний и заболеваний центральной нервной системы, например
таких, как эссенциальный тремор, эпилепсия, болезни Паркин-
сона и Альцгеймера, напрямую связаны с аномальной синхрони-
зацией отдельных нейронных популяций [5, 12, 22]. Сейчас ак-
тивно ведётся разработка методов лечения данных заболеваний
путём подавления патологической синхронизации в мозге. При-
чём особый интерес представляют собой неинвазивные методы,
основанные на биологической обратной связи [3, 4, 9]. Очевидно,
что разработка таких методов требует качественного математиче-
ского описания как моделей нейронов, так и условий их синхро-
низации в сетях.

На сегодняшний день существует множество исследований,
посвящённых поиску условий синхронизации сетей, узлами кото-
рых являются математические модели биологических нейронов.
При этом до недавнего времени практически все исследования
ограничивались лишь поиском условий синхронизации для слу-
чая идентичных узлов в сети и отсутствия модельных возмуще-
ний в каждом отдельном узле [6, 10, 11, 18, 23]. Но поскольку по-
пуляции нейронов в мозге представляют собой гетерогенные сети
(т.е. сети, состоящие из неидентичных узлов), возник интерес пе-
ренесения накопленного опыта на случай синхронизации в дан-
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ных сетях. Например, продемонстрирована возможность синхро-
низации гетерогенной сети, узлы которой описываются динами-
ческой системой ФитцХью–Нагумо [15, 16, 17]. Настоящая рабо-
та продолжает исследования гетерогенных сетей и рассматривает
синхронизацию простейшей сети, состоящей из двух связанных
неидентичных динамических систем Хиндмарш-Роуз, причём как
в условиях отсутствия, так и в условиях наличия возмущений в
системах.

Статья организована следующим образом: в разделе 1 рас-
сматривается динамическая система Хиндмарш–Роуз как модель
биологического нейрона; в разделе 2.1 формулируется понятие
синхронизации и приводятся её основные виды; в разделах 2.2 и
2.3 представлены доказательства синхронизации двух взаимосвя-
занных неидентичных систем Хиндмарш-Роуз в условиях отсут-
ствия и наличия возмущений; результаты численного моделиро-
вания, подтверждающие теоретические результаты, приведены в
разделе 3.

1. Cистема Хиндмарш–Роуз

Система Хиндмарш–Роуз представляет собой модель биоло-
гического нейрона и описывается нелинейной системой диффе-
ренциальных уравнений 3-го порядка:

(1)

𝑥̇(𝑡) = 𝑦(𝑡) − 𝑎𝑥3(𝑡) + 𝑏𝑥2(𝑡) − 𝑧(𝑡) + 𝑢(𝑡),

𝑦̇(𝑡) = 𝑐− 𝑑𝑥2(𝑡) − 𝑦(𝑡),

𝑧̇(𝑡) = 𝜀[𝑠(𝑥(𝑡) − 𝑟) − 𝑧(𝑡)].
Здесь переменная 𝑥(𝑡) описывает динамику мембранного по-
тенциала нейрона, а переменные 𝑦(𝑡) и 𝑧(𝑡) описывают калий-
натриевый насос. Поскольку скорость изменения переменной
𝑧(𝑡) определяется малым параметром 0 < 𝜀 ≪ 1, то 𝑧(𝑡) опи-
сывает динамику медленного калиевого тока, а 𝑦(𝑡) – быстрого
натриевого тока. Внешнее воздействие на нейрон определяется
переменной 𝑢(𝑡).

Изначально система Хиндмарш–Роуз описывалась нелиней-
ной системой дифференциальных уравнений 2-го порядка и явля-
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лась упрощённым вариантом модели Ходжкина–Хаксли [7]. Од-
нако после ряда экспериментов, проведённых над клетками мозга
пресноводной улитки Lymnaea stagnalis, были обнаружены новые
режимы функционирования нейронов, которые не учитывались в
модели [8]. Потому авторы модели, Джеймс Хиндмарш и Маль-
ком Роуз, приняли решение о включении в модель третьего урав-
нения, что позволило учесть большинство новых режимов пове-
дения биологического нейрона. В частности, модель (1) способна
демонстрировать пачечную активность и посттормозную отдачу,
а также адаптироваться к воздействию внешней среды [8, 19].

2. Синхронизация систем Хиндмарш–Роуз

2.1. ПОНЯТИЕ СИНХРОНИЗАЦИИ
Настоящая работа в значительной степени посвящена явле-

нию синхронизации. Потому важно определить, что в дальней-
шем понимается под термином «синхронизация». Синхронизаци-
ей будем называть согласованное во времени функционирование
двух или нескольких объектов или процессов [2]. Также опреде-
ление синхронизации может быть сформулировано математиче-
ски.

Определение 1 [2, c. 78]. Будем говорить, что имеет место
синхронизация процессов или объектов 𝑥𝑖(𝑡) ∈ 𝒳 , 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑘,
относительно характеристики 𝐶𝑡(·) и вектор-функции 𝐹𝑖(·), ес-
ли существуют числа 𝜏𝑖 ∈ R, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑘, такие, что ∀𝑡 > 0
выполняются соотношения
(2) 𝐹1 (𝐶𝑡+𝜏1(𝑥1)) = 𝐹2 (𝐶𝑡+𝜏2(𝑥2)) = . . . = 𝐹𝑘 (𝐶𝑡+𝜏𝑘(𝑥𝑘)) .

Здесь характеристика 𝐶𝑡(·) называется показателем (индексом)
синхронизации и определяется как отображение 𝐶𝑡 : 𝒳 → 𝒞,
где 𝒞 есть множество возможных значений 𝐶𝑡(·). Необходимо
отметить, что характеристика 𝐶𝑡(·) предполагается одинаковой
для всех объектов или процессов. Принимаемое характеристикой
𝐶𝑡(·) значение может быть скаляром, вектором, матрицей и да-
же функцией. Cравнивать характеристики различных процессов
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между собой позволяют вектор-функции 𝐹𝑖 : 𝒞 → R𝑚, называе-
мые функциями сравнения.

Под приближённой синхронизацией (𝜀-синхронизацией) по-
нимается случай, когда соотношения (2) выполняются прибли-
жённо:
(3)

⃦⃦
𝐹𝑖 (𝐶𝑡+𝜏𝑖(𝑥𝑖)) − 𝐹𝑗

(︀
𝐶𝑡+𝜏𝑗 (𝑥𝑗)

)︀⃦⃦
2
6 𝜀 ∀𝑖, 𝑗, 𝑡 > 0,

а под асимптотической синхронизацией – случай, когда погреш-
ность соотношений (2) со временем исчезает:
(4) lim

𝑡→∞

⃦⃦
𝐹𝑖 (𝐶𝑡+𝜏𝑖(𝑥𝑖)) − 𝐹𝑗

(︀
𝐶𝑡+𝜏𝑗 (𝑥𝑗)

)︀⃦⃦
2

= 0 ∀𝑖, 𝑗, 𝑡 > 0.

Представленное выше определение является достаточно об-
щим и охватывает большинство из основных видов синхрони-
зации. В данной работе же рассматривается вид синхрониза-
ции, называемый координатной синхронизацией. Под коорди-
натной синхронизацией взаимосвязанных подсистем понимает-
ся совпадения координат векторов состояний этих подсистем.
Координатная сихронизация согласуется с приведённым выше
определением, если определить показатель синхронизации как
𝐶𝑡+𝜏𝑖(𝑥𝑖) = 𝑥𝑖(𝑡+ 𝜏𝑖), 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑘, а функции сравнения взять
тождественными своему аргументу: 𝐹𝑖(𝑥) = 𝑥, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑘.

2.2. СИНХРОНИЗАЦИЯ СИСТЕМ БЕЗ ВОЗМУЩЕНИЙ
Рассмотрим гетерогенную сеть нейронов, представленную

двумя связанными системами Хиндмарш-Роуз:

(5)

{︃
ẋ1(𝑡) = 𝐹1(x1(𝑡)) +𝐵 [𝜎 (𝑥2(𝑡) − 𝑥1(𝑡)) + 𝑢(𝑡)] ,

ẋ2(𝑡) = 𝐹2(x2(𝑡)) +𝐵𝜎 (𝑥1(𝑡) − 𝑥2(𝑡)) ,
где

𝐹𝑖(x(𝑡)) =

⎛⎝ 𝑦(𝑡) − 𝑎𝑥3(𝑡) + 𝑏𝑥2(𝑡) − 𝑧(𝑡)
𝑐− 𝑑𝑥2(𝑡) − 𝑦(𝑡)

𝜀 [𝑠(𝑥(𝑡) − 𝑟𝑖) − 𝑧(𝑡)]

⎞⎠ , 𝑖 = 1, 2.

Здесь x𝑖(𝑡) = col (𝑥𝑖(𝑡), 𝑦𝑖(𝑡), 𝑧𝑖(𝑡)), 𝑖 = 1, 2, – вектора состояний
связанных систем (5); 𝐵 = col (1, 0, 0); 𝑢(𝑡) – управляющее воз-
действие; 𝜎 – сила связи между нейронами; 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝜀, 𝑠, 𝑟1 и
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𝑟2 – известные параметры нейронов. Будем проводить синхрони-
зацию систем, предполагая известность параметров. Последова-
тельно вычетая уравнения второй системы из первой и положив
𝜓(𝑡) = 𝑥21(𝑡) + 𝑥1(𝑡)𝑥2(𝑡) + 𝑥22(𝑡), 𝜙(𝑡) = 𝑥1(𝑡) + 𝑥2(𝑡), получим
систему
(6) 𝛿̇(𝑡) = ̂︀𝐹 (𝛿(𝑡)) +𝐵𝑢(𝑡),

где

̂︀𝐹 (𝛿(𝑡)) =

⎛⎝ −(𝑎𝜓(𝑡) − 𝑏𝜙(𝑡) + 2𝜎)𝛿𝑥(𝑡) + 𝛿𝑦(𝑡) − 𝛿𝑧(𝑡)
−𝑑𝜙(𝑡)𝛿𝑥(𝑡) − 𝛿𝑦(𝑡)

𝜀 (𝑠𝛿𝑥(𝑡) − 𝛿𝑧(𝑡) − 𝑠𝑟)

⎞⎠ .

Здесь 𝛿(𝑡) = col (𝛿𝑥(𝑡), 𝛿𝑦(𝑡), 𝛿𝑧(𝑡)) – вектор состояния систе-
мы (6); 𝛿𝑥(𝑡) = 𝑥1(𝑡) − 𝑥2(𝑡), 𝛿𝑦(𝑡) = 𝑦1(𝑡) − 𝑦2(𝑡), 𝛿𝑧(𝑡) =
= 𝑧1(𝑡)−𝑧2(𝑡) и 𝑟 = 𝑟1−𝑟2. Теперь, чтобы гарантировать синхро-
низацию систем (5), необходимо обеспечить устойчивость систе-
мы (6). Это достигается посредством управления, определяемого
функцией 𝑢(𝑡). Очевидно, что выбор конкретного вида синхро-
низации определяет конкретный вид цели управления, а значит и
функции 𝑢(𝑡). В настоящей работе цель управления сформулиро-
вана следующим образом:
(7) |𝛿𝑥(𝑡)| → 0, |𝛿𝑦(𝑡)| → 0, |𝛿𝑧(𝑡)| → 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, при 𝑡→ ∞.

Далее перейдем к новым координатам: 𝑒𝑥 = 𝛿𝑥, 𝑒𝑦 = 𝛿𝑦, 𝑒𝑧 =
= 𝛿𝑧 + 𝑠𝑟. Система (6) примет следующий вид:
(8) 𝑒̇(𝑡) = ̃︀𝐹 (𝑒(𝑡)) +𝐵𝑢(𝑡),

где

̃︀𝐹 (𝑒(𝑡)) =

⎛⎝ −(𝑎𝜓(𝑡) − 𝑏𝜙(𝑡) + 2𝜎)𝑒𝑥(𝑡) + 𝑒𝑦(𝑡) − 𝑒𝑧(𝑡) + 𝑠𝑟
−𝑑𝜙(𝑡)𝑒𝑥(𝑡) − 𝑒𝑦(𝑡)
𝜀 (𝑠𝑒𝑥(𝑡) − 𝑒𝑧(𝑡))

⎞⎠ .

Здесь 𝑒(𝑡) = col (𝑒𝑥(𝑡), 𝑒𝑦(𝑡), 𝑒𝑧(𝑡)) – вектор состояния систе-
мы (8).

Введем функцию Ляпунова:

(9) 𝑉 (𝑒(𝑡)) =
1

2

(︂
𝑒2𝑥(𝑡) + 𝑒2𝑦(𝑡) +

1

𝜀𝑠
𝑒2𝑧(𝑡)

)︂
.
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Найдем производную 𝑉̇ (𝑒(𝑡)) в силу системы (8). Получим сле-
дующее:

𝑉̇ (𝑒(𝑡)) = −(𝑎𝜓(𝑡) − 𝑏𝜙(𝑡) + 2𝜎)𝑒2𝑥(𝑡) − 𝑒2𝑦(𝑡) − 1

𝑠
𝑒2𝑧(𝑡)+

+ (1 − 𝑑𝜙)𝑒𝑥(𝑡)𝑒𝑦(𝑡) + 𝑠𝑟𝑒𝑥(𝑡) + 𝑢(𝑡)𝑒𝑥(𝑡).
(10)

В виду того, что функция 𝜓(𝑡) неотрицательна ∀𝑡 > 0, производ-
ную (10) можно оценить сверху:

𝑉̇ (𝑒(𝑡)) 6 −(2𝜎 − 𝑏𝜙(𝑡))𝑒2𝑥(𝑡) − 𝑒2𝑦(𝑡) − 1

𝑠
𝑒2𝑧(𝑡)+

+ (1 − 𝑑𝜙)𝑒𝑥(𝑡)𝑒𝑦(𝑡) + 𝑠𝑟𝑒𝑥(𝑡) + 𝑢(𝑡)𝑒𝑥(𝑡).
(11)

Зададим следующий закон управления:
(12) 𝑢(𝑡) = − (𝛾 + 𝑏𝜙(𝑡)) 𝛿𝑥(𝑡) + 𝑑𝜙(𝑡)𝛿𝑦(𝑡) − 𝑠𝑟, 𝛾 > 0.

Переходя к новым координатам 𝑒𝑥, 𝑒𝑦 и 𝑒𝑧 , управление (12) при-
мет вид
(13) 𝑢(𝑡) = − (𝛾 + 𝑏𝜙(𝑡)) 𝑒𝑥(𝑡) + 𝑑𝜙(𝑡)𝑒𝑦(𝑡) − 𝑠𝑟, 𝛾 > 0.

Подставляя закон управления (13) в оценку (11), получаем

𝑉̇ (𝑒(𝑡)) 6 − (𝛾 + 2𝜎) 𝑒2𝑥(𝑡) + 𝑒𝑥(𝑡)𝑒𝑦(𝑡) − 𝑒2𝑦(𝑡) − 1

𝑠
𝑒2𝑧(𝑡).(14)

Перепишем правую часть неравенства (14) в следующем виде:

𝑉̇ (𝑒(𝑡)) 6 −
(︂
𝛾 + 2𝜎 − 1

2

)︂
𝑒2𝑥(𝑡) + 𝑒𝑥(𝑡)𝑒𝑦(𝑡) − 1

2
𝑒2𝑦(𝑡)−

− 1

2𝑠
𝑒2𝑧(𝑡) −

1

2

(︂
𝑒2𝑥(𝑡) + 𝑒2𝑦(𝑡) +

1

𝑠
𝑒2𝑧(𝑡)

)︂
.

(15)

Для правой части неравенства (15) имеет место оценка сверху:

𝑉̇ (𝑒(𝑡)) 6 −
(︂
𝛾 + 2𝜎 − 1

2

)︂
𝑒2𝑥(𝑡) + 𝑒𝑥(𝑡)𝑒𝑦(𝑡) − 1

2
𝑒2𝑦(𝑡)−

− 1

2𝑠
𝑒2𝑧(𝑡) − 𝜀𝑉 (𝑒(𝑡)).

(16)

Далее в неравенстве (16) выделим квадратичную форму и пере-
пишем её в матричном виде.
(17) 𝑉̇ (𝑒(𝑡)) 6 𝑒*(𝑡)𝑊𝑒(𝑡) − 𝜀𝑉 (𝑒(𝑡)),

гдe

𝑊 =

⎡⎣ −(𝛾 + 2𝜎 − 1/2) 1/2 0
1/2 −1/2 0

0 0 −1/2𝑠

⎤⎦ .
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Теперь найдем такие 𝛾 и 𝜎, при которых квадратичная форма в
неравенстве (17) является отрицательно определённой. Исполь-
зуя критерий Сильвестра, получим следующее условие:
(18) 𝛾 + 2𝜎 − 1 > 0.
Если условие (18) выполнено, тогда квадратичная форма в нера-
венстве (16) является отрицательно определённой, а значит, её
можно оценить сверху нулём. Получим следующее неравенство:

𝑉̇ (𝑒(𝑡)) 6 −𝜀𝑉 (𝑒(𝑡)).(19)

В силу неравенства (19), траектории системы (8) стремятся к ну-
левому решению. А это означает, что нулевое решение систе-
мы (8) является асимптотически устойчивым. Переходя к исход-
ным координатам, получаем:
(20) lim

𝑡→∞
|𝛿𝑥(𝑡)| = 0, lim

𝑡→∞
|𝛿𝑦(𝑡)| = 0, lim

𝑡→∞
|𝛿𝑧(𝑡)| = 𝑠|𝑟|.

Полученный результат можно сформулировать в виде теоремы.
Теорема 1. Пусть 𝜎 – сила связи между системами (5),

а 𝛾 – коэффициент усиления в законе управления 𝑢(𝑡). Тогда
∀ x𝑖(0), 𝑖 = 1, 2, систем, закон управления 𝑢(𝑡) в форме (13)
обеспечивает достижение цели управления (7), если выполнено
условие (18).

Таким образом, выполнение условий теоремы 1 является до-
статочным условием для синхронизации систем (5). Причем от-
носительно переменных 𝑥𝑖(𝑡) и 𝑦𝑖(𝑡), 𝑖 = 1, 2, синхронизация яв-
ляется асимптотической. А из неравенства (19) следует, что ско-
рость синхронизации подчиняется экспоненциальному закону.

2.3. СИНХРОНИЗАЦИЯ СИСТЕМ С ВОЗМУЩЕНИЯМИ
Несмотря на всю схожесть поведения системы Хиндмарш-

Роуз с поведением биологических нейронов, её универсальность
не позволяет учесть все физиологические особенности отдельно-
го нейрона. Учесть данные особенности возможно, если известна
некоторая априорная информация о них. Например известно, что
они описываются возмущениями, которые представляют собой
равномерно ограниченные функции от времени. Таким образом,
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сеть (5), cостоящая из двух неидентичных систем Хиндмарш-Ро-
уз, может быть переписана в следующем виде:

(21)

{︃
ẋ1(𝑡) = 𝐹1(x1(𝑡)) + 𝜉1(𝑡) +𝐵 [𝜎 (𝑥2(𝑡) − 𝑥1(𝑡)) + 𝑢(𝑡)] ,

ẋ2(𝑡) = 𝐹2(x2(𝑡)) + 𝜉2(𝑡) +𝐵𝜎 (𝑥1(𝑡) − 𝑥2(𝑡)) ,
где

𝐹𝑖(x(𝑡)) =

⎛⎝ 𝑦(𝑡) − 𝑎𝑥3(𝑡) + 𝑏𝑥2(𝑡) − 𝑧(𝑡)
𝑐− 𝑑𝑥2(𝑡) − 𝑦(𝑡)

𝜀 [𝑠(𝑥(𝑡) − 𝑟𝑖) − 𝑧(𝑡)]

⎞⎠ , 𝑖 = 1, 2.

Здесь 𝜉𝑖(𝑡) = col (𝜉𝑥,𝑖(𝑡), 𝜉𝑦,𝑖(𝑡), 𝜉𝑧,𝑖(𝑡)), 𝑖 = 1, 2, – вектор-
функции возмущений связанных систем (21), причём

|𝜉𝑥,𝑖(𝑡)| 6
∆𝑥

2
, |𝜉𝑦,𝑖(𝑡)| 6

∆𝑦

2
, |𝜉𝑧,𝑖(𝑡)| 6

∆𝑧

2
, 𝑖 = 1, 2, ∀𝑡 > 0.

Наличие возмущений системах (21) требует такого управле-
ния, которое бы смогло обеспечить синхронизацию систем даже
при их наличии. Далее покажем, что полученный закон управле-
ния (12) обладает данным свойством и обеспечивает cинхрониза-
цию систем (21). Для этого вычтем уравнения первой системы из
второй и используем ранее введенные обозначения 𝜓(𝑡) и 𝜙(𝑡):
(22) 𝛿̇(𝑡) = ̂︀𝐹 (𝛿(𝑡)) + 𝜂(𝑡) +𝐵𝑢(𝑡),

где

̂︀𝐹 (𝛿(𝑡)) =

⎛⎝ −(𝑎𝜓(𝑡) − 𝑏𝜙(𝑡) + 2𝜎)𝛿𝑥(𝑡) + 𝛿𝑦(𝑡) − 𝛿𝑧(𝑡)
−𝑑𝜙(𝑡)𝛿𝑥(𝑡) − 𝛿𝑦(𝑡)

𝜀 (𝑠𝛿𝑥(𝑡) − 𝛿𝑧(𝑡) − 𝑠𝑟)

⎞⎠ .

Здесь 𝜂(𝑡) = col (𝜂𝑥(𝑡), 𝜂𝑦(𝑡), 𝜂𝑧(𝑡)) – вектор-функция возмуще-
ний системы (22), такая, что

|𝜂𝑥(𝑡)| 6 ∆𝑥, |𝜂𝑦(𝑡)| 6 ∆𝑦, |𝜂𝑧(𝑡)| 6 ∆𝑧 ∀𝑡 > 0.

Переходя к координатам 𝑒𝑥 = 𝛿𝑥, 𝑒𝑦 = 𝛿𝑦, 𝑒𝑧 = 𝛿𝑧 + 𝑠𝑟, получим
следующую систему:
(23) 𝑒̇(𝑡) = ̃︀𝐹 (𝑒(𝑡)) + 𝜂(𝑡) +𝐵𝑢(𝑡),
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где

̃︀𝐹 (𝑒(𝑡)) =

⎛⎝ −(𝑎𝜓(𝑡) − 𝑏𝜙(𝑡) + 2𝜎)𝑒𝑥(𝑡) + 𝑒𝑦(𝑡) − 𝑒𝑧(𝑡) + 𝑠𝑟
−𝑑𝜙(𝑡)𝑒𝑥(𝑡) − 𝑒𝑦(𝑡)
𝜀 (𝑠𝑒𝑥(𝑡) − 𝑒𝑧(𝑡))

⎞⎠ .

Здесь 𝑒(𝑡) = col (𝑒𝑥(𝑡), 𝑒𝑦(𝑡), 𝑒𝑧(𝑡)) – вектор состояния систе-
мы (23).

Теперь покажем, что управление (12) обеспечивает синхро-
низацию системы (21). Для доказательства этого факта найдем
производную функции Ляпунова (9) в силу системы (23). Полу-
чим следующее выражение:

𝑉̇ (𝑒(𝑡)) = −(𝑎𝜓(𝑡) − 𝑏𝜙(𝑡) + 2𝜎)𝑒2𝑥(𝑡) − 𝑒2𝑦(𝑡) − 1

𝑠
𝑒2𝑧(𝑡)+

+ (1 − 𝑑𝜙)𝑒𝑥(𝑡)𝑒𝑦(𝑡) + 𝑠𝑟𝑒𝑥(𝑡) + 𝑢(𝑡)𝑒𝑥(𝑡)+

+ 𝜂𝑥(𝑡)𝑒𝑥(𝑡) + 𝜂𝑦(𝑡)𝑒𝑦(𝑡) +
1

𝜀𝑠
𝜂𝑧(𝑡)𝑒(𝑡).

(24)

Подставим закон управления (13) в выражение (24):
𝑉̇ (𝑒(𝑡)) = − (𝑎𝜓(𝑡) + 𝛾 + 2𝜎) 𝑒2𝑥(𝑡) + 𝑒𝑥(𝑡)𝑒𝑦(𝑡) − 𝑒2𝑦(𝑡)−

− 1

𝑠
𝑒2𝑧(𝑡) + 𝜂𝑥(𝑡)𝑒𝑥(𝑡) + 𝜂𝑦(𝑡)𝑒𝑦(𝑡) +

1

𝜀𝑠
𝜂𝑧(𝑡)𝑒𝑧(𝑡).

(25)

Далее выражение (25) будем оценивать сверху. Исключим слага-
емое, содержащее функцию 𝜓(𝑡):

𝑉̇ (𝑒(𝑡)) 6 − (𝛾 + 2𝜎) 𝑒2𝑥(𝑡) + 𝑒𝑥(𝑡)𝑒𝑦(𝑡) − 𝑒2𝑦(𝑡) − 1

𝑠
𝑒2𝑧(𝑡)+

+ 𝜂𝑥(𝑡)𝑒𝑥(𝑡) + 𝜂𝑦(𝑡)𝑒𝑦(𝑡) +
1

𝜀𝑠
𝜂𝑧(𝑡)𝑒𝑧(𝑡).

(26)

Значения слагаемых, содержащих функции 𝜂𝑥(𝑡), 𝜂𝑦(𝑡) и 𝜂𝑧(𝑡),
можно оценить сверху значениями модулей этих слагаемых. То-
гда получим оценку:

𝑉̇ (𝑒(𝑡)) 6 − (𝛾 + 2𝜎) 𝑒2𝑥(𝑡) + 𝑒𝑥(𝑡)𝑒𝑦(𝑡) − 𝑒2𝑦(𝑡) − 1

𝑠
𝑒2𝑧(𝑡)+

+ |𝜂𝑥(𝑡)𝑒𝑥(𝑡)| + |𝜂𝑦(𝑡)𝑒𝑦(𝑡)| +
1

𝜀𝑠
|𝜂𝑧(𝑡)𝑒𝑧(𝑡)|.

(27)

Рассмотрим вспомогательное неравенство

(︂
√
𝜈𝛼+

1√
𝜈
𝛽

)︂2

> 0,

оно равносильно неравенству |𝛼𝛽| 6 𝜈

2
𝛼2 +

1

2𝜈
𝛽2. А значит, име-
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ет место следующее выражение:

𝑉̇ (𝑒(𝑡)) 6 − (𝛾 + 2𝜎) 𝑒2𝑥(𝑡) + 𝑒𝑥(𝑡)𝑒𝑦(𝑡) − 𝑒2𝑦(𝑡) − 1

𝑠
𝑒2𝑧(𝑡)+

+
𝜈𝑥
2
𝑒2𝑥(𝑡) +

1

2𝜈𝑥
𝜂2𝑥(𝑡) +

𝜈𝑦
2
𝑒2𝑦(𝑡)+

+
1

2𝜈𝑦
𝜂2𝑦(𝑡) +

𝜈𝑧
2𝜀𝑠

𝑒2𝑧(𝑡) +
1

2𝜀𝑠𝜈𝑧
𝜂2𝑧(𝑡).

(28)

Представим правую часть неравенства (28) в следующем виде:

𝑉̇ (𝑒(𝑡)) 6 −
(︂
𝛾 + 2𝜎 − 1

2

)︂
𝑒2𝑥(𝑡) + 𝑒𝑥(𝑡)𝑒𝑦(𝑡) − 1

2
𝑒2𝑦(𝑡)−

− 1

2𝑠
𝑒2𝑧(𝑡) −

1

2

[︂(︂
𝑒2𝑥(𝑡) + 𝑒2𝑦(𝑡) +

1

𝑠
𝑒2𝑧(𝑡)

)︂
+ 𝜈𝑥𝑒

2
𝑥(𝑡) +

+
1

𝜈𝑥
𝜂2𝑥(𝑡) + 𝜈𝑦𝑒

2
𝑦(𝑡) +

1

𝜈𝑦
𝜂2𝑦(𝑡) +

𝜈𝑧
𝜀𝑠
𝑒2𝑧(𝑡) +

1

𝜀𝑠𝜈𝑧
𝜂2𝑧(𝑡)

]︂
.

(29)

Как и ранее, выделим квадратичную форму в неравенстве (29),
а 𝜈𝑥, 𝜈𝑦 и 𝜈𝑧 положим равными 1/2, 1/2 и 𝜀/2 соответственно.
Отсюда получаем следующую оценку:

𝑉̇ (𝑒(𝑡)) 6 𝑒*(𝑡)𝑊𝑒(𝑡) − 𝜀

2
𝑉 (𝑒(𝑡))+

+

(︂
𝜂2𝑥(𝑡) + 𝜂2𝑦(𝑡) +

1

𝜀2𝑠
𝜂2𝑧(𝑡)

)︂
,

(30)

гдe

𝑊 =

⎡⎣ −(𝛾 + 2𝜎 − 1/2) 1/2 0
1/2 −1/2 0

0 0 −1/2𝑠

⎤⎦ .
Ранее показано, что при выполнении условий (18), квадратичная
форма 𝑒*(𝑡)𝑊𝑒(𝑡) является отрицательно определённой. Кроме
того, функции 𝜂𝑥(𝑡), 𝜂𝑦(𝑡) и 𝜂𝑧(𝑡) являются равномерно ограни-
ченными. Поэтому правую часть неравенства (30) можно вновь
оценить сверху:

𝑉̇ (𝑒(𝑡)) 6 −𝜀
2
𝑉 (𝑒(𝑡)) + ℎ,(31)

где

ℎ =

(︂
∆2

𝑥 + ∆2
𝑦 +

1

𝜀2𝑠
∆2

𝑧

)︂
.
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Разрешая неравенство (31) и устремляя 𝑡 к бесконечности, полу-
чаем верхний предел:

(32) lim
𝑡→∞

𝑉 (𝑒(𝑡)) =
2ℎ

𝜀
.

Следовательно, траектории системы (22) ограничены эллипсои-
дом:

(33)
𝛿2𝑥(𝑡)(︃√︂

4ℎ

𝜀

)︃2 +
𝛿2𝑦(𝑡)(︃√︂

4ℎ

𝜀

)︃2 +
(𝛿𝑧(𝑡) + 𝑠𝑟)2(︁√

4𝑠ℎ
)︁2 = 1.

Ограниченность траекторий в системе (22) свидетельству-
ет о наличии приближённой синхронизации между связанными
системами (21). Следует отметить, что точность такой синхрони-
зации прямо пропорциональна величинам ∆𝑥, ∆𝑦 и ∆𝑧 . Как и
ранее, сформулируем полученный результат в виде теоремы.

Теорема 2. Пусть 𝜉𝑥,𝑖(𝑡), 𝜉𝑦,𝑖(𝑡) и 𝜉𝑧,𝑖(𝑡), 𝑖 = 1, 2, – равно-
мерно ограниченные функции возмущений в системе (21). Тогда
∀ x𝑖(0), 𝑖 = 1, 2, системы, закон управления 𝑢(𝑡) в форме (13)
обеспечивает достижение приближённой синхронизации, если
выполнены условия теоремы 1.

Таким образом, результат, полученный в пункте 3.2, удается
расширить на случай наличия модельных возмущений, описывае-
мых детерминированными, равномерно ограниченными функци-
ями.

3. Численные эксперименты

В рамках данной работы было проведено два численных
эксперимента, целью которых являлось подтверждение адекват-
ности полученных теорем, а следовательно и подтвержение су-
ществования такого закона управления 𝑢(𝑡), который обеспечит
синхронизацию между двумя связанными системами Хиндмарш-
Роуз как при отсутствии возмущений в этих системах (5), так
и при их наличии (21). Далее рассмотрим каждый из экспери-
ментов в отдельности, но прежде определим априорные данные
эксперимента: начальные значения векторов состояния систем
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x1(0) = col (−1,81;−1; 1,6008) и x2(0) = col (−1,8;−1,005; 0,8),
а также их параметры 𝑎 = 1, 𝑏 = 3, 𝑐 = 1, 𝑑 = 5, 𝜀 = 3 · 10−3,
𝑠 = 4, 𝑟1 = −1, 𝑟2 = −0,8, 𝛾 = 4, 𝜎 = 0,4.

Теперь перейдем к рассмотрению результатов первого экспе-
римента. Поскольку значения 𝛾 и 𝜎 заранее известны и удовле-
творяют условиям теоремы 1, то для выбранных начальных зна-
чений переменных состояния систем (5) закон управления (12)
гарантирует достижение цели управления (7). Другими слова-
ми, системы (5) под воздействием управления (7) переходят в
синхронный режим функционирования за конечное время, что
проиллюстрировано на рис. 1. Причём относительно переменных
𝑥𝑖(𝑡) и 𝑦𝑖(𝑡), 𝑖 = 1, 2, синхронизация является асимптотической
(рис. 1б и 1г). Отсюда можно заключить верность теоремы 1.

Как отмечалось ранее, модели Хиндмарш-Роуз свойствен-
на некоторая неопределённость. В данном эксперименте будем
предполагать, что эта неопределённость представляет собой воз-
мущения, описываемые непрерывными и равномерно ограничен-
ными функциями от времени. Основываясь на данных предпо-
ложениях, для проведения второго эксперимента были выбраны
следующие функции, моделирующие возмущения:

𝜉𝑥,1(𝑡) = 0,02𝜀2 sin(100𝑡), 𝜉𝑥,2(𝑡) = 0,01𝜀2 sin(100𝑡),
𝜉𝑦,1(𝑡) = 0,02𝜀2 sin(𝑡), 𝜉𝑦,2(𝑡) = 0,01𝜀2 sin(𝑡),
𝜉𝑧,1(𝑡) = 0,2𝜀2 sin(0,01𝑡), 𝜉𝑧,2(𝑡) = 0,1𝜀2 sin(0,01𝑡).

Из равномерной ограниченности функций-возмущений и выпол-
нения условий теоремы 1 следует выполнение теоремы 2. А зна-
чит, закон управления (12) обеспечивает достижение приближён-
ной синхронизации систем в сети (21), что показано на рис. 2.
Как можно видеть, область допустимой разницы между траек-
ториями систем ограничена эллипсоидом (рис. 2б, 2г, 2e и 2ж),
который, в свою очередь, описывается уравнением (33). А следо-
вательно, теорема 2 верна.

42



Математическая теория управления

4. Заключение

В статье рассмотрена задача управления синхронизацией
двух неидентичных взаимосвязанных систем Хиндмарш-Роуз в
условиях отсутствия и наличия модельных возмущений, описы-
ваемых непрерывными, равномерно ограниченными функциями.
Математически доказана достижимость такой синхронизации по-
средством управления, предложенного в данной работе. Причём в
случае отсутствия модельных возмущений наблюдается асимпто-
тическая синхронизация систем относительно переменных 𝑥1(𝑡),
𝑥2(𝑡) и 𝑦1(𝑡), 𝑦2(𝑡). Кроме того, для случая присутствия возмуще-
ний в системах была получена множественная оценка области до-
пустимой разницы между траекториями синхронизируемых си-
стем, представляющая собой эллипсоид.

Проведённые численные эксперименты подтвердили адек-
ватность полученных теоретических результатов для обоих ис-
следуемых случаев.
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Рис. 1: Синхронизация двух связанных систем Хиндмарш-Роуз без
возмущений: (а) поведение переменных 𝑥1(𝑡) и 𝑥2(𝑡); (б) разница
между 𝑥1(𝑡) и 𝑥2(𝑡); (в) поведение переменных 𝑦1 и 𝑦2; (г) разни-
ца между 𝑦1 и 𝑦2; (д) поведение переменных 𝑧1 и 𝑧2; (е) разница
между 𝑧1 и 𝑧2; (ж) разница между траекториями
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(а) (б)

(в) (г)

(д) (е)

(ж)

Рис. 2: Синхронизация двух связанных систем Хиндмарш-Роуз с
возмущениями: (а) поведение переменных 𝑥1(𝑡) и 𝑥2(𝑡); (б) разни-
ца между 𝑥1(𝑡) и 𝑥2(𝑡); (в) поведение переменных 𝑦1 и 𝑦2; (г) раз-
ница между 𝑦1 и 𝑦2; (д) поведение переменных 𝑧1 и 𝑧2; (е) разница
между 𝑧1 и 𝑧2; (ж) разница между траекториями
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Abstract: The problem of controlled synchronization between two coupled non-
identical Hindmarsh-Rose systems, each of which describes the behavior of a
biological neuron, was considered. The importance of solving this problem is
caused by a variety of medical and biological research that determines the
correlation between the certain diseases of the nervous system (such as epilepsy) and
pathological synchronization between neurons in the brain areas. Thus, the ability
to control synchronization between neurons is a promising method for the therapy of
epilepsy and has been actively used in medical practice. Obviously, the development
of this method of therapy requires the usage of qualitative mathematical tools. Our
approach is based on the applying of the tools of control theory. In addition, it is
necessary to take into account an inaccuracy of the modern neural models. In order
to do this, we propose to consider this inaccuracy in the form of the continuous
functions which describe the disturbances. Thus, using the control law, which was
suggested in this article, and abiding by the theorems, which were formulated here,
it is possible to achieve synchronized behavior of the systems in the conditions of
absence and presence of the disturbances. The results were proved and confirmed by
simulations.
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СИСТЕМЫ УПРАВЛЕНИЯ НЕСТАЦИОНАРНЫМ 

ОБЪЕКТОМ НА ОСНОВЕ МРС-РЕГУЛЯТОРА  

И ПИД-РЕГУЛЯТОРА С НЕЧЕТКОЙ ЛОГИКОЙ 

Надеждин И. С.
1
, Горюнов А. Г.

2
 

(Национальный исследовательский  

Томский политехнический университет, Томск) 

Маненти Ф.
3
 

(Миланский политехнический университет, Милан) 

Как правило, в современной промышленности на любом этапе производ-

ственного процесса существует высокий уровень автоматизации. При этом 

технологические процессы и установки, встречающиеся в промышленности, 

являются нестационарными объектами управления, параметры которых 

могут изменяться в ходе технологического процесса. С целью повысить 

эффективность систем автоматического управления нестационарными 

объектами управления исследователи по всему миру проводят исследования, 

пытаясь объединить стандартный ПИД-регулятор с нечетким адаптивным 

контроллером. Наиболее часто настройка нечеткого регулятора произво-

дится на базе контроллера Мамдани. Кроме того, в последнее время для 

управления нестационарными объектами управления нашли широкое приме-

нение регуляторы на базе прогнозирующих моделей (Model Predictive Control). 

Данная статья посвящена сравнению систем автоматического управления 

нестационарным динамическим объектом на базе МРС-регулятора и ПИД-

регулятора с нечеткой логикой. В ходе исследований производилось изменение 

параметров объекта управления и подавались возмущающие воздействия 

определенной амплитуды и длительности. В результате были получены 

переходные процессы, для которых были определены показатели качества. 

Сопоставление и анализ полученных результатов позволили сделать заключе-

ние о преимуществах одного регулятора перед другим. 

Ключевые слова: системы автоматического управления, ПИД-

регулятор, регулятор с нечеткой логикой, управление с прогнозирую-

щей моделью.  
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1. Введение 

В настоящее время в промышленности на любом этапе об-

работки материала/вещества существует высокий уровень авто-

матизации. Использование систем автоматического управления 

производственными процессами обуславливается необходимо-

стью повышения уровня безопасности протекания технологиче-

ского процесса, а также повышением экономических показате-

лей установки и производства в целом. Как правило, 

большинство технологических процессов (установок), встреча-

ющихся в промышленности, представляют из себя нестацио-

нарные объекты управления [4]. Нестационарности могут быть 

причиной изменения свойств устойчивости и даже порядка 

(сингулярности) динамической модели объекта [3, 5]. Как пока-

зала практика, управление такими объектами с помощью тради-

ционных ПИД-регуляторов не позволяет добиться требуемого 

качества управления.  

С целью повысить эффективность систем автоматического 

управления нестационарными объектами исследователи по 

всему миру занимались исследованиями, пытаясь объединить 

стандартный ПИД-регулятор с нечетким адаптивным контрол-

лером [9, 15]. В настоящее время существуют различные виды 

нечетких регуляторов, но нечеткие регуляторы на базе ПИД-

регуляторов являются наиболее распространенными [6, 8]. Как 

правило, настройка нечеткого регулятора производится на базе 

контроллера Мамдани. При этом контроллер Мамдани находит-

ся непосредственно в канале управления, как это представлено 

в работах [7, 14]. Для данного исследования используется не-

четкий ПИД-регулятор, представленный в работе [12], но без 

процедуры идентификации параметров объекта управления. 

Отличительная особенность данного нечеткого ПИД-регулятора 

в том, что в нем на основе экспертных оценок определяются 

коэффициенты ПИД-регулятора.  

Также в последнее время для управления нестационарными 

объектами нашли широкое применение регуляторы на основе 

прогнозирующей модели – MPC-регуляторы (Model Predictive 

Control) [11, 13]. Для синтеза такого регулятора необходимо 
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составить математическую модель объекта управления, на 

основе которой регулятор будет прогнозировать изменение 

контролируемой переменной на определенный промежуток 

времени вперед и вычислять оптимальное управляющее воздей-

ствие для обеспечения наилучшей траектории контролируемой 

переменной.  

Цель данной работы заключается в сравнительном анализе 

систем автоматического управления с ПИД-регулятором на базе 

нечеткой логики и с регулятором на базе прогнозирующей 

модели (МРС-регулятор). При этом будут изменяться парамет-

ры объекта управления, а также в систему будут вноситься 

ступенчатые возмущающие воздействия не известной величины 

и длительности. 

2. Теоретическая часть  

2.1. ОБЪЕКТ УПРАВЛЕНИЯ 

В работе рассматриваются системы автоматического 

управления нестационарным динамическим объектом, поэтому 

его параметры могут изменяться в ходе режимов технологиче-

ского процесса.  

Динамика объекта управления описывается как линейная 

система с передаточной функцией Wp0
u
(s), которая характеризу-

ет канал по управлению и с передаточной функцией Wp0
f
(s), 

которая определяет канал по возмущению: 
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В течение технологического процесса при переключении 

установки с одного режима на другой, при изменении характе-

ристик материала (сырья) может изменяться порядок переда-

точной функции, описывающей объект управления по каналу 

управления Wp
u
(s). В рассматриваемом случае динамика объекта 
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управления будет описываться следующими передаточными 

функциями: 

(2) 
     1 2 3
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1 1 1

 ( ) .
1

p

f
p

spu
p

p p p

f
spf

p f
p

k
W s e

T s T s T s

k
W s e

T s









 
       

 
 

 

Практическим примером рассматриваемого случая является 

химико-технологический процесс радиохимического производ-

ства. Имеется три технологических аппарата А, В и С. В аппара-

тах А и В протекает одинаковый химический процесс, но при 

этом концентрации химических компонентов отличаются. Соот-

ветственно на выходе аппаратов получается продукт с разными 

химическими свойствами. Полученный в аппаратах А и В про-

дукт выгружают в аппарат С. Для обеспечения непрерывности 

химико-технологического процесса выгрузка продукта проис-

ходит поочередно: сначала из аппарата А, а затем из аппарата В. 

Переключение с одного аппарата на другой и нестабильность 

характеристик перегружаемого продукта приводит к тому, что 

изменяется порядок передаточной функции, описывающей 

аппарат С как объект управления.  

Кроме изменения параметров объекта управления (измене-

ние порядка и значений коэффициентов передаточной функ-

ции), в течение технологического процесса с систему вносятся 

ступенчатые возмущающие воздействия неизвестной величины 

и длительности. 

2.2. СИСТЕМА АВТОМАТИЧЕСКОГО УПРАВЛЕНИЯ  

С MPC-РЕГУЛЯТОРОМ 

Схема предлагаемой системы автоматического управления 

с МРС-регулятором представлена на рис. 1. 

Предложенная система управления (рис. 1) была реализо-

вана в пакете MATLAB/Simulink. С помощью программного 

инструмента MPC Toolbox был синтезирован МРС-регулятор.  
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Рис. 1. Система автоматического управления  

с МРС-регулятором 

Структурная схема реализованного МРС-регулятора пред-

ставлена на рис. 2. В состав регулятора входит: прогнозирую-

щая модель и блок оптимизации. 

( )y t


Блок 
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Прогнозирующая 

модель 

(модель процесса)

МРС регулятор

g u

y

 

Рис. 2. Структурная схема МРС регулятора 

Основную идею управления с прогнозирующей моделью 

можно представить следующим образом: имеются вход объекта 

по управлению u(t) и выходная контролируемая переменная y(t), 

g(t) является желаемой величиной (зависимостью) изменения 

контролируемой переменной. Рассмотрим систему в дискретном 

времени, т.е. только в моменты времени t = k·ΔT, при этом  

ΔT – некоторый период квантования, а k – некоторое целое 

число. Для удобства графического представления будем считать 

ΔT = 1. 
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Основной особенностью управления с помощью МРС-

регулятора является наличие математической модели объекта 

управления (процесса, аппарата), которая достаточно точно 

описывает его поведение. Наличие адекватной математической 

модели объекта управления позволяет прогнозировать значения 

контролируемой переменной на определенной число шагов 

вперед (рис. 3). 

В рамках данной работы математическая модель объекта 

управления была представлена передаточной функцией первого 

порядка (1) с определенными коэффициентом передачи и по-

стоянной времени.  

Прошлое

Сейчас

Будущее

t

g(t)

y(t)

u(t)

Горизонт управления

Горизонт предсказания

1 2 3 nn-1

( )y t


 

Рис. 3. Графическое представление концепции управления  

с помощью МРС-регулятора 

Значения контролируемой переменной y(t), предсказанные 

в некоторый момент времени t, на рис. 3 обозначены как ˆ( )y t . 

Горизонт предсказания строится на определенное число шагов. 

Прогнозируемая траектория контролируемой переменной будет 

зависеть от значений управляющего воздействия u(t). 
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Суть метода заключается в нахождении некоторой после-

довательности значений управляемой переменной u(t), позво-

ляющей обеспечить наилучшую траекторию для контролируе-

мой переменной y(t). Длина последовательности 

рассчитываемых управляющих воздействий u(t) является фик-

сированной величиной и называется горизонтом управления. 

Искомая последовательность значений управляющего воздей-

ствия определяется в результате решения некоторой задачи 

оптимизации.  

Для оптимизации используется целевой функционал, пред-

ложенный академиком А.А. Красовским [2]. Функционал со-

держит квадрат рассогласования между прогнозируемой выход-

ной переменной объекта управления y(t) и желаемой 

траекторией g(t). При выборе оптимальных значений управляе-

мой переменной u(t) регулятор стремится минимизировать 

функционал, представленный выражением вида 

(3)          
2 2

,
k he k hu

i k i k

J g i y i u i u k
 

 

      

где k = 1, 2, …, ∞; he – число шагов, на которые строится про-

гноз поведения контролируемой переменной y(t) (горизонт 

предсказания); hu – длина последовательности будущих значе-

ний управляющего воздействия u(t) (горизонт управления). 

После подачи на объект управления вычисленного опти-

мального управляющего воздействия u(t) на следующем такте 

вся процедура повторяется заново с учетом вновь поступившей 

информации. Алгоритм функционирования MPC-регулятора 

представлен на рис. 4. 
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Прогнозирование изменения контролируемой переменной, с помощью 

математической модели процесса, на hе шагов вперед (горизонт прогноза):

( ) ,
1

pspu

p

p

k
W s e

T s


 

 

u(t)

Поиск оптимального управляющего воздействия, путем оптимизации 

функционала, на hu число шагов вперед (горизонт управления):

( )y t


ε (t)

         
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 
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g(t)

u(t)

Реализация найденного оптимального управляющего воздействия и измерение 

(определение) значения контролируемой переменной
 

Рис. 4. Алгоритм функционирования МРС-регулятора 

2.3. СИСТЕМА АВТОМАТИЧЕСКОГО УПРАВЛЕНИЯ  

С НЕЧЕТКИМ ПИД-РЕГУЛЯТОРОМ 

Система автоматического управления с нечетким ПИД-

регулятором аналогична схеме с МРС-регулятором (рис. 5). 

Объект

 управления

Wf

Wu

Адаптивный 

нечеткий 

регулятор

f

y

ug ε 

-
 

Рис. 5. Адаптивная нечеткая система  

автоматического управления 

Показанные на рис. 5 переменные имеют следующее значе-

ние: g – уставка; f – измеряемое возмущение; u – управляющее 

воздействие; Wu – канал объекта по управлению; Wf – канал 
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объекта по возмущению; y – контролируемая переменная;  

ε – ошибка управления, определяемая как ε = g – y. 

Следует более подробно рассмотреть адаптивный нечеткий 

регулятор, входящий в состав системы управления, представ-

ленной на рис. 5. Схема адаптивного нечеткого регулятора 

представлена на рис. 6. 

Адаптивный нечеткий регулятор состоит из следующих 

блоков: генератор базы нечетких правил, нечеткий контроллер 

Мамдани и система для расчета Jn, Je и Ju.  

Генератор базы 

нечетких правил

Jn

ПИД регулятор

Je

Ju

kp,Tp, tp

kr,Ti, Td

ε u

Адаптер-оптимизатор

 

Рис. 6. Адаптивный нечеткий регулятор 

Задача оптимизации состоит в минимизации функционала, 

который играет ключевую роль при настройке адаптивных и 

оптимальных систем управления. Оптимизируемый функционал 

имеет следующий вид: 

(4)  min k k kJe Ju Jn  , 

где 

(5) 

 
2

1

k he

j
j k

kJe
he











, 
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(6) 

 
2

1

k hu

j k
j k

k

u u

Ju
hu











, 

Jnk – число ошибок управления, колеблющееся в интервале he, 

k = 1, 2, … ∞; εj – ошибка управления; uj – управляющая пере-

менная; he – интервал ошибок управления; hu – интервал кон-

троля; j – индекс времени дискретизации. 

Принцип функционирования генератора базы нечетких 

правил представлен на рис. 7. Параметры передаточной функ-

ции первого порядка задаются в качестве исходных данных 

генератору нечетких правил.  

Для расчета параметров ПИД-регулятора используется кон-

троллер Мамдани с нечеткими правилами, полученными путем 

минимизации функционала (4). Члены функции генерируются 

на основании двух групп параметров ПИД-регулятора. Первая 

группа параметров ПИД-регулятора (Kr, Ti, Td) рассчитываются 

с помощью метода оптимального модуля. А вторая группа 

параметров ПИД-регулятора вычисляется с помощью ампли-

тудно-фазовой частотной характеристики (АФЧХ) разомкнутой 

системы Wраз(j). На рис. 8 представлена АФЧХ системы с 

разомкнутым контуром. ПИД-регулятор настраивается методом 

оптимального модуля (линия «Оптимальный модуль») и частот-

ным методом (линия «Максимальный») для объекта управления, 

поведение которого описывается передаточными функциями 

первого порядка (выражения (1)). Далее происходит итерацион-

ный поиск параметров ПИД-регулятора с помощью адаптера-

оптимизатора. При этом график АФЧХ разомкнутой системы 

должен находиться между кривыми «Оптимальный модуль» и 

«Максимальный» (рис. 8).  

Используя обе группы рассчитанных параметров ПИД-

регулятора генерируется база нечетких правил Мамдани. Этот 

набор правил и необходимых алгоритмов для их оценки был 

создан в пакете MATLAB. Конфигурация контроллера Мамдани 

для расчета параметров ПИД-регулятора на примере Kr пред-

ставлена на рис. 9. Аналогичная конфигурация используется и 

для расчета Ti и Td.  
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Расчет параметров регулятора (Kr, Ti, Td) 

методом оптимального модуля

Итерационный поиск Krmax, Timax, Tdmax 

для АФЧХ Wраз(jω) левее точки (-1) с 

запасом (1-0,8) 

 Krmin=Krom/Krmax

Timin =1/Timax

 Tdmin = 1/Tdmax

Построение Membership

Аналогично для Ti и Td

min min om

min om max

om max max

'min' ' trimf ',    

'mid' ' trimf ',    

'man' ' trimf ',    

r r r

r r r

r r r

k k k

k k k

k k k

    


   


   

В базу нечетких правил

Параметры технологического объекта 

управления (Kоб, Tоб, τоб)

 

Рис. 7. Принцип работы генератора нечетких правил  
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Рис. 8. Амплитудно-фазовая частотная характеристика  

системы с разомкнутым контуром 

Kr

(Mamdani)

Kr

Je

Ju

Jn
 

Рис. 9. Конфигурация контроллера Мамдани для вычисления 

параметров ПИД-регулятора в MATLAB (на примере Kr) 
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В общем виде ПИД-регулятор описывается функцией Wr(s), 

представленной в виде  

(7) ( ) r
r r r d

i

k
W s k k T s

T s
    


, 

где kr – коэффициент передачи; Ti – постоянная интегрирования; 

Td – постоянная дифференцирования. Параметры kr, Ti и Td 

рассчитывающиеся с помощью контроллера Мамдани (рис. 6). 

Цифровая реализация ПИД-регулятора (7) описывается 

с помощью конечно-разностной формы 

(8) 

 

 

1

1 1

,

;

r d
j r j j j j

r
j j j j

i

k T
u k C

t

k t
C C

T

  

 



 


      




    


 

где ∆t – время дискретизации.  

3. Результаты моделирования 

Описанные ранее системы автоматического управления 

с разными регуляторами были реализованы в пакете 

MATLAB/Simulink. Для настройки нечеткого ПИД-регулятора в 

системе автоматического управления (рис. 5) были заданы 

параметры объекта управления, описываемого передаточной 

функцией первого порядка (1). Для синтеза регулятора с про-

гнозирующей моделью также использовалась передаточная 

функция первого порядка (1) с теми же параметрами, что и при 

настройке нечеткого ПИД-регулятора. В обеих системах авто-

матического управления накладывалось ограничение на управ-

ляющее воздействие. 

В момент времени 0,0028 ч (10 с) было задано желаемое 

значение для контролируемой переменной (уставка Y = 50%). 

Полученные в результате задающего воздействия переходные 

процессы представлены на рис. 10. 
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Рис. 10. Переходные процессы по задающему воздействию 

Как видно из переходных процессов (рис. 10), обе системы 

управления выводят контролируемую переменную на заданный 

уровень. При этом время регулирование системы автоматиче-

ского управления с нечетким ПИД-регулятором составило 

0,036 ч (128,9 с), а с МРС-регулятором – 0,0094 ч (34 с). Перере-

гулирование системы автоматического управления с нечетким 

ПИД-регулятором составила 7,8%, а система управления с МРС-

регулятором вышла на заданный уровень без перерегулирова-

ния. Также для переходных процессов, представленных на 

рис. 10, был рассчитан интегральный квадратичный критерий 

(QIC) качества переходных процессов по следующему выраже-

нию: 

(9)  
2

1

2
( ) ( ) .

t

t

QIC g t y t dt   

Результаты расчетов представлены в таблице 1. 
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Таблица 1. Интегральные показатели качества 

Регулятор Интегральный квадратичный критерий (QIC) 

Нечеткий  

ПИД-регулятор 
1,14·10

5
 

МРС-регулятор 7,78·10
4
 

 

Проанализировав полученные показатели качества, отме-

тим, что наилучший переходный процесс по задающему воздей-

ствию обеспечивает система автоматического управления 

с МРС-регулятором. 

Затем в момент времени 0,14 ч в систему было внесено 

30%-е ступенчатое возмущающее воздействие. Полученные 

переходные процессы представлены на рис. 11. 

Для полученных переходных процессов (рис. 11) были 

определены показатели качества переходных процессов систе-

мы автоматического управления по возмущающему воздей-

ствию. 

 

Рис. 11. Переходные процессы при 30 % ступенчатом  

возмущающем воздействии 
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Время регулирования системы автоматического управления 

с нечетким ПИД-регулятором составило 0,0275 ч (99 с), а с 

МРС-регулятором – 0,0318 ч (114,48 с). Вместо перерегулиро-

вания для оценки максимального отклонения контролируемой 

переменной от установившегося значения рассчитали относи-

тельное максимальное отклонение по следующей формуле: 

(10) max 100[%],
y

g
    

где ymax – максимальное отклонение контролируемой перемен-

ной, g – заданное значение контролируемой переменной.  

Результаты расчетов представлены в таблице 2. Также для 

переходных процессов, представленных на рис. 10, был рассчи-

тан интегральный квадратичный критерий качества переходных 

процессов по выражению (9). 

Таблица 2. Показатели качества переходных процессов 

Регулятор 
Относительное макси-

мальное отклонение, σ (%) 

Интегральный квадра-

тичный критерий (QIC) 

Нечеткий  

ПИД-регулятор 
9,48 1,09·10

3
 

МРС-регулятор 8,92 1,16·10
3
 

 

Анализируя полученные значения показателей качества пе-

реходных процессов можно сделать вывод, что нечеткий ПИД-

регулятор немного лучше отрабатывает возмущающее воздей-

ствие. 

Далее в момент времени 0,28 ч было подано 50%-е ступен-

чатое возмущающее воздействие и изменили порядок переда-

точной функции, описывающей объект по каналу управления, 

с первого порядка на третий (2). В момент времени 0,38 ч было 

подано еще одно 50%-е возмущающее воздействие, при этом 

контролируемая переменная еще не стабилизировалась. Полу-

ченные в результате этого экстремального возмущающего 

воздействия переходные процессы представлены на рис. 12. 

Для полученных переходных процессов (рис. 12) также бы-

ли определены показатели качества переходных процессов. 

Время регулирования системы автоматического управления с 
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нечетким ПИД-регулятором составило 0,2384 ч (858 с), а с 

МРС-регулятором – 0,2836 ч (1021 с). 

Рассчитали относительное максимальное отклонение кон-

тролируемой переменной от заданного значения согласно вы-

ражению (10), а также определили интегральный квадратичный 

критерий (QIC) качества переходных процессов по выраже-

нию (9). Результаты расчетов представлены в таблице 3. 

Из полученных показателей качества переходных процес-

сов очевидно, что с внесенными в систему возмущающими 

воздействиями лучше справляется система автоматического 

управления с нечетким ПИД-регулятором.  

 

 

Рис. 12. Переходные процессы при 50 % ступенчатом  

возмущающем воздействии и изменении параметров  

объекта управления 
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Таблица 3. Показатели качества переходных процессов 

Регулятор 
Относительное макси-

мальное отклонение, σ (%) 

Интегральный квадра-

тичный критерий (QIC) 

Нечеткий  

ПИД-регулятор 
50,68 1,1543·10

5
 

МРС-регулятор 50,22 1,1571·10
5
 

 

В момент времени 0,83 ч в систему было внесено 30%-е 

возмущающее воздействие, при этом объект по каналу управле-

ния описывался передаточной функцией третьего порядка. Так 

как оба регулятора были настроены на объект управления пер-

вого порядка, то качество управления несколько ухудшилось по 

сравнению с переходными процессами, представленным на 

рис. 11. Полученные переходные процессы представлены на 

рис. 13. 

 

Рис. 13. Переходные процессы при 30 % ступенчатом возму-

щающем воздействии и новых параметрах объекта управления 
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Как видно на рис. 13, полученные переходные процессы 

отличаются наличием колебаний контролируемой переменной. 

Для представленных переходных процессов определили прямые 

показатели качества.  

Время регулирования системы автоматического управления 

с нечетким ПИД-регулятором составило 0,1957 ч (704 с), а 

с МРС-регулятором – 0,1053 ч (379 с). 

Аналогично предыдущим опытам, рассчитали относитель-

ное максимальное отклонение контролируемой переменной от 

заданного значения по выражению (10), а также определили 

интегральный квадратичный критерий качества переходных 

процессов по выражению (9).  

Кроме того, для оценки качества колебательных переход-

ных процессов по возмущающему воздействию вычислили 

степень затухания колебаний согласно следующему выраже-

нию: 

(11) 1 2

1

,
А A

А



  

где А1 и А2 – амплитуды двух соседних колебаний, направлен-

ных в одну сторону. 

Результаты расчетов представлены в таблице 4. 

Таблица 4. Показатели качества переходных процессов 

Регулятор 

Относительное 

максимальное 

отклонение, σ (%) 

Интегральный 

квадратичный 

критерий (QIC) 

Степень 

затухания, 

ψ 

Нечеткий  

ПИД-регулятор 
16,62 1,2569·10

4
 0,48 

МРС регулятор 16,26 9,4949·10
3
 0,72 

 

Рассчитанные показатели качества переходных процессов 

(рис. 13) численно подтверждают, что система автоматического 

управления с МРС-регулятором обладает значительно лучшим 

качеством управления. 

Затем в момент времени 1,5 ч при новых параметрах пере-

даточной функции объекта управления было подано управляю-

щее воздействие. Желаемое значение для контролируемой 
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переменной было задано Y = 60 %. Полученные в результате 

задающего воздействия переходные процессы представлены на 

рис. 14.  

Как видно из переходных процессов (рис. 14), обе системы 

управления выводят контролируемую переменную на заданный 

уровень. При этом время регулирование системы автоматиче-

ского управления с нечетким ПИД-регулятором составило 

0,175 ч (630 с), а с МРС-регулятором – 0,120 ч (432 с). 

Для полученных переходных процессов были рассчитаны 

прямые показатели качества такие как, максимальное отклоне-

ние контролируемой переменной от заданного значения (10), 

интегральный квадратичный критерий качества переходных 

процессов (9) и степень затухания колебаний (11). Результаты 

расчетов представлены в таблице 5.  

 

Рис. 14. Переходные процессы по задающему воздействию при 

новых параметрах объекта управления 
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Таблица 5. Показатели качества переходных процессов 

Регулятор 

Относительное 

максимальное 

отклонение, σ (%) 

Интегральный 

квадратичный 

критерий (QIC) 

Степень 

затухания, 

ψ 

Нечеткий  

ПИД-регулятор 
13,65 1,4621·10

4
 0,51 

МРС регулятор 9,8 1,0523·10
4
 0,70 

 

Полученные показатели качества переходных процессов 

(рис. 14) численно подтверждают, что система автоматического 

управления с МРС-регулятором обладает лучшим качеством 

управления по задающему воздействию.  

4. Обсуждение полученных результатов 

Сравнивая переходные процессы, представленные на 

рис. 10–14, и анализируя рассчитанные показатели качества для 

этих переходных процессов, определим регулятор, который 

обеспечивает наилучшее качество управления. 

При выводе контролируемой переменной на заданный уро-

вень наилучшие показатели качества переходных процессов 

обеспечивает система управления с МРС-регулятором. При 

использовании МРС-регулятора отсутствует перерегулирование 

контролируемой переменной (рис. 10), а также время регулиро-

вания меньше в 3,8 раза, чем при использовании нечеткого 

ПИД-регулятора. 

Однако при внесении в систему 30%-го возмущающего 

воздействия были получены переходные процессы (рис. 11), 

демонстрирующие, что время регулирования нечеткого ПИД-

регулятора в 1,15 раза меньше, чем при использовании МРС-

регулятора, а также интегральный квадратичный критерий в 

1,1 раза меньше. Но при этом относительное максимальное 

отклонение при использовании нечеткого ПИД-регулятора 

больше в 1,1 раза. Как видно, система управления с нечетким 

ПИД-регулятором обеспечивает переходные процессы с луч-

шими показателями. 
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Затем в систему было внесено 50%-е возмущающее воздей-

ствие, а также изменились параметры объекта управления и 

порядок передаточной функции, описывающей объект по кана-

лу управления, с первого порядка на третий (2). По полученным 

переходным процессам (рис. 12) определили, что система 

управления с нечетким ПИД-регулятором обеспечивает в 

1,2 раза меньшее время регулирования, но обладает на 0,5% 

большим относительным максимальным отклонением. Рассчи-

танные для переходных процессов (рис. 12) интегральные квад-

ратичные критерии, представленные в таблице 3, отличаются не 

значительно. В данном случае система управления с нечетким 

ПИД-регулятором немного лучше отрабатывает возмущающие 

воздействия. 

Далее при новых параметрах объекта управления было вне-

сено 30%-е возмущающее воздействие. Из представленных на 

рис. 13 переходных процессов определили, что система управ-

ления с МРС-регулятором обеспечивает лучшие показатели 

качества (таблица 4). Время регулирования системы управления 

с МРС-регулятором в 1,86 раза меньше, чем у системы управле-

ния с нечетким ПИД-регулятором. А также меньше относитель-

ное максимальное отклонение в 1,02 раза и меньше интеграль-

ный квадратичный критерий в 1,37 раза. Кроме того, МРС-

регулятор обеспечивает в 1,5 раза большую степень затухания 

колебаний контролируемой переменной, чем нечеткий ПИД-

регулятор. 

Также при новых параметрах объекта управления было по-

дано управляющее воздействие. Из полученных переходных 

процессов (рис. 14) видно, что система автоматического управ-

ления с МРС-регулятором обладает лучшим качеством управле-

ния. Кроме того, это подтверждают рассчитанные показатели 

качества переходных процессов (таблица 5).  

Таким образом, сравнивая и анализируя полученные ре-

зультаты при моделировании системы автоматического управ-

ления с двумя разными регуляторами (нечеткий ПИД-регулятор 

и МРС-регулятор), невозможно выбрать какой-то один.  

Отдельно отметим достоинства и недостатки рассматрива-

емых регуляторов. 
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К достоинствам рассматриваемого в статье нечеткого ПИД-

регулятора относится возможность его реализации с помощью 

типовых промышленных элементов. Для этого необходим ПИД-

регулятор и промышленный контроллер, в котором в виде DLL-

библиотеки будет реализован адаптер-оптимизатор. Программ-

ное обеспечение контура адаптации не требует жесткого режи-

ма реального времени и может быть реализовано, например, на 

системе с платформой MS Windows. В этом случае также нет 

жесткой привязки к программному обеспечению нижнего уров-

ня. Система управления на базе аналогичного нечеткого регуля-

тора для управления каскадом центробежных экстракторов 

была реализована на радиохимическом заводе ОАО «Сибирский 

химический комбинат». Результаты этой работы нашли отраже-

ние в [1]. 

Необходимость в составлении точных и адекватных мате-

матических моделей объекта управления можно отнести к 

недостаткам МРС-регулятора. Во-первых, не всегда возможно 

составить адекватную математическую модель объекта управ-

ления, во-вторых, чем сложнее математическая модель объекта 

управления, тем больше вычислительных мощностей необхо-

димо для реализации МРС-регулятора. Кроме того, MPC-подход 

требует существенных вычислительных ресурсов при управле-

нии объектами, подобными рассматриваемому. Оптимизатор и 

прогнозирующая модель должны работать в темпе с управляе-

мым процессом, и их затруднительно разделить на две незави-

симые подзадачи. 

5. Заключение 

Данная работа посвящена синтезу и сравнению систем ав-

томатического управления с нечетким ПИД-регулятором и с 

МРС-регулятором. При сравнении показателей качества, полу-

ченных переходных процессов, не удалось сделать однозначный 

выбор в пользу одного из сравниваемых регуляторов. Отмечены 

достоинства и недостатки рассмотренных регуляторов. С точки 

зрения практического применения и реализации рассмотренных 

регуляторов наиболее простым является нечеткий ПИД-
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регулятор, так как для реализации этого регулятора могут быть 

использованы типовые промышленные элементы. 
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Abstract: Currently in the industry, at any stage of production process there is a 

high level of automation. As a rule, the majority of technological processes, occur-

ring today in the industry, are non-stationary control objects. In order to improve 

the efficiency of automatic control system of non-stationary control object, re-

searchers around the world, doing research, trying to combine the standard PID 

regulator with fuzzy adaptive controller. As a rule, setting a fuzzy controller is made 
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based on the Mamdani controller. Also, recently, for the control of non-stationary 

control object are widely used controllers on the basis of a predictive model. The 

purpose of this paper is the comparative analysis of automatic control systems with 

PID regulator based on fuzzy logic and regulator on the basis of a predictive model 

(MPC-controller). In the course of research, stepwise disturbance of a certain 

amplitude and duration were applied to the control object. As a result, transient 

processes were obtained and quality indicators were determined. By comparing and 

analyzing the results obtained, a conclusion was made about the advantages of one 

controller over another. 

Keywords: automatic control system, PID controller, fuzzy logic controller, 

model predictive control. 
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ПРОТИВОДЕЙСТВИЕ СГОВОРУ В ДИСКРЕТНЫХ
ДИНАМИЧЕСКИХ МОДЕЛЯХ
КОМПЬЮТЕРНЫХ СЕТЕЙ1

Горбатенко Д. Е.2

(Институт математики, экономики и информатики, Иркутск)
Семенов А. А.3

(Институт динамики систем и теории управления
им. В.М. Матросова, Иркутск)

Исследуется проблема противодействия сговору субъектов в компьютер-
ных сетях. Для моделирования соответствующих ситуаций используются дис-
кретные модели автоматного типа, близкие по своей сути к синхронным буле-
вым сетям. В реальных ситуациях целью сговора является возникновение неко-
торых прав между двумя выделенными субъектами сети. В рамках введенной в
статье модели сговор рассматривается как динамический процесс, протекаю-
щий в дискретном времени. Исходной сети сопоставляется дискретная дина-
мическая система (ДДС), в которой сговору соответствует некоторая после-
довательность переходов между состояниями. Сговор считается успешным,
если в результате некоторой последовательности переходов происходит пере-
дача прав от одного выделенного субъекта другому. Противодействие сговору
осуществляется за счет деактивации ряда узлов. В реальной сети деактива-
ции соответствует понижение уровня доступа между некоторыми субъекта-
ми. Конкретному примеру деактивации нескольких узлов будет соответство-
вать новая ДДС. Заключительным состоянием данной ДДС (как и исходной)
обязательно будет неподвижная точка. Если в неподвижной точке новой ДДС
нет передачи прав между двумя выделенными субъектами, то это означает,
что деактивация блокировала сговор. Рассматривается комбинаторная зада-
ча выбора наименьшего деактивирующего множества. Данная задача сводит-
ся к задаче о булевой выполнимости (SAT) и решается с использованием со-
временных SAT-решателей. В качестве модели распространения прав доступа
рассматривается модель «Take–Grant» как одна из самых простых и хорошо
изученных моделей компьютерной безопасности.

Ключевые слова: дискретные динамические системы, модель «Take–
Grant», граф сговора, SAT.
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1. Введение

В связи с интенсивным развитием информационных сетей
вопросы обеспечения различных аспектов безопасности в та-
ких сетях приобретают особую актуальность. В данном контек-
сте весьма ценными представляются любые формальные методы
описания, моделирования и анализа действий злоумышленников,
атакующих рассматриваемую сеть. При работе с соответствую-
щими моделями могут возникать задачи комбинаторной природы,
для эффективного решения которых «вычислительного потенциа-
ла» самой рассматриваемой модели может оказаться недостаточ-
но. Более конкретно, мы подразумеваем ситуации, когда наблю-
дение за поведением сети при помощи, скажем, компьютерной
симуляции не позволяет получить в достаточной степени пол-
ную картину о некоторых принципиально возможных в рамках
данной сети процессах.

Простой пример такого типа – возникновение несанкциони-
рованных прав доступа вследствие неумышленных или умыш-
ленных действий некоторых участников сети. К неумышленным
действиям можно отнести программно-аппаратные сбои, тогда
как к умышленным – сговор между недобросовестными поль-
зователями. Мэтт Бишоп в [13] построил эффективные алгорит-
мы выявления ситуаций сговора в рамках известной модели рас-
пространения прав доступа «Take–Grant». Однако нам ничего не
известно о работах, в которых рассматривались бы задачи блоки-
рования сговора. При детализации постановок такого рода задач
становится ясна их комбинаторная природа. И если для выявле-
ния множеств объектов, которые в принципе могут вступить в
сговор, может быть использовано имитационное моделирование
(о чем М. Бишоп, кстати, не упоминает), то для блокирования
ситуаций сговора обычного «проигрывания модели во времени»,
вообще говоря, недостаточно. Как мы увидим далее, ключевое
свойство объектов в сети, способствующее возникновению сго-
вора, – это свойство быть активными, т.е. выступать в роли про-
водников информации. Соответственно, противодействовать сго-
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вору можно деактиваций некоторых объектов. Деактивация без
ограничений, однако, может привести к потере важных функций
сети. В контексте сказанного возникают задачи оптимизацион-
ного характера с дополнительными условиями: для противодей-
ствия сговору требуется деактивировать как можно меньше объ-
ектов, притом что деактивировать некоторые объекты в принципе
недопустимо. Такого рода задачи имеют комбинаторную приро-
ду (требуется перебирать большое число различных кандидатов
в решения). Конечно же, в подобных ситуациях применение ими-
тационного моделирования, вообще говоря, не гарантирует при-
емлемый результат.

С нашей точки зрения наиболее естественный подход к опи-
санным проблемам состоит в их сведении к комбинаторным зада-
чам, для решения которых существуют алгоритмы с обоснован-
ной аргументацией их практической эффективности.

В качестве основы для формального описания понятий и
процессов, напрямую относящихся к компьютерной безопасно-
сти, была взята известная модель «Take–Grant» (TG) [1, 2, 13, 18,
21]. В роли комбинаторной задачи с хорошо развитой алгорит-
микой использовалась задача о булевой выполнимости (Boolean
Satisfiability Problem), сокращенно обозначаемая SAT [12]. Нако-
нец, для исследования механизмов противодействия ситуациям,
приводящим к сговору в сети, применялся подход, близкий к под-
ходу, использованному ранее для анализа феномена конформного
коллективного поведения [6, 20].

Следует отметить, что описательные возможности TG уже
давно не отвечают современным реалиям. С другой стороны, TG,
в силу своей простоты, является хорошим объектом для отработ-
ки новых подходов к анализу безопасности компьютерных се-
тей. В отношении результатов, полученных в настоящей работе
для модели TG, мы надеемся, что смогли продемонстрировать
принципиальную возможность применения современных комби-
наторных алгоритмов к анализу ряда феноменов, относящихся
к безопасности в компьютерных сетях. Именно такова была из-
начальная цель написания настоящей статьи. При этом мы, ко-
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нечно же, осознаем тот факт, что для использования в реальных
сетях описанные идеи и методы нуждаются в серьезной детали-
зации. Для этого, как минимум, необходима тесная кооперация
со специалистами-практиками в области компьютерной безопас-
ности.

Приведем краткое описание структуры статьи. Второй раз-
дел содержит необходимые в дальнейшем понятия, касающиеся
дискретных динамических систем (ДДС), которые порождаются
сетями. Здесь же приведены основные определения, относящие-
ся к задаче о булевой выполнимости (SAT), а также схематично
описана техника сведения к SAT задач поиска циклов в ДДС. В
третьем разделе приведено краткое описание известной модели
«Take–Grant» (TG) передачи прав доступа в компьютерных се-
тях, а также результатов М. Бишопа по анализу ситуаций сговора
в рамках расширенной TG-модели. Четвертый раздел является
основным. В нем вводится понятие графа сговора и описыва-
ется алгоритм выделения графа сговора из графа исходной мо-
дели, сложность которого линейна от размера исходного графа.
Данный алгоритм является модификацией алгоритма Бишопа. За-
тем ставится задача устранения сговора за счет деактивации как
можно меньшего числа активных вершин в графе сговора (задача
построения наименьшего по мощности множества, устраняюще-
го сговор). Рассматриваются дискретные динамические системы,
порождаемые графами сговора и их модификациями, в которых
некоторые изначально активные вершины деактивированы. Уста-
новлена прямая связь между тем, что множество деактивирован-
ных вершин устраняет сговор, и видом неподвижной точки со-
ответствующей ДДС. Затем задача поиска наименьшего по мощ-
ности множества, устраняющего сговор, сводится к SAT с ис-
пользованием разработанных ранее техник пропозиционального
кодирования ДДС. Пятый раздел содержит результаты вычисли-
тельных экспериментов.
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2. Теоретические основы

2.1. СЕТИ И ПОРОЖДАЕМЫЕ ИМИ ДИСКРЕТНЫЕ
ДИНАМИЧЕСКИЕ СИСТЕМЫ
Везде далее сеть – это произвольный граф (как правило, ори-

ентированный и размеченный), вершины которого интерпрети-
руются как участники некоторого коллектива, часто называемые
агентами, а ребра или дуги интерпретируются как бинарные от-
ношения на множестве агентов (например, «друзья», «влияние»,
«доступ» и т.п.). Наша ближайшая цель – дать содержательное
определение динамических процессов, при помощи которых в
дальнейшем можно будет представлять распространение прав по
сети. С этой целью мы свяжем с рассматриваемой сетью дискрет-
ную динамическую систему (ДДС) автоматного типа [7]. Такие
системы могут определяться различными способами. Мы начнем
с описания класса ДДС, нашедших широкое применение при изу-
чении коллективного поведения.

Итак, пусть 𝐺 = (𝑉,𝐴) – простой ориентированный граф, в
котором 𝑉 – множество вершин, 𝐴 – множество дуг. Везде далее
граф 𝐺 называем сетью. Произвольная дуга (𝑤, 𝑣) ∈ 𝐴 будет
интерпретироваться как отношение «агент 𝑤 влияет на агента 𝑣».
Для произвольной вершины 𝑣 ∈ 𝑉 определим ее окрестность
следующим образом:

𝑉𝑣 = {𝑤 ∈ 𝑉,𝑤 ̸= 𝑣|(𝑤, 𝑣) ∈ 𝐴}.

Можно сказать, что окрестность 𝑣 образована теми верши-
нами сети, которые напрямую влияют на данную вершину. Под
этим влиянием вершина 𝑣 может менять свое поведение, напри-
мер, переходить в активное или неактивное состояние. Для отоб-
ражения такого рода процессов будем связывать с произволь-
ной вершиной 𝑣 ∈ 𝑉 специальную функцию, значениями ко-
торой являются элементы некоторого конечного множества Ω𝑣.
Будем рассматривать нашу сеть в дискретные моменты времени
𝑡 ∈ {0, 1, 2, . . . }, полагая, что в каждый конкретный момент 𝑡
вершине 𝑣 сопоставлен некоторый 𝜔𝑣(𝑡) ∈ Ω𝑣 (вообще говоря,
некоторый символ – например, 0 или 1).
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Пусть 𝑣 ∈ 𝑉 – произвольная вершина сети и 𝑉𝑣 =
{𝑣′

1, . . . , 𝑣
′
𝑙} – окрестность 𝑣. Определим правило 𝑓𝑣, в со-

ответствии с которым в момент времени 𝑡 + 1 элементам
𝜔
𝑣
′
1
(𝑡), . . . , 𝜔

𝑣
′
𝑙
(𝑡) сопоставляется элемент 𝜔𝑣(𝑡 + 1):

(1) 𝜔𝑣(𝑡 + 1) = 𝑓𝑣(𝜔
𝑣
′
1
(𝑡), . . . , 𝜔

𝑣
′
𝑙
(𝑡)).

Определение 1. Функцию 𝑓𝑣 : Ω
𝑣
′
1
× · · · × Ω

𝑣
′
𝑙
→ Ω𝑣 вида (1)

будем называть весовой функцией вершины 𝑣. Явное задание всех
весовых функций вершин сети задает функцию
(2) 𝐹𝐺 : Ω → Ω,

где Ω = Ω𝑣1×· · ·×Ω𝑣𝑛 . Значения 𝐹𝐺, рассматриваемые в момен-
ты времени 𝑡 ∈ {0, 1, 2, . . . }, будем называть состояниями сети.
Произвольное состояние сети в момент 𝑡 будем обозначать че-
рез 𝑊𝐺(𝑡). Состояние 𝑊𝐺(0) называется начальным.

Если для каждой 𝑣 ∈ 𝑉 имеет место Ω𝑣 = {0, 1}, то
рассматриваемая сеть называется синхронной булевой сетью
(Synchronous Boolean Network, SBN) или сетью Кауффмана. Та-
ким образом, в SBN весовые функции – это булевы функции, для
задания которых можно использовать таблицы истинности или
формулы.

В оригинальной статье Стюарта Кауффмана [19] рассматри-
вались SBN, которые использовались в роли простых моделей
динамических процессов в генных сетях. Однако природа коллек-
тивов, к которым могут применяться ключевые понятия и идеи
этой работы, существенно разнообразней. Следуя [19], мы будем
представлять функцию (2) в виде специального графа Γ, называ-
емого графом переходов между состояниями, или кратко графом
состояний (State Transition Graph, STG). Вершины Γ интерпрети-
руются как состояния сети, т.е. 𝑛-кортежи из Ω. Дуги Γ интер-
претируются как переходы между состояниями сети из момента
𝑡 в момент 𝑡+1. В некоторых работах Γ называют пространством
фазовых переходов, подразумевая аналогию с непрерывными ди-
намическими системами. Часто говорят, что граф Γ представляет
поведение дискретной динамической системы (ДДС), заданной
сетью 𝐺.
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В случае ДДС граф Γ всегда содержит конечное число вер-
шин. Так, если 𝐺 – SBN, то граф Γ содержит 2𝑛 вершин, каждой
из которых соответствует двоичное слово длины 𝑛, представля-
ющее собой набор значений весовых функций всех вершин сети.

Определение 2. Ввиду конечности числа состояний ДДС, для
любого начального состояния 𝑊𝐺(0) обязательно найдутся та-
кие натуральные числа 𝐿 и 𝑀 , 0 6 𝐿 < 𝑀 , что в последова-
тельности состояний

𝑊𝐺(0),𝑊𝐺(1), . . . ,𝑊𝐺(𝑀)

имеет место: 𝑊𝐺(𝐿) = 𝑊𝐺(𝑀). Обозначим через 𝐿0,𝑀0 наи-
меньшие 𝐿 и 𝑀 , обладающие таким свойством. Последователь-
ность 𝑊𝐺(𝐿0), . . . ,𝑊𝐺(𝑀0) будем называть циклом (в некото-
рых работах используется термин «аттрактор») длины
𝑀0 − 𝐿0. Цикл длины 1 называется стационарным состоянием
или неподвижной точкой функции 𝐹𝐺.

На рис. 1 приведен пример SBN, иллюстрирующий вве-
денные выше понятия. Приведено два способа задания весовых
функций вершин рассматриваемой сети – таблицами и формула-
ми.

Поскольку в общем случае имеет место экспоненциальная
зависимость числа вершин в графе Γ от числа вершин в сети 𝐺,
то задачи поиска стационарных состояний и циклов отображе-
ний вида (2) относятся к комбинаторным. При исследовании кон-
кретных сетей для решения данных задач можно использовать
различные эффективные на практике комбинаторные алгоритмы.
В ряде работ для этих целей использовались алгоритмы решения
проблемы булевой выполнимости (SAT) [3, 6, 16, 17, 20]. В следу-
ющем разделе мы кратко опишем техники сведения задач поиска
циклов отображений вида (2) к SAT.
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A

B C

𝐺 Γ

(000) (011) (110)

(001) (111) (101) (100) (010)

𝑓𝐵(𝑡) 𝑓𝐶(𝑡) 𝑓𝐴(𝑡 + 1) 𝑓𝐴(𝑡) 𝑓𝐶(𝑡) 𝑓𝐵(𝑡 + 1) 𝑓𝐴(𝑡) 𝑓𝐵(𝑡) 𝑓𝐶(𝑡 + 1)
0 0 0 0 0 1 0 0 1
0 1 1 0 1 1 0 1 0
1 0 0 1 0 1 1 0 0
1 1 1 1 1 0 1 1 1

𝑓𝐴(𝑡 + 1) = (𝑓𝐵(𝑡) ∨ 𝑓𝐶(𝑡)) ∧ (¬𝑓𝐵(𝑡) ∨ 𝑓𝐶(𝑡)))
𝑓𝐵(𝑡 + 1) = ¬(𝑓𝐴(𝑡) ∧ 𝑓𝐶(𝑡))
𝑓𝐶(𝑡 + 1) = (𝑓𝐴(𝑡) ≡ 𝑓𝐵(𝑡))

Рис. 1. Пример cинхронной булевой сети, весовые функции
вершин в которой заданы таблицами и булевыми формулами

2.2. ЭФФЕКТИВНЫЕ СВОДИМОСТИ К SAT ЗАДАЧ ПОИСКА
ЦИКЛОВ ДИСКРЕТНЫХ ФУНКЦИЙ, ЗАДАВАЕМЫХ
СЕТЯМИ
Везде далее функции, преобразующие двоичные слова в дво-

ичные слова, будем называть дискретными функциями. Далее нас
будут интересовать дискретные функции типа (2). Как мы уви-
дим, задачи поиска циклов и неподвижных точек функции 𝐹𝐺

удобно связывать с задачей обращения данной функции, которая
заключается в нахождении по известному образу 𝐹𝐺 произволь-
ного его прообраза.

Пусть {0, 1}𝑛– множество всех двоичных последовательно-
стей длины 𝑛(𝑛 ∈ 𝑁), а {0, 1}* – множество всех двоичных по-
следовательностей произвольной конечной длины.

Рассмотрим произвольную всюду определенную (тоталь-
ную) дискретную функцию 𝑓 : {0, 1}* → {0, 1}*, заданную неко-
торым алгоритмом 𝐴(𝑓). Алгоритм 𝐴(𝑓) задает счетное семей-
ство тотальных функций вида 𝑓𝑛 : {0, 1}𝑛 → {0, 1}*. Везде далее
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мы будем рассматривать только такие ситуации, когда сложность
𝐴(𝑓) ограничена полиномом от 𝑛.

Задача обращения произвольной функции
(3) 𝑓𝑛 : {0, 1}𝑛 → {0, 1}𝑚

состоит в том, чтобы по известному 𝛾 ∈ 𝑅𝑎𝑛𝑔𝑒𝑓𝑛 найти такой
𝛼 ∈ {0, 1}𝑛, что 𝑓𝑛(𝛼) = 𝛾.

Хорошо известно, что для рассматриваемого класса функ-
ций описанная задача обращения эффективно (за полиномиаль-
ное от 𝑛 время) сводится поиску выполняющего набора выпол-
нимой конъюнктивной нормальной формы (КНФ). По сути, дан-
ный факт является прямым следствием известной теоремы Кука–
Левина [4, 15].

Задача SAT (Boolean Satisfiability Problem) заключается в от-
вете на вопрос, выполнима ли произвольная КНФ 𝐶. SAT в рас-
познавательной формулировке – классическая NP-полная задача.
Тем не менее в последние 20 лет наблюдается выдающийся про-
гресс в разработке вычислительных алгоритмов решения SAT,
применимых к различным тестам индустриального характера. В
настоящее время лучшие алгоритмы решения SAT справляются
с КНФ, содержащими десятки тысяч переменных и сотни ты-
сяч дизъюнктов. Такие алгоритмы используются в символьной
верификации, биоинформатике, комбинаторике и криптоанали-
зе. Опишем кратко суть процедур перехода от задачи обращения
дискретной функции к SAT.

Итак, рассматриваем задачу обращения произвольной функ-
ции вида (3). Заметим, что произвольную такую функцию мы
можем рассматривать как набор из 𝑚 булевых функций арно-
сти 𝑛. Соответственно, функцию (3) мы можем задать при помо-
щи схемы из функциональных элементов 𝑆𝑓𝑛 над любым пол-
ным базисом [5]. У схемы 𝑆𝑓𝑛 будет 𝑛 входов и 𝑚 выходов.
Существует специальная техника, называемая преобразования-
ми Цейтина [8], которая произвольной схеме 𝑆𝑓𝑛 ставит в со-
ответствие CNF 𝐶𝑓𝑛 над множеством булевых переменных 𝑈 ,
𝑋 ⊂ 𝑈 . Здесь 𝑋 = {𝑥1, . . . , 𝑥𝑛} – переменные, приписанные
входам схемы 𝑆𝑓𝑛 , а 𝑈∖𝑋 – переменные, приписанные всем гей-
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там 𝑆𝑓𝑛 . Сложность (time complexity) процедуры построения 𝐶𝑓𝑛

по 𝑆𝑓𝑛 линейна от общего числа узлов схемы 𝑆𝑓𝑛 . В 𝑈 выде-
лим подмножество 𝑌 переменных, приписанных выходам 𝑆𝑓𝑛 .
Пусть 𝛾 ∈ {0, 1}𝑚 – произвольный набор значений переменных
из 𝑌 . Означим в 𝐶𝑓𝑛 все переменные из 𝑌 их значениями из 𝛾
и проделаем все возможные элементарные преобразования над
полученной формулой. Обозначим результирующую CNF через
𝐶𝑓𝑛(𝛾). Из свойств преобразований Цейтина следует, что если
𝛾 ∈ 𝑅𝑎𝑛𝑔𝑒𝑓𝑛, то 𝐶𝑓𝑛(𝛾) выполнима, и из любого выполняющего
ее набора можно выделить такой набор 𝛼 значений переменных
из 𝑋 , что 𝑓𝑛(𝛼) = 𝛾. Тем самым задача обращения произвольной
функции вида (3) сведена к SAT.

В соответствии с описанной процедурой можно эффективно
преобразовать задачу поиска цикла произвольного отображения
вида (2) к SAT. Проиллюстрируем это на примере SBN. Пусть
𝐺 = (𝑉,𝐴) – SBN на 𝑛 вершинах, весовые функции которых
заданы булевыми формулами. Легко видеть, что функция (2) в
данном случае – это дискретная функция вида
(4) 𝐹𝐺 : {0, 1}𝑛 → {0, 1}𝑛,
которую можно задать простым алгоритмом. Используя опи-
санную выше технику, построим CNF 𝐶𝐹𝐺

. Пусть 𝑈 – мно-
жество булевых переменных, фигурирующих в 𝐶𝐹𝐺

, и пусть
𝑋 = {𝑥1, . . . , 𝑥𝑛} и 𝑌 = {𝑦1, . . . , 𝑦𝑛} – переменные, приписан-
ные входам/выходам схемы 𝑆𝐹𝐺

. Рассмотрим следующую CNF:
(5) 𝐶𝐹𝐺

∧ (𝑥1 ≡ 𝑦1) ∧ · · · ∧ (𝑥𝑛 ≡ 𝑦𝑛),
где через ≡ обозначена логическая эквивалентность. В свете ска-
занного выше несложно видеть, что CNF (5) выполнима тогда и
только тогда, когда отображение 𝐹𝐺 имеет неподвижные точки.
Если (5) выполнима и 𝜇 – выполняющий её набор, то из него
можно выделить набор 𝛼 переменных из 𝑋 , который определя-
ет стационарное состояние в STG Γ(𝐹𝐺). Подобным же образом
к SAT может быть сведена и задача поиска циклов произволь-
ной длины в графах состояний отображений типа (2). В случае,
когда 𝐺 – это SBN на 𝑛 вершинах, для этой цели можно рассмот-
реть функцию 𝐹 𝑡

𝐺, являющуюся 𝑡-кратной суперпозицией функ-
ции вида (4), где 𝑡 – длина искомого цикла. Соответствующая
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схема 𝑆𝐹 𝑡
𝐺

– это, по сути, цепочка из 𝑡 схем вида 𝑆𝐹𝐺
, в которой

входы каждой последующей схемы соединены с выходами пред-
шествующей. К КНФ 𝐶𝐹 𝑡

𝐺
по аналогии с (5) потребует приписать

условие на совпадение состояний на входе и выходе 𝐹 𝑡
𝐺.

Описанный здесь алгоритм перехода от задачи поиска цик-
лов в STG отображений типа (2) к SAT относится к классу про-
цедур, называемых пропозициональными кодированиями. В ра-
ботах [6, 20] более детально описаны процедуры пропозиональ-
ного кодирования ряда задач активационной динамики на сетях
Кауффмана.

3. Модели компьютерной безопасности семейства
«Take–Grant» и их основные свойства

Базовая модель «Take–Grant» (TG) [18, 21] – это формаль-
ная модель, интерпретирующая процессы передачи прав досту-
па в компьютерной сети. Сеть представляется в рамках TG-
модели в виде простого ориентированного размеченного графа
𝐺 = (𝑂,𝐴).

𝑂 – множество всех вершин графа, интерпретирующих объ-
екты. В множестве 𝑂 выделяют специальное множество 𝑆 «ак-
тивных объектов», называемых также субъектами: они могут со-
вершать некоторые действия в сети, например, брать или переда-
вать другим объектам/субъектам какие-либо права доступа. Субъ-
екты обозначаются в графе как . Объекты, не являющиеся субъ-
ектами (т.е. неактивные), обозначаются как .

𝑅 = {𝑟1, 𝑟2 . . . 𝑟𝑛} ∪ {𝑡, 𝑔} – множество видов прав доступа,
в котором выделены следующие права:

∙ 𝑡 – право брать права доступа;

∙ 𝑔 – право давать (делегировать) права доступа;

𝐴 – множество дуг графа: 𝐴 ⊆ 𝑂 × 𝑂 × 𝑅. Таким образом, дуги
означают в TG права доступа между объектами.

Изменениям состояний системы соответствуют изменения
графа. В классической TG-модели выделено два типа базовых
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правил, определяющих передачу прав доступа между объектами:
𝑡𝑎𝑘𝑒(𝑃, 𝑥, 𝑦, 𝑧) и 𝑔𝑟𝑎𝑛𝑡(𝑃, 𝑥, 𝑦, 𝑧). Через 𝑥, 𝑦, 𝑧 здесь обозначены
объекты, причем 𝑥 – обязательно субъект. Через 𝑃 обозначено
множество прав доступа, которые в случае правила «𝑡𝑎𝑘𝑒» 𝑥 бе-
рет у 𝑦 и передает 𝑧; в случае правила «𝑔𝑟𝑎𝑛𝑡» 𝑥 передает свои
права доступа 𝑃 к объекту 𝑧 некоторому объекту 𝑦 (в соответ-
ствии с отношением 𝑥 𝑔𝑟𝑎𝑛𝑡 𝑦). Базовые правила 𝑡𝑎𝑘𝑒 и 𝑔𝑟𝑎𝑛𝑡
называются де-юре правилами.

На рис. 2 показано, что в некоторый момент времени субъ-
ект 𝑥, имеющий право брать у объекта 𝑦 некоторые права доступа
на объект 𝑧, получает часть прав (𝐴 ⊆ 𝐵) на объект 𝑧. Как ре-
зультат, в графе доступов возникает новая дуга (𝑥, 𝑧) помеченная
𝐴. Так работает правило 𝑡𝑎𝑘𝑒. Работа правила 𝑔𝑟𝑎𝑛𝑡 продемон-
стрирована на втором рисунке в аналогичном стиле.

𝑥 𝑦 𝑧
|–

𝑥 𝑦 𝑧

𝑦 𝑥 𝑧
|–

𝑦 𝑥 𝑧

𝑡 𝐵 𝑡 𝐵

𝐴

𝑔 𝐵 𝑔 𝐵

𝐴

Рис. 2. Иллюстрация работы правил «𝑡𝑎𝑘𝑒» и «𝑔𝑟𝑎𝑛𝑡» в базовой
TG-модели

В статье [14] была описана расширенная модель «Take–
Grant», в которой присутствовали де-факто правила, а также ре-
гламентировалась работа с информационными потоками. Далее
мы будем использовать терминологию из [1], в рамках которой
при наличии информационных потоков вида 𝑝 𝑟𝑒𝑎𝑑 𝑞 и 𝑝 𝑤𝑟𝑖𝑡𝑒 𝑞
будем говорить о соответствующих правах 𝑟𝑒𝑎𝑑(𝑟) и 𝑤𝑟𝑖𝑡𝑒(𝑤).
Дуги, которые соответствуют этим правам в графе расширенной
TG-модели, называются мнимыми.

Весьма детально базовая модель TG и ее расширения рас-
смотрены в [1, 2]. Для варианта «Take–Grant» без возможности
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создания и удаления объектов в [18, 21] были предложены эффек-
тивные алгоритмы проверки ряда свойств, определяющих без-
опасность системы.

Основные интересующие нас вопросы будут касаться ситу-
аций получения в рамках модели расширенной TG прав вида
𝑝 𝑟𝑒𝑎𝑑 𝑞 в результате вступления в сговор некоторых объектов се-
ти. Соответствующие проблемы были поставлены и изучены М.
Бишопом в работе [13]. Сговор между участниками сети в [13]
явно не определяется, однако по смыслу это ситуация, в кото-
рой сотрудничество ряда объектов/субъектов может привести к
появлению информационных потоков на чтение или запись и
соответствующих им прав на некоторый критический объект в
сети. Важный факт заключается в том, что сговор может быть
успешным лишь тогда, когда среди объектов, вступающих в сго-
вор, имеется необходимое число активных объектов, в отноше-
нии которых М. Бишоп использует термин «𝑎𝑐𝑡𝑜𝑟𝑠». Именно та-
кие объекты выполняют роль «проводников» информации, обес-
печивая передачу прав 𝑟 и 𝑤 по сети. Основные достижения ра-
боты [13] – это эффективные (полиномиальные от числа вершин
в графе) процедуры проверки возможности получения доступа
к данным тех или иных вершин в результате сговора. Также в
[13] устанавливается явная связь между числом активных объ-
ектов (𝑎𝑐𝑡𝑜𝑟𝑠) в специальном графе действий (𝑎𝑐𝑡𝑖𝑛𝑔 𝑔𝑟𝑎𝑝ℎ) и
успешностью сговора. Проиллюстрируем сказанное на следую-
щем примере из [13].

В верхней части рис. 3 изображен фрагмент графа досту-
па компьютерной сети. Вершины графа помечены латинскими
буквами. В данном примере по сети распространяются только
два права: 𝑟𝑒𝑎𝑑(𝑟) и 𝑤𝑟𝑖𝑡𝑒(𝑤). Активные объекты (𝑎𝑐𝑡𝑜𝑟𝑠) обо-
значены сплошными точками, неактивные – пустыми. В ниж-
ней части рис. 3 изображен соответствующий граф действий
(𝑎𝑐𝑡𝑖𝑛𝑔 𝑔𝑟𝑎𝑝ℎ). Произвольная дуга (𝑣1, 𝑣2) в графе действий
означает получение права 𝑟𝑒𝑎𝑑 объекта 𝑣1 на данные объекта 𝑣2.
Можно заметить, что вершина 𝑝 получает право 𝑟 к данным вер-
шины 𝑏, поскольку 𝑏 пишет в 𝑎 (которая сама по себе неактивна),
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а 𝑝 читает из 𝑎. Аналогично, 𝑐 читает из 𝑑 и затем пишет в 𝑏, со-
ответственно, у 𝑝 возникает право читать данные 𝑑. И так далее.
Как итог, 𝑝 может читать данные объекта 𝑞. Описанная ситуа-
ция дает пример сговора по похищению права на чтение данных
вершины 𝑞: если вершины из множества {𝑝, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒} действу-
ют так, как только что было сказано, то 𝑝 получает возможность
читать данные 𝑞. С другой стороны, вершина 𝑠 не может полу-
чить доступ к данным 𝑞. И, что очень важно, этому препятствуют
две неактивных вершины 𝑖, 𝑗. Несмотря на право 𝑗 писать в 𝑖,
вершина 𝑗 этого не делает, поскольку неактивна (здесь принци-
пиальное отличие от предыдущего случая, где от вершины 𝑎 не
требовалось никаких действий). Соответственно, информация от
𝑞 не проходит дальше вершины 𝑗.

𝑝 𝑎 𝑏 𝑐 𝑑

𝑠 𝑓 ℎ 𝑖 𝑗

𝑒 𝑞

𝑝 𝑏 𝑐 𝑑

𝑠 𝑓 ℎ

𝑒

𝑟 𝑤 𝑤 𝑟
𝑤

𝑟

𝑟 𝑤 𝑟 𝑤

𝑤

Рис. 3. Фрагмет сети «Take–Grant» и пример графа действий
из работы [13]
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4. Противодействие сговору в ДДС на базе модели
«Take–Grant» (качественный анализ)

Еще раз отметим, что некоторые задачи анализа свойств без-
опасности сетей в рамках TG-модели, рассмотренные в [13, 18,
21], решаются за полиномиальное время. Тем не менее несложно
описать задачи, естественным образом связанные с рассмотрен-
ными, но при этом являющиеся комбинаторными по своей при-
роде. Далее мы концентрируемся на изучении задач такого типа.
Следуя [13], будем рассматривать распространение по сети толь-
ко прав 𝑟𝑒𝑎𝑑 и 𝑤𝑟𝑖𝑡𝑒. Дополнительно отметим, что (как и в рабо-
тах [13, 18, 21]) во всех рассматриваемых далее сетях запрещено
создавать новые и удалять имеющиеся объекты. Это позволяет
обеспечить так называемое «свойство монотонности» [9], нали-
чие которого, собственно, и позволяет рассматривать распростра-
нение информации по сети как конечный процесс.

Сначала обратимся к задаче выявления множеств объектов,
сговор между которыми приводит к появлению права 𝑟𝑒𝑎𝑑 у объ-
екта 𝑝 на объект 𝑞. Предварительно уточним ряд понятий.

Определение 3. Пусть 𝐺(𝑂,𝐴) – граф расширенной модели
«Take–Grant» до начала каких-либо действий по распростране-
нию прав. Все дуги из 𝐴 будем называть базовыми. Появление
отношения 𝑟𝑒𝑎𝑑 или 𝑤𝑟𝑖𝑡𝑒 между двумя объектами будем ин-
терпретировать новой дугой, не входящей в 𝐴. Будем называть
такие дуги приобретенными.

Теперь предположим, что в результате распространения прав
в рамках рассматриваемой модели возникло право 𝑝 𝑟𝑒𝑎𝑑 𝑞.
В [13] был предложен эффективный (на самом деле линейный от
размера исходного графа) алгоритм построения графа действий
(acting graph) 𝐺′. Все вершины, входящие в 𝐺′, – это активные
объекты, принимающие участие в передаче прав от 𝑞 к 𝑝. Для
дальнейших целей нам более удобен граф, который содержит во-
обще все объекты (как активные, так и неактивные), при участии
которых возникает отношение 𝑝 𝑟𝑒𝑎𝑑 𝑞.

Определение 4. Граф 𝐺𝑝𝑞 = (𝑂𝑝𝑞, 𝐴𝑝𝑞), который содержит
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все вершины и базовые дуги 𝐺, участвующие в передаче прав от
𝑞 к 𝑝, будем называть графом сговора. Произвольное множество
𝑂′,𝑂′ ⊆ 𝑂𝑝𝑞, объекты которого, взаимодействуя в рамках пра-
вил расширенной модели TG, обеспечивают передачу прав от 𝑞
к 𝑝, будем называть множество сговора. Множество 𝑂𝑝𝑞 будем
называть полным множеством сговора.

Еще раз подчеркнем, что множество 𝑂𝑝𝑞 может содержать
неактивные объекты (в рассмотренном выше примере такой объ-
ект представлен вершиной 𝑎). Анализируя алгоритм, приведен-
ный в [12], несложно его модифицировать с целью построения
графа 𝐺𝑝𝑞. Соответствующий алгоритм неформально описан ни-
же.

Алгоритм 1 (Выделение графа сговора 𝐺𝑝𝑞).
1. При всех перечисленных выше условиях (в том числе

с учетом свойства монотонности) проследить распространение
прав 𝑟 и 𝑤 в сети, запоминая для каждой приобретенной дуги те
дуги (как базовые, так и приобретенные), благодаря которым она
возникла (такие дуги называем предками).

2. В конечном состоянии сети (после которого не возникает
новых дуг) убедиться, что между вершинами 𝑝, 𝑞 существует от-
ношение 𝑝 𝑟𝑒𝑎𝑑 𝑞, которое отсутствовало в начальном состоянии.

3. Рекурсивно обойти предков приобретенной дуги (𝑝, 𝑞).
4. Те вершины графа 𝐺 и его базовые дуги, которые были

пройдены в процессе выполнения шага 3, образуют граф сговора
𝐺𝑝𝑞 = (𝑂𝑝𝑞, 𝐴𝑝𝑞).

Нетрудно убедиться, что для конкретных заданных 𝑝, 𝑞 ∈ 𝑂
сложность описанного алгоритма построения 𝐺𝑝𝑞 зависит линей-
ным образом от числа базовых дуг в графе 𝐺.

Определение 5. Пусть 𝐺𝑝𝑞 = (𝑂𝑝𝑞, 𝐴𝑝𝑞) – граф сговора по
передаче прав от 𝑞 к 𝑝. Пусть 𝑂′,𝑂′ ⊆ 𝑂𝑝𝑞, произвольное мно-
жество сговора. В 𝑂′ исключим из рассмотрения произвольную
вершину 𝑣, обозначив полученное множество через 𝑂′′. Если для
любой вершины 𝑣 ∈ 𝑂′ соответствующее множество 𝑂′′ не яв-
ляется множеством сговора по передаче прав от 𝑞 к 𝑝, то мно-
жество 𝑂′ назовем каналом сговора в графе 𝐺𝑝𝑞.
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Грубо говоря, канал – это один конкретный пример реали-
зации сговора. Множество различных каналов, обеспечивающих
отношение 𝑝 𝑟𝑒𝑎𝑑 𝑞 в графе 𝐺𝑝𝑞, может быть очень большим.
Наша ближайшая задача – научиться блокировать такие каналы.
Как уже было сказано, в рамках рассматриваемой модели пере-
дача прав в сети возможна только благодаря активным объектам.
Соответственно, естественный способ блокирования каналов сго-
вора – это придание некоторым активным объектам неактивного
статуса (деактивация). Заметим, однако, что на практике далеко
не каждый объект может быть деактивирован.

Определение 6. Пусть 𝐺𝑝𝑞 = (𝑂𝑝𝑞, 𝐴𝑝𝑞) – граф сговора по
передаче прав от 𝑞 к 𝑝. Деактивируем один или несколько объ-
ектов из 𝑂𝑝𝑞. Любое подмножество в 𝑂𝑝𝑞, которое до деак-
тивации было каналом сговора, а после деактивации переста-
ло им быть, назовем фиктивным каналом. Множество вершин
𝐷 ⊆ 𝑂𝑝𝑞, деактивация которых делает фиктивными все кана-
лы сговора в 𝐺𝑝𝑞, будем называть множеством, устраняющим
сговор по передаче прав от 𝑞 к 𝑝.

Далее мы будем рассматривать задачу построения множе-
ства 𝐷 наименьшей возможной мощности, а также задачу по-
строения множеств типа 𝐷 при дополнительных запретах на де-
активацию некоторых вершин. Заметим, что сформулированные
задачи интуитивно являются комбинаторными – так например,
задача поиска деактивирующего множества наименьшей мощно-
сти похожа по постановке на известную NP-трудную задачу по-
иска наименьшего независимого множества. В настоящей статье
мы, однако, не ставим вопрос выяснения структурной сложно-
сти изучаемых задач, а предлагаем вычислительные алгоритмы,
которые могут быть использованы для их решения.

В данном контексте важно отметить следующий нюанс: де-
активация некоторого активного объекта в канале, обеспечиваю-
щем право 𝑝 𝑟𝑒𝑎𝑑 𝑞, может не дать фиктивный канал. Соответ-
ствующий пример приведен на рис. 3: в канале (𝑝, 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒, 𝑞)
вершина 𝑎 неактивна, но данный канал не является фиктивным.
Таким образом, на первый взгляд непонятно, как можно было
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бы свести рассматриваемую задачу к «традиционным» комбина-
торным задачам на графах (типа поиска максимальных клик или
независимых множеств).

Далее для решения задач блокирования каналов сговора в
сети обратимся к дискретным динамическим системам и описан-
ным выше техникам их пропозиционального кодирования. Мы
начнем с того, что свяжем с рассматриваемым вариантом TG-
модели дискретную динамическую систему. Более точно, нас бу-
дет интересовать ДДС, порождаемая графом сговора. Ниже при-
ведено описание этой ДДС.

Итак, пусть 𝐺 = (𝑂,𝐴) – исходная сеть, рассматриваемая
в рамках описанной выше модели распространения прав 𝑟𝑒𝑎𝑑
и 𝑤𝑟𝑖𝑡𝑒. Пусть 𝑝, 𝑞 ∈ 𝑂 – фиксированные вершины сети и
𝐺𝑝𝑞 = (𝑂𝑝𝑞, 𝐴𝑝𝑞) – эффективно выделенный из исходной сети
граф сговора по передаче прав от 𝑞 к 𝑝. Будем рассматривать
распространение информации по графу 𝐺𝑝𝑞 как дискретный ди-
намический процесс, шаги которого осуществляются в моменты
времени 𝑡 ∈ {0, 1, . . . }.

Выделим в множестве 𝑂𝑝𝑞 ×𝑂𝑝𝑞 подмножество 𝐴0
𝑝𝑞, образо-

ванное всеми теми парами вида (𝑢, 𝑣), в которых 𝑢 не имеет права
𝑟𝑒𝑎𝑑 на 𝑣 в графе 𝐺𝑝𝑞. Каждому моменту 𝑡 ∈ {0, 1, . . . } поставим
в соответствие граф 𝐺𝑡

𝑝𝑞. Граф 𝐺0
𝑝𝑞 совпадает с графом 𝐺𝑝𝑞. При

переходе от 𝑡 = 0 к 𝑡 = 1 для любой пары вершин (𝑢, 𝑣) ∈ 𝐴0
𝑝𝑞

проверяется возможность возникновения права 𝑢 𝑟𝑒𝑎𝑑 𝑣. Если
такое право возникает, оно интерпретируется новой дугой (𝑢, 𝑣),
помеченной правом 𝑟. Множество пар из 𝐴0

𝑝𝑞, для которых от-
ношение «𝑢 𝑟𝑒𝑎𝑑 𝑣» не возникло, обозначается через 𝐴1

𝑝𝑞. При
переходе от 𝑡 = 1 к 𝑡 = 2 аналогичным образом проверяют-
ся все пары из 𝐴1

𝑝𝑞. И так далее. Ввиду свойства монотонности
через конечное число 𝑀 моментов времени данный процесс пе-
рестанет порождать новые дуги. Рассмотрим граф 𝐺𝑀

𝑝𝑞 . Все дуги
в 𝐺𝑀

𝑝𝑞 , отличные от дуг из 𝐺𝑝𝑞, порожденные описанным выше
процессом, будем называть пунктирными. Очевидно, что каждой
пунктирной дуге соответствует некоторая приобретенная дуга в
смысле определения 3. Удалим из 𝐺𝑀

𝑝𝑞 все дуги графа 𝐺𝑝𝑞. Обо-
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значим получившийся граф через 𝐺*
𝑝𝑞 = (𝑂𝑝𝑞, 𝐴

*). Множество
𝐴*, таким образом, включает только пунктирные дуги.

Пусть 𝐴* = {𝑎1, . . . , 𝑎𝐾}, причем 𝑎𝐾 = (𝑝, 𝑞) (очевидно,
что пунктирная дуга 𝑎𝐾 заведомо существует, поскольку 𝐺𝑝𝑞 –
граф сговора по передаче прав от 𝑞 к 𝑝). В каждый момент вре-
мени 𝑡 ∈ {0, 1, . . . ,𝑀} произвольной дуге 𝑎 ∈ 𝐴* поставим в
соответствие вес 𝑤𝑎(𝑡) ∈ {0, 1}. Факт 𝑤𝑎(𝑡) = 0 интерпретиру-
ет отсутствие в момент 𝑡 права 𝑟𝑒𝑎𝑑 между соответствующими
объектами, а 𝑤𝑎(𝑡) = 1 интерпретирует наличие данного пра-
ва. Вектор 𝑊 (𝑡) = (𝑤𝑎1(𝑡), . . . , 𝑤𝑎𝐾 (𝑡)) – это состояние нашей
ДДС в момент 𝑡. Начальное состояние соответствует состоянию
рассматриваемой модели до начала каких-либо действий по рас-
пространению прав. В этот момент всем пунктирным дугам при-
писан вес 0. В моменты времени 𝑡 ∈ {1, 2, . . . ,𝑀} веса пунк-
тирных дуг пересчитываются фактически в соответствии с пра-
вилами выделения графа сговора приведенным выше алгоритмом
(алгоритм 1). Иными словами, для каждого момента в отношении
конкретной пунктирной дуги проверяется, возникла ли в рамках
TG-модели соответствующая приобретенная дуга; в случае отве-
та «да» рассматриваемая пунктирная дуга получает вес 1, в про-
тивном случае она получает вес 0. Как итог имеем ДДС, которую
будем обозначать через ∆(𝐺*

𝑝𝑞). Ввиду всего сказанного выше,
несложно заметить, что данная ДДС не имеет циклов длины > 1
и имеет единственную неподвижную точку – состояние 𝑊 (𝑀).

Рассмотрим граф 𝐺*
𝑝𝑞 = (𝑂𝑝𝑞, 𝐴

*) и рассмотрим произволь-
ное множество 𝐷,𝐷 ⊆ 𝑂𝑝𝑞. В множестве 𝑂𝑝𝑞 промаркируем все
вершины, которые входят в 𝐷, как неактивные. Полученное мно-
жество обозначим через ̃︀𝑂𝑝𝑞. Рассмотрим граф ̃︀𝐺𝑝𝑞 = ( ̃︀𝑂𝑝𝑞, 𝐴

*).
Построим на основе графа ̃︀𝐺𝑝𝑞 ДДС, действующую в точности
по тем же правилам, по которым действует ДДС ∆(𝐺*

𝑝𝑞). Обо-

значим данную ДДС через ∆( ̃︀𝐺𝑝𝑞). Установим справедливость
следующего факта.

Теорема 1. Множество вершин 𝐷 ⊆ 𝑂𝑝𝑞 устраняет сговор
по передаче прав от 𝑞 к 𝑝 тогда и только тогда, когда в непо-
движной точке системы ∆( ̃︀𝐺𝑝𝑞) вес дуги 𝑎𝐾 равен 0.
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Доказательство. Докажем необходимость. Пусть 𝐷 – мно-
жество, устраняющее сговор по передаче прав от 𝑞 к 𝑝. Это, со-
гласно определению 4, означает, что деактивация вершин из 𝐷
делает фиктивными все каналы в 𝐺𝑝𝑞, обеспечивающие переда-
чу прав от 𝑞 к 𝑝. Если предположить, что в неподвижной точке
системы ∆( ̃︀𝐺𝑝𝑞) дуга 𝑎𝐾 имеет вес 1, то это, согласно прави-
лам построения ∆( ̃︀𝐺𝑝𝑞), будет означать, что в процессе перехода
данной системы от начального состояния к неподвижной точке
у объекта 𝑝 возникло право 𝑟𝑒𝑎𝑑 на объект 𝑞. Следовательно,
некоторый канал в графе сговора после деактивации вершин из
𝐷 не является фиктивным. Полученное противоречие доказыва-
ет необходимость. Наоборот, пусть в неподвижной точке системы
∆( ̃︀𝐺𝑝𝑞) дуга 𝑎𝐾 имеет вес 0. Предположим, что при этом суще-
ствует канал сговора в 𝐺𝑝𝑞, не являющийся фиктивным. Но тогда
в процессе входа системы ∆( ̃︀𝐺𝑝𝑞) в неподвижную точку обяза-
тельно должно возникнуть право 𝑝 𝑟𝑒𝑎𝑑 𝑞, соответственно, дуга
𝑎𝐾 в этом случае получила бы вес 1. Данное противоречие дока-
зывает достаточность. Теорема 1 доказана.

Рисунки 4 и 5 иллюстрируют понятия, использованные в до-
казательстве теоремы 1.
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Рис. 4. Пример графа сговора
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Рис. 5. Слева изображена ДДС ∆(𝐺*
𝑝𝑞), построенная на основе

графа сговора, приведенного на рис. 4. Справа ДДС ∆( ̃︀𝐺𝑝𝑞).
В первом случае ДДС входит в неподвижную точку в момент

𝑡 = 2, во втором случае – в момент 𝑡 = 1
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5. Результаты вычислительных экспериментов

Опишем кратко вычислительные алгоритмы, которые позво-
ляют строить устраняющие сговор множества наименьшей мощ-
ности. В основе разработанных алгоритмов лежат те же идеи, ко-
торые были использованы в статье [20]. Более точно, рассматри-
вается конкретный граф сговора 𝐺𝑝𝑞. Относительно каждой вер-
шины из 𝑂𝑝𝑞 за исключением специально выделенных (вершина
𝑞, а также вершины, находящиеся слишком близко к 𝑞 в смысле
расстояния в графе) делается предположение о ее потенциально
возможном попадании в 𝐷. Данный факт кодируется при помо-
щи специально вводимых булевых переменных (значение 1 такой
переменной соответствует тому факту, что соответствующая вер-
шина попадает в 𝐷, значение 0 означает, что рассматриваемая
вершина не попадает в 𝐷). Затем мы кодируем процесс входа
системы ∆( ̃︀𝐺𝑝𝑞) в неподвижную точку. Из сказанного выше сле-
дует, что для этой цели достаточно закодировать последователь-
ность переходов ∆( ̃︀𝐺𝑝𝑞) между состояниями 𝑊 (0), . . . ,𝑊 (𝑀).
Затем мы добавляем условие 𝑤𝑎𝐾 (𝑀) = 0, а также условие, что
число точек из 𝑂𝑝𝑞, оказавшихся в 𝐷, не превосходит некоторо-
го числа 𝑑. Также мы используем дополнительные ограничения
на возможность вершин из 𝑂𝑝𝑞 попадать в 𝐷. В частности, мы
запрещаем попадать в 𝐷 вершинам, находящимся от 𝑞 (целевой
вершины) на расстоянии, меньшем заданного значения (в смысле
стандартного расстояния в графе). Для кодирования последнего
условия так же, как и в [20], используются известные техники ра-
боты с мощностными ограничениями (cardinality constraints) [10].

В тестовых экспериментах в роли исходных сетей исполь-
зовались случайные графы на 200 вершинах, сгенерированные в
соответствии с моделью Барабаши–Альберт [11]. Дополнительно
предполагалось, что число активных вершин (субъектов) в сети
не должно превышать 40. В каждом таком графе строился граф
сговора 𝐺𝑝𝑞 (вершины 𝑝 и 𝑞 выбирались случайным образом).
Всего в соответствии с описанной схемой было сгенерировано
700 графов, представляющих сети, для которых число вершин в
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графе 𝐺𝑝𝑞 варьировалось от 30 до 50. Для каждого такого 𝐺𝑝𝑞

ставилась задача построения множества 𝐷 (устраняющего сго-
вор по передаче прав от 𝑞 к 𝑝) наименьшей мощности. При этом
мы накладывали запрет на деактивацию любой вершины в 𝐺𝑝𝑞,
из которой существует путь в 𝑞 по дугам 𝐺𝑝𝑞 длины 6 6. Постав-
ленная так задача сводилась к SAT с использованием описанной
выше техники. Средний размер (по 700 задачам) построенных
КНФ составил 126 мегабайт. Для решения SAT-задач использо-
вался SAT-решатель minisat2.2 [22]. Все SAT-задачи были реше-
ны. Среднее время решения составило 0,11 секунды. Использова-
лась вычислительная платформа следующей конфигурации: про-
цессор Core i7-2670QM, 8Gb RAM. Примерно в 50 случаях наи-
меньшее множество, устраняющее сговор, имело размер от 3 до 5
вершин. В большинстве случаев находилось 𝐷 мощности менее
чем из 3 вершин. Примерно в 100 тестах SAT-решатель выдал
UNSAT. Это означает, что в соответствующих случаях при име-
ющихся ограничениях (на расстояние от 𝑞 до вершин, которые
допустимо деактивировать) устранить сговор невозможно.

6. Заключение

В статье представлен подход к анализу и устранению ситу-
аций сговора, возникающих в рамках известной модели «Take–
Grant» распространения прав в компьютерных сетях. В основе
подхода лежит эффективный алгоритм выделения в исходном
графе модели т.н. «графа сговора». Данный алгоритм является
модификацией известного алгоритма построения графа действий,
предложенного М. Бишопом в 1996 году. Деактивируя в графе
сговора некоторые вершины, можно полностью устранить ситу-
ацию сговора по передаче прав между двумя выделенными вер-
шинами. Соответствующее множество деактивируемых вершин
называется множеством, устраняющим сговор. Мы рассматри-
ваем задачу построения наименьшего по мощности множества,
устраняющего сговор. Данная задача является комбинаторной по
своей природе, и для ее вычислительного решения мы сводим ее
к задаче о булевой выполнимости (SAT). Для сведения мы стро-
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им на основе графа сговора дискретную динамическую систему
и используем известные техники пропозиционального кодирова-
ния таких систем. Описанный в статье подход к устранению си-
туаций сговора был программно реализован и протестирован на
случайных графах TG-модели размерностью 200 вершин. Задачи
построения устраняющих сговор множеств наименьшей мощно-
сти удавалось успешно решать на обычном ПК.

Дополнительно мы хотим еще раз подчеркнуть, что основная
цель статьи заключалась в демонстрации принципиальной воз-
можности применения современных алгоритмов вычислительной
логики (конкретно алгоритмов решения SAT) к комбинаторным
задачам, возникающим при изучении ряда аспектов безопасно-
сти компьютерных сетей. На наш взгляд поставленная цель была
достигнута, поскольку комбинаторная размерность задач, кото-
рые удается успешно решать на обычном ПК с использованием
предложенных алгоритмов, существенно превосходит возможно-
сти простого перебора. Конечно, применение идей и методов,
представленных в статье, к реальным сетям потребует большой
исследовательской работы и тесной кооперации со специалиста-
ми по практической компьютерной безопасности. Однако, с на-
шей точки зрения, этот шаг представляется осуществимым, и мы
надеемся в дальнейшем работать над его реализацией.

Мы выражаем благодарность неизвестному рецензенту за
целый ряд конструктивных замечаний, учет которых способство-
вал повышению качества статьи.
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КОМБИНИРОВАНИЕ МЕТОДА ВСТРЕЧНЫХ 
ПЛАНОВ И МЕТОДА ОБРАТНЫХ ПРИОРИТЕТОВ 

ДЛЯ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ ФОНДА МОТИВАЦИИ 
НУЧНЫХ ЛАБОРАТОРИЙ 

Давыдов В. А.
1
 

(Московский институт экономики и математики 

НИУ ВШЭ, Москва) 

Рассматривается модель стимулирования агента организационной системы 

(ОС), использующая комбинацию метода обратных приоритетов и 

модифицированного метода встречных планов. Полученная модель 

мотивирует агента на сообщение планового значения KPI, которое 

совпадает с прогнозом агента и одновременно стимулирует агента на подачу 

адекватной заявки на ресурс Модель позволяет центру ОС распределить 

выделенный ресурс для выполнения каждого KPI между агентами так, чтобы 

кроме сообщения адекватных планов агенты стремились к их выполнению. 

Вводятся ограничения на параметры модели, при которых выбор агента, 

равный его собственному прогнозу, является доминантной стратегией (ДС), 

при условии подачи агентом оптимальной по методу обратных приоритетов 

заявки на ресурс. Доказывается, что такой выбор для всех агентов ОС 

является равновесием в ДС. Описывается процедура определения плановых 

значений KPI для агентов ОС и распределения ресурса между агентами. 

Параметры модели, определяемые центром ОС с учетом введенных 

ограничений, позволяют выбирать требуемые приоритеты для мотивации 

агентов и распределять в соответствии с определенными центром 

приоритетами мотивационный фонд. Приводится пример применения модели 

для стимулирования научных лабораторий по выполнению KPI «число 

подготовленных студентов».  

Ключевые слова: метод встречных планов, метод обратных 

приоритетов, стимулирование, KPI. 

1. Введение 

Для мотивации агентов организационной системы (ОС), 

а также для процедуры планирования показателей KPI агентов 

в статье [6] предложено использование метода встречных 

планов. Распределение ограниченного ресурса центра ОС 

в зависимости от заявленных агентами плановых показателей 
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KPI может быть осуществлено методом обратных приоритетов 

[3]. В настоящей статье рассматривается комбинация данных 

двух методов, позволяющая использовать их преимущества для 

решения задач планирования показателей KPI и мотивации 

агентов (в виде распределения между ними ограниченного 

бюджета).     

2. Обзор литературы 

В работе [9] отмечается, что задача распределения 

ограниченных ресурсов является актуальной задачей теории 

управления организационными системами (ТУОС) [4], 

математической экономики [7], микроэкономической 

теории [16], теории игр и теории выбора [11]. Кратко эта 

проблема может быть сформулирована следующим образом. 

Для каждого агента существует наилучшее с его точки зрения 

количество ресурсов (точка пика), которое он хотел бы 

получить, и сумма точек пика превышает количество ресурсов, 

имеющегося в системе. Управляющему органу – центру – 

необходимо распределить ресурсы между агентами, обеспечив 

при этом эффективность их использования в соответствии с 

теми или иными критериями. Процедура принятия решений 

центром, ставящая в соответствие вектору заявок агентов 

количество ресурсов, выделяемое тому или иному агенту, 

называется механизмом распределения ресурсов. Если агенты 

сообщают непосредственно требуемое им количество ресурсов, 

то механизм называется прямым. В классификации ТУОС 

механизмы распределения ресурсов принадлежат классу 

механизмов планирования, для которых помимо эффективности, 

важным свойством является их манипулируемость/неманипу-

лируемость. При фиксированном механизме распределения 

ресурсов агенты являются вовлеченными в игру. Количество 

ресурсов, получаемое каждым из агентов, зависит в общем 

случае от заявок всех агентов. При этом в равновесии этой игры 

не всем агентам может быть выгодно честно сообщать 

информацию о своих точках пика. Механизм называется 

неманипулируемым, если при его использовании в равновесии 

всем агентам выгодно сообщать достоверную информацию. 
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Важным свойством механизмов распределения ресурсов 

является анонимность. Механизм является анонимным, если он 

симметричен относительно перестановок агентов, – итоговое 

распределение ресурсов зависит только от заявок агентов. В [2] 

было доказано, что при заданном количестве ограниченных 

ресурсов все анонимные монотонные по заявкам агентов 

механизмы эквивалентны, и, как следствие, обладают 

одинаковой эффективностью 

Упомянутые выше результаты исследования механизмов 

распределения ресурсов считаются «классическими» в ТУОС 

[4, 12]. Однако эти результаты, как правило, ограничиваются 

только классом анонимных механизмов. В зарубежной 

литературе, посвященной данной проблематике, основной 

акцент делался также на анонимные механизмы. Наиболее 

полный обзор полученных результатов можно найти в [15]. 

Особо следует выделить работу [17], в которой был получен 

общий вид аналитической записи анонимных 

неманипулируемых механизмов распределения ресурсов. 

Данный результат был распространен на неанонимные 

механизмы в [14], где был получен общий вид записи любого 

неманипулируемого и неанонимного механизма распределения 

ресурсов и было доказано, что все такие механизмы являются 

механизмами последовательного распределения ресурсов. 

Традиционно в ТУОС рассматриваются механизмы 

планирования (распределения ресурсов), удовлетворяющие 

следующим требованиям [3, 4]: 

Р1. Процедура планирования непрерывна и монотонна по 

заявкам агентов. 

Р2. Если агент получил некоторое количество ресурсов, то, 

изменяя свою заявку, он может получить любое меньшее 

количество ресурсов. 

Р3. Если количество ресурсов, распределяемое между 

группой агентов, увеличилось, то каждый из агентов этой 

группы получит не меньшее количество ресурсов, чем раньше. 

Достаточно широким и популярным классом механизмов 

распределения ресурсов, удовлетворяющим требованиям Р1–Р3, 

является класс приоритетных механизмов, в которых решение о 

том, как должен быть распределен ресурс между агентами, 



 
Управление большими системами. Выпуск 75 

106 

определяется на основании их функций приоритета, аргументом 

которых являются заявки агентов на ресурс. Выделяют три 

класса приоритетных механизмов: прямых приоритетов, в 

которых функция приоритета каждого агента является 

возрастающей функцией его заявки на ресурс; обратных 

приоритетов, в которых функция приоритета убывает с ростом 

заявки агента на ресурс; и абсолютных приоритетов, в которых 

функция приоритета каждого агента не зависит от его заявки. 

Приоритетный механизм является анонимным, если все агенты 

имеют одинаковые функции приоритета. 

В [2] было доказано, что все анонимные механизмы 

распределения ресурсов эквивалентны. Это означает, что все 

анонимные механизмы обладают одинаковой эффективностью. 

Отказ от анонимности делает актуальной задачу поиска 

эффективного по заданному критерию (например, максимума 

суммарной полезности всех агентов) механизма из класса 

механизмов последовательного распределения ресурсов 

(эквивалентных неанонимным механизмам).  

Механизм обратных приоритетов, как отмечается в [4], 

обладает рядом преимуществ по сравнению с механизмом 

прямых приоритетов. Данный механизм достаточно часто 

используется для решения задачи оптимального распределения 

ресурса [5, 8, 1, 10]. Однако для эффективного управления 

ресурсом ОС задачу распределения ресурса необходимо 

увязывать с мотивацией агентов системы на выбор наиболее 

напряженного плана при планировании и последующее 

достижение заявленного плана. Модификация метода обратных 

приоритетов, которая решает данную задачу для неанонимного 

случая, рассматривается в разделе 5 настоящей работы. В 

разделах 3 и 4 описываются соответственно задача 

формирования плановых значений KPI методом встречных 

планов и классическая задача распределения ресурса методом 

обратных приоритетов. В разделе 6 приводится пример 

использования предлагаемого модифицированного метода 

распределения ресурса для бюджетирования научно-

исследовательских лабораторий. 
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3. Описание задачи формирования плановых 
значений KPI методом встречных планов 

Опишем модель определения плановых значений одного 

KPI для нескольких подразделений образующих ОС, а также 

модель распределения ресурса для подразделений, входящих в 

ОС. Для этого будем использовать систему обозначений из [13]. 

В данной работе указанная задача называется «Задача 

стимулирования» 

Пусть есть n подразделений – агентов с номерами 

i  N = {1, 2, …, n}, объединение которых с центром образуют 

двухуровневую ОС. Первый уровень ОС образуют указанные 

агенты. Второй уровень – центр, который делает в игре первый 

ход, определяя для агентов их мотивационные факторы. 

Каждое подразделение-агент i знает собственный реальный 

прогноз KPI, который равен Ri и неизвестен другим 

подразделениям, а также неизвестен центру ОС. При этом у 

каждого агента i есть множество различных потенциальных 

вариантов прогноза Ai. В нашей постановке задачи, когда все 

агенты устанавливают прогноз по одному и тому же KPI, можно 

считать, что множества вариантов прогноза совпадают для 

различных агентов. Другими словами Ai = Aj, 1  i, j  N. 

Рассмотрим ситуацию, когда у каждого агента есть 

единственный вариант прогноза. Будем полагать, что 

фактическое значение KPI, которое будет достигнуто агентом i, 

совпадает со значением прогноза Ri. Другими словами это 

означает, что каждый агент адекватно оценивает то значение 

KPI, которое может быть им достигнуто и может осуществить 

все действия для его достижения. 

Обозначим yi  A действие агента i по выбору прогноза KPI, 

или проще: yi – значение прогноза KPI, которое заявляет центру 

агент i. Тогда  

  *

1 2, , , n

j N

y y y A A


   y  

– вектор действий агентов. Будем называть  
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 1 2 1 1, , , , , ,i i i n i
j N

j i

y y y y y A A   




    y  

обстановкой игры для агента i. 

Сделаем два предположения относительно 

рассматриваемой ОС. 

Во-первых, будем считать, что затраты агентов не зависят 

от того, какой прогноз они заявят и какой будет получен 

фактический результат, т.е. какое значение KPI получит агент в 

конце отчетного периода. Данное допущение в случае 

планирования KPI обосновано, в том случае, когда все агенты-

подразделения, имеют повременную оплату труда, 

фиксированный график работы и даже в том случае, когда 

возникает необходимость в привлечении какого-либо внешнего 

ресурса для более активной работы по выполнению KPI, 

затраты на такое привлечение компенсируются центром ОС в 

полном объеме. Тогда, по сравнению с общим случаем, 

описанным в работе [13], можно считать, что целевая функция fi 

(σi, y) агента i, зависящая от механизма стимулирования агента 

i и вектора действий агентов y, фактически состоит только из 

стимулирования i(y). Или fi(σi, y) = σi(y), i  N. 

Во-вторых, будем считать в рассматриваемой задаче, что 

единственная роль центра заключается в осуществлении 

управления. То есть у центра отсутствует собственный (не 

опосредованный агентом) результат деятельности. Такое 

предположение обосновано в том случае, когда результат 

центра равен суммарному результату всех агентов, и весь 

получаемый результат распределяется центром на 

стимулирование агента. 

При стандартном механизме планирования «сверху-вниз» 

агенту выгодно получить от центра как можно менее 

напряженный план. Заведомо перевыполняя такой план, агент 

гарантирует себе дополнительное вознаграждение. Для 

получения менее напряженного плана агенту не выгодно 

раскрывать центру всю имеющуюся информацию относительно 

перспектив выполнения KPI. Более того, агент может заведомо 

искажать (в свою пользу) имеющуюся у него информацию 
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относительно перспектив значения KPI, которые могут быть им 

достигнуты. 

Задача центра ОС состоит в том, чтобы предложить такую 

конструкцию установки неманипулируемого механизма 

стимулирования целевых значений KPI для всех агентов 

σ(y) = (σ1(y), …, σn(y)), чтобы в результате каждый агент при 

проведении планирования с подходом «снизу–вверх» установил 

себе значение yi
*
 = Ri. В работе [6] для решения данной задачи 

предложена конструкция модификации традиционного метода 

встречных планов. Соответствующая лемма в [6] доказывает, 

что предложенная конструкция имеет равновесие 

в доминантных стратегиях агентов. 

Лемма 1.  Пусть для одноуровневой ОС с n агентами 

заданы параметры α  1, β > α > γ > 0 и вектор значений 

реальных прогнозов (R1, R2, …, Rn). Тогда для целевой функции 

σ(Ri, yi, y-i⁰ )= Oi Ki  агента 1 ≤ i ≤ n где 
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




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существует равновесие в доминантных стратегиях (РДС), равное 

yi
*
 = Ri,1 ≤ i ≤ n.  

Центр может модифицировать метод установления 

значения y-i⁰. Это необходимо в том случае, например, если 

агенты организационной системы могут договориться между 

собой и в результате совместно дать заниженные прогнозы. В 

таких случаях значение y-i⁰ определяется по формуле 
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1
, ,

1

n

j i
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i i

y y

y Max y
n



 

 
 

 
  

 
  


 

Где y-i
min

 – некоторое минимальное значение KPI, 

устанавливаемое центром для агента i. 

4. Описание задачи распределения ресурса методом 
обратных приоритетов 

Помимо получения от агентов плановых значений yi
*
 = Ri, 

центру необходимо мотивировать агентов на достижение 

данных заявленных значений. Будем считать, что у центра 

имеется некоторый ограниченный объем ресурса S, который 

центр может использовать для их мотивации.  

В качестве примера рассмотрим S как совокупный объем 

премии за определенный отчетный период, например, за год. 

Данный объем премии центр распределяет между агентами в 

зависимости от того вклада в выполнение некоторого KPI, 

который внес каждый агент. 

В [3] приводится механизм обратных приоритетов для 

распределения ресурса S. Согласно данному механизму, перед 

началом квартала каждый агент сообщает центру вместе с 

заявляемым плановым значением yi также свою заявку на 

распределение ресурса si. Получаемый агентом i ресурс xi 

вычисляется по формуле 

  

1

1

,  , 

; ,  ;

n

i i

j
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i i i i

j
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Здесь μi(si) – функция приоритета агента i в зависимости от 

его заявки на ресурс si и от заявленного планового значения yi. 

Операция минимума отражает простое содержательное 

условие – агент получает ресурс в объеме не более 

запрашиваемой величины. Параметр  выбирается из условия 

 
1

; .
n

j j j

j

min s s S


  
   

При достаточно большом числе n влияние отдельного 

агента на величину  мало. Гипотезой слабого влияния в [1] 

называется ситуация выбора оценки ожидаемого эффекта, когда 

агенты не учитывают собственного влияния на параметр  и 

считают его просто константой. В [1] доказывается, что 

механизм обратных приоритетов с функцией приоритета μi(si) 

при гипотезе слабого влияния обеспечивает оптимальное 

распределение ресурса. Также в [3] доказывается, что для агента 

i гарантирующей является стратегия  
2

* * *

1

,  гд .е i i
n

ii

S
s y

y

 



 
  
 
 
 

 

5. Комбинирование метода встречных планов 
и метода обратных приоритетов 

Рассмотрим функцию произведения η(Ri, yi, y-i⁰, si) = OiKixi.. 

Данная функция объединяет свойства целевой функции агента i 

σ(Ri, yi, y-i⁰) = OiKi, и свойства функции приоритета ресурса, 

получаемого агентом i. Назовем данную функцию 

модифицированным ресурсом, получаемым агентом i.  

Рассмотрим два варианта выбора  

  
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Вариант 1.  xi = si.. 

Для данного варианта функция модифицированного 

ресурса принимает вид η(Ri, yi, y-i⁰, si) = OiKisi. Отметим, что 

величина заявки на распределение ресурса si не зависит от 

величин Ri, yi, y-i⁰ и может рассматриваться для данных 

параметров, как константа. Таким образом, РДС функции 

η(Ri, yi, y-i⁰, si) = OiKisi для параметров Ri, yi, y-i⁰ не зависит от si и 

определяется в соответствии с условиями леммы 1. 

Данный факт означает, что агенту с номером i, которому 

известен реальный прогноз KPI Ri, выгодно заявлять значение 

плана по KPI yi
*
 = Ri при проведении планирования методом 

встречных планов по методу, описанному в лемме 1. При этом 

заявляемая агентом i заявка на ресурс xi = si не зависит от 

заявляемого значения yi
*
. 

Вариант 2.  xi = min(si; φμi(si)). 

Данный вариант состоит из двух случаев. 

Для случая 1 si < φμi(si) получаем xi = si и приходим к 

варианту 1. 

Для случая 2 si  φμi(si) получаем 

2

 ,i
i

i

y
x

s
  

и функция модифицированного ресурса принимает вид  

 
2

,   ,   ,  .i
i i i i i i

i

y
R y y s O K

s
 

   

Определим условия для случая 2, при которых данная функция 

принимает максимум. Сначала докажем 

Свойство 1.  Если выполняются условия 1i

i

R

y
 и γ ≤ α + 2, 

то функция η(Ri, yi, y-i⁰, si) является монотонно возрастающей.  

Доказательство. Пусть 

1 1,   1. i i
i
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O
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
 
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Тогда функция модифицированного ресурса принимает вид  
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Вычислим производную для данной функции 

 

   

 

,   ,   ,

1

   

    .

i i i i

i

i i
i i i i

i i

i i

i
i i i

i

i

R y y s

y

y y
y R y y

y y

s s

y
R y y

y

s

 





  

 







 

 










   
     

     

 
   

 

 

Данная производная обращается в ноль при условии 
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Корнем уравнения  
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Является γ = α + 2.   

Свойство 1 отражает стимулирование агента при 

перевыполнении заявляемого агентом плана yi. 

Теперь докажем   

Свойство 2.  Если выполняются условия 1i

i

R

y
 и β  α + 2, 

то функция η(Ri, yi, y-i⁰, si) является монотонно убывающей. 

Доказательство. Пусть 
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Тогда функция модифицированного ресурса принимает вид 
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Вычислим производную для данной функции. 
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Данная производная обращается в ноль при условии 
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Корнем уравнения 
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является β = α + 2.  

Свойство 2 отражает стимулирование агента при 

недовыполнении заявляемого агентом плана yi. В [13] 

доказывается 

Лемма 2.  Если в игре n лиц yi  [ai, bi], функции выигрыша 

непрерывны по совокупности стратегий для каждого игрока, 

частная производная 
 ,   ,  i i i

i

R y y

y

 




существует и 

знакопостоянна, то существует равновесие в доминантных 
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стратегиях (РДС). При этом доминантной стратегией yi
*
 игрока i 

будет стратегия 
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Сформулируем основное утверждение данного раздела. 

Теорема.  Пусть для одноуровневой ОС с n агентами 

заданы параметры γ > 0; β  α + 2; α > γ; α  1, у центра имеется 

некоторый ограниченный объем ресурса S. Обозначим вектор 

значений реальных прогнозов агентов (R1, R2, …, Rn)  и вектор 

заявок агентов на ресурс (s1, s2, …, sn). 

Тогда для целевой функции модифицированного ресурса 

агента 1  i  n, η(Ri, yi, y-i⁰, si) = OiKi xi  где 
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где y-i
min

 –некоторое минимальное значение KPI, устанавли-

ваемое центром для агента 1  i  n, и 
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существует равновесие в доминантных стратегиях (РДС), равное 
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. 

Доказательство. С учетом леммы 1, леммы 2 и доказанных 

свойства 1 и свойства 2, при которых функция η(Ri, yi, y-i⁰, si) по 

переменной yi является монотонно убывающей на интервале 

[Ri; +∞[ и монотонно возрастающей на интервале ]0; Ri], 

получаем утверждение теоремы.  

Отметим, что сумма  

 
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,   ,   ,
n

i i i i

i

R y y s P 




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может быть в общем случае как больше, так и меньше 

распределяемого ресурса S. Будем обозначать нормированным 

модифицированным ресурсом величину, рассчитываемую по 

формуле 

 * ,   ,   , .i i i
i i i i

O K x
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Из определения нормированного модифицированного ресурса 

следует, что 
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а также что РДС для η*(Ri,yi,y⁰-i,si)  совпадает с РДС для 

η(Ri, yi, y-i⁰, si) . 
Опишем процедуру использования функции 

нормированного модифицированного ресурса для процедуры 

планирования и распределения ресурса. 

1. До начала процедуры планирования результата по 

каждому из KPI Центр устанавливает значения базовых 

параметров γ > 0; β  α + 2; α > γ; α  1 для данного KPI, а также 

объем ресурса S, который будет являться премией участников за 

достижение результатов данного KPI, и сообщает их агентам. 

2. При планировании результата по KPI (в начале отчетного 

периода) каждый из агентов с номером 1  i  n сообщает 

Центру свой план yi, а также размер вознаграждения si, который 
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планирует получить в случае достижения запланированного 

результата. 

3. Получив данные от агентов, Центр вычисляет 

коэффициенты напряженности Ki и значения распределения 

ресурса xi для каждого агента и сообщает их агентам.   

4. В конце отчетного периода каждый агент получает 

фактическое значение KPI Ri, которое сравнивается Центом с 

заявленным агентом планом yi. В результате Центром 

вычисляется значение η
*
(Ri, yi, y-i⁰, si), которое выплачивается 

агенту. 

В случае, когда все агенты заявили одинаково напряженные 

планы и выполнили их на 100% получаем, что Ki = Oi = 1 и 

распределение ресурса совпадает с распределением методом 

обратных приоритетов. Если агенты заявляют планы разной 

напряженности и выполняют их по-разному, то это вносит 

соответствующие корректировки в распределение ресурса S 

между агентами. 

6. Пример распределения фонда мотивации между 
научными лабораториями 

При подведении на Совете итогов работы научных 

лабораторий, как правило, в качестве основных показателей 

работы обсуждаются публикационная активность, число защит, 

а также число обучаемых студентов. Со стороны руководителей 

лабораторий приводятся аргументы, что заявляемые ими 

планируемые значения – это «нижняя оценка», что «невозможно 

планировать научную деятельность», а также ссылки на 

сокращаемый по сравнению с предыдущим периодом бюджет 

лаборатории. Со стороны членов Совета высказываются 

предложения о взятии лабораторией обязательств по 

увеличению данных показателей хотя бы до уровня, 

достигнутого в отчетном периоде в обмен на увеличение 

финансирования. 

Таким образом, имеет место задача теории активных систем 

по мотивации агентов (научных лабораторий) центром (Советом) 

на достижение максимально возможных для каждого агента 

результатов по трем показателям (публикации, защита 
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аспирантов, работа со студентами), а также задача 

распределения центром ограниченного ресурса (бюджета). 

Решение данной задачи может быть осуществлено методом, 

описанным в разделе 5 настоящей статьи 

Для решения данной задачи вначале необходимо 

установить показатели KPI для научных лабораторий, а также 

разделить общий бюджет центра на бюджеты по каждому KPI. 

Все показатели для лаборатории рассчитываются за один год. 

Такими KPI могут быть: 

1) суммарный индекс публикаций сотрудников лаборатории; 

2) число защитившихся аспирантов у руководителей – 

сотрудников лаборатории; 

3) число студентов, работающих в лаборатории. 

Нормативы по числу защитившихся аспирантов и числу 

работающих студентов на одного научного работника 

лаборатории должны зависеть от: 

– ученой степени (кандидат, доктор) 

– ученого звания (доцент, профессор, академик) 

Норматив по публикационный активности на одного 

научного сотрудника лаборатории дополнительно должен 

зависеть от предметной области, в которой работает сотрудник 

(экономика, математика, физика, техника и пр.). 

Итоговое нормативное значение KPI Лаборатории для 

каждого из трех показателей зависит от числа и состава 

сотрудников лаборатории и определяется как сумма 

нормативных значений для всех участников лаборатории. 

Нормативные значения на одного научного сотрудника по всем 

трем KPI устанавливаются центром и доводятся до всех 

лабораторий перед формированием планов лабораторий на 

следующий отчетный период.  

Для определения нормативного значения по 

публикационной активности на одного научного сотрудника 

центр анализирует статистику всех публикаций отечественных 

авторов в разрезе предметных областей, а также ученой степени 

и звания автора публикации. Выборка определяется по 

публикациям в журналах Q1, Q2, Q3, Q4 за последние несколько 

лет. В качестве итогового нормативного значения центр может 

устанавливать, как полученное среднее значение, так и 
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полученное значение, умноженное на поправочный 

коэффициент.  

Для определения нормативного значения по числу 

защитившихся аспирантов на одного научного сотрудника 

центр анализирует статистику защит за последние несколько лет 

в разрезе ученой степени и ученого звания руководителя 

защитившегося аспиранта. Нормативное значение 

устанавливается центром как полученное среднее, умноженное 

на поправочный коэффициент.  

Для определения нормативного значения по числу 

работающих студентов центр анализирует статистику 

лабораторий по данному показателю за последние несколько лет. 

Анализ определяет значение коэффициентов участия в 

привлечении работающих студентов для разных категорий 

научных сотрудников в линейном уравнении, показывающее 

влияние числа сотрудников каждой категории на число 

студентов, работающих в лаборатории. Значения 

коэффициентов выбираются путем нахождения решения задачи 

оптимизации, которое минимизирует среднеквадратичное 

отклонение числа работающих студентов, полученных по 

уравнению для каждой лаборатории, от фактических значений 

числа работающих студентов в этой лаборатории. Нормативное 

значение коэффициента участия для каждой категории научных 

сотрудников устанавливается центром как полученный в 

результате оптимизации результат, умноженный на 

поправочный коэффициент.  

Дальнейшие действия центра и агентов осуществляются в 

соответствии с алгоритмом, определяемом принципом 

планирования методом встречных планов. Последовательность 

таких действий состоит из следующих четырех этапов. 

Этап 1.  Перед началом нового отчетного периода, определив 

нормативные значения величин по нормативному значению KPI 

для каждой лаборатории (исходя из численности, контингента 

научных сотрудников и тематики лаборатории), центр (Совет) 

доводит информацию о нормативных значениях до всех агентов 

(лабораторий). Также центр доводит до лабораторий размеры 

бюджета, выделяемые центром на каждое из трех направлений 

(публикации, аспирантов, студентов). Кроме этого центр 
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сообщает лабораториям общие для всех лабораторий параметры 

функций мотивации γ > 0; β  α + 2; α > γ; α  1 по методу 

встречных планов. 

Этап 2.  Лаборатории, получив информацию от Совета, 

сообщают свои плановые цифры yi по каждому их трех KPI, а 

также размер финансирования от центра по каждому из трех 

направлений si, который лаборатория хотела бы получить, если 

заявленные значения KPI будут достигнуты. 

Этап 3.  Совет обрабатывает полученные от лабораторий 

данные, производит расчет параметров коэффициента 

напряженности планов Ki и значения распределения ресурса xi 

для каждого KPI каждого агента (лаборатории) и сообщает их 

агентам. 

Этап 4.  В конце отчетного периода Совет подводит итоги 

работы по каждой лаборатории. Минимальное вознаграждение 

(постоянная часть) выплачивается лабораториям ежемесячно в 

течение года. Выплата основной доли вознаграждения 

(переменная часть) лабораториям путем распределения бюджета 

по каждому из направлений за минусом уже выплаченной 

суммы, производится в соответствии с комбинированным 

методом обратных приоритетов и встречных планов. 

Пример распределения ресурса для KPI «Число 

работающих студентов», а также графическое представление 

функций мотивации агентов, для набора из пяти условных 

лабораторий, приведены в Приложении. Содержательная 

постановка примера заключена в задаче распределения 100% 

ресурса между лабораториями, исходя из числа работающих 

студентов в лаборатории и числа сотрудников, имеющих звание 

профессора и доцента. Для решения этой задачи Центр 

устанавливает норматив по числу работающих студентов для 

одного профессора и доцента и доводит его значения до 

лабораторий. 

В рассмотренном примере методом обратных приоритетов 

Лаборатория 1 могла максимально получить 23,77% от общего 

объема ресурса. Пример показывает, как при заявке 

Лаборатории 1 равной 20% от общего объема ресурса 

фактический объем получаемого Лабораторией 1 ресурса 

составляет 30,19%, что объясняется более напряженным планом 
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Лаборатории 1 (140% по отношению к нормативу, 

установленному для Лаборатории 1 центром). 

7. Заключение 

Предложенная система работы с KPI и общим ресурсом 

(бюджетом) научных лабораторий позволяет достичь 

следующих результатов: 

1. Мотивирует лаборатории на сообщение в качестве 

плановых значений KPI тех значений, которые реально могут 

быть достигнуты, по мнению самих лабораторий.  

2. Мотивирует лаборатории на достижение и 

перевыполнение заявленных плановых значений KPI. 

3. Дает центру гибкий инструмент распределения 

приоритетов между тремя направлениями работы лабораторий и 

устанавливает индикативы для достижения по каждому 

направлению для каждой лаборатории. 

4. Делает процесс планирования и распределения средств 

бюджета между лабораториями прозрачным, а принципы такого 

распределения -  заранее известными всем участникам. 

При построении системы использовались два 

предположения: 

–  у центра отсутствует собственный (не опосредованный 

лабораториями) результат деятельности; 

–  затраты лабораторий не зависят от того, какой прогноз они 

заявят и какой будет получен фактический результат. 

В основе предложенной системы лежит доказанная автором 

Теорема, задающая ограничения на параметры целевых 

функции агента, позволяющие Центру получить решение, 

являющееся равновесием в доминантной стратегии (РДС). 
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COMBINING THE COUNTER-PLAN METHOD AND THE 

INVERTED PRIORITIES METHOD FOR DISTRIBUTION 

OF THE MOTIVATION FUND FOR SCIENTIFIC 

LABORATORIES 

Viacheslav Davydov, Moscow Institute of Electronics and 

Mathematics HSE, Moscow (v.davydov@hse.ru). 

Abstract: An incentive model for an organizational system (OS) agent is considered, 

using a combination of the method of inverted priorities and a modified counter-

plan method. The resulting model motivates the agent to report the planned KPI 

value, which coincides with the agent's forecast and at the same time stimulates the 

agent to submit an adequate application for the resource. The model allows the OS 

center to allocate a dedicated resource to run each KPI between agents so that in 

addition to reporting adequate plans, agents are committed to their implementation. 

Restrictions are imposed on the model parameters, in which the choice of an agent 

equal to its own forecast is a dominant strategy (DS), provided that the agent 

submits the optimal (according to the method of inverted priorities) requests for the 

resource. It is proved that such a choice for all OS agents is an equilibrium in DS. 

The procedure for determining the planned KPI values for OS agents and resource 

allocation between agents is described. The model parameters determined by the OS 

center, taking into account the imposed restrictions, allow selecting the required 

priorities for agent motivation and distributing a motivational fund in accordance 

with the priorities identified by the center. An example of the application of the 

model for stimulating scientific laboratories for the preparation of students is given. 

Keywords: method of counter plans, method of inverted priorities, incentive, 

KPI. 

УДК 338.984  

ББК 65.291 

Статья представлена к публикации  

членом редакционной коллегии Н.А. Коргиным. 

 

Поступила в редакцию 18.12.2017.  

Опубликована 30.09.2018. 



 
Управление в социально-экономических системах 

125 

Приложение. 

Таблица 1. 

Альфа (степень коэффициента напряженности прогноза плана) 1,00 

Гамма (коэффициент премии за перевыполнение плана) 0,20 

Бета (коэффициент штрафа за недовыполнение плана) 3,00 

Плановое задание центра по числу работающих студентов на 1 профессора 2,00 

Плановое задание центра по числу работающих студентов на 1 доцента 1,00 

  Лаб. 1 Лаб. 2 Лаб. 3 Лаб. 4 Лаб. 5 ИТОГО 

Численность 

профессоров 
2,00 5,00 1,00 10,00 4,00 22,00 

Численность доцентов 11,00 5,00 3,00 20,00 2,00 41,00 

План Центра для 

Лаборатории по числу 

работающих 

студентов 

15,00 15,00 5,00 40,00 10,00 85,00 

Доля вознаграждения, 

заявляемая 

Лабораторией 

20,00% 18,70% 12,71% 28,41% 16,40% 96,23% 

Прогноз 

Лабораторией числа 

работающих 

студентов  

21 13 6 30 10 80 

Плана Лаборатории / 

План Центра 
140% 87% 120% 75% 100% 94% 

Оптимальное 

распределение 100% 

ресурса методом 

обратных 

приоритетов 

23,77% 18,70% 12,71% 28,41% 16,40% 100,00% 

Фактическое 

распределение ресурса 

методом обратных 

приоритетов 

20,00% 18,70% 12,71% 28,41% 16,40% 96,23% 

Распределение 100% 

ресурса с учетом К 

нап. и нормирования 

30,19% 16,07% 16,37% 20,58% 16,78% 100,00% 
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Рис. 1. 
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установленного центром  

Доля ресурса получаемого Лаб. 1 методом 
обратных приоритетов, значения    (К нап. * К 

откл.), а также их произведение с учетом 
нормирования в зависимости от заявляемого 

Лаб. 1 плана 

К нап. * К откл. Ресурс * К нап.*К откл. нормированное Ресурс 
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Рис. 2. 
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НАХОЖДЕНИЕ ИСПАРЕНИЯ КАК РЕШЕНИЕ  

ЗАДАЧИ ОПТИМАЛЬНОГО УПРАВЛЕНИЯ  

Засухин C. B.
 1

 

(Вычислительный центр им. А.А. Дородницына РАН,  

Московский физико-технический институт, Москва) 

Задача нахождения испарения формулируется как задача оптимального 

управления, в которой управляемый процесс вертикального передвижения 

влаги в почве описывается одномерным нелинейным уравнением с частными 

производными второго порядка параболического типа. Управлением является 

суточное испарение, а целевой функционал есть среднеквадратическое от-

клонение вычисленных значений влажности почвы от некоторых предписан-

ных значений. В результате проведения конечно-разностной аппроксимации 

задача редуцируется к задаче нелинейного программирования. Искать реше-

ние полученной задачи предлагается с помощью метода наискорейшего спус-

ка. При этом градиент целевой функции вычисляется с применением точных 

формул быстрого автоматического дифференцирования. Предполагается, 

что предписанные значения совпадают с некоторым решением прямой зада-

чи в области сравнения вычисленных значений влажности с предписанными 

значениями. Исследовался вопрос о том, как вид этого множества и, значит, 

вид данных, по которым определяется искомое испарение, влияет на точ-

ность получаемого решения и ход оптимизационного процесса. Было рас-

смотрено несколько вариантов такого множества. Каждое множество 

представляло собой совокупность узлов сетки равномерной по времени и по 

пространству, покрывающей всю рассматриваемую область. Анализ резуль-

татов численного решения соответствующих задач позволил из всех рас-

сматриваемых вариантов выбрать наилучший в смысле близости полученно-

го оптимального и истинного управлений и в смысле количества измерений 

влажности почвы, проводимых с целью получения данных для задачи опреде-

ления испарения. 

Ключевые слова: целевая функция, метод наискорейшего спуска, не-

линейное параболическое уравнение, быстрое автоматическое диффе-

ренцирование. 

1. Введение 

Испарение с поверхности почвы входит в состав многих 

гидрологических и метеорологических моделей. Из всех состав-

ляющих гидрологического цикла испарение, пожалуй, является 
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наиболее трудно определяемой вследствие сложного взаимо-

действия между компонентами системы «почва–

растительность–атмосфера». Непосредственное измерение его в 

естественных условиях представляет собой трудную задачу. По-

этому для определения испарения часто прибегают к расчетным 

методам.  

Точных и универсальных методов расчета испарения 

в настоящее время не существует. Обычно удается оценить ис-

парение за большие промежутки времени (недели, месяцы) и на 

больших территориях. Существующие расчетные методы испа-

рения могут быть условно выделены в следующие группы. 

Эмпирические методы используют формулы, получаемые 

на основании связи между измеренным испарением и метеоро-

логическими факторами, которая обычно устанавливается с по-

мощью регрессионного анализа [4, 6]. Эти формулы содержат, 

как правило, небольшое количество входных переменных и 

просты в применении. Недостаток их состоит в том, что они 

применимы лишь в условиях, близких к тем, в которых они бы-

ли получены. 

Методы водного баланса основаны на водобалансовых 

соотношениях поверхности земли с учетом характеристик водо-

обмена между почвой и растительностью. С помощью этих ме-

тодов вычисляется осредненная величина суммарного испаре-

ния. Среди работ, посвященных методам водного баланса, сле-

дует указать на [2, 5, 7, 15]. К недостаткам этих методов отно-

сятся их трудоемкость и невозможность определения суммарно-

го испарения за краткосрочный период времени. 

Методы теплового баланса используют уравнения тепло-

вого баланса поверхности земли с учетом тепло- и водообмена в 

приземном слое воздуха [5, 8, 12, 13, 14]. За рубежом широко 

распространен метод Пенмана–Монтейта [12, 13], в котором 

используются уравнения энергетического баланса на поверхно-

сти суши и уравнения переноса водяного пара и тепла между 

поверхностью суши и атмосферой. Модифицированная модель 

Пенмана–Монтейта по результатам полевой проверки в США 

оказалась лучшей по сравнению с 20 другими методами, осно-

ванными на регрессионном анализе. 
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С развитием методов и систем дистанционного зондирова-

ния Земли получают распространение методы расчета испаре-

ния, учитывающие спутниковую информацию. Вопросам 

разработки таких методов и соответствующей обработки спут-

никовых данных посвящены, например, работы [10, 11]. 

В представляемой работе продолжено исследование вопро-

са о нахождении испарения с поверхности почвы с применени-

ем модели вертикального переноса влаги в почве, начатое в [3]. 

Задача определения испарения формулируется как задача опти-

мального управления, в которой управляемым процессом явля-

ются моделируемые значения влажности почвы. В отличие от 

работы [3], где в качестве управления выступает интенсивность 

испарения, здесь управлением является суммарное суточное ис-

парение. Это изменение вызвано тем, что в практической жизни 

гидрологи имеют дело с суточными испарением и осадками, 

т.е., как правило, они наблюдают и оперируют суммарными су-

точными значениями испарения и осадков. Целевая функция 

есть среднеквадратическое отклонение моделируемых значений 

влажности почвы от некоторых предписанных значений. Срав-

нение моделируемых и предписанных значений влажности про-

исходит в некоторой области, выбор которой определяет пове-

дение целевой функции. Ранее в [3] был исследован вопрос о 

том, в каких точках рассматриваемой области влажность почвы 

наиболее чувствительна к изменению испарения. Целью на-

стоящей работы является выяснение вопроса о том, как вид 

множества, на котором происходит сравнение моделируемых и 

предписанных значений влажности, и, значит, вид начальных 

данных о влажности почвы, влияет на точность решения и на 

ход процесса численной оптимизации. Одной из целей такого 

изучения является понимание, какой вариант начальных данных 

обеспечит приемлемую точность решения, и при этом потребует 

сравнительно небольших усилий при проведении измеритель-

ных экспериментов для получения этих начальных данных. 

Причем эти эксперименты соответствовали бы имеющимся тех-

ническим возможностям. В качестве множеств, на которых про-

исходит сравнение моделируемых значений влажности почвы с 

предписанными значениями, рассматривались множества, со-
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стоящие из узлов сетки, покрывающей всю рассматриваемую 

область. Шаги сетки по пространству и по времени менялись от 

одного множества к другому. То есть эти множества представ-

ляли всю рассматриваемую область с разной степенью подроб-

ности. Этот вопрос детально освящается в разделе 5. 

2. Постановка задачи  

Предположим, что почва представляет собой изотермиче-

скую недеформируемую однородную пористую среду. При со-

блюдении этих предположений вертикальное передвижение 

влаги в почве хорошо описывается одномерным нелинейным 

уравнением параболического типа, которое приводится ниже. 

Это уравнение выводится на основе закона Дарси, утверждаю-

щего, что поток влаги через единичную поверхность пропор-

ционален градиенту потенциала всех действующих в почве сил, 

и уравнения неразрывности для несжимаемой жидкости, яв-

ляющегося выражением закона сохранения массы. Коэффици-

ент между величиной потока влаги в ненасыщенной почве и 

градиентом потенциала называется гидравлической проводимо-

стью, а в условиях насыщения почвы влагой – коэффициентом 

фильтрации. Полный потенциал складывается из капиллярно-

сорбционного или влажностного потенциала почвы и гравита-

ционного потенциала. Физический смысл уравнения состоит в 

том, что движение влаги в почве складывается из диффузии 

почвенной влаги и движения под действием гравитационных 

сил.  

Далее нас будет интересовать процесс движения влаги в 

ненасыщенной почве. Рассмотрим следующую начально-

краевую задачу: 
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где z– пространственная переменная, причем ось z направлена 

сверху-вниз; t – время; θ(z, t) – искомая влажность в точке (z, t), 

так называемая «объемная» влажность почвы, выражаемая в 

единицах объема воды в единичном объеме почвы (безразмер-

ная величина); Q = (0, L)  (0, T); φ(z) и ψ(t) – заданные функ-

ции; D(θ) и K(θ) – коэффициент диффузии и гидравлическая 

проводимость – гидрофизические характеристики почвы; 

θmin = θr + ε, θmax = θs − ε, где θr и θs – остаточная влажность и 

влажность насыщения соответственно, зависящие от типа поч-

вы, ε – некоторая постоянная, такая, что 0 < ε ≪ θr; R(t) и E(t) – 

интенсивности осадков и испарения – линейные потоки влаги; 

0 ≤ E(t) ≤ M,  t  (0, T), M – некоторая константа, M > 0. 

Функция φ(z) задает влажность почвы во всех точках рас-

сматриваемого интервала (0, L) в начальный момент времени 

t = 0. Функция ψ(t), t  (0, T), определяет нижнее граничное ус-

ловие и задает значения влажности почвы на глубине z = L. 

Приведенное в (1) верхнее (при z = 0) краевое условие означает, 

что поверхностный сток отсутствует, и поток влаги в почве при 

z = 0 равен суммарному входящему потоку влаги на границе 

атмосфера-почва. 

Коэффициент диффузии и гидравлическая проводимость 

вычисляются по широко применяемым формулам ван Генухте-

на [16]: 
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где S = (θ − θr)(θs − θr); K0, α, m, θr, θs – некоторые параметры.  

Разделим интервал (0, T) на q равных подынтервалов, q > 1, 

с концевыми точками tn, 0 ≤ n ≤ q. Введем множество 

U = u : u  R
q
, 0 ≤ u

n
 ≤ M, n = 1, , q. Каждому u  U поста-

вим в соответствие E(u, t) таким образом, что E(u, t) = u
n
,  

t  (tn–1, tn), n = 1, , q. Будем рассматривать U в качестве мно-

жества допустимых управлений, а под функциями E(t) из (1) 

будем понимать функции E(u, t), u  U.  

Назовем описанную задачу (1)–(2) прямой задачей. 

Зададимся целью найти испарение E(u, t), u  U, из описан-

ного выше класса кусочно-постоянных функций по некоторой 

наблюденной в области Q0  Q функции влажности, назовем ее 

Θ(z, t), найти в том смысле, чтобы решение θ(z, t) прямой задачи 

(1)–(2) при определяемом испарении было бы как можно ближе 

к наблюденной функции влажности Θ(z, t) в области Q0. В каче-

стве оценки такой близости выберем интегральную норму от-

клонения решения θ(z, t) прямой задачи (1)–(2) от наблюденной 

(или предписанной) функции влажности Θ(z, t) в области Q0. 

Сформулируем задачу нахождения испарения E(u, t), u  U, 

как следующую задачу оптимального управления. 

Задача 1.  Пусть на некотором множестве Q0  Q задана 

функция Θ(z, t). Найти управление u
opt

  U, при котором соот-

ветствующее решение θ
opt

(t) прямой задачи (1)–(2) при E(u
opt

, t) 

приводит к минимуму функционала: 

  

0

2

2

1

Q

dzdtJ  . 

3. Дискретный аналог задачи оптимального 

управления 

Разобьем интервалы (0, T) и (0, L) на N и I равных подын-

тервалов с концевыми точками t
n
 = τn, 0 ≤ n ≤ N и zi = hi, 0 ≤ i ≤ I 

соответственно, где τ = T N и h = LI. Пусть Nq = γ – целое чис-

ло. Аппроксимируем прямую задачу (1)–(2) с помощью сле-

дующей конечно-разностной схемы: 
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а φi и ψ
n
 – значения функций φ(z) и ψ(t) в точках zi и t

n
 соответ-

ственно. Конечно-разностная аппроксимация левого краевого 

условия выглядит следующим образом: 
1 1 1

1 1 1 10 0 1 0
1 2 1 2

2
, 0 ,

n n n n
n n n nD K R E n N

h h

   



  
   

  
       

 

 

где R
n+1

, E
n+1

 – значения функций R(t) и E(u, t) в точке 

t
n+1

 = τ(n + 1). В результате приходим к следующему конечно-

разностному аналогу прямой задачи (1)–(2): 
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где E = E(u) = [E
1
, , E

N
], E

n
 = E(u, t

n
), n = 1, , N, u  U. При 

этом коэффициент диффузии D и гидравлическую проводи-

мость K в промежуточных точках будем вычислять по следую-

щим формулам: 

(4) 1 1
1 2 1 2

1 1

2 , 2 ,1 , 0 .
n n n n

n ni i i i
i in n n n

i i i i

D D K K
D K n N i I

D D K K

 
 

 

     
 

 

Введем в рассмотрение множества A0 = 0, 1, , I и 

B0 = 1, , N. Пусть Q0 = (z, t) : z = ih, t = lτ, i, l  C, где C – 
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некоторое множество, такое что C  A0B0. Определим целевую 

функцию в виде: 

(5)     
 

 huuW
Cnj

n
j

n
j




,

2

2

1
, , 

где θu – решение системы (3)–(4) при E(u), u  U, Θ
n

j – значе-

ние функции Θ(z, t) в точке zj, t
n
. 

Сформулируем дискретную задачу оптимального управле-

ния. 

Задача 2.  Найти оптимальное управление u
opt

  U и соот-

ветствующее этому управлению решение θ
opt

 системы (3)–(4), 

при которых функционал W(θu, u) достигал бы минимального 

значения. 

4. Решение дискретной задачи оптимального 

управления 

В результате дискретизации задача оптимального управле-

ния, как видим, сводится к задаче нелинейного программирова-

ния. Решать численно эту конечномерную задачу оптимизации 

предлагается методом наискорейшего спуска. Градиент целевой 

функции (5) при этом вычисляется с применением метода быст-

рого автоматического дифференцирования (БАД) [1, 9]. Соглас-

но БАД, градиент функции Wθu,u (5) вычисляется по форму-

ле 

(6)         puuuuWduuudW uu ,,, T   . 

Входящий в эту формулу вектор p  R
n
 — множитель Лагранжа, 

который определяется в результате решения следующей линей-

ной относительно p системы уравнений: 

(7)        qpuuuuW 0,, T    ,  

где 

 T 1 1 1

0 1 0 1

T 1 1 1

0 1 0 1

, , , , , , , , , 1 ,

, , , , , , , , , .

N N N

I I

N N N

I I

q I N

u U     
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Система уравнений (7) является сопряженной к системе (3). 

В [3] было показано, что процедура вычисления градиента по 

формулам (6)–(7) является устойчивой. 

5. Численные результаты 

Описанная конечномерная задача решалась при следующих 

значениях входных параметров: 

   

.сут2,смсм 0.51, смсм0.065

0.471,,см0.075,сут68.103

,,0,3.0,101,сут61,см90

3333

1-
0

10

см

см





 

M

mK

LzzTL

sr 





 

Так как на практике наблюдаются, как правило, суммарные 

за сутки значения осадков и испарения, было принято допуще-

ние о том, что интенсивности испарения и осадков в течение 

суток сохраняют постоянные значения. Управление представля-

ет собой вектор из 61 компоненты, каждая из которых есть су-

точный слой испарения, и численно равна интенсивности испа-

рения в течение соответствующих суток. Шаг по времени соста-

вил 1/100 сут, а шаг по пространству – 1 см. Таким образом, 

N = 6100, q = 61 и I = 90 в нашем случае.  

График зависимости влажности почвы при z = 90 от време-

ни (функции ψt) представлен на рис. 1.  
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Рис. 1. Зависимость влажности почвы при z = 90 от времени  
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График зависимости слоя выпавших за сутки осадков от 

времени показан на рис. 2. 
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Рис. 2. Зависимость суточного слоя выпавших осадков  

в сантиметрах от времени  

Численные расчеты проводились в несколько этапов. 

 

5.1. ПЕРВЫЙ ЭТАП 

На этом этапе было выбрано некое управление, назовем его 

u
true

 = [u1
true

, , u61
true

]
T
, u

true
  U .Далее решалась прямая конеч-

но-разностная задача (3) с выбранным E(u
true

). Понятно, что сис-

тема (3) допускает расщепление на N подсистем, каждая из ко-

торых относится к n-му, n = 1, , N, временному слою и содер-

жит в качестве неизвестных значения влажности только на этом 

временном слое. Двигаясь в направлении от первого временного 

слоя к N-му временному слою, мы последовательно для каждого 

временного слоя решаем соответствующую систему уравнений 

отдельно от других. Решение каждой такой системы находится 

в результате выполнения следующего итерационного процесса. 

На каждой итерации решается соответствующая система, в ко-

торой значения коэффициента диффузии и гидравлической про-

водимости вычисляются по формулам (2), (4) с использованием 

значений влажности, полученных на предыдущей итерации. 

При известных коэффициентах система является линейной, при 

этом основная матрица системы – трехдиагональная. Система 
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решается методом прогонки. На первой итерации значения ко-

эффициента диффузии и гидравлической проводимости вычис-

ляются с применением значений влажности на предыдущем 

временном слое. Этот итерационный процесс продолжался до 

тех пор, пока евклидово расстояние между решениями, полу-

ченным на соседних итерациях, не станет менее 10
4

. При вы-

бранных параметрах задачи для нахождения решения требова-

лось, как правило, не более пяти итераций. Полученное решение 
задачи (3) было названо «экспериментальными данными» и обо-

значено Θz, t, z, t  Q. 

 

5.2. ВТОРОЙ ЭТАП 

На втором этапе решалась задача 2 с различными целевыми 

функциями. Целевые функции вычислялись по формуле (5), в 

которой множество C имело вид: 

(8) 
  

  .,,1,:

,,,1,0,:,

00

00

nNllnnnB

iIkkiiiABAC








 

Рассматривались все сочетания n0 и i0, когда i0 = 1, 5, 10, 

n0 = 1, 5, 10, 20, 50, 100. Численная оптимизация проводилась 

методом наискорейшего спуска, градиент целевой функции вы-

числялся по формулам БАД (6)–(7). Величина шага вдоль вы-

бранного направления определялась в результате проведения 

одномерной оптимизации функции, интерполирующей целевую 

функцию вдоль указанного направления с помощью сплайнов, 

построенных по 40 точкам. Итерационный процесс продолжал-

ся до тех пор, пока чебышевская норма градиента целевой 

функции не становилась меньше 10
14

. В качестве начального 

управления было выбрано u
init

, un
init

 = 0,3, n = 1, , 61. Задача 

численной оптимизации на всем промежутке времени допускает 

декомпозицию на совокупность отдельных задач оптимизации в 

соответствии с выбранным разбиением всего временного про-

межутка. С учетом вида управления рассматривалось множест-

во из 61 задачи, каждая из которых соответствует временному 

интервалу в одни сутки. 

Результаты численных расчетов приведены в таблице 1. 
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Как показали численные расчеты, для каждой задачи тре-

бовалось приблизительно от 250 до 330 итераций для нахожде-

ния решения. Как правило, это число было равно 300 или очень 

незначительно отличалось от 300. В задаче, соответствующей 

13-м суткам, количество итераций, приводящих к решению, бы-

ло равно 23-26. Это объясняется тем, что начальное приближе-

ние u13
init

 = 0,3 и истинное управление u13
true

 = 0,2777 оказались 

близки друг другу. В некоторых задачах итерационный процесс 

не приводил к решению и за 500 итераций. Эта ситуация возни-

кала при n0 = 50, 100. Тогда приходилось искать приемлемое 

начальное приближение. Количество таких осложненных дней 

(в случае их возникновения) изменялось от 2 до 15. В частности, 

таких дней оказалось 15 в случае n0 = 50, i0 = 1, а именно: это 

были сутки с порядковыми номерами 11, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 

25, 37, 38, 40, 49, 50, 52 и  61, и 2 дня в случае n0 = 50, i0 = 10 

(сутки с порядковыми номерами 18, 19).  

Таблица 1. Результаты второго этапа 

n0 i0 Отклонение Итерации Осложненные дни 

1 

1 0 290-300 0 

5 1,00∙1012 290-300 0 

10 1,00∙1012 290-300 0 

5 

1 1,00∙1012 290-300 0 

5 2,00∙1012 290-301 0 

10 2,00∙1012 290-302 0 

10 

1 1,00∙1012 290-300 0 

5 1,30∙1011 290-302 0 

10 1,00∙1012 290-304 0 

20 

1 3,00∙1012 290-303 0 

5 1,81∙1011 300-306 0 

10 2,23∙1011 300-309 0 

50 

1 1,84∙1011 290-307 15 

5 3,10∙1011 300-309 2 

10 7,00∙1012 300-319 2 

100 

1 4,00∙1012 290-302 15 

5 6,90∙1011 300-314 14 

10 1,80∙1011 300-328 8 
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Проведенные расчеты показали, что во всех рассматривае-

мых случаях максимальное отклонение найденного оптималь-

ного управления от истинного управления, как правило, возрас-

тало с увеличением n0. При этом во всех случаях оно оказалось 

незначительным, а именно: 

.61,,1,1009,6 11   nuu opt
n

true
n

,. 

Графики начального, истинного и найденного в результате 

численных расчетов оптимального управлений для случаев 

n0 = 100, i0 = 1 и n0 = 10, i0 = 10 представлены на рис. 3 и рис. 4 

соответственно. На этих рисунках начальное управление обо-

значено толстой сплошной линией, истинное управление — 

сплошной линией, а оптимальное управление отмечено окруж-

ностями. Видно, что графики истинного и оптимального управ-

лений в обоих случаях практически совпадают. 
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Рис. 3. Графики истинного, начального и оптимального управ-

лений в случае n0 = 100, i0 = 1 

Описанная схема проведения численных расчетов может 

применяться для оценивания того, как использование того или 

иного набора начальных данных, определяющего множество Q0, 
повлияет на близость получаемого оптимального управления к 

его истинному значению и на процесс численной оптимизации. 

И, значит, еще на стадии планирования экспериментов по изме-
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рению влажности почвы эти численные результаты могут быть 

использованы для выбора оптимального плана экспериментов 

по измерению влажности почвы. 
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Рис. 4. Графики истинного, начального и оптимального управ-

лений в случае n0 = 10, i0 = 10 

Поясним сказанное на следующем примере. Предположим, 

нам известно, что искомое испарение близко к рассмотренному 

ранее испарению E
true
t. Рассмотрим несколько вариантов про-

ведения измерительных экспериментов, когда измерения влаж-

ности почвы производятся 100, 20, 10, 5, 2 и 1 раз в сутки через 

равные промежутки времени и с шагом по глубине в 1, 5 

и 10 см. Полученные при проведении таких экспериментов дан-

ные могут быть использованы при решении задачи оптимально-

го управления с целевой функцией, вычисляемой по формулам 

(5), (8), где n0 = 1, 5, 10, 20, 50, 100 и i0 = 1, 5, 10. Зададимся во-

просом, какой вариант следует выбрать, руководствуясь естест-

венным стремлением минимизировать затраты на проведение 

такого эксперимента, но при этом обеспечить достаточную бли-

зость к искомому испарению численного решения соответст-

вующей дискретной задачи оптимального управления. Кроме 

того, желательно было бы также понять, будет ли процесс оп-

тимизации при поиске численного решения задачи оптимально-

го управления проходить без осложнений. Проведя численные 

расчеты по описанной выше схеме и проанализировав их ре-
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зультаты, мы можем выбрать подходящий вариант проведения 

измерений. 

Так, анализ полученных выше численных результатов по-

зволяет сказать, что таким вариантом является измерение влаж-

ности почвы через равные интервалы времени 5 раз в сутки с 

шагом по глубине в 10 см, так как численное решение будет 

очень незначительно отличаться от истинного испарения, опти-

мизация будет проходить без осложнений и, кроме того, при 

этом количество измерений будет минимальным. 

6. Заключение 

Анализ полученных результатов показывает, что в случае, 

когда начальные данные совпадают с решением задачи (3)–(4) в 

соответствующих точках, можно сделать следующие выводы. 

 Применение предлагаемого подхода позволяет восста-

навливать испарение с поверхности почвы с хорошей точно-

стью. 

 Результаты численных экспериментов, проведенных по 

подобному описанному выше сценарию, позволяют оценить, 

как вид множества, в котором сравниваются моделируемые и 

предписанные значения влажности (а значит, и вид используе-

мых в задаче экспериментальных данных), повлияет на близость 

соответствующего численного решения к истинному значению 

испарения, а также понять, насколько неосложненным окажется 

процесс численной оптимизации. 
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ОПТИМАЛЬНОЕ УПРАВЛЕНИЕ
ЭНЕРГОПОТРЕБЛЕНИЕМ И МИКРОКЛИМАТОМ

БОЛЬШИХ МНОГОЗОННЫХ ЗДАНИЙ

Колодкина А. С.1

(Ярославский промышленно-экономический колледж, Ярославль)
Марьясин О. Ю. 2 , Огарков А. А.3

(Ярославский государственный технический университет,
Ярославль)

Рассмотрена задача энергоэффективного управления микроклиматом больших
многозонных зданий. Для решения указанной задачи предлагается использовать
метод иерархического распределенного прогнозирующего оптимального управ-
ления (MPC-подход). Данный метод позволяет достичь минимума глобального
критерия качества и выполнение ограничений для всей системы с учетом вза-
имосвязей между подсистемами. При реализации иерархического распределен-
ного MPC-алгоритма возникает проблема скоординированного решения задач
математического программирования для каждой из подсистем. Для решения
глобальной задачи математического программирования авторы предлагают
метод, основанный на методе декомпозиции путем разделения ресурсов. Ав-
торами доказано, что если локальные задачи оптимизации имеют решение
при определенных допущениях на множества допустимых решений локальных
задач, то и задача координации будет иметь допустимое оптимальное реше-
ние. Результаты численных экспериментов показали преимущества использо-
вания предложенного авторами подхода для управления микроклиматом боль-
ших многозонных зданий. Сравнение различных вариантов реализации MPC-
алгоритма показало, что иерархический распределенный MPC-алгоритм обес-
печивает требуемое качество поддержания микроклимата с учетом выпол-
нения глобальных ограничений при наименьшем энергопотреблении. Наличие
различных видов энергоресурсов позволяет, например, при резком увеличении
потребления тепловой энергии в часы пик, связанное с ее расходом на быто-
вые нужды, увеличить, для поддержания требуемого микроклимата, расход
электроэнергии.

Ключевые слова: микроклимат, энергоресурсоэффективность, Model
Predictive Control, иерархическое оптимальное управление, MATLAB.

1 Анна Сергеевна Колодкина, преподаватель (anuta_25@mail.ru).
2 Олег Юрьевич Марьясин, к.т.н., доцент (maryasin2003@yandex.ru).
3 Андрей Алексеевич Огарков, аспирант (drivemox@mail.ru).

146



Управление техническими системами и технологическими процессами

Введение

В области жилищно-коммунального хозяйства (ЖКХ) по-
стоянно происходят большие энергетические потери. Только на
энергоснабжение жилых, промышленных и общественных зда-
ний расходуется около 35% потребляемых в России энергетиче-
ских ресурсов. При этом потенциал энергосбережения в области
ЖКХ составляет более 30%, из которых около 30% приходится на
коммунальные инженерные системы и до 70% – на здания и со-
оружения [2]. От эффективного использования энергоресурсов в
ЖКХ зависит не только сохранение окружающей природной сре-
ды, но и уменьшение стоимости предоставляемых потребителям
жилищно-коммунальных услуг.

Одной из основных причин больших энергетических потерь
в области ЖКХ является низкая автоматизация существующих
систем тепло- и энергоснабжения зданий, не позволяющая про-
изводить погодозависимое, оптимальное управление энергопо-
треблением и микроклиматом с учетом индивидуальных харак-
теристик зданий. Особенно это касается больших многоэтажных,
многосекционных зданий, зданий, соединенных между собой си-
стемой переходов, больших спортивных, культурных и торгово-
развлекательных центров.

В настоящее время, с одной стороны, наблюдаются тенден-
ции снижения стоимости потребительской электроники и микро-
процессорной техники, увеличения уровня автоматизации и ин-
теллектуализации инженерных систем зданий, широкое распро-
странение распределенных систем управления, систем типа «Ин-
теллектуальное здание», «Зеленое здание» и «Умный дом». С
другой, происходит переход от централизованных систем энер-
гообеспечения к децентрализованным системам, в том числе с
использованием нетрадиционных источников энергии. Все это
приводит к тому, что практически в каждом помещении здания
может работать своя локальная система управления микроклима-
том.

Новые тенденции дают возможность совершенствования си-
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стем управления инженерным оборудованием зданий и сниже-
ния больших энергетических потерь в области ЖКХ. В частно-
сти, вместо традиционных двухпозиционных/трехпозиционных
или ПИД-регуляторов для управления микроклиматом помеще-
ний могут использоваться более сложные алгоритмы автоматиче-
ского и оптимального управления.

В зарубежных публикациях широко представлены работы,
в которых для управления микроклиматом зданий предлагают-
ся системы адаптивного и оптимального регулирования, систе-
мы на базе нечеткой логики и с использованием нейросетевых и
генетических алгоритмов. Обзор таких работ можно найти, на-
пример, в [9]. В настоящее время в зарубежной научной прессе
наиболее активно обсуждается подход, использующий прогнози-
рующие модели для управления энергопотреблением и микро-
климатом зданий. Этот подход получил название Model Predictive
Control (MPC) [8] и уже давно хорошо зарекомендовал себя при
применении в других областях, например в нефтехимии [12]. К
достоинствам MPC-подхода можно отнести то, что оптимальный
регулятор, синтезированный в соответствии с данным подходом,
обеспечивает соблюдение ограничений на управляющие и выход-
ные переменные и позволяет достичь компромисс между робаст-
ностью и качеством регулирования. Однако, как и большинство
оптимальных систем, он требует знания модели объекта управ-
ления. И здесь достоинством MPC-подхода является то, что по-
скольку он реализует закон управления с обратной связью по со-
стоянию и управление рассматривается и реализуется на очень
коротком промежутке времени, то для синтеза управления до-
статочно использовать лишь приближенные, линейные модели.
Кроме того, прогнозирующие свойства MPC-регулятора позволя-
ют эффективно подавлять контролируемые возмущения, учиты-
ваемые в модели.
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1. Математическая модель микроклимата
многозонного здания

Рассмотрим задачу управления микроклиматом здания, со-
стоящего из множества зон (секций, помещений). Условием вы-
деления зоны будем считать наличие у зоны собственной систе-
мы управления микроклиматом. Это может быть свой индивиду-
альный тепловой пункт (ИТП), электрический обогреватель или
конвектор, газовый обогреватель, это может быть любая смешан-
ная система отопления, вентиляции и кондиционирования (ОВК
или HVAC, как их называют на западе). Предполагается, что ИТП
или другое климатическое оборудование имеет средства автома-
тического управления по заданной программе.

Так как зоны здания имеют общие ограждающие конструк-
ции, то на микроклимат в каждой зоне оказывает влияние микро-
климат в соседней зоне. Это влияние тем сильнее, чем выше раз-
ность параметров микроклимата в соседних зонах, больше пло-
щадь общих ограждающих конструкций и выше их коэффициен-
ты тепло и массопередачи.

Составим математическую модель микроклимата многозон-
ного здания. Для простоты будем полагать, что зоны имеют оди-
наковый материал внешних стен и перекрытий между зонами. В
основу математической модели положены уравнения теплового и
материального баланса здания [3].

Динамика микроклимата здания без учета термической мас-
сы ограждающих конструкций (стен, окон, пола, потолка), ин-
фильтрации тепла, влаги и газов через ограждающие конструк-
ции, солнечной радиации и бытовых тепло-, влаго- и газовыде-
лений может быть описана системой дифференциальных уравне-
ний
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(1)

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑐𝜌𝑉𝑖
𝑑𝑇𝑖(𝑡)
𝑑𝑡 =

∑︀𝑆𝑖
𝑠=1,𝑠 ̸=𝑖 𝑘𝑖𝑛𝐹

𝑖𝑛
𝑠 (𝑇𝑠(𝑡)− 𝑇𝑖(𝑡))+

+
∑︀𝑅𝑖

𝑟=1 𝑘𝑒𝐹
𝑒𝑥𝑡
𝑟 (𝑇𝐸(𝑡)− 𝑇𝑖(𝑡)) + 𝑐𝐺𝑛𝑖(𝑇𝑛𝑖(𝑡)− 𝑇𝑖(𝑡))+

+𝑞𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑁,

𝜌𝑉𝑖
𝑑𝑊𝑖(𝑡)

𝑑𝑡 = 𝐺𝑛𝑖(𝑊𝑛𝑖(𝑡)−𝑊𝑖(𝑡)), 𝑖 = 1, . . . , 𝑁,

𝜌𝑉𝑖
𝐶𝑖(𝑡)
𝑑𝑡 = 𝐺𝑛𝑖(𝐶𝑛𝑖(𝑡)− 𝐶𝑖(𝑡)), 𝑖 = 1, . . . , 𝑁,

где с – теплоемкость воздуха; 𝜌 – плотность воздуха; 𝑉𝑖 – объем
𝑖-й зоны, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑁 ; 𝑇𝑖 – температура 𝑖-й зоны, ∘C; 𝑡 – время;
𝑆𝑖 – число внутренних ограждающих конструкций 𝑖-й зоны;
𝑘𝑖𝑛 – коэффициент теплопередачи ограждающих конструкций
между зонами; 𝐹 𝑖𝑛

𝑠 – площадь ограждающих конструкций меж-
ду зонами, 𝑠 = 1, 2, . . . , 𝑆𝑖; 𝑅𝑖 – число внешних ограждающих
конструкций 𝑖-й зоны; 𝑘𝑒 – коэффициент теплопередачи внешних
ограждающих конструкций 𝑖-й зоны; 𝐹 𝑒𝑥𝑡

𝑟 – площадь внешних
ограждающих конструкций 𝑖-й зоны, 𝑟 = 1, 2, . . . , 𝑅𝑖; 𝑇𝐸 – тем-
пература наружной среды; 𝐺𝑛𝑖 – расход приточного воздуха 𝑖-й
зоны; 𝑇𝑛𝑖 – температура приточного воздуха 𝑖-й зоны; 𝑞𝑖 – тепло,
полученное от системы теплоснабжения 𝑖-й зоны; 𝑊𝑖 – влаж-
ность воздуха 𝑖-й, г; 𝑊𝑛𝑖 – влажность приточного воздуха 𝑖-й
зоны; 𝐶𝑖 – концентрация CO2 в воздухе 𝑖-й зоны, ppm; 𝐶𝑛𝑖 – кон-
центрация CO2 в приточном воздухе 𝑖-й зоны. Параметры 𝑇𝑛𝑖,
𝑊𝑛𝑖, 𝐶𝑛𝑖 зависят от температуры 𝑇𝐸 , влажности 𝑊𝐸 , концентра-
ции CO2 наружного воздуха 𝐶𝐸 и реализации системы ОВК.

Структура модели микроклимата здания, соответствующая
системе (1), для двухмерного случая описывается схемой, фраг-
мент которой показан на рис. 1. Здесь индекс 𝑖 для удобства вос-
приятия разделен на два индекса: индекс 𝑖 действует по горизон-
тали, 𝑗 – по вертикали. Вектор 𝑋𝑖𝑗 = 𝑇𝑖𝑗 ,𝑊𝑖𝑗 , 𝐶𝑖𝑗 – вектор пара-
метров микроклимата здания. Вектор 𝑋𝐸 = {𝑇𝐸 ,𝑊𝐸 , 𝐶𝐸} – век-
тор параметров наружной среды. Такая структура соответствует,
например, многоэтажному зданию с последовательным располо-
жением зон. В общем случае структура модели будет описывать-
ся трехмерной схемой.

Более точную модель температурного режима здания мож-
но получить, если учесть термическую массу ограждающих кон-
150



Управление техническими системами и технологическими процессами

Рис. 1. Структура модели многозонного здания

струкций (стен, окон, пола, потолка). В этом случае к системе
уравнений (1) добавляются уравнения

(2)

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑐𝑓𝑖𝑗𝜌𝑓𝑖𝑗𝑉𝑓𝑖𝑗

𝑑𝑇𝑓𝑖𝑗(𝑡)
𝑑𝑡 = 𝛼𝑓𝑖𝑗𝐹

𝑖𝑛
𝑖𝑗 (𝑇𝑖(𝑡)− 𝑇𝑓𝑖𝑗(𝑡))−

−𝑘𝑓𝑖𝑗𝐹
𝑖𝑛
𝑖𝑗 (𝑇𝑓𝑖𝑗(𝑡)− 𝑇𝑒𝑖(𝑡)), 𝑖 = 1, . . . , 𝑁,

𝑗 = 1, . . . , 𝑛,

где n – число ограждающих конструкций 𝑖-й зоны; 𝑐𝑓𝑖𝑗 – теплоем-
кость 𝑗-й ограждающей конструкции 𝑖-й зоны; 𝜌𝑓𝑖𝑗 – плотность
𝑗-й ограждающей конструкции 𝑖-й зоны; 𝑉𝑓𝑖𝑗 – объем 𝑗-й ограж-
дающей конструкции 𝑖-й зоны; 𝑇𝑓𝑖𝑗 – температура внутренней
стенки 𝑗-й ограждающей конструкции 𝑖-й зоны, ∘C; 𝛼𝑓𝑖𝑗 – ко-
эффициент теплоотдачи с внутренней поверхности стены 𝑗-й
ограждающей конструкции 𝑖-й зоны; 𝑘𝑓𝑖𝑗 – коэффициент тепло-
передачи 𝑗-й ограждающей конструкции 𝑖-й зоны от внутренней
поверхности ограждающей конструкции к наружному воздуху;
𝑇𝑒𝑖 – температура внешней среды: 𝑇𝑒𝑖 = 𝑇𝐸 , если 𝑗-я ограж-
дающая конструкция является внешней, и 𝑇𝑒𝑖 = 𝑇𝑙, 𝑙 ̸= 𝑖, 𝑙 =
1, 2, . . . , 𝑁 , если 𝑗-я ограждающая конструкция является внут-
ренней. Коэффициенты теплопередачи 𝑘𝑖𝑛 и 𝑘𝑒 в системе уравне-
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ний (1) при этом заменяются на коэффициенты теплоотдачи 𝛼𝑓𝑖𝑗

с внутренней поверхности стены 𝑗-й ограждающей конструкции
𝑖-й зоны. Массопередачей через ограждающие конструкции мы
пренебрегаем в силу ее малости.

Учет термической массы ограждающих конструкций приво-
дит, с одной стороны, к повышению достоверности модели [5], а
с другой – к значительному увеличению размерности модели, и,
следовательно, к увеличению ее сложности.

В уравнениях (1) не учитывается влияние таких факторов,
как инфильтрация, солнечная радиация и бытовые тепловыде-
ления, что естественно приводит к погрешностям определения
параметров микроклимата в помещении 𝑖-й зоны. Оценка таких
факторов осложняется их случайным характером и сложностью
измерения. Поэтому учесть их влияние можно только путем мо-
ниторинга параметров микроклимата в каждой зоне. Это легко
позволяют сделать современные системы типа «Интеллектуаль-
ное здание» или «Умный дом».

2. Оптимальное управление энергопотреблением
и микроклиматом здания

2.1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ
Поставим задачу оптимального управления микроклиматом

здания. В качестве критерия оптимальности будем использовать
критерий типа

(3) 𝐽 =
𝑁∑︁
𝑖=1

𝐽𝑖,

где 𝐽𝑖 = 𝐽𝑖(𝑞𝑖) – критерий оптимальности 𝑖-й зоны, где 𝑞𝑖 =
{𝑞𝑖1, 𝑞𝑖2, . . . , 𝑞𝑖𝑚, . . . , 𝑞𝑖𝑀𝑖} – расход энергоресурсов для 𝑖-й зоны;
𝑞𝑖𝑚 – расход 𝑚-го вида энергоресурсов 𝑖-й зоны; 𝑀𝑖 – число ви-
дов энергоресурсов, потребляемых 𝑖-й зоной. Критерий (3) дол-
жен соответствовать цели, связанной с поддержанием требуемых
значений параметров микроклимата здания и одновременной ми-
нимизацией расхода энергоресурсов с учетом их стоимости.
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Тогда задача оптимального управления энергопотреблением
и микроклиматом здания может быть записана в виде

(4) 𝐽 =
𝑁∑︁
𝑖=1

𝐽𝑖 → min𝑞𝑖 ,

при ограничениях задаваемых уравнениями (1), (2), локальными
ограничениями

(5)

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
𝑇𝑖𝑚𝑖𝑛(𝑡) 6 𝑇𝑖 6 𝑇𝑖𝑚𝑎𝑥(𝑡), 𝑖 = 1, . . . , 𝑁,
𝜙𝑖𝑚𝑖𝑛 6 𝜙𝑖 6 𝜙𝑖𝑚𝑎𝑥, 𝑖 = 1, . . . , 𝑁,
𝐶𝑖 6 𝐶𝑖𝑚𝑎𝑥, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑁, 𝑖 = 1, . . . , 𝑁,
𝑞𝑖𝑚𝑚𝑖𝑛(𝑡) 6 𝑞𝑖𝑚(𝑡) 6 𝑞𝑖𝑚𝑚𝑎𝑥(𝑡), 𝑚 = 1, . . . ,𝑀𝑖,
𝑖 = 1, . . . , 𝑁,

и глобальным ограничением

(6)
𝑁∑︁
𝑖=1

𝑞𝑖𝑚(𝑡) 6 𝑞𝑚𝑚𝑎𝑥(𝑡),𝑚 = 1, . . . ,𝑀,

где 𝑇𝑖𝑚𝑖𝑛, 𝑇𝑖𝑚𝑎𝑥 – минимальное и максимальное значение темпе-
ратур в помещении 𝑖-й зоны; 𝜙𝑖𝑚𝑖𝑛, 𝜙𝑖𝑚𝑎𝑥 – минимальное и мак-
симальное значение относительной влажности в помещении 𝑖-й
зоны; 𝐶𝑖𝑚𝑎𝑥 – максимальное содержание CO2 в воздухе 𝑖-й зоны;
𝑞𝑖𝑚𝑚𝑖𝑛, 𝑞𝑖𝑚𝑚𝑎𝑥 – минимальное и максимальное количество 𝑚-го
вида энергоресурса на энергоснабжение 𝑖-й зоны; 𝑞𝑚𝑚𝑎𝑥 – мак-
симальное количество 𝑚-го вида энергоресурса на энергоснаб-
жение всего здания. Пределы 𝑞𝑖𝑚𝑚𝑎𝑥, 𝑞𝑚𝑚𝑎𝑥 задаются с учетом
ограничений мощности соответствующих инженерных систем и
климатического оборудования.

Если пренебречь несущественными нестационарными эф-
фектами, заключающимися в зависимости коэффициентов моде-
ли (1), (2) от ее параметров, и нелинейностями, то уравнения мо-
дели микроклимата (1), (2) могут быть записаны в виде системы
линейных уравнений состояния

(7)

{︂
𝑥̇𝑖(𝑡) = 𝐴𝑖𝑥𝑖(𝑡) +

∑︀𝐿𝑖
𝑙=1,𝑙 ̸=𝑖𝐴𝑙𝑥𝑙(𝑡) +𝐵𝑖𝑢𝑖(𝑡) +𝐺𝑖𝑤𝑖(𝑡),

𝑦𝑖(𝑡) = 𝐶𝑖𝑥𝑖(𝑡), 𝑖 = 1, . . . , 𝑁,
где 𝑥𝑖 = {𝑇𝑖, 𝑇𝑓𝑖𝑗 , 𝜙𝑖, 𝐶𝑖} – вектор переменных состояния
𝑖-й зоны; 𝑥𝑙 = {𝑇𝑙} – вектор переменных состояния 𝑙-й зоны,
𝑙 ̸= 𝑖, 𝑙 = 1, 2, . . . , 𝐿𝑖; 𝐿𝑖 – число зон, граничащих с 𝑖-й зо-
ной; 𝑢𝑖 = {𝑞𝑖} – вектор управляющих переменных 𝑖-й зоны;
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𝑤𝑖 = {𝑇𝐸 , 𝑇𝑛𝑖, 𝜙𝑛𝑖, 𝐶𝑛𝑖} – вектор внешних контролируемых воз-
мущений для 𝑖-й зоны; 𝑦𝑖 = {𝑇𝑖, 𝜙𝑖, 𝐶𝑖} – вектор выходных изме-
ряемых переменных 𝑖-й зоны; 𝐴𝑖, 𝐴𝑙, 𝐵𝑖, 𝐺𝑖, 𝐶𝑖, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑁, –
соответствующие матрицы уравнений состояния.

Тогда задача оптимального управления энергопотреблением
и микроклиматом здания заключается в минимизации критерия
(3) при локальных ограничениях (7) и

(8)

{︂
𝑦𝑖𝑚𝑖𝑛(𝑡) 6 𝑦𝑖 6 𝑦𝑖𝑚𝑎𝑥(𝑡), 𝑖 = 1, . . . , 𝑁,
𝑢𝑖𝑚𝑖𝑛(𝑡) 6 𝑢𝑖 6 𝑢𝑖𝑚𝑎𝑥(𝑡), 𝑖 = 1, . . . , 𝑁,

и глобальном ограничении

(9)
𝑁∑︁
𝑖=1

𝑢𝑖𝑚(𝑡) 6 𝑈𝑚(𝑡),𝑚 = 1, . . . ,𝑀.

Перейдем от непрерывного описания системы к дискретно-
му с сохранением обозначения соответствующих векторов и мат-
риц. Уравнения (7), (8), (9) в этом случае заменяются на уравне-
ния

(10)

{︂
𝑥𝑖𝑘+1 = 𝐴𝑖𝑥𝑖𝑘 +

∑︀𝐿𝑖
𝑙=1,𝑙 ̸=𝑖𝐴𝑙𝑥𝑙𝑘 +𝐵𝑖𝑢𝑖𝑘 +𝐺𝑖𝑤𝑖𝑘,

𝑦𝑖𝑘 = 𝐶𝑖𝑥𝑖𝑘, 𝑖 = 1, . . . , 𝑁, 𝑘 = 0, . . . , 𝑁𝑝,

(11)

{︂
𝑦𝑖𝑘𝑚𝑖𝑛 6 𝑦𝑘 6 𝑦𝑖𝑘𝑚𝑎𝑥, 𝑖 = 1, . . . , 𝑁, 𝑘 = 0, . . . , 𝑁𝑝,
𝑢𝑖𝑘𝑚𝑖𝑛 6 𝑢𝑘 6 𝑢𝑖𝑘𝑚𝑎𝑥, 𝑖 = 1, . . . , 𝑁, 𝑘 = 0, . . . , 𝑁𝑝 − 1,

(12)
𝑁∑︁
𝑖=1

𝑢𝑖𝑘𝑚 6 𝑈𝑚𝑘,𝑚 = 1, . . . ,𝑀, 𝑘 = 0, . . . , 𝑁𝑝 − 1,

где 𝑁𝑝 – интервал времени на котором осуществляется управле-
ние.

2.2. ВАРИАНТЫ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ ОПТИМАЛЬНОГО
УПРАВЛЕНИЯ
Для решения задачи оптимального управления, описывае-

мой системой (10), (11), (12) и критерием (3), будем использо-
вать MPC-подход. Этот подход может быть реализован в различ-
ной форме: централизованной, децентрализованной и распреде-
ленной [16].

Для централизованного MPC-алгоритма (cMPC) поставлен-
ная задача оптимального управления рассматривается в целом,
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как задача централизованного управления многомерным объек-
том. Однако при большом числе зон из-за высокой размерности
задачи увеличиваются вычислительные затраты на ее решение, а
следовательно, увеличивается время на реализацию оптимально-
го управления. Это может привести к снижению качества управ-
ления. Поэтому для решения поставленной задачи мы будем ис-
пользовать принцип декомпозиции, в соответствии с которым
общая задача разбивается на ряд локальных задач оптимизации
(подзадач), размерность каждой из которых значительно меньше
размерности общей задачи [6]. При этом каждая подзадача реали-
зуется с помощью своей локальной подсистемы управления. Ло-
кальные подсистемы могут быть автономными или обмениваться
информацией между собой и с верхним уровнем управления. В
последнем случае может быть построена иерархическая структу-
ра управления. Вопрос о рациональном разбиении общей задачи
на подзадачи в данной статье не рассматривается.

Рассмотрим так называемую неперекрывающуюся декомпо-
зицию, когда каждой зоне здания будет соответствовать своя от-
дельная подсистема. В этом случае каждая 𝑖-я локальная подси-
стема будет решать задачу оптимального управления:
(13) 𝐽𝑖 → min𝑢𝑖

при ограничениях (10), (11). Если связи между подсистемами и
глобальное ограничение (12) игнорируются, то в таком случае
получается децентрализованная система оптимального управле-
ния. Децентрализованная система функционирует как совокуп-
ность автономных подсистем. Игнорирование взаимосвязей при-
водит к ошибкам, которые тем больше, чем сильнее характер свя-
зей между подсистемами. Игнорирование глобального ограниче-
ния может нанести урон системе в целом и привести к отключе-
нию ее от централизованной системы энергоснабжения. Децен-
трализованной системе соответствует децентрализованный MPC-
алгоритм (dMPC). Данный вариант управления будет эффектив-
ным и применим тогда, когда параметры микроклимата в сосед-
них зонах здания постоянно равны или близки по значению, а
суммы потребления энергоносителей локальными подсистемами
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далеки от предельно допустимых.
Если подсистемы могут обмениваться между собой инфор-

мацией о значениях параметров микроклимата в каждой зоне
по каналам связи, то тогда возможно построение распределен-
ной системы оптимального управления. В распределенной систе-
ме учитываются связи между подсистемами, что повышает ка-
чество управления микроклиматом, но локальные задачи опти-
мизации (13) решаются подсистемами нескоординированно. Это
может привести к тому, что минимум суммы локальных критери-
ев оптимальности не будет достигать минимума критерия 𝐽 для
централизованной задачи управления. Кроме того, в данном слу-
чае необходимость передачи информации между подсистемами
требует организации сети связи между ними. Однако в насто-
ящее время ввиду широкого распространения сетевых техноло-
гий это обстоятельство не является ограничивающим фактором.
Все сказанное относительно глобального ограничения (12) для
децентрализованной системы оптимального управления остается
справедливым и для распределенной системы. Распределенной
системе соответствует распределенный MPC-алгоритм (DMPC).
Такой вариант управления может использоваться тогда, когда в
целях упрощения система управления не разделяется на уровни
и не ставится задача координации локальных подсистем. Пример
использования распределенного MPC-алгоритма для задачи оп-
тимального управления тепловым режимом здания можно найти
в работе [13].

Если в распределенной системе оптимального управления
учитываются связи между подсистемами и необходима координа-
ция решения локальных задач оптимизации (13) с целью дости-
жения минимума глобального критерия 𝐽 , то в этом случае тре-
буется построение иерархической распределенной системы опти-
мального управления. В такой системе на нижнем уровне будут
решаться локальные задачи оптимизации, а на верхнем уровне –
задача координации. Данному варианту соответствует иерархиче-
ский распределенный MPC-алгоритм (HDMPC).
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2.3. ИЕРАРХИЧЕСКИЙ РАСПРЕДЕЛЕННЫЙ
MPC-АЛГОРИТМ
Известно [17], что решение задачи оптимального управле-

ния с ограничениями, с использованием MPC-подхода, сводит-
ся к решению на каждом шаге задачи математического про-
граммирования. Требование достижения минимума глобально-
го критерия, учета связей между подсистемами и выполнения
глобальных ограничений приводит к необходимости совместно-
го решения локальных задач оптимизации в рамках единой гло-
бальной задачи. При высокой размерности глобальной задачи
ее решение может быть связано с большими вычислительны-
ми затратами. Для решения сложных задач оптимизации, задач
с аддитивно-сепарабельным видом критерия оптимальности и с
блочно-диагональной структурой части ограничений традицион-
но используются методы иерархической оптимизации (декомпо-
зиционные методы оптимизации). Эти методы в основном были
разработаны в 60-80-х годах и детально описаны в [1, 4, 7, 10].

Применение методов иерархической оптимизации для реше-
ния задач оптимального управления энергопотреблением и мик-
роклиматом зданий с использованием MPC-алгоритмов описано
в [11, 14, 15]. В работе [14] описывается применение классиче-
ского метода Данцига–Вульфа для решения задачи оптимального
управления тепловым режимом многозонного здания. При этом
задача, решаемая MPC-алгоритмом на каждом шаге, приводится
к задаче линейного программирования. В работе [15] для реше-
ния задачи, подобной задаче в [14], используется метод декомпо-
зиции Бендерса (Benders’ decomposition). Здесь так же, как и в
[14], решается задача линейного программирования.

В работе [11] для решения задачи оптимального управления
микроклиматом здания используется метод декомпозиции путем
распределения ресурсов, ранее описанный в [4]. При этом ло-
кальные задачи и задача координации представляют собой задачи
линейного программирования. Так как целевая функция коорди-
нирующей задачи может быть не дифференцируемой в отдель-
ных точках, то для ее решения используется Бандл-метод (bundle
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method).
Использование линейного критерия в работах [11, 14, 15]

изменяет цель задачи оптимального управления и при перехо-
де к задаче линейного программирования приводит к увеличе-
нию числа ограничений. Поэтому авторы предлагают использо-
вать естественный для задач оптимального управления линейны-
ми динамическими системами квадратичный критерий оптималь-
ности

(14)

{︃
𝐽𝑖 =

∑︀𝑘=𝑁𝑝

𝑘=0 ([𝑦𝑖𝑘 − 𝑦𝑧𝑖𝑘]
⊤𝑄𝑖[𝑦𝑖𝑘 − 𝑦𝑧𝑖𝑘]+

+𝑢⊤𝑖 𝑅𝑖𝑢𝑖), 𝑖 = 1, . . . , 𝑁,

где 𝑦𝑧𝑖 – заданное значение параметров микроклимата 𝑖-й зоны;
𝑄𝑖 – неотрицательно-определенная матрица; 𝑅𝑖 – положительно-
определенная матрица. Квадратичный критерий (14) позволяет
не только экономить энергоресурсы, но и обеспечивать требуе-
мое качество параметров микроклимата в динамических режи-
мах, например, при переходе с одного режима на другой, более
энергосберегающий, при отсутствии людей в помещении в нера-
бочее время. При этом решение задачи оптимального управления
𝑖-й подсистемы, описываемой уравнениями (10) с ограничения-
ми (11) и критерием (14), сводится к решению на каждом шаге
задачи квадратичного программирования

(15)

⎧⎨⎩
𝐽𝑖 = 𝑣⊤𝑖 𝐻𝑖𝑣𝑖 + 𝑓⊤

𝑖 𝑣𝑖 → min𝑣𝑖 ,
𝐿𝑦𝑖𝑣𝑖 6 𝑏𝑦𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑁,
𝐿𝑢𝑖𝑣𝑖 6 𝑏𝑢𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑁,

где

𝑣𝑖 =

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑢𝑖0
𝑢𝑖1
...
𝑢𝑖𝑁𝑝−1

⎞⎟⎟⎟⎠ ,

а матрицы 𝐻𝑖, 𝑓𝑖, 𝐿𝑦𝑖, 𝑏𝑦𝑖𝐿𝑢𝑖, 𝑏𝑢𝑖 зависят от матриц модели
𝐴𝑖, 𝐴𝑙, 𝐵𝑖, 𝐺𝑖, 𝐶𝑖, весовых матриц 𝑄𝑖, 𝑅𝑖 и векторов ограниче-
ний 𝑦𝑖𝑘𝑚𝑖𝑛, 𝑦𝑖𝑘𝑚𝑎𝑥, 𝑢𝑖𝑘𝑚𝑖𝑛, 𝑢𝑖𝑘𝑚𝑎𝑥. Здесь необходимо отметить что
вектор 𝑣𝑖 формируется из значений управления в текущий момент
времени 𝑢𝑖0 и предсказанных значений управления на 𝑁𝑝 − 1
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шагов вперед. При этом состояние системы на 𝑘-м шаге 𝑘 =
1, . . . , 𝑁𝑝 − 1 будет определяться как

(16)

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑥𝑖𝑘 = 𝐴𝑘

𝑖 𝑥𝑖0 +
∑︀𝑘−1

𝑗=0 𝐴
𝑘−1−𝑗
𝑖

∑︀𝐿𝑖
𝑙=1,𝑙 ̸=𝑖𝐴𝑙𝑥𝑙𝑗+

+
∑︀𝑘−1

𝑗=0 𝐴
𝑘−1−𝑗
𝑖 𝐵𝑖𝑢𝑖𝑗 +

∑︀𝑘−1
𝑗=0 𝐴

𝑘−1−𝑗
𝑖 𝐺𝑖𝑤𝑖𝑗 ,

𝑖 = 1, . . . , 𝑁, 𝑘 = 0, . . . , 𝑁𝑝.
Напомним, что MPC-алгоритмом на текущем шаге реализуется
только управление 𝑢𝑖0, после чего горизонт 𝑁𝑝 сдвигается на сле-
дующий такт времени, он становится текущим и процесс повто-
ряется.

Задачу (15) мы будем считать локальной задачей оптимиза-
ции, решаемой на каждом шаге 𝑖-й подсистемой. Тогда глобаль-
ная задача для всех 𝑁 подсистем будет иметь вид

(17)

{︃
𝐽 =

∑︀𝑁
𝑖=1 𝐽𝑖 → min𝑣𝑖∑︀𝑁

𝑖=1 𝑣𝑖𝑚 6 𝑉𝑚,𝑚 = 1, . . . ,𝑀.

Для решения задачи (17) авторы предлагают метод, основан-
ный на методе явной декомпозиции [1] (известным также под на-
званием метода предсказания взаимодействий, прямого метода) и
методе декомпозиции путем разделения ресурсов. Согласно пред-
лагаемому методу локальные подсистемы используют информа-
цию о текущих измеренных значениях параметров 𝑥𝑖0 𝑖-й зоны,
текущих измеренных и прогнозных значениях параметров 𝑥𝑙, 𝑙-й
зоны 𝑙 ̸= 𝑖, 𝑙 = 1, 2, . . . , 𝐿𝑖, текущих измеренных и прогнозных
значениях контролируемых возмущений 𝑤𝑖 для решения локаль-
ных задач

(18)

⎧⎨⎩
𝐽𝑖(𝑏𝑢𝑖𝑧) = 𝑣⊤𝑖 𝐻𝑖𝑣𝑖 + 𝑓⊤

𝑖 𝑣𝑖 → min𝑣𝑖 ,
𝐿𝑦𝑖𝑣𝑖 6 𝑏𝑦𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑁,
𝐿𝑢𝑖𝑣𝑖 6 𝑏𝑢𝑖𝑧, 𝑖 = 1, . . . , 𝑁,

где 𝑏𝑢𝑖𝑧 – заданные значения ограничений на энергоресурсы для
𝑖-й зоны. Здесь в качестве координирующих переменных высту-
пают 𝑏𝑢𝑖𝑧 и 𝑦𝑖𝑝 = {𝑇𝑖𝑝, 𝜙𝑖𝑝, 𝐶𝑖𝑝} – заданные (прогнозные) значе-
ния переменных связей между подсистемами.

Выполнение условий 𝑦𝑖 = 𝑦𝑖𝑝 для координирующих пере-
менных 𝑦𝑖𝑝 равносильно введению дополнительных ограниче-
ний |𝑦𝑖 − 𝑦𝑖𝑝| 6 𝜀1𝑖, где 𝜀1𝑖 – точность выполнения условий
𝑦𝑖 = 𝑦𝑖𝑝. Эти дополнительные ограничения в виде 𝑦𝑖 − 𝜀1𝑖 6 𝑦𝑖𝑝
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и −𝑦𝑖 − 𝜀1𝑖 6 −𝑦𝑖𝑝 могут быть введены внутрь условий 𝐿𝑢𝑖𝑣𝑖 6
𝑏𝑢𝑖𝑧, 𝑖 = 1, . . . , 𝑁 . С помощью данного приема авторы фактиче-
ски приводят метод явной декомпозиции к методу декомпозиции
путем разделения ресурсов. Это позволяет, в рамках единого под-
хода, учитывать и связи между подсистемами и объем расходуе-
мых ими энергоресурсов. Для улучшения разрешимости локаль-
ных задач коэффициенты 𝜀1𝑖 могут быть увеличены.

В результате решения локальных задач получаем значения
оптимального расхода m-го вида энергоресурсов на энергоснаб-
жение 𝑖-й зоны 𝑣*𝑖𝑚 при ограничениях 𝑏𝑢𝑖𝑚𝑧 , 𝑚 = 1, . . . ,𝑀, и
значение критерия оптимальности 𝑖-й зоны 𝐽𝑖(𝑏𝑢𝑖𝑧). Координатор
использует информацию о 𝐽𝑖(𝑏𝑢𝑖𝑧) от подсистем нижнего уровня
для решения задачи координации в виде

(19)

{︃
𝐽 =

∑︀𝑁
𝑖=1 𝐽𝑖(𝑏𝑢𝑖𝑧) → min𝑏𝑢𝑖𝑧∑︀𝑁

𝑖=1 𝑏𝑢𝑖𝑚𝑧 6 𝑈𝑚,𝑚 = 1, . . . ,𝑀.

Обозначим множества 𝐷𝑖 = {𝑣𝑖 | 𝐿𝑥𝑖𝑣𝑖 6 𝑏𝑥𝑖} и 𝑉𝑖 = {𝑏𝑢𝑖𝑧 |
∃𝑣𝑖 ∈ 𝐷𝑖, такое, что 𝐿𝑢𝑖𝑣𝑖 6 𝑏𝑢𝑖𝑧}. Тогда можно cформулировать
следующую теорему.

Теорема 1. Пусть выполнены следующие условия:
а) множества 𝐷𝑖 непусты, компактны и выпуклы;
б) функции 𝐽𝑖(𝑏𝑢𝑖𝑧) и 𝐿𝑢𝑖𝑣𝑖 непрерывны и выпуклы на 𝐷𝑖;
в) задача (18) имеет допустимое решение.
Тогда задача координации (19) имеет допустимое опти-

мальное решение.
Доказательство. Предположения о выпуклости 𝐽𝑖(𝑏𝑢𝑖𝑧),

𝐿𝑢𝑖𝑣𝑖 и 𝐷𝑖 обеспечивают, что множество 𝑉𝑖 выпукло и что
𝐽𝑖(𝑏𝑢𝑖𝑧) выпукла на 𝑉𝑖, так что задача координации является зада-
чей выпуклого программирования. Так как значения 𝑏𝑢𝑖𝑧 мы вы-
бираем сами с учетом выполнения глобального ограничения, то
допустимость решения задачи (18) приводит к тому, что коорди-
нирующая задача также имеет допустимое решение. Из компакт-
ности 𝐷𝑖 вместе с непрерывностью 𝐽𝑖(𝑏𝑢𝑖𝑧) и 𝐿𝑢𝑖𝑣𝑖 следует, что
подзадача 𝑖 имеет оптимальное решение, поскольку она имеет
допустимое. Следовательно координирующая задача также будет
иметь оптимальное решение.
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Для решения локальных задач (18) могут быть использова-
ны эффективные методы решения задач квадратичного програм-
мирования. Функции 𝐽𝑖(𝑏𝑢𝑖𝑧) могут быть недифференцируемы в
некоторых точках по переменным 𝑏𝑖𝑧 , и разрывы производниых
могут оказаться в критических точках, например в минимуме.
Поэтому для решения координирующей задачи (19) могут ис-
пользоваться методы недифференцируемой оптимизации, напри-
мер, метод возможных направлений или Бандл-метод. Кроме то-
го, для решения координирующей задачи могут использоваться
любые численные методы решения задач нелинейного програм-
мирования, использующие только значения целевой функции, на-
пример, комплексный метод Бокса, генетические алгоритмы и т.д.

3. Проведение численных экспериментов

Авторами были исследованы различные варианты решения
задачи оптимального управления, описываемой системой (10),
(11), (12) и критерием (3) на интервале времени от 0 до 24 ч.
Для реализации математических моделей и выполнения расчетов
использовался пакет программ MATLAB.

Расчеты проводились для здания, состоящего из девяти зон
общей площадью 1280 м2. План здания показан на рис. 2. Из
рис. 2 видно, что зона 1 имеет общие ограждающие конструкции
почти со всеми другими зонами здания, за исключением зон 4 и 7.
Остальные зоны также имеют общие ограждающие конструкции
с соседними зонами.

В качестве источников тепла рассматривалось центральное
водяное отопления и электрическое отопление с возможностью
местного регулирования температуры. Значение 𝑇𝑖𝑚𝑖𝑛 принима-
лось 20 ∘C, 𝑇𝑖𝑚𝑎𝑥 – 22 ∘C, 𝜙𝑖𝑚𝑖𝑛 – 30%, 𝜙𝑖𝑚𝑎𝑥 – 60%, 𝐶𝑖𝑚𝑎𝑥 –
800 ppm. Для водяного отопления значение 𝑞𝑖𝑚𝑎𝑥 принималось
от 5 до 20 кВт, в зависимости от размеров зоны, для электриче-
ского отопления – от 2 до 5 кВт. Цены на энергоносители при-
нимались по текущим тарифам на отопление и электроэнергию.
Возмущения по параметрам внешней среды моделировались пе-
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Рис. 2. План здания, состоящего из девяти зон

риодическими функциями на интервале времени от 0 до 24 ч. Эти
возмущения учитываются в уравнениях модели и поэтому будут
активно подавляться MPC-алгоритмом.

Влияние на параметры микроклимата таких не учитываемых
случайных факторов, как инфильтрация через ограждающие кон-
струкции, солнечная радиация, бытовые тепло-, влаго-, газовы-
деления и погрешности измерения моделировалось с помощью
добавления случайной составляющей 𝑥𝑤𝑖𝑘. В реальной системе
текущие значения параметров микроклимата определяются в ре-
зультате измерений. Полученные значения параметров микрокли-
мата передаются по сети всем соседним зонам.

При выполнении численных экспериментов рассматрива-
лись следующие варианты организации оптимального управле-
ния: централизованное оптимальное управление, децентрализо-
ванное оптимальное управление, распределенное оптимальное
управление, иерархическое оптимальное управление с исполь-
зованием предложенного авторами метода. Полученные в ре-
зультате проведения нескольких серий экспериментов результаты
численных экспериментов для каждого варианта оптимального
управления приведены в таблице 1.

Наибольшее энергосбережение достигается при децентрали-
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Таблица 1. Результаты численных экспериментов
Используемый MPC-алгоритм Потребление энергоресурсов,

руб.

Централизованный 2425,5
Децентрализованный 2303,8
Распределенный 2533,1
Иерархический 2381,4
распределенный

зованном управлении. Это объясняется тем, что в этом варианте
подсистемы минимизируют свои затраты без учета существую-
щих связей между подсистемами. Наименьшее энергосбережение
достигается для распределенного варианта. Отсутствие коорди-
нации для этого варианта приводит, как и ожидалось, к увеличе-
нию потребления энергоресурсов. Потребление энергоресурсов
для централизованного и иерархически распределенного вариан-
та практически одинаково.

Параметры микроклимата во всех зонах в течении всего вре-
мени эксперимента находились в пределах заданных ограниче-
ний. Нарушение ограничений может происходить, если общие
ограничения на энергоресурсы примут такие значения, при ко-
торых количество подводимой энергии будет недостаточно для
поддержания заданного микроклимата здания. Данные о средних
за сутки расходах энергоносителей для зон 1–5 приведены в таб-
лице 2, для зон 6–9 – в таблице 3.

В таблицах 2 и 3 рассматривается два режима потребления
энергоносителей. Первый режим – когда общие ограничения по-
требления тепловой энергии по всему зданию всегда выполня-
ются (𝑈1 = 60 кВт). Так как тариф на электроэнергию больше
тарифа на отопление, то в этом режиме для поддержания микро-
климата в помещении будет расходоваться только тепловая энер-
гия. Однако такое положение может сильно измениться в часы
пик. Дело в том, что тепловая энергия может тратиться на го-
рячее водоснабжение, а электрическая энергия используется для
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Таблица 2. Данные о расходах энергоносителей зон 1-5
Номер зоны 1 2 3 4 5

Общее ограничение потребления тепловой энергии 60 КВт
Среднее потребление 10 5,3 5,2 5,4 3,2
тепловой энергии, кВт
Среднее потребление 0 0 0 0 0
электрической энергии, кВт
Общее ограничение потребления тепловой энергии 45 КВт
Среднее потребление 9,3 4,8 4,7 5,1 2,8
тепловой энергии, кВт
Среднее потребление 1 0,7 0,7 0,8 0,3
электрической энергии, кВт

освещения и других бытовых нужд. Поэтому в часы пик значе-
ния ограничений 𝑈1 для тепловой и 𝑈2 для электрической энер-
гии будут существенно снижаться. В крайнем случае в эти часы,
ограничения на энергоресурсы могут привести к невозможности
соблюдения требуемого микроклимата в помещениях.

Таблица 3. Данные о расходах энергоносителей зон 6-9
Номер зоны 6 7 8 9

Общее ограничение потребления тепловой энергии 60 КВт
Среднее потребление 3,2 5,4 5,1 5,5
тепловой энергии, кВт
Среднее потребление 0 0 0 0
электрической энергии, кВт
Общее ограничение потребления тепловой энергии 45 КВт
Среднее потребление 2,8 5,1 4,6 4,8
тепловой энергии, кВт
Среднее потребление 0,4 0,8 0,6 0,7
электрической энергии, кВт

Описанную ситуацию иллюстрирует второй режим, когда
общие ограничения потребления тепловой энергии по всему зда-
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нию снижаются до такого значения (𝑈1 = 45 кВт), при котором
уже невозможно поддерживать микроклимат в помещении только
за счет использования тепловой энергии. В этом случае включа-
ется электрическое отопление. При этом общее ограничение на
потребление электрической энергии (𝑈2 = 20 кВт), расходуемой
на отопление, не достигается.

На рис. 3 показаны графики изменения расхода тепла от во-
дяного и электрического отопления для второй зоны при иерар-
хическом оптимальном управлении. Сплошной линией показан
расход тепла от водяного отопления, пунктирной – расход от
электрического отопления. На рис. 3б показана ситуация, когда
из-за необходимости учета глобального ограничения (12) в часы
пик на короткое время становится невозможным использование
одного вида энергоресурсов. Для поддержания требуемого мик-
роклимата в такие моменты может резко возрастать расход аль-
тернативного энергоносителя.

Рис. 3. Графики изменения расходов различных видов
энергоресурсов: а) высокий уровень 𝑈1; б) при снижении 𝑈1

в часы пик
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4. Выводы и перспективы

Таким образом, авторами предложен иерархический распре-
деленный MPC-алгоритм, на каждом шаге которого реализуется
процедура иерархической оптимизации, включающая итератив-
ное решение локальных задач и задачи координации. Достоин-
ством предложенного MPC-алгоритма является то, что, исполь-
зуя простые и доступные модели, он обеспечивает качествен-
ное управление микроклиматом в помещениях здания под дей-
ствием случайных возмущений при минимизации энергозатрат и
изменяющихся ограничениях на доступные энергоресурсы. Это
позволяет более точно поддерживать заданный микроклимат в
помещениях, существенно снизить расход энергоресурсов и ис-
ключить возникновение аварийных ситуаций, связанных с нару-
шением энергоснабжения. Результаты численных экспериментов
подтвердили указанные положения.

Предложенный метод оптимального управления может при-
меняться для управления энергопотреблением и микроклима-
том больших многозонных зданий. Учитывая общую тенденцию
широкого распространения распределенных систем управления
(DCS-систем), такой подход к построению систем оптимального
управления многозонными зданиями может стать все более пер-
спективным.
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Abstract: In this article, the problem of energy-efficient control of the indoor
environment of large multi-zone buildings is considered. To solve this problem, it
is proposed to use the hierarchical, distributed, predictive optimal control method
(MPC approach). This method allows you to achieve a minimum of the global
quality criterion and the implementation of restrictions for the whole system,
taking into account the interrelationships between subsystems. When implementing
a hierarchical distributed MPC-algorithm, there arises the problem of coordinated
solution for the mathematical programming problems for each of the subsystems.
To solve the global problem of mathematical programming, the authors propose a
method based on the decomposition method via resource sharing. The authors prove
that under certain assumptions on sets of admissible solutions for local problems,
if the local optimization problems have a solution, then the coordination problem
will have an admissible optimal solution. Numerical results are presented in order to
illustrate the effectiveness of the proposed control strategy. As a result of comparison
of various variants of the optimal control implementation, it is established that
hierarchical distributed approach provides the best compliance with the limitations
and the greatest energy saving. The availability of various types of energy resources
allows, for example, in case of a sharp increase in the household needs consumption
of thermal energy during peak hours, to increase the input of electricity to maintain
the required microclimate.
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НАЧАЛА ТЕОРИИ КОНЦЕПТУАЛЬНОГО 
ПРОЕКТИРОВАНИЯ С ПРИЛОЖЕНИЯМИ 

В ОБЛАСТИ АВИАЦИОННОЙ НАУКИ 
И ТЕХНОЛОГИЙ 

Скворцов Е.Б.
1
, Шелехова А.С.

2
 

(«Центральный аэрогидродинамический институт  

имени профессора Н.Е. Жуковского», г. Жуковский) 

Представлены ключевые понятия концептуального проектирования, которые 

сформулированы в терминах теории множеств, векторного анализа и общей 

теории систем. Под концепцией понимается сочетание нескольких принципов, 

образующих информационно-логическую модель искусственного объекта. 

Принципы – это целенаправленные свертки связанной информации, векторы 

которых определяются идеями, а содержание – компонентами системы. 

Выделены понятия экзосистемы (модель взаимодействия со средой) и эндоси-

стемы (модель обособленного объекта). Единство моделей создаётся актив-

ной функциональной системой, которая в документированном виде образует 

проект. Разнообразие принципов расширено введением принципа «формы» 

наряду с принципами «действия» и «устройства» объекта. Его реализуе-

мость обеспечивается технологиями. Процесс концептуального проектиро-

вания представлен как последовательная деятельность по устранению не-

определённостей, вызванных комплексным характером проектной 

информации с мнимой составляющей. Предложенная теория позволя-

ет управлять концептуальным проектом, опираясь на законы математиче-

ской логики. Формализованные благодаря этому проектные решения получа-

ют строгое обоснование. 

Ключевые слова: концепция, принцип, идея, система, технология, про-

ект, риск. 

1. Постановка задачи 

Концептуальное проектирование – это начальная стадия 

жизненного цикла создания уникального объекта (рис. 1), 

например, летательного аппарата в авиации. Существенным яв-

ляется акцент на уникальности, принципиальной новизне,  

отказе от готовых решений для будущего изделия, отличающе-

гося нетрадиционными качествами. Поэтому для обеспечения 

                                              
1 Евгений Борисович Скворцов, заместитель начальника отделения, к.т.н. 

(skvortsov-tsagi@yandex.ru). 
2 Анна Сергеевна Шелехова, начальник сектора (anna.shelekhova@tsagi.ru). 



 
Программы и системы моделирования объектов, средств  

и систем управления 

171 

новых потребностей необходимо формирование новой техниче-

ской концепции и поиск нестандартных научных разработок, 

которые позволили бы осуществить проект. 

 

 

Рис. 1. Жизненный цикл создания уникального объекта 

Если идейная новизна отсутствует, то создание нового объ-

екта может начаться с разработки прототипа на демонстрацион-

ной стадии (рис. 1) или даже на стадии производства изделия, в 

технологиях изготовления которого нет сомнений. Научный ин-

терес к работе на этих стадиях жизненного цикла может сохра-

няться (методика летных испытаний, производственные техно-

логии и т.п.), но исследования будут носить подчиненный 

характер, поскольку инициатива создания изделия в этих случа-

ях находится вне научной среды. На демонстрационной стадии 

управление эскизным проектом объекта осуществляет, как пра-

вило, ОКБ, на дальнейших этапах жизненного цикла проектом 

управляют предприятия промышленности и затем – эксплуата-

ционные предприятия. 

Для данной работы представляет интерес случай, когда на 

основе достижений фундаментальных и поисковых исследова-

ний научным коллективом выполняется разработка концепту-

ального проекта, а логическую основу управления концептуаль-

ным проектом составляют научные методы и, в частности, 

математические модели. 

Известно, что сегодня не существует стандартов или регла-

ментов концептуального проектирования. Теория управления 
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разработкой концепций создания перспективного изделия от-

сутствует. Парадигма концептуального проектирования еще не 

сложилась.  

Из числа областей знаний, применяемых в области концеп-

туального проектирования летательных аппаратов, можно упо-

мянуть программы подготовки специалистов по проектирова-

нию самолетов, вертолетов, ракет, их двигателей и других 

агрегатов в высших учебных заведениях; военные и граждан-

ские стандарты с описанием требований к содержанию кон-

структорской документации при выполнении аванпроекта (тех-

нического предложения) и эскизного проекта изделия 

авиационной техники; современные международные и россий-

ские стандарты по проектному менеджменту и управлению рис-

ками; научные методы многодисциплинарной оптимизации и 

системы автоматизированного проектирования летательных ап-

паратов, в том числе разработанные в ЦАГИ. К этому направле-

нию следует отнести методы теории систем и исследования 

операций, посвящённые «внешнему проектированию» функци-

ональных моделей, описывающих взаимодействие изделия с 

внешней средой и дающих оценку его эффективности. 

Итак, на практике существует ряд образовательных, иссле-

довательских и конструкторских методов, применяемых на кон-

цептуальной стадии жизненного цикла изделия. Однако они не 

связаны общей теорией, основанной на едином комплексе науч-

ных понятий. В настоящее время отсутствуют даже единообраз-

ные представления о концепции и системе, что позволило бы на 

основе общепризнанных понятий оперировать их моделями при 

управлении проектами. Не установлены логические связи с тео-

риями, давно получившими широкое распространение в науке. 

Современная организация авиационной науки требует пре-

одоления этой разобщённости в связи с общей задачей форми-

рования отраслевого научно-технического задела, необходимого 

для удовлетворения предметно-ориентированных потребностей 

авиастроения. Выполнение продолжительных и затратных кон-

цептуальных проектов требует такого же, как в ОКБ, централи-

зованного управления научным проектом на основе общей для 

всех научных школ теории концептуального проектирования. 
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Настоящая работа предлагает элементы такой теории, кото-

рые образуют универсальную логико-математическую модель 

многогранной проектной деятельности с согласованным поня-

тийным аппаратом. Указаны причины, по которым управление 

концептуальным проектом необходимо проводить поэтапно в 

определенном порядке. 

Научный подход к теории концептуального проектирования 

в данной работе формируется, прежде всего, в связи с логикой 

известных теорий – теории систем и теории множеств. 

Системный метод получил всеобщее признание как метод 

решения сложных задач. К их числу, например, относятся орга-

низационные и экономические задачи, которым и были изна-

чально адресованы математические методы моделирования си-

стем. При всей обширности научных знаний в этой области они 

оставляют место для новых исследований. 

2. Целеполагание 

Управление любым проектом начинается с осознания его 

цели. Субъект, организующий проектную деятельность (проек-

тант – руководитель проекта с проектным коллективом), заинте-

ресованно воспринимает или сам формирует представления об 

ожидаемом результате проекта, к которому нужно стремиться. 

Но в этом случае конечной целью этой работы является, как 

правило, не новый материальный объект, а его потребительские 

ценности, т.е. функции, которыми можно будет воспользоваться 

на практике. При этом объект нужен лишь в качестве средства 

достижения цели. Собственно, для этого и организуется проект 

создания изделия с новыми свойствами. Цель инновации состо-

ит в получении функций, соответствующих ожидаемым потреб-

ностям. Очевидно, что описание цели должно быть достаточно 

информативным, чтобы судить о достигнутом соответствии. 

К определению цели проекта предъявляется ряд управлен-

ческих требований. Она должна быть: 

–  конкретной по сути, исчерпывающе определённой и ясно 

осознанной; 

–  структурированной «деревом цели» с подчинёнными зада-

чами; 
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–  измеримой с возможностью оценки результата; 

–  имеющей известную связь с ресурсами; 

–  привязанной ко времени осуществления проекта; 

–  достижимой в итоге проектной деятельности. 

При выполнении этих условий проектное задание будет 

включать определённые требования к объекту в виде связей и 

ограничений, наложенных на целевые индикаторы, а сама цель 

может интерпретироваться как потребная (планируемая) систе-

ма Z нормированных показателей объекта (рис. 2).  

 

Рис. 2. Объект проектирования и система требований к нему 

Тогда проектная деятельность будет направлена на то, что-

бы конвертировать в проектируемый объект систему требований 

по множествам условий воздействия Np среды обитания, исполь-

зуемых ресурсов Nr, ожидаемых полезных эффектов Ne: 

(1) 𝑍 ⊂ 𝑁𝑝 × 𝑁𝑟 × 𝑁𝑒. 

Возникает вопрос, как это сделать? Именно в этом состоит 

основная задача разработки теории проектирования, в том числе 

концептуального. 

3. Объект и система 

Задачи отыскания оптимального управления породили ки-

бернетическое представление о целенаправленно управляемом 

объекте. Такая модель, выделяя из глобальной среды локаль-
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ную систему, специализированную на решении одной задачи, 

включает информацию о внутренних связях объекта 

𝑥̇ = 𝑓1(𝑥, 𝑢, 𝑡), фазовом состоянии параметров 𝑥 ∈ 𝑉 и процессе 

выработки управляющих сигналов  𝑢 ∈ 𝑄, изменяющих состоя-

ние объекта (рис. 3) в зависимости от времени t. В этой поста-

новке описания способа функционирования Q и устройства V, 

а значит, и внешние связи объекта предполагаются известными. 

 

 

Рис. 3. Оператор и модель объекта управления 

Объект находится под воздействием широкого поля внеш-

них реакций 𝐵𝑖(𝑖 = 1, 2,… ,𝑚), в том числе ресурсов среды R, 

получая из них средства r  R для покрытия издержек своего 

функционирования, и испытывает управляющие воздействия Nв 

поля заданий, нормирующих внешний спрос на продукцию E 

локальной системы с заданной целевой функцией (1). Её откли-

ки на сигналы среды составляют, соответственно, различные 

полезные эффекты e  E и поле запросов на внешние ресурсы Nr 

для осуществления процесса, в котором участвует объект 

(рис. 4), управляемый оператором или автоматом. 
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Рис. 4. Система «вход–выход» 

Системный метод усматривает в предметах, прежде всего, 

признаки субъекта, абстрагируясь от его внутреннего содержа-

ния и уделяя основное внимание взаимным интересам субъекта 

и среды. Особый вклад системного метода в решение комплекс-

ных проблем обусловлен тем, что благодаря языку теории мно-

жеств он позволяет из всего поля реакций 𝐵𝑖, описывающих 

взаимодействия объекта и среды, выявить наиболее существен-

ные взаимосвязи, чтобы включить их в исследование иерархи-

ческих систем большой сложности. 

Общая теория [5] под системой понимает отношение вида 

𝑆 ⊂ 𝑋𝑖=1
𝑚 𝐵𝑖  на непустых множествах, образующих декартово 

произведение. Для рассмотренного выше субъекта управления 

целевая функция и ресурсы образуют непересекающиеся мно-

жества, которые создают систему типа «вход–выход»: 

𝑆 ⊂ 𝑅 × 𝐸. Элементы этого отношения образуют множество 

упорядоченных пар:  𝑆 ⊂ {(𝑟, 𝑒) ∣ 𝑟 ∈ 𝑅 ∧ 𝑒 ∈ 𝐸}.  
Подобная модель системы получила широкое распростра-

нение, в частности, в задачах «исследования операций». Незави-

симо от областей применения [2, 14] методы исследования опе-

раций включают выбор критерия эффективности объекта, 

построение модели его функционирования (развития) в среде 

обитания и введение исходных данных, применение разнооб-

разных методов математического обеспечения и поиск опти-

мального управления объектом. 

Описанный метод исследования применяют также для 

«внешнего проектирования», которое позволяет для моделей 

объектов с известными свойствами определять наилучшие усло-

вия применения или из нескольких конкурирующих объектов 
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рекомендовать наиболее успешный в моделируемых условиях 

применения, не вдаваясь в особенности его устройства. 

Задача проектирования объекта, в том числе концептуаль-

ного, принципиально отличается от задачи управления объек-

том. Как правило, задача проектирования объекта формулиру-

ется следующим образом: создать организацию или 

конструкцию, в частном случае их элементы, обеспечивающие 

наилучшее выполнение задачи при некоторых требованиях, 

накладываемых целеполаганием. Согласно этой задаче опера-

тор-проектант лично не участвует в изменениях состояния объ-

екта во время t его действия, как на рис. 3. Однако он знает, что 

возможны определенные программы управления 𝑢(𝑡) ∈ 𝑄 не-

существующим объектом, так же как есть выбор из множества 

различных способов его функционирования, описанных моде-

лями Q. Проектант знаком с разными моделями V возможного 

устройства будущего объекта, особенности которых могут быть 

описаны параметрами 𝑥 ∈ 𝑉 (рис. 5) и оценены как потребными 

для их реализации ресурсами из числа возможных 𝑟 ∈ 𝑅, так и 

локальными эффектами 𝑒 ∈ 𝐸 из числа полезных. В число про-

ектных данных входит также геометрическая информация, опи-

сывающая форму объекта 𝑔 ∈ 𝐹.  

В связи с этим в задаче проектирования преображается 

смысл обозначений, знакомых по теории управления. Теперь 

фазовые параметры не столько характеризуют текущее состоя-

ние объекта (эти детали нужны другим специалистам), сколько 

являются признаками особого типа программы действия и агре-

гатного состояния среди множества сведений о других способах 

и устройствах из того ассортимента, которым располагает и 

оперирует проектант во время τ управления проектом. 

Однако задача проектирования не может ограничиться 

только этим рассмотрением, поскольку задание на проект (1) 

должно содержать также характеристику условий его примене-

ния с указанием на различные внешние воздействия (например, 

рис. 6) 
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Рис. 5. Проектант и модель объекта проектирования 

 

 

 

Рис. 6 Элементы внешнего воздействия и другие нагрузки 

на самолет 
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Схема системы проектирования может быть представлена в 

виде треугольной модели (рис. 7). В описание связей локальной 

и глобальной среды вошли понятия элементарных сил p взаимо-

действия, составляющих часть внешних нагрузок P различной 

физико-химической природы, в свою очередь включенных в по-

ле допустимых условий эксплуатации NP. Последние нормиру-

ются и определяют весь спектр воздействий среды. Следует 

специально отметить, что имеется в виду воздействие не только 

внешних, например, аэродинамических сил для летательного 

аппарата, но и внутренних, например, инерционных, в том числе 

со стороны топлива или груза летательного аппарата. 

Управление проектом – это процесс, состоящий из последо-

вательных действий, организованных проектантом в течение 

времени τ (например, рис. 1) и направленных на достижение це-

ли проекта (1). Характер этой деятельности имеет смысл прямо-

го поиска [15] удовлетворительных проектных решений. 

 

Рис. 7. Система «нагрузка-затраты-эффект» 

Таким образом, модель системы проектирования сложнее, 

чем модель системы управления, для неё характерны трой-

ственные отношения (степень сложности n = 3) вместо бинар-

ных (степень сложности n = 2). Соответствующие оценки ре-

зультатов проектирования представляются системой типа  

(2) EPRS z  , 

образованной множеством упорядоченных троек: 

 𝑆𝑧 ⊂ {(𝑟, 𝑝, 𝑒) ∣ 𝑟 ∈ 𝑅 ∧ 𝑝 ∈ 𝑃 ∧ 𝑒 ∈ 𝐸}. Из рис. 6 можно видеть, 

что факторы взаимодействия объекта с внешней средой (R, P, E) 
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и нормируемые проектным заданием требования (Nr, Np, Ne) из-

меряются одинаковыми по своей природе величинами (напри-

мер, располагаемый и потребный эффект). Так как системы (1) и 

(2) сопоставимы, это делает возможной верификацию разраба-

тываемой модели объекта. 
В обоих случаях эти системы моделируют внешние связи. 

При этом (2) является экзосистемой (целевой системой) объек-
та, содержание которого оказывается вне этого понятия, остава-
ясь «черным ящиком». Очевидно, что задача проектирования не 
может ограничиваться рассмотренной системой как единствен-
ной моделью, поскольку при этом исчезает сам предмет иссле-
дования. Напрашивается вывод о целесообразности совместного 
применения взаимодополняющих моделей субъекта и объекта. 

В модели объекта понятие организации Mu объединяет 
множество динамических элементов 𝑢 ∈ 𝑄, которые характери-
зуют модели взаимодействующих в общем технологическом 
процессе способов функционирования  𝑄 ⊂ 𝑀𝑢. Последние от-
личаются такими признаками, как приемы, режимы, последова-
тельность и условия выполнения операций, реализующих раз-
личные программы. 

Эти понятия соотносятся с интерпретацией структуры Mx 
как множества статических элементов 𝑥 ∈ 𝑉 системы, которые 
характеризуют модели деталей, узлов, агрегатов, изделий и дру-
гих орудий 𝑉 ⊂ 𝑀𝑥, предназначенных для выполнения техноло-
гических процессов. Устройства как структурные единицы мо-
гут отличаться материалом, размерами, архитектурой и другими 
параметрами состояния. 

То, что в задаче проектирования определено как способ и 

устройство, составляет, как известно, предмет патентно-

изобретательской деятельности и входит в число основных ин-

женерных понятий. 

Форма – это особый фактор объекта. Достаточно сказать, 

что сам процесс проектирования сопровождается разработкой 

наглядной технической документации. При этом наиболее уни-

версальной информацией – геометрической (g) – обладают схе-

мы и чертежи, которые характеризуют плотность распределения 

материала в пространстве и обеспечивают единообразное пони-

мание формы участниками проекта на всех стадиях его реализа-

ции. Понятием формы F  в общем случае целесообразно харак-
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теризовать любую информацию о границах объекта и его эле-

ментов. Множество её проявлений Mg составляет пограничную 

область взаимодействия с материальной средой:  

𝑔 ∈ 𝐹 ⊂ 𝑀𝑔.  

Согласование моделей объекта и субъекта проектирова-

ния [15] требует использования единого языка для их описания. 

Иерархически организованные субъекты получили обозначение 

«система» на языке теории множеств. Пользуясь этим же язы-

ком, представим информационно-логическую модель объекта 

как внутреннюю эндосистему (объектовую систему):  

(3) 𝑆𝑜 ⊂ 𝑉 × 𝐹 × 𝑄
 
 

Описание (3) эндосистемы объекта So может быть пред-

ставлено множеством упорядоченных троек: 

𝑆𝑜 ⊂ {(𝑥, 𝑔, 𝑢) ∣ 𝑥 ∈ 𝑉 ∧ 𝑔 ∈ 𝐹 ∧ 𝑢 ∈ 𝑄}. В таком виде представ-

лено все возможное разнообразие компонентов эндосистемы, 

включающей модели устройства, формы и способа действия 

объекта. Однако действительное число локализованных подси-

стем определяется сложностью задачи проектирования, показа-

тель которой может быть n ≷ 3. Так, например, если требуется 

одним устройством произвести три различных действия (много-

целевая система), то сложность такой системы увеличится до 

n = 5 и она будет включать пять подсистем (V, F, Q1, Q2, Q3). 

Наоборот, если способ функционирования облика задан и не 

требует проектирования, то сложность задачи ограничена (n = 2) 

поиском решающей системы вида (V, F, ). 

Таким образом, объектовая система (3) любой сложности n 

может быть представлена в виде: 𝑆𝑜 ⊂ 𝑋𝑖=1
𝑛 𝐴𝑖, где Ai – локальное 

множество подсистемы из общего поля взаимодействующих 

в составе эндосистемы. 

Итак, сложилось два различных понятия «системы», кото-

рая в переводе с греческого означает «состав – целое, состоящее 

из соединенных частей». В обоих случая это упорядоченные 

множества, в том числе экзосистема Sz – модель формализован-

ных связей объекта со средой обитания, объединенных целью 

проекта. Вторая из рассмотренных – эндосистема So – модель 

обособленного от среды обитания объекта, состоящего из взаи-

мосвязанных компонентов (подсистем), интегрированных в од-
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но целое для достижения цели проекта. В данной работе оба по-

нятия составляют единство субъективного и объективного, оба 

являются формализованными моделями и в этом качестве пред-

ставляют интерес как предметы исследования проектантом, дея-

тельность которого направлена на достижение цели проекта. 

Необходимость введения двух разных понятий в настоящей ра-

боте возникла впервые. Получив широкое распространение, до 

сих пор они развивались независимо друг от друга, используя 

один и тот же термин «система», например [4] и [5]. Для иссле-

дования двух разных моделей в рамках одной работы это непри-

емлемо, поэтому в их определения внесены уточнения. 

Идеи, воспринятые в результате умственного напряжения, 

становятся элементами ментальной личности [14]. Они фикси-

руются в памяти и участвуют в информационном обмене, в том 

числе как множество элементов замысла D(τ), произведенных 

проектантом в стремлении постичь содержание объектовой си-

стемы 𝑆𝑜 ⊂ 𝑋𝑖=1
𝑛 𝐴𝑖. В то же творческое время τ сознание проек-

танта связано с множеством 𝑆𝑧 ⊂ 𝑋𝑖=1
𝑚 𝐵𝑖 реализующих систем, 

которые им измерены. Согласно теории множеств [10] подоб-

ные отношения называются функциональной системой:  

(4) 𝐷: 𝑆𝑜 → 𝑆𝑧 
Здесь элементы замысла из множества D(τ), возникающие 

благодаря интуиции и логике проектанта, в том числе динами-

ческие операторы 𝑆𝑜(𝜏) ∈ 𝐷(𝜏), составляют информационную 

модель объекта как функцию сознания, определенную на мно-

жестве So  со значениями на множестве Sz. 

Понятие функциональной системы устанавливает адекват-

ную связь моделирующего сознания проектанта с источником 

информации об объекте So, с одной стороны, и моделью его оби-

тания Sz – с другой. В документальном виде такие функцио-

нальные системы образуют собственно «проекты». 

4. Концепция и принципы 

В соответствии с теорией поля эндосистему можно рас-

сматривать в качестве пространственного скалярного поля вида 

𝑆𝑜 ⊂ 𝑋𝑖=1
𝑛 𝐴𝑖 , например (3), в каждой точке которого взаимодей-
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ствующие множества подсистем Ai производят функцию вида 

𝑆𝑧 ⊂ 𝑋𝑖=1
𝑛 𝐵𝑖 , например (2).  

Ключевой характеристикой деятельности управляющего 

проектанта является его целеустремленность. При этом экзоси-

стема Sz служит для измерения целевых факторов (2) и получе-

ния информации для принятия решений. Объектовая эндосисте-

ма So отображает результаты (3) целенаправленных усилий 

проектанта, однако собственно направление процесса проекти-

рования заключено в более содержательной модели «концеп-

ции». 

Целенаправленность проекта определяется на векторном 

поле 𝐾⃗⃗ ⊂ 𝑋𝑖=1
𝑛 𝐴𝑖, в каждой точке которого взаимодействие век-

торов 𝐴 𝑖 производит функцию (2). На этом поле задачей проекта 

является формирование его концепции: 

(5) 𝐾⃗⃗ ⊂ 𝑉⃗ × 𝐹 × 𝑄⃗ , 
определяющей весь дальнейший ход проектирования. Как из-

вестно, пространственный вектор полностью определяется его 

проекциями, в том числе принципами устройства, формы и дей-

ствия соответственно: 

(6) 𝑉⃗ = 𝑉 ∙ λ⃗⃗⃗⃗ 𝑥 ;  𝐹 = 𝐹 ∙ λ⃗ 𝑔 ;  𝑄⃗ = 𝑄 ∙ λ⃗ 𝑢 , 

где V, F, Q – скалярные компоненты эндосистемы; 𝜆 𝑥, 𝜆 𝑔, 𝜆 𝑢, – 

векторы единичной длины (орты), задающие направление век-

тора концепции. 

Здесь множества вида 𝐴  представляют собой направленные 

свертки логически связанной информации и именуются прин-

ципами [15]. Элементами вектора 𝐴  являются скалярные аргу-

менты вида A (компоненты эндосистемы) и единичные векторы 

вида 𝜆 , которые по смыслу являются идеями, придающими то 

или иное содержание модели объекта. 

Таким образом, принципы в составе концепции являются 

векторами (рис. 8). Величина каждого из них определяется ин-

формационной сверткой множества компонентов эндосистемы 

𝑆𝑜, а направление задано ортом-идеей, в котором заключена 

объединяющая логика принципа, выраженная его именем 

(названием, формулой). 
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Рис. 8. Принципы формы, устройства и способа действия [15] 

По сути обоснование и выбор концепции играет роль твор-

ческого зачатия – замысла, определяющего по какому пути пой-

дет содержательная работа над проектом. Момент выбора идеи 

аналогичен прохождению железнодорожной стрелки (рис. 9), 

движение за которой от начала до конца следует по направле-

нию, отличному от отвергнутой альтернативы. Возможная 

ошибка в выборе пути может сделать проект ущербным, а затра-

ты на него – бесцельными. Предотвращение этих рисков – клю-

чевое событие проекта. 

 

Рис. 9. Схема разветвления железнодорожных путей 

5. Идея и принципы 

Как можно понять из (6), между ортами-идеями и компо-

нентами эндосистемы нет однозначной связи в составе принци-

пов из-за их различной природы. Это обстоятельство вносит не-

определенность в описание принципа (даже при наличии идеи), 

делая его нуменальной, т.е. непосредственно (в состоянии 

свертки) непознаваемой сущностью. 
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Например, идея «качения по поверхности» создает выбор из 

нескольких принципов для органов циклического движения, 

таких как цилиндр (колесо) с единственной осью вращения 

(рис. 10), сфера (шар) с неограниченным числом осей вращения 

и, наконец, шагающие опоры с дискретными контактными по-

верхностями. 

 

 

Рис.10 . Идея качения, принцип и технология на ее основе 

Понятие идеи за тысячелетия развития гносеологии (от 

Аристотеля и Платона до Гегеля и современных философов) 

оставалось по сути неизменным. Все известные авторы сходятся 

в главном: «идея» – неделимая информационно-логическая еди-

ница, независимая от времени. В содержании идей заключена 

суть предметов и явлений материального мира. Идея представ-

ляет собой сущность не отдельного феномена действительности, 

но является прообразом некоторого типа/вида предметов и яв-

лений (в переводе с греческого «идея» – вид или форма). Оста-

ваясь неизменными, единичные идеи могут группироваться в 

различных сочетаниях в зависимости от объединяющей концеп-

ции. Это можно сравнить с участием атомов в строении различ-

ных молекул. 

В познавательной деятельности идеи являются источником 

мыслей для человеческого сознания, отражаясь в нём в качестве 

представлений о возможном решении поставленной задачи. Та-

ким образом, идеи не принадлежат субъекту мыслительной дея-

тельности, и, кстати, авторское право на идеи (принципы и кон-
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цепции) не распространяется (п. 5 ст.1259 ГК РФ). И хотя, как 

отмечал И. Кант, идеи и лежат в основании предметов и явлений 

природы, но с помощью органов чувств, восприняты быть не 

могут. Об их существовании мы узнаём только умозрительно 

благодаря человеческому сознанию. 

Находясь вне сознания, идеи составляют трансцендентное 

поле (от лат. «transcendents» – запредельный, потусторонний). 

Это утверждение И. Кант выразил следующим образом: «осно-

воположения, применение которых целиком остаётся в пределах 

возможного опыта, мы будем называть имманентными, а те ос-

новоположения, которые должны выходить за эти пределы, мы 

будем называть трансцендентными». 

Отсюда следует, что сознание мыслящего субъекта включа-

ет знания двух видов: имманентное, которое отражает идеи, уже 

воплощённые в предметах и явлениях действительности, и 

трансцендентное знание, основанное на восприятии заранее не-

известных идей, возникающих в связи с целеустремлённой ин-

теллектуальной деятельностью субъекта. И те, и другие могут 

составлять принципы. 

Задачи научного исследования предусматривают числен-

ную характеристику информации, содержащейся в множествах 

вида A. В связи с этим будет уместно установить соответствие 

понятий «имманентный», т.е. известный из опыта, и «реальный» 

(Re), т.е. измеренный действительным числом. Другая анало-

гия – «трансцендентный», т.е. принципиально новый, неизвест-

ный из опыта, – и «мнимый» (Im), т.е. воображаемый, суще-

ствующий лишь в мысленном представлении и определённый 

мнимым числом согласно теории функций комплексного пере-

менного: 

(7) 𝐴 = 𝑅𝑒𝐴 + 𝑖 ∙ 𝐼𝑚𝐴 . 

Из комплексного представления принципов, а значит, и 

концепций из них построенных, следует, что если цель создания 

реального объекта содержит только реалистичную информацию, 

то проектная деятельность должна быть организована так, что-

бы в процессе материализации идей преобразовать мнимые зна-

ния (мнения, гипотезы, прогнозы) в реальные, подтверждённые 

опытом и сопоставимые с целью. 
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Прибегая к комплексным числам для действий с принципа-

ми, необходимо понимать, какой смысл придается мнимому 

числу в отличие от действительного. Математик Валлис еще 

в 18 веке отметил [6]: «если в алгебре отрицательное число 

означает количество, меньшее, чем ничто, то в физике оно озна-

чает противоположность действия». В нашем случае, если по-

ложительное число говорит о приобретении, приросте содержа-

тельной информации (вектор положительного направления), то 

отрицательное – о её утрате или недостатке (вектор отрицатель-

ного направления). С этой точки зрения, корень квадратный из 

отрицательного числа (одномерная характеристика отрицатель-

ной величины) тоже является характеристикой дефицита ин-

формации, который должен быть покрыт заранее неизвестными 

идеями. Для теории концептуального проектирования суще-

ственной является не только принятая интерпретация мнимого 

числа. Теория функций комплексного переменного указывает на 

то, что существуют функции, благодаря которым действия с 

комплексными числами приводят к реальным результатам, 

например, в простейшем случае: (𝑎 + 𝑏𝑖)(𝑎 − 𝑏𝑖) = 𝑎2 + 𝑏2. 

Аналогичную цель преследуют функции проектанта. 

Таким образом, математический аппарат ТФКП, с одной 

стороны, придает научную строгость рассмотренным понятиям 

гносеологии, а с другой стороны, дает теоретическое обоснова-

ние основному направлению проектной деятельности – от ком-

плексной первичной информации о будущем изделии к реаль-

ному описанию объекта в завершении проекта. 

Понятными становятся и задачи, которые должны быть ре-

шены при управлении проектом. Необходимо определить, какая 

именно функция или алгоритм управления позволяет завершить 

реальным результатом действия с комплексными концепциями 

(принципами, идеями) и соответствующими комплексными си-

стемами. В данном случае речь идет, конечно, не об алгебраиче-

ской формуле, а о методологии концептуального проектирова-

ния. Очевидно, что ее особенностью должна быть обязательная 

оценка неопределенностей для целенаправленного сокращения 

мнимых представлений. 
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6. Принципы и технологии 

Вернемся к обсуждению понятия «идея». Напомним, что 

идеи представляют собой частные информационно-логические 

модели не отдельных и конкретных феноменов действительно-

сти, а их разновидностей. Последние могут иметь множество 

конкретных реализаций, имеющих благодаря идее один общий 

признак. 

В рассмотренном выше примере с идеей качения было 

названо несколько принципов ее осуществления, включая ци-

линдр с одной осью вращения. В реальности этот принцип 

нашел применение в огромном числе предметов, известных с 

древности до наших дней. Это колеса транспортных средств, 

подшипники качения, оси и валки станочного оборудования 

и т.п. Такой пример приведен на рис. 9. 

Рассмотрим аналогичные по смыслу примеры из авиацион-

ной практики. Так, новым направлением создания боевых само-

летов современного поколения стало выполнение требований 

малой заметности в различных диапазонах спектра, из которых 

важнейшим является радиолокационный с наибольшей дально-

стью обнаружения цели в зоне действия средств ПВО. В связи с 

этим при создании самолетов в соответствии с идеей минималь-

ной «эффективной поверхности рассеяния» (ЭПР) появился ряд 

принципов проектирования основных отражателей в составе 

планера и силовой установки (например, рис. 11). 

В число возможных мер включен принцип согласования уг-

лов стреловидности передних и задних кромок крыла, оперения 

и других элементов планера. В этом случае зондирующее излу-

чение РЛС будет отражаться от всех кромок в одном узком диа-

пазоне углов, и на экране оператора ПВО появится один сигнал 

отражения в этом ракурсе. Вероятность его обнаружения значи-

тельно меньше, чем вероятность обнаружения серии сигналов от 

разных частей самолета на круговой диаграмме. Далее возника-

ет вопрос, как эту плодотворную идею реализовать в самолете? 

Оказывается (рис. 12), для этого есть ряд возможностей в связи 

с применением геометрии шеврона, пилы или ромба в кон-

струкции самолета, когда обеспечивается параллельность кро-

мок, сводящая к минимуму число пиков отраженного сигнала 
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РЛС. Именно эти варианты исполнения крыла и нашли вопло-

щение в различных проектах малозаметных военных самолетов. 

 

Рис. 11. Принципы уменьшения радиолокационной  

заметности самолётов [1] 

 

 

Рис. 12. Формы крыла в плане с параллельными кромками [1] 

Другой пример. В годы Великой Отечественной войны 

(1941–1945 гг.) наиболее известными советскими истребителя-

ми стали Як-3 и Ла-5 (рис. 13). Их сравнение показывает, что 

оба соответствуют одной и той же технической концепции. А 

именно, самолеты созданы в одинаковой нормальной схеме 

аэродинамической балансировки, что является определяющим 
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принципом в динамике полета. Существенным для динамики 

является также способ создания тяги винтовым движителем, 

который ограничивает скорость полета. Принцип формы прояв-

ляется в смещенном к носу фюзеляжа положении крыла, что 

связано с большими инерционными нагрузками от двигателя 

внутреннего сгорания, определяющими переднее положение 

центра тяжести самолета. Принцип устройства является типич-

ным для всех самолетов того времени. Крыло, оперение и фюзе-

ляж образуют федеративную конструкцию, каждый элемент ко-

торой выполняет отдельную функцию без признаков взаимной 

интеграции. 

 

Рис.13. Советские истребители 1940-х годов 

Итак, оба самолета в принципе одинаковы, но имеют оче-

видные технические особенности. Як-3 оснащен рядным порш-

невым двигателем жидкостного охлаждения, а Ла-5 имеет звез-

дообразный ПД воздушного охлаждения. Силовые элементы 

конструкции крыла Як-3 были металлическими, а у Ла-5 даже 

лонжероны были сделаны из так называемой дельта-древесины. 

Из представленных примеров следует очевидный вывод. 

Для достижения поставленной цели проектант свободен в выбо-

ре концепции будущего изделия, включающей различные идеи. 

Для каждой идеи проектант свободен в поиске адекватных 

принципов. И этим дело не ограничивается, потому что для ма-

териализации идей и принципов нужен выбор так называемых 

технологий.  

При выполнении концептуальных исследований технологи-

ями стали именоваться научные разработки, предназначенные 
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для практического применения. Такое понимание вошло в оби-

ход проектной деятельности вместе со шкалой «уровней готов-

ности технологии» [12], которая оценивает степень приближе-

ния разрабатываемого проекта к поставленной цели. Стоит 

напомнить, что цель проекта (1) нормирует свойства будущего 

натурного объекта. В связи с этим его экзосистема должна быть 

показана в естественных условиях применения. Тогда для вери-

фикации модели (3) объекта и ее элементов по мере их разра-

ботки должны производиться ее материальные аналогии со сво-

ими характеристиками вида (2). Аналогию разной полноты 

могут обеспечить физические модели, функциональные демон-

страторы и, наконец, полномасштабные изделия. 

Для их создания необходимы производственные техноло-

гии [11], каждая из которых является совокупностью взаимо-

действующих операций, оборудования и условий для передела 

сырья в готовое изделие. Здесь «технология» – это индуктивная 

система (лат. «induction» – наведение), объединяющая в своем 

составе понимание (гр. – «логос») особенностей аналогии с мо-

делью объекта (3) и умение (гр. – «техно») в располагаемых ма-

териальных условиях преобразовать ее в предметы/явления дей-

ствительности. 

Следовательно, технология предусматривает осуществле-

ние двух процессов, из которых один обуславливает второй. 

Первый направлен на подготовку проекта аналогии, сохраняю-

щей особенности модели объекта (3). На практике условия ана-

логии и ее реализуемости соблюдаются благодаря участию ав-

тора-проектанта, конструктора, технолога и пользователя 

проекта. 

Связанный с первым второй процесс направлен на практи-

ческое осуществление, например, конструкторского проекта 

аналога (рис. 14) в действующих условиях производства. С этой 

целью разрабатываются производственные технологии, в соот-

ветствии с которыми из подходящих материалов изготавливает-

ся конечный продукт, а на более ранних стадиях разработки – 

материальные аналоги информационной модели объекта или ее 

компонентов, которые делают возможной периодическую вери-

фикацию цели проекта. 
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Конечно, когда говорят о производственной технологии, то 

не обязательно имеют в виду преобразование научного знания и 

материальных ресурсов исключительно в физический объект 

(рис. 13). Точно так же реализуются энергетические, информа-

ционные и иные технологии, приносящие иные продукты про-

изводства, пригодные для практического применения.  

Из приведенных рассуждений ясно, что участие многих 

субъектов и материальных факторов в разработке и осуществле-

нии технологического проекта вносит значительное разнообра-

зие и множество наблюдаемых отличий в практическое испол-

нение одинаковых идей, принципов, концепций. С этим 

приходится считаться даже на такой ранней стадии жизненного 

цикла, как концептуальный проект. 

 

 

Рис. 14. Проект конструкции и изготовленная модель (аналог) 

самолёта для аэродинамических испытаний 

Технология – сравнительно новое и многоликое понятие, 

которое используется разными участниками жизненного цикла 

(рис. 1) со своими представлениями о его смысле и значении. В 

современных условиях единой и однозначной парадигмы техно-

логии не существует. В данном исследовании остается откры-

тым вопрос о связи технологий, характерных для концептуаль-

ной, демонстрационной, производственной и т.д. стадий (рис. 1), 

о соотношении смыслов, которые вкладываются в этот термин 

различными специалистами, о необходимости внесения некото-

рых уточнений в его определение при выполнении обобщающе-

го исследования. 

Однако общим для технологий любой стадии разработки 

является то, что в результате их реализации происходит вопло-
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щение ментальных идей в материальной среде. Именно посред-

ством технологий мнимые идеи (принципы, концепции) стано-

вятся действительными и создаются практические возможности 

достижения цели проекта. 

Итак, упомянутые выше цилиндрические ролики в подшип-

нике качения, ромбовидное крыло малозаметного самолета и, 

наконец, деревянные лонжероны крыла имеют технологические 

особенности. С одной стороны, они осуществляют породившие 

их принципы, являясь проводниками идей, а с другой – обеспе-

чивают соответствие принципов тем условиям, которые преду-

смотрены целью проекта. Различные условия осуществления 

одной и той же идеи приводят к появлению разных технологий. 

При этом идея остается их общим прообразом. 

7. Неопределённости и риски 

Идеи и принципы познаются человеческим сознанием как 

интуитивно (мнения или гипотезы), так и конкретно-логическим 

путем через изучение явлений природы, выявление, сравнение и 

упорядочение фактов. 

Среди идей, составляющих (6), можно выделить множества 

двух типов: множество реальных идей – фактов 𝑅𝑒(𝜆) и множе-

ство мнимых идей – гипотез  𝐼𝑚(𝜆). Вместе с названными идея-

ми два типа принципов (реальных и мнимых) могут составлять 

комплексную модель концепции. Концептуальное проектирова-

ние на основе комплексной информации с мнимой составляю-

щей из-за недостатка достоверной информации сопровождается 

множеством неопределённостей, которые должны быть исклю-

чены на пути к созданию реального объекта. 

Последовательное устранение неопределенностей в содер-

жании концепции составляет одну из основных проблем кон-

цептуального проектирования. Сам метод проектирования дол-

жен гарантировать при этом получение достоверного решения. 

В начальный момент исследования область поиска новой 

концепции безгранична и неопределенна, а вероятность отыска-

ния правильного решения ничтожна мала. Для принятия реше-

ния о запуске проекта необходима информация о его эффектив-

ности и технической реализуемости. 
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Для того чтобы получить такую информацию, необходимо 

выполнить несколько объективно необходимых этапов концеп-

туального исследования (рис. 15). При этом каждый следующий 

этап осуществим при условии, что нужная для него исходная 

информация получена на предыдущем этапе. 

 

 
Рис. 15. Процесс концептуального проектирования 

В начале (Этап 0) создаётся информационное обеспечение - 

база данных из множества способов и устройств, которые могут 

быть полезны для решения новой задачи (рис. 16). Этот поиск 

сопровождается предварительной оценкой чувствительности 

системы характеристик будущего объекта к разнообразным тех-

нологиям (из числа известных), чтобы отказаться от очевидно 

бесполезных. 

Применение апробированной, реалистичной информации 

способствует успеху концептуального проектирования. С начала 

проектирования в этом состоит особая роль известных по опыту 

практических технологий из множества 𝑅𝑒(𝜆). Их изучение со-

ставляет часть Этапа 0 и предваряет Этап 1. 

Результатом начальных усилий становится множество вида 

{(𝑥, 𝑔, 𝑢) ∣ 𝑥 ⊂ 𝑀𝑥 ∧ 𝑔 ⊂ 𝑀𝑔 ∧ 𝑢 ⊂ 𝑀𝑢}, которое моделирует 

технологический базис для решения задач проекта, а также 

множество вида {(𝑟, 𝑝, 𝑒) ∣ 𝑟 ⊂ 𝑀𝑟 ∧ 𝑝 ⊂ 𝑀𝑝 ∧ 𝑒 ⊂ 𝑀𝑒}, модели-
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рующее множество реакций внешней среды на применение тех-

нологий. Таким образом, устраняется неопределённость источ-

ника информации для проектных решений. 

 

 

Рис. 16. Связь технологий с задачами развития  

воздушного транспорта 

К рискам, характерным для этого этапа, следует отнести 

неполноту информационного обеспечения, разрозненность фак-

тических данных, возникновение мнимой информации в резуль-

тате творческих усилий по решению уникальных задач проекта. 

Методом исключения части рисков и ограничения их влияния 

на результаты дальнейшего проектирования является разработка 

и использование правил, обобщающих известные факты, пре-

вращая общую для них закономерность в универсальную реко-

мендацию для разработки других проектных решений с анало-

гичными полезными свойствами, но в ином техническом 

исполнении. Это обеспечивает бόльшую свободу выбора про-

ектных решений и позволяет избежать их противоречивости в 

составе единой концепции проекта. 
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На рис. 17 в систематизированном виде для примера пред-

ставлены правила проектирования энергетических средств, ко-

торые включают несколько апробированных способов увеличе-

ния подъемной силы, в том числе увеличение эффективности 

аэродинамической механизации крыла при ее обдуве, создание 

дополнительной аэродинамической суперциркуляции крыла, 

отклонение вектора тяги с созданием ее вертикальной проекции. 

Точно также рекомендации, представленные на рис.11, следует 

понимать как правила проектирования малозаметных самолетов. 

Таким образом, правило – это апробированная идея 𝑅𝑒(λ). 

 

Рис. 17. Опыт разработки энергетических технологий  

увеличения подъемной силы самолета 
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«Правило» рассматривается как устоявшаяся норма, пред-

писание или частная рекомендация для проектирования объек-

тов и их элементов. Разработка и освоение правил является 

началом самообучения проектанта на разрозненных фактах. 

Обычно этой цели в прикладных исследованиях служат учебные 

пособия, совместная работа со специалистами, а также специ-

альные «Руководства для конструкторов». 

На Этапе 1 анализируются различные комбинации из пред-

ложенных принципов (технологий), которые позволяют сфор-

мировать ряд возможных концепций изделия в целом (рис. 18). 

Характеристики вариантов (в данном случае самолётов) оцени-

ваются и сравниваются, из них выбираются наиболее эффектив-

ные. 

 

 

Рис. 18 Альтернативные варианты транспортного самолёта 

Основным техническим риском данного этапа является вы-

бор неправильной концепции. Ключевой причиной данного рис-

ка является построение недостаточного числа вариантов изделия 

и неправильный метод их формирования. Поскольку каждый из 

вариантов концепции (а это проектные эксперименты) является 

неповторяющимся соединением состояний в ряду возможных, 

то указанный выше риск может быть снижен с помощью полно-
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факторного плана эксперимента 2
n
 для построения Парето-

оптимальной траектории поиска наилучшей концепции, кото-

рый обеспечивает 100%-ю информированность проектанта [15]. 

В результате Этапа 1 преодолевается принципиальная не-

определённость расчетной концепции (5), которая в дальнейшем 

становится предметом глубокого изучения. При этом, хотя со-

став концепции и определён, остаются другие риски. 

Так, возможное наличие нескольких принципов (техноло-

гий) в области определения одной идеи (например, цилиндра, 

сферы или шагающих опор для идеи качения) порождает неко-

торые неопределенности при формировании технической кон-

цепции, а также в системных оценках. Для их устранения суще-

ствуют специальные методы. Однако по завершении этапа еще 

остается риск внутренней несогласованности между элементами 

концепции объекта (6), перечень которых был определен как 

относительно лучшее сочетание принципов в сравнении с дру-

гими вариантами. Но для совершенства концепции требуется 

еще и оптимальный баланс между ее разнородными элементами, 

тогда образуется и однозначная система характеристик объек-

та (2). 

На Этапе 2 элементы концепции (принципы, идеи) согла-

суются между собой так, чтобы максимизировать эффектив-

ность в составе экзосистемы Sz. Основные технические риски 

данного этапа связаны с неопределенностью в отдельных харак-

теристиках, что исключает возможность достоверной верифика-

ции концептуального проекта. Отдельные элементы концепции 

оказывают различное влияние на ее эффективность. Те из них, 

которые являются наименее изученными, а также те, к измене-

ниям которых целевая функция особенно чувствительна, со-

ставляют перечень ключевых элементов выбранной концепции 

(рис. 19). 

Характеристики элементов системы можно считать случай-

ными величинами с заданными законами распределения (опре-

деляются экспертно), поэтому оценка степени влияния на инте-

гральные критерии сводится к определению вероятностных 

характеристик выходных величин, характеризующих систему. 

Для решения этой задачи часто используется статистические 

методы [3].  
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Рис. 19. Ключевые элементы в расчётной концепции самолета  

Примером может служить статистическая оценка дальности 

полета с помощью метода Монте-Карло. В рассматриваемом 

примере определяется функция нескольких случайных величин, 

среди которых: cX0 – коэффициент аэродинамического сопро-

тивления при нулевой подъемной силе; A – коэффициент отвала 

крейсерской поляры;GK – вес конструкции; Gоб – вес оборудова-

ния; Gc.y.. – вес силовой установки. Пример численной реализа-

ции заданных законов «α × β» распределения входных парамет-

ров приведен на рис. 20. 

 

 

Рис. 20. Численная реализация законов распределения  

входных параметров 
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На рис. 21 приведена гистограмма распределения дально-

сти полета для числа испытаний N = 9000 с указанием матема-

тического ожидания (М) и среднеквадратического отклоне-

ния (σ). 

 

Рис. 21. Гистограмма распределения дальности полета 

Экспертная неопределённость в отдельных характеристиках 

объекта создаёт для проектанта неопределённость его целевой 

функции и исключает возможность достоверной верификации 

концептуального проекта. Устранить этот риск расчётными ис-

следованиями в большинстве случаев невозможно, поскольку 

они не избавляют от мнимого характера экспертных оценок. 

Необходима валидация критических характеристик. Таким об-

разом, дальнейшие исследования должны быть направлены на 

уменьшение рисков обеспечения технической реализуемости и 

эффективности разрабатываемой концепции и ее технологий. 

В связи с этим Этап 3 посвящается экспериментальным ис-

следованиям (рис. 22) ключевых элементов (физическим, стен-

довым, имитационным), которые в лабораторных условиях дают 

первые доказательства их технической реализуемости, наличия 

эксплуатационных преимуществ [8] и позволяют предваритель-

но установить соответствие характеристик требованиям к изде-

лию. Техническими рисками данного этапа является риск несо-

ответствия разработанной концепции критериям задания (1) и 

риски неполной аналогии расчетной концепции натуре. Созда-

ются условия для перехода к демонстрационной стадии проекта, 

чтобы снизить указанные риски. 
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Рис. 22. Валидация технологий. Экспериментальные  

исследования модели самолета в аэродинамической трубе 

Дело в том, что лабораторные условия для испытания мно-

жества моделей накладывают ограничения на их размеры, сле-

дуют различным критериям подобия [7] и выполняются на раз-

личных экспериментальных установках. Их единство в проекте 

обеспечивается универсальной моделью объекта, как правило, 

геометрической. Продемонстрировать физическое единство и 

согласованную эффективность может модель прототипа, дей-

ствующая в натурных условиях. При создании сложных техни-

ческих объектов, таких как пилотируемый летательный аппарат, 

задача создания и испытаний демонстратора технологий выхо-

дит за пределы компетенций научных организаций и требует 

привлечения в проект конструкторской организации (ОКБ про-

мышленности). В условиях демонстрационной стадии представ-

ляется возможность решить проблему трансфера научных раз-

работок (технологий) по завершении концептуального проекта. 
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Таким образом, в процессе концептуального проектирова-

ния каждому этапу проектирования (рис. 15) присущи свои не-

определённости и риски, связанные с уникальностью объекта. 

Для успешной разработки концептуального проекта необходимо 

их выявить, оценить и устранить. В настоящее время существу-

ют универсальные методики качественного анализа и оценки 

рисков. Методы количественной оценки рисков предстоит со-

здать для каждого этапа концептуального проектирования. 

Анализ рисков предназначен не только для выбора концеп-

ции и разработки надёжных технологий, но и для выработки 

других мер по управлению проектом (финансовых, организаци-

онных, временных), которые позволят снизить вероятность воз-

никновения негативной ситуации или минимизировать её по-

следствия. 

Управление рисками в целом является неотъемлемым атри-

бутом концептуального проектирования. 

Заключение 

В работе представлены основные аспекты методологии 

концептуального проектирования. Сформулировано понятие 

концепции в терминах теории множеств, теории поля и общей 

теории систем. В общем понятии системы выделено два част-

ных: эндосистема (модель объекта) и экзосистема (модель свя-

зей объекта со средой обитания). Соответствующее понятие эк-

зосистемы расширено включением фактора «нагрузка» от 

внешней среды, который дополняет известные факторы «эф-

фект-затраты». Концепция определена как сочетание несколь-

ких принципов. Принцип определен как свертка информации о 

компонентах эндосистемы, направление которой задано еди-

ничным вектором-идеей. В понятия концепции и эндосистемы 

введён принцип «формы», который вместе с принципами «дей-

ствия» и «устройства» объекта, образует его трёхмерную мо-

дель. 

Процесс концептуального проектирования представлен как 

последовательность объективно необходимых этапов, направ-

ленных на устранение неопределённостей, выявленных проек-

тантом. Происхождение неопределенностей связано с ком-
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плексным характером информации, насыщающей проект не 

только реальными, но и мнимыми данными, исходящими от 

проектанта. Это следствие уникальности проекта, требующей 

творческого воображения для решения новой задачи. С иллю-

страциями из области авиации дан краткий обзор особенностей 

каждого этапа концептуального проектирования. Отмечено, что 

управление рисками неотделимо от управления проектом. 

Предложенная теория позволяет оперировать элементами 

концепции создаваемого изделия, опираясь на законы матема-

тической логики. Формализованные проектные решения полу-

чают строгое обоснование благодаря интерфейсам (рис. 23), 

установленным между известными понятиями и различными 

теориями. 

 

 

Рис. 23. Основные модели этапов концептуального  

проектирования (отмечены в скобках своими номерами) 

Естественно, представленные материалы не исчерпывают 

всех знаний, которые нужны для решения задач концептуально-

го проектирования во всей их сложности. В частности, предсто-

ит показать идентичность предложенного описания этапов с 

описанием известных требований стандартов к другим этапам 

жизненного цикла и принятой системы оценки уровней готовно-

сти технологий [12], составить математические модели для опи-

сания этих этапов. 

В данной работе смысл комплексного представления кон-

цепции и системы с мнимыми составляющими в их содержании 
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состоит в том, чтобы объяснить причины неопределенностей и 

рисков, которые сопровождают проект. Возможно, в дальней-

шем будет построена общая математическая модель процесса 

концептуального проектирования, которая позволит управлять 

проектом с использованием практических методов теории 

функций комплексного переменного. 
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Abstract: The work presents key concepts of conceptual design, that are formulated 

in terms of set theory, vector analysis and general systems theory. The conception is 

understood as the combination of several principles that form the information-

logical model of an artificial object. The principles are intentional convolutions of 

related information, the vectors of which are defined by ideas, and the content is 

defined by the components of the system. The concepts of the exosystem (the model 

of interaction with the environment) and the endosystem (the model of an separate 

object) are highlighted. Unity of the model is created by an active functional system, 

which in a documented form creates a project. The diversity of principles is expand-

ed by the introduction of the principle of "form" along with the principles of «ac-



 
Управление большими системами. Выпуск 75 

206 

tion» and «structure» of the object. The realizability of the object is provided by the 

technologies. The process of conceptual design is presented as a sequential activity 

aimed at eliminating uncertainties, which are caused by the complex nature of pro-

ject information with an imaginary component.  The proposed theory allows to 

manage the conceptual project, relying on the laws of mathematical logic. Formal-

ized through this design decisions are strictly justified. 

Keywords: conception, principle, idea, system, technology, project, risk. 
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