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Классические индексы центральности для анализа системы взаимосвязей 

и взаимодействия некоторого множества объектов и распространенные 

методы выделения ключевых элементов сети при помощи ранжирования уз-

лов по величине общесетевого индекса центральности не всегда учитывают 

интенсивности внутригрупповых взаимодействий в различных частях систе-

мы. В данной работе предлагается использовать контекстно-зависимые 

меры центральности – на основе внутригруппового взаимодействия элемен-

тов сети. То есть предлагаемая мера центральности каждого элемента 

зависит от того подмножества элементов, для которого рассматривается 

в данный момент. Для общей интегральной характеристики важности, вли-

ятельности и т.д. некоторой группы вершин предлагается использовать ми-

нимальное или максимальное, а не среднее, значение индекса центральности 

вершин этой группы. Для определения подмножества ключевых узлов сети 

предлагается использовать алгоритмы специального кластер анализа – алго-

ритмы выделения ядра монотонной системы. Это не только обеспечивает 

определение глобального экстремума функционала в соответствующей оп-

тимизационной задаче, но и позволяет более подробно проанализировать 

структуру сети. В качестве примера применения предлагаемого подхода рас-

смотрена сеть экспортных связей стран – членов Евросоюза. Выявлена осо-

бая – пограничная роль Великобритании в ядре Евросоюза. 

Ключевые слова: меры центральности, ключевые элементы системы 

взаимосвязанных объектов, монотонные системы. 

1. Введение 

Для представления и анализа системы взаимосвязей и взаи-

модействия некоторого множества объектов часто используется 

граф («социальная сеть») [18]. Вершины в этом графе представ-

ляют объекты (или субъекты, «акторы»), а ребра – связи между 

ними2. При этом наличие связи может характеризовать близость 

                                           
1 Евгений Николаевич Кузнецов, к.т.н., ст.н.с. (enkuznetsov@mail.ru). 
2 Разумеется, не все пары вершин связаны ребрами. Граф, в котором все пары 

вершин связаны ребрами, называется полным. 
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(похожесть) между объектами, различие (расстояние) между 

ними или факт (интенсивность) их взаимодействия. В первых 

двух случаях, как правило, речь идет о симметричных связях, и 

этому схематично соответствует неориентированный граф. 

В последнем случае обычно рассматривают направленные связи 

между объектами, что представляется ориентированным гра-

фом. Наконец, часто используются взвешенные графы, в кото-

рых каждому ребру приписано некоторое число – вес, характе-

ризующее меру близости или расстояния (степень похожести 

или различия) между объектами или интенсивность воздействия 

(влияния) одного объекта на другого, объём (величину) матери-

ального, информационного или финансового потока между ни-

ми и тому подобное. 

Для анализа той роли, которую играет каждый объект во 

взаимосвязанной системе (каждый субъект в социальной сети), 

рассматривается сама концепция центральности и вводятся раз-

личные её числовые характеристики – меры центральности 

(centrality indices). Концепция центральности широко использу-

ется в социальных и поведенческих науках, а также в области 

политических наук, управления, социальных сетей в интернете, 

экономики, биологии и т.д. [19]. 

Так, в анализе социальных сетей рассматривают тесно свя-

занные понятия центральности и индивидуальной власти, ли-

дерства, положения коммуникативного посредника, периферий-

ного или почти изолированного узла [15, 18]. В анализе свойств 

сетей на рынке межбанковского кредитования и платежных си-

стем проводится количественная оценка значимости элементов 

финансовых взаимодействий и накопленного системного рис-

ка [7]. Индексы влияния и меры центральности используются 

также для определения ключевых игроков на международном 

рынке капитала [13]. Разумеется, используется этот аппарат и 

для исследования структуры и процессов в политических инсти-

тутах, таких как парламент [1], исследования структуры потоков 

международной миграции [12] и во многих других областях . 

Исследователи социальных сетей разработали множество 

количественных мер (индексов) центральности. Наиболее из-
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вестными и распространенными являются следующие четыре 

группы мер [15, 16]:   

– центральность по степени связности (degree centrality); 

– центральность по близости (closeness centrality); 

– центральность по посредничеству (betweenness centrality); 

– центральность по влиятельности (eigenvector centrality). 

В то же время, как неоднократно отмечалось в литературе 

(см., например, [14, 17]), классические индексы не всегда учи-

тывают структуру сети и индивидуальные характеристики от-

дельных акторов, а также интенсивности прямых и опосредо-

ванных, в частности, внутригрупповых взаимодействий в систе-

ме. Поэтому были предложены и иные меры центральности, в 

частности, индексы центральности по ближним (short-range  in-

teractions  centrality,  SRIC)  и  дальним (long-range interactions 

 centrality, LRIC)  взаимодействиям,  которые позволяют  учиты-

вать данные  особенности [3, 13, 14].  Предложенный в [13] ин-

декс центральности заёмщика учитывает характер и количе-

ственную составляющую связей между субъектами финансовой 

системы для прямых контрагентов и косвенных контрагентов 

первого уровня. 

Тем не менее ни одна из имеющихся в распоряжении ис-

следователя мер центральности, ни все они в совокупности не 

позволяют полностью удовлетворить потребности анализа сете-

вой структуры близости (различия) между элементами, сетевой 

структуры сложной системы материальных, финансовых, ин-

формационных и других потоков или системы взаимодействия 

между акторами. Поэтому развитие новых подходов к анализу 

сетевой структуры является актуальным. 

Прикладные работы по сетевому анализу, как правило, со-

стоят из двух основных этапов. Сначала для всех узлов имею-

щейся сети (акторов) рассчитываются те или иные индексы (ме-

ры центральности). Затем на основе полученных значений про-

водится ранжирование всех узлов по каждому индексу. Это поз-

воляет выделить в сети группы узлов с наибольшими или 

наименьшими значениями этих индексов (ТОП-3, ТОП-5 и т.д.). 

Или шире – выделить группы узлов, отвечающих тем или иным 

априорно налагаемым требованиям. Например, группу узлов, 
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индексы центральности которых превышают (или не превыша-

ют), некоторое пороговое значение или принимают наибольшие 

значения. Так, в [2] определяются наиболее важные междуна-

родные и российские экономические журналы в сетях в резуль-

тате анализа перекрестного цитирования научных публикаций 

этих журналов. По каждому используемому индексу определя-

ется группа ТОП-3 наиболее влиятельных журналов по эконо-

мике. Разумеется, перечень этих «наиболее влиятельных журна-

лов» по разным индексам сильно отличается. 

Общей чертой всех известных автору работ по анализу се-

тевой структуры на основе мер центральности является то, что 

значения индексов вычисляются для каждой вершины раз и 

навсегда – по всем вершинам сети. Иначе говоря, индекс цен-

тральности рассматривается как свойство или функция узла на 

всей сети (т.е. функция одного аргумента – узла). Кроме того, 

для общей характеристики важности, влиятельности и т.д. неко-

торой группы вершин используются такие стандартные инте-

гральные характеристики этой группы как среднее (реже, сум-

марное или медианное) значение используемого индекса цен-

тральности [19].  

В данной работе для сетевого анализа центральности 

предлагается три нововведения. 

1.  Предлагается рассмотреть контекстно-зависимые меры 

центральности. То есть с самого начала мера центральности 

вводится как функция двух аргументов: некоторого узла сети и 

некоторого подмножества узлов сети. Иначе говоря, мера цен-

тральности рассматривается как мера отношения (связи, роли, 

взаимодействия и т.д.) элемента и группы элементов. То есть 

мера (степень) центральности каждого элемента определя-

ется не единожды, по всей сети, а зависит от контекста – 

от того подмножества элементов, для которого рассматри-

вается в данный момент. Таким образом, значение индекса 

центральности каждой вершины явно зависит от подмножества 

вершин, для которого оно вычисляется. Актор, занимающий 

лидирующие позиции в одной группе вершин, может быть 

вполне периферийным узлом в составе другой группы. Этот 
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подход как бы реализует идею известной поговорки «Молодец – 

среди овец, а на молодца – и сам овца». 

2.  Для общей интегральной характеристики важности, влия-

тельности и т.д. некоторой группы вершин предлагается ис-

пользовать крайние значения индекса центральности вершин 

этой группы (минимальное или максимальное, а не среднее). То 

есть группа характеризуется по самому влиятельному своему 

члену или, наоборот, итоговое время марш-броска взвода – по 

наиболее отставшему солдату. 

3.  Для определения подмножества ключевых узлов сети 

предлагается использовать алгоритмы специального кластер-

анализа – алгоритмы выделения ядра монотонной системы. 

Это не только обеспечивает определение глобального экстре-

мума функционала в соответствующей оптимизационной зада-

че, но и позволяет более подробно проанализировать структуру 

сети. 

Во второй части статьи вводятся все необходимые фор-

мальные понятия. С математической точки зрения данная рабо-

та основана на работе [6]. В третьей части описываются алго-

ритмы решения поставленной задачи. В четвертой части рас-

сматриваются свойства построенных структурных объектов. 

Наконец, в пятой части работы кратко описывается практиче-

ский пример применения предлагаемого подхода к сетевому 

анализу системы торгово-экономических потоков между стра-

нами-членами Евросоюза. 

Автор благодарит Ф.Т. Алескерова и Ю.Э. Гурову за цен-

ные замечания и помощь в работе над статьей. 

2. Контекстно-зависимая мера сетевой 

центральности  

Пусть V = {1, 2, …, n} – конечное множество связанных уз-

лов (вершин, элементов, акторов и т.д.). Характер связей между 

ними может быть самый произвольный. Широко известны по 

крайней мере три типа таких связей:  

1. Мера близости (похожести) или расстояния (различия) 

между двумя узлами.  
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2. Величина (объем, масса) потока между ними (материаль-

ного, финансового, информационного и др.).  

3. Интенсивность взаимодействия (влияния) одного элемента 

на другой.  

Рассмотрим взвешенный граф G = V, E, W, где V, |V| = N – 

множество вершин, E  V × V – множество ребер, а W = wij – 

множество весов ребер, где wij – неотрицательное действитель-

ное число, соответствующее ребру (i, j)  E. Граф G называется 

ориентированным, если ребро (i, j)  E характеризует направ-

ленную связь между узлом i и узлом j (например, величину не-

которого потока от узла i к узлу j, меру влияния узла i на узел j 

и т.п.), и неориентированным, если ребро (i, j)  E характеризу-

ет ненаправленную связь между узлами i и j (например, меру 

сходства или различия между ними). 

Невзвешенный граф G может быть представлен с помощью 

матрицы смежности A= [aij]N×N, где aij = 1, если (i, j)  E, и 

aij = 0 в противном случае, а взвешенный – с помощью матрицы 

весов W = [wij]N×N. При этом предполагается, что все вершины 

графа пронумерованы и, тем самым, различимы. Граф G назы-

вается полным, если каждая вершина соединена с каждой вер-

шиной, т.е. E = V × V. Однако часто под полным графом пони-

мают полный граф без петель. То есть граф, в котором каждая 

вершина соединена только с каждой другой вершиной.  

Исходя из смысла весов ребер, любой взвешенный граф 

можно представить в виде полного графа, соответствующим 

образом дополнив матрицу весов (парных связей). Например, 

если вес wij характеризует близость (похожесть) вершин i и j, и 

при этом максимальной близости соответствует значение веса, 

например, равное 1, то естественно заполнить диагональ матри-

цы весов единицами (каждая вершина в наибольшей степени 

похожа сама на себя). Если вес – это расстояние между верши-

нами (например, расстояние, вычисляемое по какой-либо фор-

муле в пространстве признаков), то вес отсутствующих ребер 

в исходном графе можно определить как кратно увеличенное 

максимальное возможное расстояние между вершинами (заме-

няя, таким образом, для практических нужд последующего ана-
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лиза бесконечную величину). Диагональ в этом случае – рассто-

яния от каждой вершины до самой себя – естественно заполнить 

нулями. Если вес wij характеризует величину какого-либо пото-

ка между вершинами (материального, финансового или инфор-

мационного), то, наоборот, значения весов отсутствующих ре-

бер в исходном графе естественно заполнить нулями. Анало-

гичным образом поступают и в том случае, если вес ребер ха-

рактеризует интенсивность взаимодействия (прямого влияния) 

одного элемента на другой. 

В любом случае, мы имеем конечное множество V связан-

ных узлов (вершин, элементов, акторов и т.д.) и матрицу 

W = [wij]N×N, количественно характеризующую парные связи 

между ними. (Сначала мы рассматриваем только симметричные 

матрицы связей.) Для определенности будем предполагать, что 

wij ≥ 0, i ≠ j, wij = 0. 

Рассмотрим произвольное подмножество H  V. Определим 

на каждом таком подмножестве скалярную числовую функцию 

его элементов  

(1) ( , ) ,  ij

j H

i H w i H


   . 

Число (i, H), приписываемое этой функцией элементу i на 

подмножестве H, назовем весом элемента i на H. Таким обра-

зом, вес каждого элемента подмножества H равен сумме связей 

этого элемента со всеми элементами того же подмножества. 

В соответствии с содержательным смыслом весов ребер можно 

интерпретировать вес (i, H) как близость элемента и подмно-

жества узлов исходного графа, или как расстояние элемента от 

подмножества элементов, или как величину суммарного потока 

от одного узла в группу узлов, или как меру влияния одного уз-

ла на подмножество узлов и тому подобное. То есть в данном 

случае число (i, H) – это прямой аналог меры степенной цен-

тральности (взвешенной), только измеренной не по всей сети, 

а на некотором подмножестве узлов H или, можно сказать, из-

меренной на подграфе исходного графа, определяемом под-

множеством узлов H.  
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Система функций (i, H), так определенных на множестве 

всех подмножеств множества V, очевидно, удовлетворяет усло-

вию монотонности (напомним, что веса ребер неотрицательны, 

wij  0). Действительно, для любых двух вложенных подмно-

жеств H1  H2 и для любого элемента i  H1 выполняется нера-

венство (i, H1) ≤ (i, H2), т.е.  

(2) 
1 2 1 2 1 2( , ) ( , ),   , , : .i H i H i H H i H H V       

Свойство монотонности можно записать и иначе (можно 

показать, что эти две записи эквивалентны): 

(3) ( , \ ) ( , ),   ,  , ,  .i H k i H i k i k H H V        

Такого рода системы названы в [9] монотонными. Суще-

ственный вклад в развитие теории таких систем внесли работы 

[5, 8, 10] и др. 

Определим теперь на множестве всех подмножеств множе-

ства узлов одну скалярную функцию по следующему правилу  

(4) ( ) min ( , ),   .
i H

F H i H H V


    

Таким образом, функция F(H) есть величина наименьшей 

меры центральности подмножества узлов H. То есть каждое 

подмножество узлов будем характеризовать не средней, 

а наименьшей мерой центральности его элементов. Напомним, 

что мера центральности каждого узла здесь контекстно-

зависима, т.е. характеризует связи этого узла с другими узлами 

только в пределах рассматриваемого подмножества. 

Теперь поставим задачу выделить такое наибольшее под-

множество K, K  V, узлов исходного графа, на котором функ-

ция F(H) принимает максимальное значение  

(5) ( ) max ( ) max min ( , ).
i HH V H V

F K F H i H
 

   

Подмножества K, K  V, на которых функция F(H) прини-

мает максимальное значение, названы в [9] ядрами монотонной 

системы. В этой же работе показано, что множество всех ядер 

монотонной системы замкнуто относительно операции объеди-

нения множеств, и, тем самым, в любой монотонной системе 

существует одно наибольшее по вложению ядро. 

Иначе говоря, нужно определить такое подмножество 

узлов K, в котором даже узел с наименьшей мерой центрально-
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сти (в пределах этого подмножества) имеет наибольшую меру 

центральности среди всех подмножеств H  V. Можно тракто-

вать это и таким образом, что речь идет о выделении подмноже-

ства «наиболее взаимосвязанных (взаимовлияющих)», цен-

тральных элементов исходной системы, образующих ее ядро. 

Предположим, что вес wij характеризует величину какого-

либо потока между вершинами (материального, финансового 

или информационного). Пусть узлы – это субъекты некоторой 

экономической системы (например, страны Евросоюза), а вес wij 

парной связи характеризует объем торговли (либо только экс-

порт из i-й страны в j-ю, либо весь товарооборот между ними). 

Тогда ядро K включает страны с наибольшим внутригрупповым 

товарооборотом в смысле критерия (5) в составе экономической 

системы. 

Ядра монотонных систем обладают многими замечатель-

ными свойствами [4–6, 9, 10], некоторые из которых описаны 

ниже в разделе 4. Но сначала рассмотрим алгоритм выделения 

ядра монотонной системы. 

3. Алгоритм выделения ядра – центрального 

подмножества элементов взаимосвязанной 

системы 

За годы, прошедшие с появления теории монотонных си-

стем [9], было предложено несколько различных алгоритмов 

выделения ядер монотонной системы (см., например, [5] и др.). 

Экстремальные свойства ядра монотонной системы, разумеется, 

не зависят от алгоритма, применяемого для его выделения. 

Здесь дадим краткое описание простейшего алгоритма, следуя 

работе [6]. 

В основе алгоритма решения задачи (5) используется про-

цедура построения так называемой определяющей последова-

тельности элементов и выделения в ней наибольшего ядра – 

определимого множества [9].  

Алгоритм описывается рекуррентным образом по шагам. 

Первый шаг.  Положим H1 = V. Находим такой элемент 

α1  V, что 
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1( , ) min ( , ).
i V

V i V  


  

Элемент α1 первым «удаляется» из множества V и объявля-

ется первым элементом выстраиваемой определяющей последо-

вательности1. Обозначим его вес (α1, V) через 1. Это число бу-

дет использоваться как начальное значение порога для сравне-

ния с весами других элементов, но рассматриваемых уже на 

множестве H2 = H1\ α1, на следующем шаге. Сравнение осу-

ществляется для «удаления» других элементов. В то же время 

значение порога сравнения в дальнейшем будет изменяться. 

k-й шаг.  Пусть после выполнения (k – 1) шагов алгоритма 

выстроена последовательность элементов α1, α2, …, αk–1 и 

в качестве текущего значения порога для сравнения получено 

некоторое число k–1. Обозначим через Hk = Hk–1\ αk–1 подмноже-

ство всех оставшихся к k-му шагу, т.е. еще не включенных в 

определяющую последовательность, элементов множества V:  

1 2 1\ , ,...,k kH V     . 

Находим такой элемент αk  Hk, что 

( , ) min ( , )
k

k k k
i H

H i H  


 , 

и производим сравнение его веса с текущей величиной поро-

га k–1. Если выполняется условие  

(6) 
1( , )k k kH     

и k < N = |V|, то переходим к (k + 1)-му шагу, причем величина 

порога сохраняется:  

1k k   . 

В противном случае, т.е. если не выполняется неравен-

ство (6), перед переходом к следующему шагу величина порога 

изменяется: 

( , )k k kH   . 

                                           
1 Если таких элементов несколько, то в определяющую последовательность 

вставляется любой из них. Как показано в работах [5, 9], это не влияет не 

только на состав выделяемого в последующем наибольшего ядра, но и на со-

став всех квазиядер – см. далее. Аналогичное свойство имеет место на каж-

дом шаге алгоритма. 
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В этом случае, очевидно, k > k–1 (т.е. это неравенство вы-

полняется только для некоторых k). Алгоритм заканчивает ра-

боту, когда полностью исчерпано исходное множество V, т.е. 

все его элементы выстроены в последовательность 

α1, α2, …, αN, которая и названа определяющей. При этом по-

лучена также сопутствующая последовательность подмно-

жеств H :  

1 2, ,..., NH H H H , 

где H1 = V, Hk = Hk–1\ αk–1, (HN = αN) a αk – k-й элемент определя-

ющей последовательности. Последовательность элементов 

α1, α2, …, αN и сопутствующая ей последовательность подмно-

жеств H  могут быть выстроены не единственным образом, ес-

ли на некотором шаге оказалось более одного элемента 

с минимальным весом. Однако, как показано далее, это не по-

мешает решению поставленной задачи. 

Выделим из определяющей последовательности 

α1, α2, …, αN специальную подпоследовательность 

1 2
, ,...,

pj j j   , элементы которой определяют шаги алгоритма 

со сменой значений порога сравнения (положим 
1 1j  ). Обо-

значим общее число таких различных значений порога через p. 

Для упрощения дальнейшего рассмотрения введем специальные 

обозначения для этой последовательности элементов и связан-

ной с ней последовательности подмножеств:  

(7) 
1 21 2, ,...,

pj j p j          ,  

(8) 
1 21 2, ,...,

pj j p jH H H        . 

Аналогичным образом переобозначим и числовую последо-

вательность возникающих порогов: 

(9) 
1 21 2, ,...,

pj j p j          , 

где j–1 < j, j = 1, …, p. 

Обозначим через K соответствующее подмножество 

pp jH  , т.е. подмножество элементов, включенных в опреде-

ляющую последовательность после последнего изменения зна-
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чения порога на jp-м шаге, начиная с самого элемента p до кон-

ца определяющей последовательности. В [9] доказано, что на 

подмножестве K = Гp функция F(H) достигает глобального мак-

симума и такое подмножество K = Гp единственно1. Тем самым 

множество узлов K есть решение поставленной задачи о выде-

лении подмножества «наиболее взаимосвязанных (взаимовлия-

ющих)» элементов.  

Алгоритм является достаточно простым в вычислительном 

отношении и поэтому пригоден для обработки больших систем 

взаимосвязанных элементов. 

Для того чтобы наглядно продемонстрировать работу алго-

ритма, рассмотрим следующий простой пример системы взаи-

мосвязанных элементов, которой соответствует взвешенный 

граф на рис.1. 

 

Рис. 1. Пример простейшей системы взаимосвязанных  

элементов. Ядро выделено плавной кривой 

                                           
1 В [5] доказано, что, несмотря на произвольный выбор элемента с мини-

мальным весом на каждом шаге алгоритма, в случае, если таких элементов 

несколько, последовательность квазиядер   также определяется един-

ственным образом. 
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Описанный алгоритм выделяет на этом взвешенном графе 

ядро, состоящее из вершин 1, 4 и 5 (т.е. ядро K = p = 1, 4, 5). 

При этом строится определяющая последовательность 

2, 3, 1, 4, 5, последовательность множеств 

 1 1,2,3,4,5 ,      1,4,5p  и последовательность возрас-

тающих порогов 
1 23, 6     . 

4. Свойства монотонной системы на матрице 

связей как основа для выделения подмножества 

ключевых элементов сети 

Важная особенность алгоритма состоит в том, что вместе 

с определением подмножества «наиболее взаимосвязанных» 

элементов в ходе решения задачи отыскивается система вло-

женных друг в друга подмножеств 
1 2, ,..., p      последнее 

из которых, Гp, является искомым ядром. Эти подмножества об-

ладают особыми свойствами [5, 6, 9]. 

Прежде всего сделаем два общих замечания, вытекающих 

непосредственно из самого построения алгоритма решения за-

дачи. Во-первых, последовательность значений порога, выстра-

иваемая в ходе выполнения алгоритма, строго упорядочена по 

величине 

1 2 1... ...j j p          , 

где 

min ( , ) min
j j

j

j j ik
i i

k

i w 
 



    . 

Во-вторых, множества последовательности   представля-

ют собой точки локальных экстремумов (максимумов) функции 

F в последовательности подмножеств H : 

1

( ) max ( ),  ,  1,2,..., 1,
j j

j
H

F F H H H j p
  

       

или  

(10) 1

1 1

( ) ( ) ,  ,

( ) ( ) 1,2,..., 1.

j j j j

j j

F H F H H H

F H F j p
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Более того, как это отмечается в [5], соотношения (10) вер-

ны для любого подмножества H, j  H  j–1, не обязательно 

являющегося членом последовательности подмножеств H . 

Теорема 11.  Для любого собственного подмножества 

H, j  H  j–1 справедливо 

1

1 1

( ) ( ) , ,

( ) ( ) , 1,2,..., 1.

j j j j

j j

F H F H

F H F j p






 

      

    
 

Из теоремы 1 следует, что последовательность множеств   

есть последовательность точек строго возрастающих локальных 

максимумов функции F на множестве всех подмножеств мно-

жества узлов V. Иначе говоря, в множестве всех подмножеств 

множества узлов V как на решетке выделяется последователь-

ность вложенных интервалов подмножеств H, j  H  j–1, 

j =1, 2,…, p –1, границы которых служат локальными максиму-

мами функции F. Последний из этих максимумов является в то 

же время глобальным. По этой причине подмножества последо-

вательности   называют также квазиядрами. 

Таким образом, функция F(H) имеет весьма простую струк-

туру: у нее имеется всего p ≤ N = |V|локальных максимумов. 

Именно эта простота, являющаяся следствием монотонности 

системы, определяет возможность построения быстрого алго-

ритма решения задачи (5): алгоритм можно понимать как про-

стую процедуру последовательного перебора всех локальных 

максимумов функции F(H), т.е. квазиядер монотонной системы. 

Рассмотренная особенность алгоритма выделения ядра мо-

нотонной системы позволяет решать исходную задачу с допол-

нительными ограничениями. Так, в частности, в условиях зада-

чи может быть априорно указан перечень особых ключевых 

элементов, которые должны обязательно войти в результирую-

щее центральное подмножество; в другом случае могут быть 

заданы допустимые размеры искомого подмножества (жела-

тельный диапазон). В обоих случаях решением будет наимень-

шее множество Гj, удовлетворяющее соответствующему усло-

                                           
1 Доказательства теорем приведены в [6]. 
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вию, т.е., например, наименьшее квазиядро Гj, включающее 

априорно заданные ключевые элементы. 

С точки зрения содержательной интерпретации результа-

тов, весьма желательно для оценки качества получаемого реше-

ния иметь общие количественные характеристики близости 

(удаленности, связности, интенсивности взаимодействия и т.д.) 

элементов ядра K и однородности их взаимного расположения 

(взаимосвязей). В качестве таких характеристик предлагается 

использовать соответственно величины F(K) и Q(K), которые 

определяются следующим образом:  

(11) ( ) min ( , ) min .p ik
i K i K

k K

F K i K w 
 



     

(12) 
\

( ) max max ,  ,  ( ,  \ ).ik
H K i K H

k H

Q K w H H H K K H 
 



     

Величина F(K), как уже отмечалось, определяет особый, 

крайний элемент ядра – p (центр или антицентр ядра, в зависи-

мости от содержательного смысла весов ребер между узлами), 

а характеристика Q(K) выделяет некоторую собственную 

часть H ядра K = Гp, причем из свойства монотонности следует, 

что элемент αk  K \ H, такой, что 
\

maxk ik
i K H

k H k H

w w


  

  , стоит 

непосредственно перед первым элементом H в определяющей 

последовательности. Тем самым, величина Q(K)определяет не-

кий максимальный разрез ядра K (в определяющей последова-

тельности).  

Целесообразность использования величин F(K) и Q(K) в ка-

честве мер общей близости элементов ядра и однородности их 

взаимосвязей обосновывается тем, что они удовлетворяют 

определенным соотношениям.  

Теорема 2.  Мера однородности ядра не превосходит вели-

чину порога p = F(K): 

( ) min ik
i K

k K

Q K w




  . 

Иными словами, нельзя ядро, расположенное у правого 

конца определяющей последовательности, разрезать на две ча-

сти таким образом, чтобы максимальная суммарная связь эле-

мента из одной части («левой») со всеми элементами другой 
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части («правой») превысила минимальную связь первого эле-

мента ядра со всем ядром p = F(K). 

Теорема 3.  Минимальная сумма связей какого-либо эле-

мента ядра K со всеми остальными его элементами, т.е. вели-

чина порога p = F(K) не меньше максимальной величины парной 

связи между любыми двумя элементами всего множества V:  

,
( ) max ik

i k V
F K w


 . 

В отличие от теоремы 2, гарантирующей в определенном 

смысле «плотность» ядра K, теорема 3 устанавливает суще-

ственное ограничение снизу на величину минимальной связи, 

т.е. «минимальной взаимосвязанности» элементов в этом мно-

жестве. 

Введенные с помощью теорем 2 и 3 количественные харак-

теристики взаимосвязанности и однородности (плотности) эле-

ментов ядра, т.е. подмножества узлов, на котором функция F(H) 

имеет глобальный максимум, можно обобщить для оценки всех 

локальных экстремумов этой функции. Определим их аналогич-

ным образом: 

 ( ) min ( , ) min ,  1,2,..., 1,
j j

j

j j ik
i i

k

F i w j p
 



       

 
1

\
( ) max max ,  ,  ,  1,2,..., 1.

j

j ik j j
H i H

k H

Q w H H H j p




          

Теорема 4.  Для любого множества Гj справедливо следу-

ющее неравенство:  

( ) min ,  1,2,..., 1
j

j

j ik
i

k

Q w j p




    . 

Теорема 5.  Для любого множества Гj минимальная сумма 

связей его элемента со всеми другими его элементами, т.е. ве-

личина порога j = F (j), не меньше максимальной величины 

связи между двумя элементами i и k, не принадлежащими 

множеству Гj+1, т.е. i, k  V \ Гj+1,, 

1, \
( ) max ,  1,2,..., 1

j

j ik
i k V

F w j p
 

    . 

Теоремы 4 и 5 служат обоснованием возможности исполь-

зования локальных экстремумов функции F, т.е. множеств 

j, j =1, 2, …, p–1, в качестве приемлемого решения задачи 
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выделения подмножества «наиболее взаимосвязанных» элемен-

тов для случая, когда на это подмножество накладываются до-

полнительные априорные ограничения (см. выше). Введенные 

в этих теоремах меры «взаимосвязанности» и однородности 

элементов подмножеств, доставляющих локальные максимумы 

функции F, и сравнение их с соответствующими характеристи-

ками для глобального максимума указывает, насколько искажа-

ется идеальное решение введением дополнительных ограниче-

ний.  

В заключение рассмотрим теорему 6, устанавливающую, 

что множества j, j =1, 2, …, p–1, являются в определенном 

смысле точками локальных экстремумов также и функционала, 

равного средней попарной связи между элементами подмноже-

ства. 

Теорема 6.  Пусть H  V  

(13) 
,

1
( ) ,  

( 1)
ik

i k H

f H w H V
H H 

  


 . 

Тогда справедливы утверждения: 

А. Для любого подмножества H  j, j=1, 2, …, p–1, с чис-

лом элементов |H|, равным |j+1|, отличающегося от множества 

j+1 не более чем одним элементом, выполняется неравенство  

(14) 
1( ) ( )jf H f   . 

Б. Для любого подмножества H  j, j=1, 2, …, p–1, с чис-

лом элементов |H|, равным (|j+1| + 1), содержащего множество 

j+1, т.е. H  j+1, также выполняется неравенство (14).  

Рассмотренные свойства монотонной системы, построен-

ной на матрице связей, предоставляют широкие возможности 

для содержательных интерпретаций.  

Замечание.  Формальная постановка задачи о выделении 

подмножества «наиболее взаимосвязанных» элементов и алго-

ритм ее решения полностью сохраняются и тогда, когда 

элемент wij матрицы связей акторов носит смысл не близости, 

меры сходства, интенсивности взаимодействия между ними, 

а расстояния. Задача в этом случае состоит в выделении под-

множества «наиболее изолированных», в смысле (5) элементов 
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множества V. Более того, весь предложенный подход полностью 

применим и к анализу сети с несимметричной матрицей связей 

узлов, не удовлетворяющей неравенству треугольника, а имен-

но, к анализу потоковой матрицы связей. 

5. Ядро Евросоюза по данным взаимного экспорта 

стран – членов (2016 год) 

В качестве примера применения предлагаемого подхода 

рассмотрим задачу выделения ядра Евросоюза по данным об 

экспорте (внешней торговле товарами) за 2016 год 

(www.eurostat.eu).  

Евросоюз – самое известное и наиболее развитое экономи-

ческое и социально-политическое объединение стран в мире. На 

долю ЕС в последние годы приходилось около четверти миро-

вого валового внутреннего продукта (по паритету покупатель-

ной способности), и это при том, что доля стран ЕС в мировом 

населении составляет не более десяти процентов [20]. Совокуп-

ный размер ВВП стран ЕС превышает размер ВВП США [11]. 

Как известно, важнейшей частью экономики является внешняя 

торговля. Внешнеторговые связи стран – членов Евросоюза не 

только характеризуют степень вовлеченности их во внутриреги-

ональный торговый оборот, но и выступают как существенный 

фактор их регионального единства и развития. Велика роль Ев-

росоюза и в мировой торговле: доля ЕС (с учетом внутрирегио-

нальной торговли) составляет около 40% международной тор-

говли товарами [11, 20]. Однако, несмотря на постоянно разви-

вающийся процесс интеграции, Евросоюз не стал пока полно-

стью однородным образованием. Все чаще идут разговоры 

о «Европе двух скоростей». И хотя объем и доля внешней тор-

говли внутри объединения у стран – членов Евросоюза послед-

ние десятилетия постоянно росли, они развивались по-разному 

у разных стран ЕС.  

Для выявления особенностей торговых отношений госу-

дарств Евросоюза внутри ЕС применим рассмотренный выше 

подход. 
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В этом случае V – это множество стран – членов Евросоюза, 

V| = N = 28, а wij – объем экспорта из страны i в страну j. Если 

взять произвольное подмножество H  V, функция (1) 

( , ) ,  ij

j H

i H w i H


     

будет определять суммарный экспорт из страны i во все страны 

подмножества H. 

Таким образом, вес (i, H) каждого элемента подмножества 

H равен сумме объемов экспортных связей этого элемента со 

всеми элементами того же подмножества, т.е. величине суммар-

ного потока от одного узла в группу узлов, или мере влияния 

одного узла на подмножество узлов. То есть в данном случае, 

как уже отмечалось выше, число (i, H) – это прямой аналог ме-

ры степенной центральности (взвешенной), измеренной не по 

всей сети, а на некотором подмножестве узлов H (внутригруп-

повая мера центральности).  

Нужно определить такое подмножество узлов K, в котором 

даже узел с наименьшей мерой центральности (в пределах этого 

подмножества) имеет наибольшую внутригрупповую меру цен-

тральности среди всех подмножеств H  V. Иными словами 

нужно определить подмножество «наиболее взаимосвязанных 

(взаимовлияющих)» центральных элементов исходной системы 

внутренних экспортных связей стран Евросоюза, образующих 

ее ядро. Таким образом, ядро K включает страны с наибольшим 

внутригрупповым товарооборотом в смысле критерия (5) в со-

ставе экономической системы Евросоюза. 

По данным об экспорте (внешней торговле товарами) стран 

Евросоюза за 2016 год получены следующие результаты.  

В качестве ядра (доставляющего глобальный максимум 

функционалу (4)) алгоритм выделил следующие страны: Вели-

кобритания, Испания, Италия, Франция, Бельгия, Германия, 

Нидерланды (или GB, ES, IT, FR, BE, DE, NL – в двухбуквенной 

кодировке). Подчеркнем: это выделение сделано не человеком–

экспертом, возможно учитывающим всю полноту информации 

о странах Евросоюза, а предлагаемым формальным алгоритмом 
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на основе только данных об объемах экспорта товаров из каж-

дой страны в каждую другую страну. 

Напомним также, что в предлагаемом подходе очень важен 

порядок элементов. Более того, важнейшую информацию несет 

сама определяющая последовательность всех элементов и со-

провождающая ее последовательность значений весовой функ-

ции (i, H), характеризующей сумму внутригруппового экспор-

та каждой страны i в страны, расположенные в этой последова-

тельности справа от нее1 (см. рис. 2):  

 

Рис. 2. Ядро Евросоюза по внутригрупповому экспорту 2016 

Первым элементом ядра Евросоюза в определяющей после-

довательности (по данным внутригруппового экспорта 2016 го-

да) стала Великобритания. То есть это как раз первый (особый, 

крайний) из ключевых элементов европейского сообщества.  

Заметим, что механическое удаление Великобритании из 

состава ядра приводит к его разрушению – никакая другая 

                                           
1 Пусть не смущает значение веса, равное нулю, у Голландии: здесь показан 

суммарный экспорт каждой страны в группу стран, расположенных в после-

довательности справа от нее. Голландия была включена в последователь-

ность последней, после Германии: это означает, что когда остались только 

две страны (Германия и Голландия), то экспорт из Германии в Голландию 

оказался меньше, чем экспорт из Голландии в Германию, и поэтому она (Гер-

мания) была включена в определяющую последовательность раньше Голлан-

дии, оставшейся последней.  

 

Ядро ЕС 
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группа стран Евросоюза без Великобритании не дает такое же 

или большее значение функции (4), характеризующей, как от-

мечалось выше, минимальную взаимосвязанность группы стран. 

Напомним, что ядро – это подмножество стран с максимальной 

среди всех возможных групп стран минимальной внутригруппо-

вой взаимосвязанностью. 

Чтобы оценить в целом внутригрупповые и внешние экс-

портные связи стран ядра рассмотрим следующую таблицу1.  

Таблица 1. Суммарный экспорт стран – ядра Евросоюза (млрд 

евро), 2016 год 

Страна 

Суммарный 

экспорт 

внутри ядра 

Евросоюза 

Суммарный 

экспорт 

внутри всего 

Евросоюза 

Суммарный 

экспорт во 

все страны 

мира кроме 

стран ЕС 

Великобритания 124,354 174,980 194,459 

Испания 126,087 171,666 86,999 

Италия 163,312 232,525 183,856 

Франция 218,065 268,807 183,767 

Бельгия 216,134 260,131 100,681 

Германия 410,200 707,545 499,720 

Нидерланды 313,074 391,170 124,015 

Итого  1571,226 2206,824 1373,497 

 

Легко видеть, что действительно среди группы стран, со-

ставляющих ядро Евросоюза, Великобритания имеет наимень-

ший суммарный экспорт в страны ядра, а Германия, как и мож-

но было ожидать, – наибольший. Видим также, что именно и 

только Великобритания продает в остальные страны мира кроме 

ЕС больше (194,459 млрд евро), чем внутри Евросоюза 

                                           
1 Данные о торговле со странами – не членами Евросоюза в этой работе не 

участвуют в исследуемой системе взаимосвязанных элементов, а использу-

ются для интерпретации состава выделенного ядра. 
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(174,980 млрд евро). Остальные страны ядра гораздо в большей 

степени ориентированы на внутригрупповую внешнюю торгов-

лю. Экспорт некоторых из них (Испания, Бельгия, Нидерланды) 

внутри Евросоюза превышает экспорт в остальной мир более 

чем вдвое. Трудно представить, чтобы кто-то из них захотел 

выйти из Евросоюза. 

Мера однородности ядра Q(K), как оказалось, соответствует 

разрезу ядра по Италии: 

( ) 120Q K  . 

Ее значение, близкое по величине к максимальному порогу 

F(K) = 124,4, как раз и свидетельствует о том, что крайний эле-

мент ядра – Великобритания – по данным внутригруппового 

экспорта весьма близок к центру ядра.  

Разумеется, здесь представлены только первые, самые по-

верхностные результаты, в качестве примера применения пред-

лагаемого подхода к сетевому анализу центральности системы 

взаимосвязанных элементов. 

6. Заключение 

Для анализа той роли, которую играет каждый объект во 

взаимосвязанной системе («сети»), в социальных и поведенче-

ских науках, в экономике и других областях широко использу-

ется концепция центральности. Сеть при этом представляется 

взвешенным графом, в котором веса связей определяются мерой 

близости или расстояния (степенью похожести или различия) 

между объектами или интенсивностью воздействия (влияния) 

одного объекта на другого, объёмом материального, информа-

ционного или финансового потока между ними и т.п. 

Однако классические индексы центральности и распро-

страненные методы выделения ключевых элементов при помо-

щи ранжирования узлов по величине общесетевого индекса 

центральности не всегда учитывают структуру сети и, прежде 

всего, интенсивности прямых и внутригрупповых взаимодей-

ствий в системе. 
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Индекс центральности при этом рассматривается как функ-

ция одного аргумента – узла, то есть вычисляются для каждой 

вершины раз и навсегда – по всем вершинам сети. 

Подход к анализу структуры сети взаимосвязанных элемен-

тов, предлагаемый в данной работе, имеет три основные осо-

бенности. 

Первая. Предлагается использовать контекстно-зависимые 

меры центральности – на основе внутригруппового взаимодей-

ствия элементов сети. То есть мера (степень) центральности 

каждого элемента определяется не единожды, по все сети, а 

зависит от контекста – от того подмножества элементов, 

для которого рассматривается в данный момент.  

Вторая. Для общей интегральной характеристики важно-

сти, влиятельности и т.д. некоторой группы вершин предлагает-

ся использовать крайние значения индекса центральности вер-

шин этой группы (минимальное или максимальное, а не среднее 

значение).  

Третья. Для определения подмножества ключевых узлов 

сети предлагается использовать алгоритмы специального кла-

стер анализа – алгоритмы выделения ядра монотонной системы. 

Это не только обеспечивает определение глобального экстре-

мума функционала в соответствующей оптимизационной зада-

че, но и позволяет более подробно проанализировать структуру 

сети. 

В качестве примера применения предлагаемого подхода 

рассмотрена сеть экспортных связей стран – членов Евросоюза. 

Выделенное алгоритмом ядро по данным экспорта за 2016 год 

включает семь стран: Великобритания, Испания, Италия, Фран-

ция, Бельгия, Германия, Нидерланды. Первым (особым, край-

ним) элементом из подмножества ключевых элементов европей-

ского сообщества оказалась Великобритания, единственная из 

них, которая продает в остальные страны мира кроме ЕС боль-

ше, чем внутри Евросоюза. 
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NETWORK INTERACTIONS STRUCTURE ANALYSIS: 

CONTEXT-SENSITIVE CENTRALITY MEASURES 

Eugene Kuznetsov, Institute of Control Sciences of RAS, Moscow, 

cand.sc., professor (enkuznetsov@mail.ru). 

Abstract: Classical centrality indexes for the analysis of system of interrelating and 

interacting objects and widespread methods of key elements detection by ranging 

nodes on the value of common network centrality index not always consider intensi-

ty of intra-group interactions in the system. We offer context-dependent measures of 

centrality – based on intra-group interaction of elements in the network. Namely the 

proposed centrality measure of each element depends on the subset of elements for 

which is considered. For general integrated characteristic of importance, influence, 

etc. of some group of nodes we offer to use minimum or maximum, but not an aver-

age, value of the centrality index of nodes in this group. For definition of subset of 

key nodes in the network, we offer to use algorithms of special cluster analysis – 

algorithms for monotone system kernel detection. It not only provides determination 

of global extremum of functional in the corresponding optimization task, but also 

allows to analyze structure of network in more detail. As an example of application 

of the offered approach, the network of export links of the member countries of the 

European Union is considered. The special front boundary role of United Kingdom 

in the core of the European Union is revealed. 

Keywords: centrality measures, key elements of the interconnected objects 

system, monotone systems. 
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