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Резервирование является одним из основных способов повышения надежности 

сложных технических систем и широко применяется не только в наземных 

системах передачи данных, но и в телекоммуникационных беспроводных се-

тях на базе высотных привязных мультироторных платформ. В работе рас-

сматривается математическая модель восстанавливаемой резервированной 

системы передачи данных в виде модели замкнутой однородной системы го-

рячего резервирования каналов передачи данных с одним ремонтным устрой-

ством и произвольным числом источников данных. Предполагается, что 

функция распределения времени безотказной работы компонент системы 

является экспоненциальной, а функция распределения времени их ремонта – 

произвольной. Изучается надежность системы, определяемая как стацио-

нарная вероятность безотказной работы системы. Предлагаемая аналити-

ческая методология позволила оценить надежность всей системы в случае 

отказов её компонент. Получены явные аналитические и асимптотические 

выражения для стационарных вероятностей состояний системы и стацио-

нарной вероятности безотказной работы системы, позволяющие анализиро-

вать другие операционные характеристики системы относительно произво-

дительности резервных компонент. Разработана имитационная модель для 

анализа надежности системы в тех случаях, когда не удается получить вы-

ражения для стационарных вероятностей состояний системы в явном ана-

литическом виде и для построения эмпирической функции распределения вре-

мени безотказной работы и функции надежности системы. Для численного 

анализа и сравнения результатов были выбраны следующие распределения 

времени ремонта компонент: экспоненциальное, Вейбулла – Гнеденко, Паре-

то, логнормальное и гамма-распределение. Также изучается проблема анали-
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за чувствительности характеристик надежности рассматриваемой систе-

мы к видам функций распределения времени ремонта компонент системы.  

Ключевые слова: стохастическое моделирование, надежность резерви-

рованных систем, асимптотический анализ, имитационное моделиро-

вание, стационарные вероятности состояний системы, эмпирическая 

функция надежности. 

1. Введение 

Ранее в [7] была рассмотрена модель надёжности однород-

ной системы передачи данных облегчённого резервирования 

с экспоненциальной функцией распределения (ФР) времени без-

отказной работы (в.б.р.) и произвольной функцией распределе-

ния времени ремонта её компонент. Были получены явные ана-

литические выражения для стационарного распределения веро-

ятностей состояний системы и для стационарной вероятности 

отказа системы. Проведён сравнительный анализ надежности 

систем холодного и горячего резервирования через модель об-

легчённого резервирования. Также в [4] была рассмотрена ана-

литическая модель однородной системы передачи данных горя-

чего резервирования. В [1–2] были построены имитационная 

модель для исследования надежности замкнутой однородной 

системы холодного резервирования с произвольным числом ис-

точников данных и ограниченными ресурсами для их обработки 

и имитационная модель расчета стационарных вероятностей и 

оценки надежности резервированной системы с произвольными 

распределениями времени безотказной работы и ремонта её 

элементов. В [3, 8] было показано, что не всегда можно полу-

чить явные аналитические выражения для стационарного рас-

пределения рассматриваемой системы передачи данных 

с холодным резервом. Имитационная модель позволила иссле-

довать надежность системы, определяемую как стационарную 

вероятность безотказной работы системы, а также получить 

оценки характеристик надежности системы; также численное 

исследование и анализ графиков показали, что зависимость ха-

рактеристик надежности системы от исходных распределений 

становится исчезающе малой при «быстром» восстановлении 
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её компонент, т.е. с ростом относительной скорости восстанов-

ления. 

Значительная работа была проделана в этой области, 

например в [6]: была проанализирована надежность системы 

с учетом отказа по общей причине и оценено улучшение систе-

мы по сравнению с существующей системой горячего резерви-

рования, которая изменяется во всей системе. Для анализа 

надежности используется модель Маркова, и надежность срав-

нивается с коэффициентом отказов подсистемы. В работе [11] 

надежность системы горячего резервирования анализируется 

с помощью моделей независимых систем и зависимых систем 

с общими сбоями. Надежность резервной системы может быть 

эффективно проанализирована с помощью марковских моделей, 

которые могут моделировать избыточную конфигурацию и пе-

реход между состояниями. В [19] был рассмотрен анализ 

надежности многоуровневой системы горячего резервирования. 

В [13] был представлен обзор основных подходов теории 

надежности и описан систематический метод анализа надежно-

сти резервированных систем с использованием матричных ме-

тодов. Рассмотрены некоторые общие конфигурации системы, 

которые включают: горячий резерв, холодный резерв, восста-

навливаемые и невосстанавливаемые системы; системы с зави-

симыми состояниями. Также в [15] был представлен анализ 

надежности двухкомпонентной системы программируемых ло-

гических контроллеров с горячим резервированием, и для этой 

цели использовались реальные данные промышленной системы. 

В программируемых логических контроллерах наблюдаются 

четыре типа отказов: сбой входного модуля, сбой цифрового 

реле / сбой электропитания, сбой полного сбоя блока и сбой из-

за поврежденного программного обеспечения. Понятие провер-

ки введено, чтобы обнаружить тип отказа. Измерения эффек-

тивности системы по показателям надежности получены 

с использованием полумарковских процессов и методов регене-

рации. В [5], используя концепции теории считающих процес-

сов, предложен простой, точный и эффективный 

в вычислительном отношении метод определения надежности 

резервированных систем. Предложенный метод позволяет эф-

фективно анализировать системы с неидентичными компонен-
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тами, смешанными компонентами холодного и горячего резерва, 

общими резервными компонентами между различными подси-

стемами, работающими в разных условиях, отказами переклю-

чения и произвольными распределениями времени отказов. 

Предложенный метод был продемонстрирован на нескольких 

примерах, а также предоставлен используемый программный 

код в MATLAB. В [17] был проведен анализ надежности двух-

блочной системы горячего резервирования с ремонтируемыми и 

неремонтируемыми отказами. Предполагалось, что система 

имеет 3 режима работы, 2 ремонтируемых режима отказа и не-

сколько неремонтируемых режимов отказа. Даны определения 

новых показателей надежности, а методы их расчета получены 

с использованием вероятностного анализа, определенного инте-

грала и метода дополнительных переменных. 

Однако во всех рассмотренных выше исследовательских 

работах авторы не анализировали модель замкнутой однородной 

горячего резерва с одним устройством восстановления, произ-

вольным числом источников данных, с экспоненциальной 

функцией распределения времени безотказной работы и произ-

вольной функцией распределения времени восстановления его 

элементов, используя математический и имитационный подхо-

ды. 

2. Математическая модель анализа надежности 
системы 

2.1. ОПИСАНИЕ И ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ  

АНАЛИТИЧЕСКОЙ МОДЕЛИ 

Рассматривается замкнутая однородная система горячего 

резервирования с экспоненциальной функцией распределения 

времени безотказной работы и произвольной функцией распре-

деления времени ремонта её компонент, которая, согласно до-

полненным обозначениям Кендалла [9], будет обозначаться как 

nGI1. Система состоит из n неоднородных каналов переда-

чи данных с одним ремонтным устройством. В данной работе 

будет рассмотрена зависимость вероятности безотказной работы 

системы nGI1 от относительной скорости восстановления. 
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Для исследования системы вводятся следующие предположе-

ния: 

Предположение 1: первоначально резервные компоненты 

участвуют в функционировании системы наравне с основным; 

Предположение 2: отказавшие компоненты поступают 

в ремонт по одному. 

Мы можем рассмотреть следующие состояния исследуемой 

системы: 

Состояние 0: все компоненты работают; 

Состояние 1: один элемент отказал и находится в ремонте, 

(n – 1) элементов работают; 

Состояние i: i элементов отказали, один находится в ремон-

те, i – 1  ждут своей очереди на ремонт, n – i  работают, 

2, 1i n  .   

Состояние n: все элементы отказали, один находится в ре-

монте, остальные (n – 1) ждут своей очереди на ремонт. 

Ставится задача нахождения явных аналитических выраже-

ний для стационарного распределения вероятностей состояний 

системы и для стационарной вероятности безотказной работы 

системы как в общем случае, так и для некоторых частных слу-

чаев распределений. Для этого рассмотрим случайный процесс  

t – число отказавших компонент системы в момент времени t, 

определенный на множестве состояний      , n. Для 

марковизации этого процесса, т.е. для описания поведения си-

стемы с помощью Марковского процесса (МП) [12], введём до-

полнительную переменную xt  𝑅+
2 время, затраченное 

в момент t на ремонт отказавшего элемента, и воспользуемся 

расширенным пространством состояний E =   R2
+. В результа-

те получим двумерный [18] процесс t, xt  с расширенным 

фазовым пространством E   , x , x , n, x.    

Предположим, что компоненты системы функционируют 

независимо друг от друга, и введем следующие обозначения: 

A – случайная величина (с.в.), время до отказа основного 

элемента; 

  с.в., время восстановления отказавшего элемента; 

x  функция распределения (ФР) с.в. A; 

x  ФР с.в. B;  



 

Управление большими системами. Выпуск 87 

10 

bx плотность распределения (ПР) с.в. B;  

�̃�(𝑠) = ∫ 𝑒−𝑠𝑥𝑏(𝑥)𝑑𝑥
∞

0
− преобразование Лапласа (ПЛ) плот-

ности bx;  

  среднее время безотказной работы основного элемента;    

  среднее время ремонта отказавшего элемента; 

  относительная скорость восстановления;  

𝛽(𝑥) =
𝑏(𝑥)

1−𝐵(𝑥)
 условная ПР остаточной длительности ре-

монта элемента, находящегося в ремонте время t (интенсивность 

восстановления [10]); 

 – параметр экспоненциального распределения времени 

безотказной работы элемента; 

𝜆𝑖 = (𝑛 − 𝑖) ∙ 𝛼; 𝑖 = 0, 𝑛 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ;  𝛼 > 0 – интенсивность перехода 

между отказами. 

Обозначим через p0(t) – вероятность того, что в момент 

времени t система находится в состоянии i = 0, и через pi(t, x) – 

ПР (по непрерывной компоненте) вероятностей того, что в мо-

мент времени t система находится в состоянии ( 1, )i n  и вре-

мя, затраченное на ремонт отказавшего элемента, находится 

в интервале x, x + dx; 

 0( ) ( ) 0p t dx p v t  , 

 ( , ) ( ) , ( ) , 1, .ip t x dx p v t i x x t x dx i n       

0

1, 0
0

 x
1, x 2, x n-1, x n, x. . .1 2 1n 

2, 0 n-2, 0 n-1, 0


x


x



x


x



 

Рис. 1. График интенсивностей переходов 

Теорема 1.  Стационарное распределение вероятностей состо-

яний восстанавливаемой системы nGI1  имеет вид: 

 1 1
0 1 1 1

0 1
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Доказательство.  С помощью формулы полной вероятности и 

с предельным переходом при    перейдем к выводу системы 

дифференциальных уравнений Колмогорова, позволяющей 

найти стационарные вероятности [16] состояний 

рассматриваемой системы. 

Предположим, что для описанного процесса существует 

стационарное распределение вероятностей при t  . Тогда 

получим систему уравнения баланса. Перейдем к решению 

полученной системы, используя метод вариации 

постоянной [14].  

В итоге получаем следующие аналитические выражения 

для стационарных вероятностей состояний восстанавливаемой 

системы nGI1 в следующем виде: 
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где   математическое ожидание с.в. времени ремонта 
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2.2. АСИМПТОТИЧЕСКОЕ ВЫРАЖЕНИЕ  

ДЛЯ ВЕРОЯТНОСТЕЙ СОСТОЯНИЯ СИСТЕМЫ  

ПРИ РЕДКИХ ОТКАЗАХ 

Пусть �̃�(𝜆𝑖) = ∫ 𝑒−𝜆𝑖𝑥𝑏(𝑥)𝑑𝑥
∞

0
− ПЛ ПР с.в. времени 

восстановления отказавшего элемента.   

Рассмотрим случай, когда max(i)  0. 

Используя метод разложения в ряд Тейлора, получим 

следующее выражение: 



 

Системный анализ 

13 

 

 

0

( )

0 0

0 0

(0)
( ) ( )

!

( )

1 ,
! !

i

i

k
np

k np

i i i

k

k

x

knp np
kk k i

i

k k

b
b o

k

e b x dx

E B
k k





  












 

  

 
 

 
      




 

 

где 𝐸[𝐵𝑘] = ∫ 𝑥𝑘𝑏(𝑥)𝑑𝑥
∞

0
 – моменты k-го порядка времени 

восстановления отказавшего элемента, np − номер порядка. 
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Как видно из приведенных выражений, имеется зависимость 

стационарных вероятностей состояний системы от вида 

распределений времени ремонта. Однако эта зависимость 

становится исчезающе малой при «быстром» ремонте 

отказавших элементов, т.е. с ростом относительной скорости 

восстановления  [2, 7]. 

3. Численные и графические результаты по явным 
аналитическим формулам 

Рассмотрим частные случаи модели при  = 100; 

n = {2; 3; 5}; где 𝜌 =
𝑎1

𝑏1
 и b1 = 1, с разными известными 

распределениями времени ремонта.  

В таблице 1 приведены полученные значения вероятности 

1 – Pn безотказной работы восстанавливаемой системы. 

Для анализа и сравнения результатов были выбраны 

следующие распределения времени ремонта: экспоненциаль-

ное (M), Вейбулла – Гнеденко (WB = 0,4), Парето (PAR = 7), 

гамма- (G = 3) и логнормальное (LN = 1). 

Таблица 1. Точные значения (Т.з.) и приближенные значения 

(П.з.) вероятности безотказной работы восстанавливаемой 

системы 1 – pn при np = 2 

n M GW(W) PAR(P) G(G) LN(Sig) 

2 Т.з. 0,9998 0,9990 0,9998 0,9998 0,9997 

П.з. 0,9998 0,9989 0,9998 0,9998 0,9997 

3 Т.з. 0,9999 0,9998 0,9999 0,9999 0,9999 

П.з. 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 

5 Т.з. 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 

П.з. 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 

 

Видно, что для всех рассматриваемых распределений чем 

больше число элементов системы, тем, естественно, больше 

вероятность безотказной работы системы. А также 

с увеличением числа порядка разложения в ряд Тейлора видно, 

что результаты асимптотического выражения совпадают 

(полностью согласуются) с результатами, полученными 
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по точным формулам. 

На рис. 2 представлены графики зависимости вероятности 

безотказной работы системы от относительной скорости 

восстановления  = 25. 

Графические результаты демонстрируют вывод о высокой 

асимптотической нечувствительности стационарной надежности 

системы – хорошо видно, что различия между кривыми при 

«быстром» восстановлении становятся исчезающе малыми для 

всех рассматриваемых распределений времени ремонта 

компонент системы [2, 7]. 

 

Рис. 2. Графики зависимости вероятности безотказной  

работы системы 1 – pn от   при n = {2; 3} 
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4. Имитационная модель анализа надежности 
системы 

4.1. ИМИТАЦИОННАЯ МОДЕЛЬ РАСЧЕТА СТАЦИОНАРНЫХ 

ВЕРОЯТНОСТЕЙ СОСТОЯНИЙ СИСТЕМЫ 

Поскольку не всегда удается получить явные аналитические 

выражения для стационарного распределения рассматриваемой 

системы, особенно в случае, когда функция распределения 

времени безотказной работы системы не является 

экспоненциальным распределением, то был применен 

дискретно-событийный имитационный подход.   

Для описания алгоритма имитационного моделирования 

надёжности системы введём следующие переменные [7]: 

double t – часы модельного времени, меняются при отказе 

или восстановлении компонент системы; 

int i, j  переменные состояния системы; при наступлении 

события осуществляется переход из i в j; 

double tnextfail – служебная переменная, в которой хранится 

время до следующего отказа элемента; 

double tnextrepair – служебная переменная, в которой хранится 

время до следующего окончания ремонта отказавшего элемента; 

int k – счетчик числа итераций основного цикла. 

Для наглядности имитационная модель представлена на 

рис. 3 в виде блок-схемы.  

Алгоритм 1.   

Исходные данные: 

𝐴 − с.в., время до отказа основного элемента; 

𝐵 − с.в., время восстановления отказавшего элемента; 

𝑖 − число отказавших элементов; 

𝑛 − число элементов в системе; 

𝜉 = {𝜉1 < ⋯ < 𝜉𝑛} − время отказа элемента; 

𝑋 = {𝑋1 < ⋯ < 𝑋𝑛} − момент отказа элемента в системе; 

𝜂 − время ремонта отказавшего элемента; 

𝑌 − момент окончания ремонта элемента в системе; 

𝑡Тек − текущее время;                                       

𝑇 − максимальное модельное время. 
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Рис. 3. Блок-схема имитационной модели для оценки  

стационарных вероятностей состояний системы 

Ввод: “GI”, a1, b1, n, T, NG. 

“GI” – функция распределения; 

a1 – среднее время между отказами элементов; 

b1 – среднее время ремонта; 

n – число элементов в системе; 

T – максимальное модельное время прогона; 

NG – число графиков траекторий. 

Вывод: стационарные вероятности состояний p0, p1, …, pn. 

 

4.2. ИМИТАЦИОННАЯ МОДЕЛЬ ДЛЯ ОЦЕНКИ  

НАДЁЖНОСТИ СИСТЕМЫ 

В этом случае при отказе n-го элемента система перестаёт 

функционировать (процесс попадает в поглощающее 

состояние). 
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Алгоритм 2.  

Исходные данные: 

В этом разделе, максимальное модельное время T = . 

Ввод: “GI”, a1, b1, n, NG. 

Вывод: Оценка надёжности системы 𝐸�̂�. 

  

Рис. 4. Блок-схема имитационной модели  

для оценки надёжности системы 

5. Сравнительный анализ численных и графических 
результатов 

Рассмотрим модели при n = 2; T = 100000; NG = 1000; 

где 𝜌 =
𝑎1

𝑏1
= 25  и b1 = 1.  

В таблице 2 приведены значения стационарных вероят-

ностей состояний восстанавливаемой системы pi, вычисленные 

как методом имитационного моделирования (Им), так и 

по аналитическим формулам (Ан). 
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Таблица 2. Стационарные вероятности состояний pi  

восстанавливаемой системы 

 0 1 2 

M Им. 0,9802 0,0196 0,0002 

Ан. 0,9802 0,0196 0,0002 

GW(W) Им. 0,9807 0,0191 0,0002 

Ан. 0,9802 0,0192 0,0006 

PAR(P) Им. 0,9801 0,0197 0,0002 

Ан. 0,9802 0,0197 0,0001 

G(G) Им. 0,9802 0,0196 0,0002 

Ан. 0,9802 0,0197 0,0001 

LN(Sig) Им. 0,9804 0,0194 0,0002 

Ан. 0,9802 0,0195 0,0003 

 

Как видно, результаты, полученные имитационным 

способом, хорошо аппроксимируют результаты, полученные по 

явным аналитическим формулам [3]. 

На рис. 5 представлены графики зависимости вероятности 

безотказной работы системы и графики абсолютной разности 

между значениями стационарной надёжности системы при 

показательном и непоказательных распределениях времени 

безотказной работы компонент системы. 

Как можно видеть, абсолютная разность вероятности 

безотказной работы системы между экспоненциальным 

c логнормальным слишком мала. Система с Парето-

распределением времени безотказной работы и с экспонен-

циальным распределением времени ремонта её компонент 

показала самую высокую стационарную надёжность системы. 

На рис. 6 представлены графики эмпирической функции 

распределения F*(t) и эмпирической функции надёжности R*(t) 

при  = 5; n = 2. 
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Рис. 5. Графики зависимости вероятности безотказной работы 

системы 1 – p2 от 𝜌 и графики абсолютной разности с ростом 𝜌 

 
Рис. 6. Графики эмпирической функции распределения F*(t)  

и эмпирической функции надёжности R*(t)     
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6. Заключение 

В работе были получены явные аналитические выражения 

для стационарного распределения вероятностей состояний си-

стемы и для стационарной вероятности безотказной работы си-

стемы в общем случае, а также асимптотическое выражение для 

вероятностей состояния системы при редких отказах. Получен-

ные формулы показывают наличие явной зависимости этих ха-

рактеристик от вида ФР времени ремонта её компонент. 

Численный анализ показал, что с увеличением числа поряд-

ка разложения в ряд Тейлора видно, что результаты асимптоти-

ческого выражения хорошо согласуются с результатами, полу-

ченными по точным формулам. Графические результаты демон-

стрируют высокую асимптотическую нечувствительность ста-

ционарной надежности системы, что хорошо видно из анализа 

различий между кривыми при «быстром» восстановлении. 

В качестве метрики близости кривых была выбрана равномер-

ная разность, которая становится исчезающе малой для всех 

рассматриваемых распределений времени ремонта элементов 

системы с ростом относительной скорости восстановления.  

Было проведено имитационное моделирование системы. 

Численный анализ показал, что построенная имитационная мо-

дель хорошо аппроксимирует аналитическую модель системы, а 

значит может быть использована в тех случаях, когда не удается 

получить выражения для стационарных вероятностей состояний 

системы в явном аналитическом виде. Также были построены 

графики эмпирической функции распределения в.б.р. системы и 

эмпирической функции надежности системы. 
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distribution function of uptime and an arbitrary distribution function of the repair 

time of its elements. We study the system-level reliability, defined as the steady-state 

probability of failure-free system operation. The proposed analytical methodology 

made it possible to evaluate the reliability of the entire system in case of failure of 

its elements. Explicit analytic and asymptotic expressions are obtained for the 

steady-state probabilities of system states and the steady-state probability of failure-

free system operation, which allow us to analyze other operational characteristics of 

the system relative to the performance of the backup elements using the constant 

variation method. We developed a simulation model of the system for the cases when 

it is not possible to obtain expressions for the steady-state probabilities of system in 

an explicit analytical form and for constructing an empirical lifetime distribution 

function and the system reliability function. Exponential, Weibull – Gnedenko-, Pa-

reto-, Gamma- and Lognormal distributions were selected for the numerical analy-

sis and comparison of results.   

Keywords: stochastic modeling, reliability of redundant systems, asymptotic analy-

sis, simulation modeling, stationary probabilities of system states, empirical reliabil-

ity function. 

УДК 021.8 + 025.1 

ББК 78.34 

DOI: 10.25728/ubs.2020.87.1 

Статья представлена к публикации  

членом редакционной коллегии В.М. Вишневским. 

Поступила в редакцию 31.08.2020. 

Опубликована 30.09.2020. 


