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Проведён анализ и представлен обзор современных приложений, в которых раз-
работка гетерогенных вычислительных систем с небольшими вычислительны-
ми блоками на основе трёхзначной логики является математически лучшим
решением по сравнению с бинарными моделями. В частности, рассматрива-
ются приложения в телекоммуникационной отрасли, где подобные решения
на базе трёхзначной логики фактически могут обеспечить 1,5-кратный рост
скорости передачи данных. Для приложений необходимо реализовать схемы из
чипов, работа которых основана на трёхзначной логике. Для возможности ре-
ализации таких схем должна быть решена принципиально важная задача –
задача полноты классов функций трёхзначной логики. С практической сторо-
ны полнота классов таких функций гарантирует, что на базе произвольного
множества чипсетов можно произвести плату с нужной функциональной схе-
мой. В данной работе были рассмотрены операторы замыкания на множе-
стве функций трёхзначной логики, являющиеся усилением обычного оператора
подстановки, и было показано, что задача полноты для этого оператора име-
ет решение. Поэтому можно восстановить подрешётку замкнутых классов
в общем случае замыкания функций относительно классического оператора
суперпозиций. Это позволит оптимизировать возможное производство чипов
для новых функциональных схем для задач передачи и обработки данных.
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1. Введение

Известно, что удельная плотность записи информации опи-
сывается следующей функцией [12]:

𝑌 (𝑎) =
ln 𝑦(𝑎)

𝑎
=

ln 𝑎

𝑎
,
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которая достигает максимума при 𝑎 = 𝑒 ≈ 2, 718 [12, 23, 31]
(см. рис. 1), т.е. трёхзначная система счисления (из целочислен-
ных) является самой оптимальной с точки зрения плотности за-
писи информации [4, 5, 12, 23].

Как с практической точки зрения, так и в качестве обобще-
ния бинарной логики, наиболее важным случаем многозначной
логики является троичная логика.

Общим случаем (обобщением) для многозначной логики яв-
ляется троичная логика [1, 14], поэтому далее, говоря о много-
значной логике, будем в первую очередь подразумевать троич-
ную (если явно не указано другое). В троичной логике высказы-
ванию присваивается одно из трёх значений: «истина», «ложь»,
«не определено» [1, 2, 12, 23]; в двоичной логике – два: либо «ис-
тина», либо «ложь». Симметричная форма представления числа
на базе трёхзначной логики упрощает работу с отрицательными
числами, поскольку не требует выделения дополнительного раз-
ряда для хранения знака [12].

Рис. 1. Зависимость плотности записи информации
от основания системы счисления
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Преимущество трёхзначной логики над двузначной можно
продемонстрировать на простом примере [12]. Операция сравне-
ния двух чисел в троичной логике выполняется за один шаг: сра-
зу выдается результат (больше, меньше или равно). В двоичной
логике операция выполняется за два шага:

1) проверяется, больше ли первое число второго;
2) проверяется, не больше ли второе число первого.
Базовые троичные логические операции «Отрицание», «И»,

«ИЛИ» представлены ниже в таблицах 1, 2 и 3 [2, 3] («0» озна-
чает, что состояние не определено).

Таблица 1. Отрицание
𝑎 NOT−𝑎 NOT0𝑎 NOT+𝑎

− − + 0

0 + 0 −
+ 0 − +

Таблица 2. Конъюнкция — логическое И
𝑥 ∧ 𝑦 = min(𝑥, 𝑦) − 0 +

− − − −
0 − 0 0

+ − 0 +

Таблица 3. Дизъюнкция — логическое ИЛИ
𝑥 ∨ 𝑦 = max(𝑥, 𝑦) − 0 +

− − 0 +

0 0 0 +

+ + + +

Слабое использование троичной логики в реальных вычис-
лениях обусловлено исключительно тем, что технология двоич-
ной обработки за многие десятилетия уже хорошо разработана
и используется повсеместно. А стоимость производства систем
(как аппаратного, так и программного обеспечения) на базе тро-
ичного кодирования более высока именно ввиду отсутствия мас-
сового производства.
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Особенности работы логики такого компьютера, например,
представление отрицательных чисел, создают базу для построе-
ния высокопроизводительных и надёжных систем для целого ря-
да современных приложений, возникших за последние несколько
лет в различных предметных областях. Математически троичная
логика более эффективна, чем двоичная [1, 2, 5, 12, 23].

Исследования и разработка алгоритмов на основе трёхзнач-
ной логики вновь актуальны [22], например, в телекоммуника-
циях [20, 43], в области искусственного интеллекта (ИИ) [18],
квантовых вычислениях [20, 28, 36, 37], медицине, физике [41].

Это подтверждается и значительным ростом за последние
несколько лет числа научных публикаций в ведущих научных из-
даниях, связанных с различными приложениями трёхзначной ло-
гики [31].

В этой статье мы представляем обзор приложений, где по-
строение алгоритмов на основе трёхзначной логики обеспечивает
большую эффективность и оказывается предпочтительнее в срав-
нении с двузначной. Будет дано сравнение двоичного и троичного
кодирования по их эффективности для ряда приложений.

2. Обзор некоторых реальных систем, построенных
на базе 𝑘-значной логики

2.1. АНАЛИЗ СТРУКТУРНЫХ ПРОЦЕССОВ И ОЦЕНКА
ВЛИЯНИЯ ФАКТОРОВ НА НАДЁЖНОСТЬ
ТЕХНИЧЕСКИХ СИСТЕМ
Многозначная логика позволяет вводить качественные

(лингвистические) переменные вместо количественных. Количе-
ственные показатели (факторы) дискретизируются путём отобра-
жения в некоторую 𝑚-интервальную шкалу. Такой подход поз-
воляет соединить в одной модели количественные и качествен-
ные показатели и значительно упростить достаточно сложные ве-
роятностные схемы оценки надёжности [32, 33]. Достоверность
факторов при такой дискретизации снижается минимально, что
позволяет максимально полно исследовать модель. Это особенно
эффективно в ситуациях, когда нет возможности количественно
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оценить влияние того или иного фактора на процесс; использова-
ние качественных переменных дает дополнительные возможно-
сти в оценке исследуемых факторов [9, 10].

Для установления функциональной зависимости между
входными лингвистическими параметрами модели и выходным
параметром (т.е. работоспособностью всей системы) необходи-
мо построить специальную функцию, которая получила название
структурной функции. Структурная функция устанавливает од-
нозначное соответствие между возможными состояниями рабо-
тоспособности элементов и работоспособностью системы [9]:

𝜙(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) = 𝜙(𝑥) : {0, . . . ,𝑚− 1} → {0, . . . ,𝑚− 1}.

Для построения структурной функции необходимо четко и
ясно представлять структуру процесса и состав задействованных
в нем лиц.

В качестве примера эффективной реализации системы на
базе 𝑘-значной логики можно привести процедуру регистрации
абитуриентов на централизованное тестирование (ЦТ) на базе
автоматизированной информационной системы [9]. При постро-
ении системы важно было изучить влияние различных (внутрен-
них и внешних) параметров на работу данной системы.

Процесс построения структурной функции надёжности про-
цесса записи абитуриентов на тестирования состоял из следую-
щих шагов [9]:

1) определение переменных, включаемых в математическую
модель;

2) агрегирование входных переменных по степени схожести
влияния на итоговый процесс и нахождение промежуточных пе-
ременных на основе экспертной базы правил;

3) расчет структурной функции на основе полученных про-
межуточных переменных.

По аналогии со схемой структурной функции процесса из
работы [9], можно построить схему для любого процесса из лю-
бой другой предметной области. Например, на рис. 2 представле-
на в общем виде графическая интерпретация структурной функ-
ции процесса для оценки качества работы системы Wi-Fi-доступа
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к сети Internet на подвижных объектах (в автомобилях, поездах,
на объектах городского пассажирского транспорта пр.). При по-
строении данной схемы были проанализированы и отобраны сле-
дующие ключевые внутренние и внешние параметры, влияющие
на рассматриваемый организационный процесс: качество связи
(наличие доступа ко внешней сети по одному из трёх каналов
связи), качество используемого телекоммуникационного обору-
дования, стабильность обеспечения электроэнергии. Для постро-
ения схемы были отобраны только основные факторы влияния.
Список можно существенно расширить за счёт учёта дополни-
тельных параметров, например, таких как: скорость движения
объекта, уровень сигнала станций сотовой связи, объём нагрузки
на сеть (количество пользователей), ёмкость канала, виды трафи-
ка и пр.; в этом случае будет возрастать вычислительная слож-
ность структурной функции.

Рис. 2. Схема структурной функции процесса оценки качества
работы системы доступа к сети Internet
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Для уменьшения вычислительной сложности структурной
функции переменные группируют по признакам принадлежно-
сти к классам: например, линии связи (𝑥11), сетевое оборудова-
ние (𝑥12); и производят расчет промежуточных переменных на
основе экспертной базы правил.

В таблице 4 приведены переменные и их значения с необхо-
димыми расшифровками для представленного выше примера. Ре-
зультаты расчетов промежуточных значений представлены в таб-
лице 5.

Таблица 4. Входные параметры для анализа качества работы
системы доступа к сети Internet

Значение параметра и его описаниеПараметр
0 1 2

Канал связи 1
(𝑥1)

Не доступен Слабый сигнал Устойчивое со-
единение

Канал связи 2
(𝑥2)

Не доступен Слабый сигнал Устойчивое со-
единение

Канал связи 3
(𝑥3)

Не доступен Слабый сигнал Устойчивое со-
единение

Состояние
каналов связи

𝑥11

Не доступен Слабый сигнал Устойчивое со-
единение

Блок питания
(𝑥4)

Не работает Неустойчивая
работа

Работает

Состояние
модема (𝑥5)

Не работает Неопределено Работает

Состояние
приёмо-

передающего
оборудования

𝑥12

Не работает Неустойчивая
работа

Работает

Качество работы
системы в
целом (𝑌 )

Не работает Нестабильный
доступ к сети

Работает

На основе промежуточных переменных находятся значения
выходной функции 𝑌 . Результаты расчетов представлены ниже
в таблице 6.
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Таким образом, результатом построения структурной функ-
ции процесса стал вектор, интерпретируемый как столбец табли-
цы истинности на упорядоченных наборах переменных:

{00, 01, 02, 10, 11, 12, 20, 21, 22} → 𝑌.

Таблица 5. Расчет промежуточных переменных
𝑥1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
𝑥2 0 0 0 1 1 1 2 2 2
𝑥3 0 1 2 0 1 2 0 1 2
𝑥11 0 0 2 0 1 2 2 2 2
𝑥1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
𝑥2 0 0 0 1 1 1 2 2 2
𝑥3 0 1 2 0 1 2 0 1 2
𝑥11 0 1 2 1 1 2 2 2 2
𝑥1 2 2 2 2 2 2 2 2 2
𝑥2 0 0 0 1 1 1 2 2 2
𝑥3 0 1 2 0 1 2 0 1 2
𝑥11 2 2 2 2 2 2 2 2 2
𝑥4 0 0 0 1 1 1 2 2 2
𝑥5 0 1 2 0 1 2 0 1 2
𝑥12 0 0 0 0 1 2 0 2 2

Далее полученная структурная функция может быть исполь-
зована для определения эффективности и надёжности исследуе-
мого объекта при заданных входных параметрах. Например, ес-
ли известно, что при создании системы использовалось надёж-
ное и высокопроизводительное телекоммуникационное оборудо-
вание, но нет автономных источников питания, способных обес-
печить бесперебойную работу данного оборудования, или в зоне
нахождения объекта нет достаточного покрытия станциями со-
товой связи (или имеет место большая удаленность от них), то
это может привести к неустойчивому подключению к сети и, как
следствие, к потере данных при передаче по сети. Разработанная
структурная функция может использоваться для принятия управ-
ленческих решений по улучшению качества работы системы, что
позволит снизить риски частичного или полного отказа работо-
способности исследуемых объектов в будущем. Дальнейшие ис-
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следования и дополнение данной методики позволят более полно
оценить влияния различных факторов на работоспособность си-
стемы в целом.

Таблица 6. Значения выходной функции 𝑌
𝑥11 0 0 0 1 1 1 2 2 2
𝑥12 0 1 2 0 1 2 0 1 2
𝑌 0 0 0 0 1 2 0 2 2

2.2. ИМИТАЦИОННОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ПРОЦЕССОВ
И СОВРЕМЕННЫЕ ЯЗЫКИ ПРОЕКТИРОВАНИЯ
Имитационное моделирование является единственным и до-

ступным способом проверки качества и надёжности сложных и
дорогостоящих технических систем на этапе их проектирования.
Автоматизированные средства проектирования позволяют оце-
нить качество с учетом реальных условий эксплуатации. Ими-
тационное моделирование схем в системах автоматизированного
моделирования часто базируется на принципах трёхзначной ло-
гики [3, 4, 13].

Функциональные элементы системы при построении имита-
ционной модели представляются логическими блоками на вхо-
дах/выходах которых формируются многозначные сигналы. За-
мена двузначных (промежуточных) сигналов на переходах трёх-
значными и четырёхзначными позволяет более точно описать ре-
альные параметры работы системы. Значения сигналов представ-
ляются как трёхзначные или четырёхзначные, например [4, 13]:
{𝐴,𝐵, 𝑥/, 𝑥∖}, где {𝐴,𝐵} – постоянные, 𝑥/ – положительный
сигнал, 𝑥∖ – отрицательный сигнал.

Функционирование логических блоков с такими сигналами
описывают таблицами, являющимися аналогами традиционных
таблиц истинности в двузначной логике. Пример приведён ниже
в таблице 7 [4, 13], где для простоты константы обозначены через
«0» и «1», а положительный и отрицательный фронты – через «2»
и «3» соответственно.
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Ниже в таблице 8 приведён пример вычислений значений
для следующей результирующей функции:

𝑓 = 𝑚1(𝑚(𝑋1;𝑚01(𝑋1;𝑋2));𝐴+ 2(𝑋1)).

На рис. 3 приведена логическая схема построения данной
функции.

Рис. 3. Пример построения результирующей функции 𝑓(𝐴,𝐵)

Практически данный подход давно реализован и широко
применяется в многих современных системах и языках автомати-
ческого проектирования функциональных схем, например, таких,
как [7, 8]:

1) программируемая логическая интегральная схема
(ПЛИС);

2) языки автоматического проектирования Hardware
Description Language, Veri-log, VHDL.

Все эти средства проектирования поддерживают имитаци-
онное моделирование функциональных схем именно на базе 𝑘-
значных (𝑘 > 2) логических вычислений [7, 8].

Язык Veri-log работает с трёх- и четырёхзначными сигна-
лами: «0», «1» – для L и H уровней, 𝑋 – для неопределенного
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Таблица 7. Таблицы истинности для некоторых операций
четырёхзначной логики

𝐴 𝐴+ 1
0 1
1 2
2 3
3 0

𝐴 𝐴+ 2
0 2
1 3
2 0
3 1

𝑚(𝐴,𝐵) 0 1 2 3
0 0 0 0 0
1 0 1 1 1
2 0 1 2 2
3 0 1 2 3

𝑚1(𝐴,𝐵) 0 1 2 3
0 0 1 2 3
1 1 1 1 1
2 2 1 3 0
3 3 1 0 1

𝑚01(𝐴,𝐵) 0 1 2 3
0 0 1 1 1
1 1 0 1 0
2 2 0 3 3
3 0 0 3 2
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Таблица 8. Таблица значений результирующей функции 𝑓
𝑓(𝐴,𝐵) 0 1 2 3

0 2 2 2 2
1 1 3 1 3
2 1 2 2 2
3 1 1 1 1

уровня. В начале моделирования логические блоки имеют состо-
яние «не определено» [3, 11, 13]. Соответственно, связанные с
ними функциональные элементы на вход получают сигнал, име-
ющей значение «не определено». При моделировании это указы-
вает разработчику на необходимость начального сброса.

Ниже приведены таблицы истинности для определения логи-
ческих связок с четырёх- и пятизначными сигналами (таблицы 9
и 10), где 𝑍 – плавающий уровень на входах вызывает неопреде-
ленное значение 𝑋 на выходе.

Таблица 9. Логические связки с четырёхзначными сигналами
& 0 1 𝑍 𝑋
0 0 0 0 0
1 0 1 𝑋 𝑋
𝑍 0 𝑋 𝑋 𝑋
𝑋 0 𝑋 𝑋 𝑋

Язык проектирования VHDL поддерживает пятизначные
сигналы. К перечисленным выше сигналам «0», «1» – для L и
H и уровней 𝑋 и 𝑍, в VHDL к сигналам добавляется значение
𝑈 – неинициализированное значение.

Таблица 10. Логические связки с пятизначными сигналами
& 0 1 𝑍 𝑋 𝑈
0 0 0 0 0 0
1 0 1 𝑋 𝑋 𝑋
𝑍 0 1 𝑋 𝑋 𝑈
𝑋 0 𝑋 𝑋 𝑋 𝑈
𝑈 0 𝑈 𝑈 0 𝑈
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2.3. НЕДВОИЧНЫЕ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫЕ СИСТЕМЫ
Обычно описание компьютеров на базе троичной логики

ограничивается упоминанием проектов ЭНИАК (и их последо-
вателей – серии машин IBM, UNIVAC) и «Сетунь–70» [1, 2, 12].
В различных источниках данные проекты зачастую приводятся
как примеры того, что многозначная логика в итоге оказалась
неэффективной и окончательно «проиграла» бинарной модели
компьютера.

Сейчас построение универсального компьютера на базе
трёхзначной логики представляется нецелесообразным ввиду

1) более высокой стоимости трёхзначных логических эле-
ментов по сравнению с двоичными и

2) отсутствия качественного троичного программного обес-
печения [12].

Несмотря на то, что троичные компьютеры общего назначе-
ния не достигли успеха в общем использовании, гетерогенные
вычислительные системы с небольшими троичными вычисли-
тельными блоками являются математически лучшим решением
при построении ряда узкоспециализированных вычислительных
систем [22, 41].

Кроме того, с момента завершения проекта «Сетунь–70»
производство электроники достигло большого прогресса, и по-
явились новые возможности для построения троичного компью-
тера [23, 27, 39], в том числе на базе оптических систем [43].

Выделим несколько частных задач для применения троичной
вычислительной техники.

Задача 1. Троичная логика эффективна при построении вы-
числительных блоков для оборудования сетей передачи данных.
Потенциально передача трёх состояний вместо двух по одному
разряду может увеличить скорость передачи данных в 1,5 раза.
При увеличении числа разрядов скорость может расти экспо-
ненциально [26, 42, 43].

На базе многозначной логики возможна реализация решений
для агрегации данных и обмена данными, которые обеспечивают-
ся единым пространством большой размерности для сетевой ад-
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ресации – как для стандартных целей передачи данных [24], так
и для новых задач по управлению роботизированными устрой-
ствами для Internet Of Things [20].

В работе [43] авторы предлагают совершенно новый спо-
соб создания троичного оптического компьютера: информацию
предлагается представлять двумя поляризованными состояниями
с ортогональными направлениями колебаний света и одним со-
стоянием с отсутствием интенсивности света. Реализация такой
архитектуры возможна за счет удачного сочетания электрическо-
го управления и оптических вычислений: оптоволоконное кольцо
предлагается использовать в качестве регистра, полупроводни-
ковую память – в качестве тройной ячейки, жидкий кристалл –
в качестве модулятора и сумматора. Данное решение на основе
трёхзначной логики может оказаться эффективным и при созда-
ние специализированных вычислительных блоков для систем пе-
редачи данных

Задача 2. Эффективной оказывается трёхзначная логика и
при решении задач обработки изображений [17].

Задача 3. Задачи криптографии [21]. Использование толь-
ко бинарных систем создаёт вычислительную однородность,
неустойчивую ко многим кибератакам, ставшими особенно ча-
стыми в последние годы на всех уровнях: начиная от простых
пользователей и заканчивая целыми государствами. Троичная ло-
гика может улучшить безопасность, что особенно важно в эпо-
ху развития Интернета вещей (IoT), когда ни одно электронное
устройство не может быть полностью защищенным от кибер-
атаки. Современные схемы троичного шифрования показывают
высокую эффективность при решении криптографических задач
и имеют потенциал для повышения надёжности информации,
передаваемой через небезопасные каналы связи. Также они мо-
гут быть использованы как вспомогательные при создании уна-
следованных двоичных кодов [21].

Квантовые вычисления являются наиболее эффективным ме-
тодом обеспечения криптографической защиты для мобильных
роботов и Интернета вещей и безопасности распределённых при-
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ложений. Данная задача требует разработки новых схем секрет-
ного кодирования, которые также могут быть основаны на мно-
гозначной логике [14, 20].

Задача 4. Новые алгоритмы для сжатия текстовых и гра-
фических данных в троичном представлении позволяют мини-
мизировать длину строки битов и тем самым резко сократить
длину кода [19, 34].

Каких-либо принципиальных ограничений для создания
цифровых схем на базе трёхзначной логики нет. Более того, пред-
лагаются новые и перспективные системы на базе трёхзначной
логики [30].

Эффективность алгоритмов на базе трёхзначной логики под-
тверждается и тем, что ведущие разработчики компьютеров, та-
кие как Huawei, Samsung, проводят многочисленные исследова-
ния и разработки в области троичных вычислений для целого
ряда задач: от обработки изображений до разработки троичных
полупроводников [27, 44].

Фактически трёхзначная логика уже реализована во многих
современных системах на программном уровне.

Например, в языке SQL используется трёхзначная логика:
кроме значений «истина» и «ложь», результатом выполнения
логических выражений также может быть ответ «неизвестно».
Трёхзначная логика SQL является следствием поддержки null-
значений для отметки отсутствующих данных. Если нулевое зна-
чение влияет на результат логического выражения, результат яв-
ляется не истинным, не ложным, а неизвестным [40]. Трёхзнач-
ная логика является неотъемлемой частью Core SQL и использу-
ется почти в каждой системе управления базами данных на базе
SQL (см. таблицу 11).

Задача 5. В связи с бурным развитием квантовых компью-
теров троичные вычисления вновь стали актуальны [5, 17, 36,
37]. Ведущие IT-компании в последнее десятилетии представили
свои квантовые компьютеры, работающие на нескольких десят-
ках кубитов: квантовые процессоры IBM состоят из 65 куби-
тов, у Google – из 72. В планах разработчиков к 2023 году выпу-
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стить 1112-кубитный процессор под кодовым названием Condor,
который должен вывести квантовые технологии на коммерче-
ский уровень [29]. Но это пока далеко от миллионов кубитов,
которые могут потребоваться для практических вычислений.

Таблица 11. Поддержка трёхзначной логики в наиболее
распространённых СУБД

Big
Query

Db2
LUW

My
SQL

Oracle
DB

Postgre
SQL

SQL
Server

SQ
Lite

Трёхзн.
логика

+ + + + + + +

Значения
true и
false

+ + + − + − +

Ячейка для хранения единицы информации в квантовом ком-
пьютере – кубит, т.е. это аналог бита в обычном компьютере [5].
Вариантом квантовой ячейки с тремя возможными состояниями
является квантовый трит или кутрит. Можно построить троич-
ный квантовый компьютер, используя вместо кубитов кутриты.
Используя в универсальных квантовых вентилях кутриты вместо
кубитов, исследователи могут существенно снизить количество
необходимых вентилей [5]: в обычном случае нужно 50 тради-
ционных квантовых вентилей, а при троичном представлении –
всего девять. При этом исследования последних нескольких лет
показывают, что использование квантовых тритов вместо куби-
тов существенно упростит разработку квантовых алгоритмов и
программ [19, 31, 35].

2.4. ПРИМЕНЕНИЕ В ЗАДАЧАХ АНАЛИЗА ДАННЫХ
И РАЗРАБОТКИ ИСКУССТВЕННОГО ИНТЕЛЛЕКТА
Многозначная, в частности, троичная логика является

вполне естественной в таких приложениях, как последователь-
ный статистический анализ Вальда или принятие статистических
решений при фиксированных вероятностях ошибок и первого, и
второго рода. В настоящее время инструментарий многозначной
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логики находит широкое применение в задачах, связанных с ана-
лизом данных и построением моделей искусственного интеллек-
та, например, в задачах иерархической кластеризации произволь-
ных наборов данных [18, 20].

Теория многозначной логики над полем комплексных чисел
и пороговая функция многозначной логики применяются при по-
строении модели многозначного нейрона. Для дискретнозначно-
го многозначного нейрона отображение ввода/вывода всегда опи-
сывается некоторой пороговой функцией многозначной логики.
Это применяется при рассмотрении непрерывного многознач-
ного нейрона и построении разделяющей гиперплоскости в 𝑛-
мерном пространстве, которая определяется функцией активации
дискретного многозначного нейрона. Это позволяет решать за-
дачи многоклассовой классификации [18]. Н. Айзенбергом было
предложено рассматривать следующую функцию 𝑃 (𝑧), которая и
называется 𝑘-значным предикатом:
(1) 𝑃 (𝑧) = CSIN(𝑧) = 𝜀𝑗𝑘, 2𝜋𝑗/𝑘 6 arg 𝑧 < 2𝜋(𝑗 + 1)/𝑘,

где 𝑧 ∈ C. Данная функция по сути задаёт деление комплексной
плоскости на 𝑘 равных секторов линиями, проходящими через
начало координат, и точки на единичной окружности, соответ-
ствующие корням 𝑘-й степени из единицы.

Определение 1 [18]. Пороговой функцией 𝑘-значной логики
(или многозначной пороговой функцией) называется функция

𝑓(𝑥1, ..., 𝑥𝑛) : 𝑇 → 𝐸; 𝑇 ⊆ 𝐸𝑛
𝑘 ,

если существуют (𝑛+1) комплексные числа 𝑤0, 𝑤1, ..., 𝑤𝑛, такие,
что для любого вектора (𝑥1, ..., 𝑥𝑛) ∈ 𝑇

𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) = 𝑃 (𝑤0 + 𝑤1𝑥1 + · · ·+ 𝑤𝑛𝑥𝑛),

где 𝑃 (𝑧) – 𝑘-значный предикат, определяемый по формуле (1).
Вектор 𝑊 = (𝑤1, 𝑤2, ..., 𝑤𝑛) – вектор весов для функции 𝑓 .
Таким образом, введение многозначных функций значитель-

но расширяет расширяет набор функций, которые могут быть
представлены с использованием (𝑛+ 1) весов путем добавления
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многозначных пороговых функций к булевым пороговым функ-
циям, а логическая пороговая функция – это частный случай мно-
гозначной пороговой функции. В качестве простого примера та-
кой функции можно рассмотреть функцию максимума из двух
аргументов [18]: 𝑓 = max(𝑥1, 𝑥2).

Данная функция является пороговой функцией (так же, как,
например, 𝑓 = min(𝑥1, 𝑥2). Многозначные функции над полем
комплексных чисел существенно расширяют набор пороговых
функций и перспективы в пороговой логике, в нейронных сетях
и в решении задач мультиклассовой классификации. Ниже в таб-
лице 12 приведены значения функции Поста 𝑓 = max(𝑥1, 𝑥2)
(пороговая функция трёхзначной логики) с вектором весов 𝑊 =
(−2− 4𝜀3, 4 + 5𝜀3, 4 + 5𝜀3) [18].

Таблица 12. Многозначная функция Поста 𝑓 = max(𝑥1, 𝑥2)
# 𝑥1 𝑥2 𝑧 = 𝑤0 +𝑤1𝑥1 +𝑤2𝑥2 arg(𝑧) 𝑃 (𝑧) 𝑓max(𝑥1, 𝑥2)
1 𝜀03 𝜀03 6 + 6𝜀3 1,0471 𝜀03 𝜀03
2 𝜀03 𝜀13 2 + 5𝜀3 + 5𝜀23 𝜋 𝜀13 𝜀13
3 𝜀03 𝜀23 7 + 𝜀3 + 4𝜀23 5,7596 𝜀23 𝜀23
4 𝜀13 𝜀03 2 + 5𝜀3 + 5𝜀23 𝜋 𝜀13 𝜀13
5 𝜀13 𝜀13 2 + 4𝜀3 + 10𝜀23 3,6652 𝜀13 𝜀13
6 𝜀13 𝜀23 −2 + 9𝜀23 4,5223 𝜀23 𝜀23
7 𝜀23 𝜀03 7 + 𝜀3 + 4𝜀23 5,7596 𝜀23 𝜀23
8 𝜀23 𝜀13 3 + 9𝜀23 4,4223 𝜀23 𝜀23
9 𝜀23 𝜀23 8− 4𝜀3 + 8𝜀23 5,2359 𝜀23 𝜀23

2.5. ПРИМЕНЕНИЕ В ЭКОНОМИЧЕСКИХ
ИССЛЕДОВАНИЯХ
В завершение обзора приложений многозначной логики от-

метим ещё одно реальное применение в экономических исследо-
ваниях и в ситуациях, связанных с проблемой коллективно вы-
бора, где возникает «цикличная логика» как частный случай 𝑘-
значной логики [6].

Один из наиболее характерных примеров связан с проблемой
выбора. Рассмотрим выбор из трёх альтернатив (например, выбо-
ры с тремя кандидатами) 𝐴, 𝐵, 𝐶. При этом, голосующий имеет
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некую систему предпочтений, устроенную циклическим образом:
𝐴 ≺ 𝐵 ≺ 𝐶 ≺ 𝐴. Тогда задание отношений между элементами
определяет аналоги операций «ИЛИ» и «И» для трёхзначной ло-
гики (таблицы 13 и 14).

Ещё одно применение многозначная логика находит в эко-
номических исследованиях при оценке инвестиционных рисков
и прогнозировании стоимости страховых убытков. Постановки
задач в этой области приложений аналогичны постановке зада-
чи по оценке эффективности и надёжности технических систем,
рассмотренной выше: сначала определяется полный спектр воз-
можных сценариев развития инвестиционного процесса и фак-
торы, оказывающие влияние на этот процесс, а затем находятся
оценки (как значения функции от вектора факторов) для приня-
тия инвестиционного решения.

Таблица 13. Операция «ИЛИ»
ИЛИ 𝐵 𝐶 𝐴

𝐵 𝐵 𝐶 𝐵

𝐶 𝐶 𝐶 𝐴

𝐴 𝐵 𝐴 𝐴

Таблица 14. Операция «И»
И 𝐵 𝐶 𝐴

𝐵 𝐵 𝐵 𝐴

𝐶 𝐵 𝐶 𝐶

𝐴 𝐴 𝐶 𝐴

В отличие от технических систем, факторы задаются не
лингвистическими переменными (оцениваются не точечно), а по-
лем интервальных значений с некоторым распределением вероят-
ностей.
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3. Теоретические аспекты построения реальных
систем на базе трёхзначной логики

Любая из выше рассмотренных задач сводится к определе-
нию факторов, влияющих на процесс, и рассмотрению счетного
множества 𝑃3 состояний этих факторов (любое счётное число
состояний можно аппроксимировать до принципиально трех со-
стояний) [16]: 0, 1, 2.

Для принятия решения необходимо найти значение выход-
ной функции 𝑌 . Соответственно, мы можем представить вы-
ходную функцию 𝑌 как комбинацию предикатов на множе-
стве 𝑃3 [15]: для этого мы будем рассматривать сложные пре-
дикаты и суперпозиции этих предикатов на 𝑃3.

Данные предикаты практически могут быть реализованы как
схемы из чипов, работа которых основана на трёхзначной логике.

Для возможности реализации таких схем должна быть ре-
шена принципиально важная задача – задача полноты классов
функций трёхзначной логики [15]. С практической стороны пол-
нота классов таких функций гарантирует, что на базе произволь-
ного множества чипсетов можно создать плату с нужной функци-
ональной схемой. Для двузначной логики эта задача была также
решена Постом, что привело к бурному росту электроники [38].

Классическая теорема Поста описывает пять предполных
классов в множестве булевых функций[38].

Для случая трёхзначной логики задача была решена С.В. Яб-
лонским в 1958 г. [15, 16]. Он показал, что для функций трёх-
значной логики существует 18 предполных классов. В работах
[15, 16] рассматривалось замыкание множества функций относи-
тельно оператора подстановки.

К сожалению, для трёхзначной логики было доказано, что
в общем случае эта задача не может быть решена [16]. Если
в случае двузначной логики решётка замкнутых классов счетная,
то в случае трёхзначной логики она экспоненциальная.

Однако, можно рассматривать операторы замыкания на
множестве функций трёхзначной логики, являющиеся усилени-
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ем обычного оператора подстановки. Решение для этого нового
оператора замыкания задач полноты и нахождение структуры ре-
шётки замкнутых классов поможет не только восстановить под-
решётку замкнутых классов в общем случае замыкания функций
относительно классического оператора суперпозиций, но и поз-
волит оптимизировать возможное производство чипов для функ-
циональных схем для решения задач, описанных выше в разде-
ле 2.

3.1. ИССЛЕДОВАНИЕ ОПЕРАТОРА ЗАМЫКАНИЯ
И ОПИСАНИЕ ПРЕДПОЛНЫХ КЛАССОВ В 𝑃3

Пусть дано множество 𝑀 функций из 𝑃3. Через ℜ2(𝑀) бу-
дем обозначать результат замыкания множества функций 𝑀 от-
носительно операции подстановки и перехода от функции 𝑔 к эк-
вивалентной функции 𝑓 ∼ 𝑔, где

𝑓 ∼ 𝑔 ⇔ (∀𝑥⃗ [ (𝑓(𝑥⃗) = 𝑔(𝑥⃗))∨(𝑓(𝑥⃗), 𝑔(𝑥⃗) ∈ {0, 1}) ])&(|𝑋𝑓 | = |𝑋𝑔|).

В дальнейшем все рассуждения ведутся для 𝑘 = 3.
Пусть 𝛼𝑛 ∈ 𝐸𝑛

3 , 𝛼𝑛 = (𝑎1, . . . , 𝑎𝑛), обозначим 𝑂2(𝛼
𝑛) =

|{𝑎𝑖|𝑎𝑖 = 2, 𝑖 ∈ {1, 𝑛}}| – порядок двойки набора 𝛼𝑛.

Определение 2. Для 𝑓 ∈ 𝑃3, такой что |𝑋𝑓 | = 𝑛, считаем
𝑓 ∈ ∇2, если для каждого 𝛼𝑛 такого, что 𝛼𝑛 ∈ 𝐸𝑛

3 и 𝑂2(𝛼
𝑛) > 0,

выполняется 𝑓(𝛼𝑛) = 2. Также считаем, что все константы
содержатся в ∇2.

Можно показать [25], что будет иметь место
Теорема 1 (Полноты). Существует пять ℜ2-предполных

классов 𝑃3 : 𝑇2, 𝑇01, 𝑇∼,Δ2, 𝑃3(𝑥).
Доказательство. Доказательство следует из лемм 1–3, кото-

рые формулируются и доказываются ниже.
Лемма 1. Множество ∇2 является ℜ2-замкнутым.
Доказательство. ℜ2 – многократная суперпозиция расшире-

ния 𝑅2(·) и стандартного замыкания [·]. Очевидно, в силу опре-
деления замыкания, что расширение не выходит за пределы ∇2.

Осталось доказать, что ∇2 замкнуто относительно [·]. Пусть
𝑓 ∈ ∇2. Очевидно, что после подстановки констант вместо од-
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ной (или нескольких) переменных функции 𝑓 она не потеряет
свойство принадлежности классу ∇2. Если же мы вместо всех
существенных переменных подставим константы, то получим
константу, которая, в свою очередь, также лежит в ∇2. Пусть
𝑓 ∈ ∇2, а 𝑔𝑖, 𝑖 = 1, 𝑛, – либо переменные, либо 𝑔𝑖 ∈ ∇2. Возьмем
ℎ = 𝑓(𝑔1, . . . , 𝑔𝑛). Без ограничения общности считаем, что ℎ су-
щественно зависит от всех своих переменных, так как если это не
так, то берем ℎ′ = ℎ, полученную путем отождествления фиктив-
ных переменных. Пусть |𝑋ℎ| = 𝑘. Если на вход ℎ подается набор
𝛾𝑘 = (𝑐1, . . . , 𝑐𝑘) и для некоторого 𝑖 выполняется 𝑐𝑖 = 2, тогда
эта 2-ка попадет на вход к одной из 𝑔𝑖. Но если 𝑔𝑖 – переменная,
то получаем, что на вход к 𝑓 подошла двойка, а 𝑓 ∈ ∇2, значит,
ℎ(𝛾𝑘) = 2. Если же 𝑔𝑖 ∈ ∇2, то на выходе 𝑔𝑖 будем иметь 2,
которая также идет на вход 𝑓, но 𝑓 ∈ ∇2, значит, ℎ(𝛾𝑛) = 2, и
получаем ℎ ∈ ∇2.

Лемма 2. Класс 𝑃3(𝑥) является ℜ2-предполным.
Доказательство. ℜ2-замкнутость класса 𝑃3(𝑥) следует из

того, что [𝑃3(𝑥)] = 𝑃3(𝑥), и по определению из 𝑓𝑅2𝑔 вытекает,
что |𝑋𝑓 | = |𝑋𝑔|, т.е. расширение не выйдет за пределы 𝑃3(𝑥).

Докажем ,что ℜ2(𝑃3(𝑥)∪𝑓𝑃3(𝑥)) = 𝑃3. Построим вектор при-
надлежности. Пусть 𝑔1(𝑥) = 𝑥 + 2, 𝑔2(𝑥) = 𝑥2. Прямая провер-
ка определений классов из 𝒦[·] показывает, что 𝑔1 /∈ 𝑀3

1∪ 𝑀3
2∪

𝑀3
3∪ 𝑇01∪ 𝑇02∪ 𝑇12∪ 𝑇0∪ 𝑇1∪ 𝑇2∪ 𝐻0∪ 𝐻1∪ 𝐻2∪ 𝑇∼∪ 𝑇{0,2},1∪

𝑇{1,2},0, 𝑔2 /∈ 𝐿 ∪ 𝑆𝑥+1.
Из определения 𝑆𝑙 выполняется 𝑃3(𝑥) ⊂ 𝑆𝑙.
Докажем, что ℜ2(𝑃3(𝑥) ∪ 𝑓𝑃3(𝑥)) = 𝑃3. Если 𝑓𝑃3(𝑥) /∈ 𝑆𝑙, то,

в силу теоремы Слупецкого, все доказано. Пусть 𝑓 = 𝑓𝑃3(𝑥) ∈ 𝑆𝑙,
т.е. 𝑓 /∈ 𝑃3(𝑥), 𝑓 ∈ 𝑆𝑙. Пусть |𝑋𝑓 | = 𝑛. Рассмотрим вектор значе-
ний 𝑓𝑛 = (𝑓1, . . . , 𝑓3𝑛)

⊤. По определению 𝑓 множество {0, 1, 2}
не содержится в {𝑓1, . . . , 𝑓3𝑛}, следовательно, существует един-
ственное 𝑎 ∈ {0, 1} такое, что 𝑓𝑖 ∈ {𝑎, 2}, 𝑖 = 1, 3𝑛. Пусть без
ограничения общности 𝑎 = 0. Возможны три случая.

а. Пусть 𝑂2(𝑓
𝑛) 6 3𝑛 − 2, т.е. имеются 𝛼𝑛

1 , 𝛼
𝑛
2 такие, что

𝑓(𝛼𝑛
1 ) = 𝑓(𝛼𝑛

2 ) = 0. Перейдем к функции 𝑔 такой, что 𝑓𝑅2𝑔 и 𝑔
совпадает с 𝑓 на всех наборах, кроме 𝛼𝑛

1 , на котором 𝑔(𝛼𝑛
1 ) = 1.
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В силу того, что 1 /∈ {𝑓1, . . . , 𝑓3𝑛}, расширение корректно (т.е.
|𝑋𝑓 | = |𝑋𝑔|). Заметим, что 𝑔 /∈ 𝑆𝑙.

б. Пусть теперь 𝑂2(𝑓
𝑛)= 3𝑛−1, т.е. имеется единственное

𝛼𝑛
1 такое, что 𝑓(𝛼𝑛

1 ) = 0. Заметим, что существует 𝑔′ ∈ 𝑃3(𝑥),
𝑔′1 = (2, 2, 0)⊤. Рассмотрим функцию ℎ = 𝑔′(𝑓). Очевидно, что
|𝑋𝑓 |= |𝑋ℎ|. Также заметим, что если ℎ𝑛 = (ℎ1, . . . , ℎ3𝑛), то ℎ𝑖 ∈
{0, 2}, 𝑖 = 1, 3𝑛, и 02(ℎ

𝑛) = 1 6 3𝑛 − 2. Таким образом пункт б
сводится к пункту а.

в. Если 𝑂2(𝑓
𝑛) = 0, то с помощью функции 𝑥 + 1 можно

построить 𝑓 ′(𝑥̃) = 𝑓(𝑥̃) + 1. При этом 𝑓 ′ ∈ ℜ2(𝑃3(𝑥) ∪ 𝑓𝑃3(𝑥)),
и для 𝑓 ′ выполнено либо условие а, либо условие б, а, значит,
найдется 𝑓𝑆𝑙 ∈ ℜ2(𝑃3(𝑥) ∪ 𝑓𝑃

3 (𝑥)), следовательно, 𝑃3(𝑥)–ℜ2 –
предполный класс.

Лемма 3. Если после замены в векторе функции 𝑓, |𝑋𝑓 | > 1
нуля на единицу или единицу на ноль получился вектор функции
𝑔, |𝑋𝑔| < |𝑋𝑓 |, то с помощью подстановки констант в функ-
цию 𝑓 можно получить функцию ℎ ∈ 𝑃2(𝑥).

Доказательство. Пусть после перехода от 𝑓 к 𝑔 пе-
ременная 𝑥𝑖 стала несущественной, тогда существуют набо-
ры 𝛼𝑛

1 = (𝑎1, . . . , 𝑎𝑖−1, 𝑎
1
𝑖 , 𝑎𝑖+1, . . . , 𝑎𝑛), 𝛼𝑛

2 = (𝑎1, . . . , 𝑎𝑖−1, 𝑎
2
𝑖 ,

𝑎𝑖+1, . . . , 𝑎𝑛), 𝛼𝑛
3 = (𝑎1, . . . , 𝑎𝑖−1, 𝑎

3
𝑖 , 𝑎𝑖+1, . . . , 𝑎𝑛), что существу-

ет перестановка 𝜎 ∈ 𝒮, 𝜎(𝑎𝑗𝑖 ) = 𝑗, при 𝑗 ∈ 𝐸3. Заметим, что
𝑓(𝛼𝑛

1 )𝑅𝑓(𝛼𝑛
2 )𝑅𝑓(𝛼𝑛

3 ), и 𝑓(𝛼𝑛
1 ), 𝑓(𝛼

𝑛
2 ), 𝑓(𝛼

𝑛
3 ) ∈ 𝐸2, причем суще-

ствуют 𝑙,𝑚 ∈ 𝐸3, что 𝑓(𝛼𝑛
𝑙 ) ̸= 𝑓(𝛼𝑛

𝑚). Получаем, что функция
ℎ(𝑥) = 𝑓(𝑎1, . . . , 𝑎𝑖−1, 𝑥, 𝑎𝑖+1, . . . , 𝑎𝑛) будет удовлетворять всем
требуемым условиям.

Таким образом для оператора ℜ2 доказано, что при 𝑘 = 3
существует 5 предполных классов.

4. Выводы

В статье был проведён анализ и представлен обзор современ-
ных приложений, где построение алгоритмов на основе трёхзнач-
ной логики обеспечивает большую эффективность и оказывается
предпочтительнее в сравнении с двузначной.
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Создание гетерогенных вычислительных систем с неболь-
шими троичными вычислительными блоками является математи-
чески лучшим решением при построении узкоспециализирован-
ных вычислительных систем, особенно для задач передачи, обра-
ботки и защиты данных, распознавания изображений, квантовых
вычислений, в том числе для проведения научных исследований
в современных областях физики.

В области телекоммуникаций решения на базе трёхзначной
логики фактически могут обеспечить 1,5-кратный рост скорости
передачи данных (а в перспективе и экспоненциальный). Для
практического решения данной задачи необходимо реализовать
схемы из чипов, работа которых основана на трёхзначной логи-
ке. Для возможности реализации таких схем должна быть решена
принципиально важная задача – задача полноты классов функций
трёхзначной логики. С практической стороны полнота классов
таких функций гарантирует, что на базе произвольного множе-
ства чипсетов можно создать плату с нужной функциональной
схемой.

В данной работе были рассмотрены операторы замыкания
на множестве функций трёхзначной логики, являющиеся усиле-
нием обычного оператора подстановки. Было показано, что зада-
ча полноты для этого оператора имеет решение, то есть можно
восстановить подрешетку замкнутых классов в общем случае за-
мыкания функций относительно классического оператора супер-
позиций. Это позволит оптимизировать возможное производство
чипов для новых функциональных схем для задач передачи и об-
работки данных.

Автор статьи выражает благодарность Г.А. Зверкиной и
М.П. Фархадову за полезное обсуждение статьи и ценные сове-
ты.
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ANALYSIS AND DESIGN PRINCIPLES OF MODERN
CONTROL SYSTEMS BASED ON MULTI-VALUED
LOGIC MODELS

Anton Esin, V.A. Trapeznikov Institute of Control Sciences of RAS,
Moscow, PhD student (ae@incarnet.ru).

Abstract: An analysis and an overview of modern applications based on three-valued
logic have been presented in this paper. Small computing units based on three-valued
logic is a better solution (in comparison with binary models) for several applications
such as the telecommunications industry, where three-valued logic units may increase
the data transmission rate by one and a half times. It is important to have a
possibility to assembly any circuits from three-valued logic chips. An important
fundamental problem of class completeness for three-valued logic functions must
be solved to make such implementation possible. The class completeness for three-
valued logic functions guarantees that any digital circuit may be assembled from the
finite number of ternary chipsets. The closure operator on the set of three-valued
functions has been considered in this paper. It is a strength of the substitution
operator. The completeness problem for this operator has been proved. This fact
allows to restore in the general case the sublattice of closed classes with respect
to the classical operator of superpositions. It’s a principal theoretical result that
can optimize the assembly process for new digital circuits for transmission and data
processing problems.

Keywords: multivalued logic, three-valued logic, applications of multivalued
logic, completeness problem, closure operator, functions of three-valued
logic.
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