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МНОГОМЕРНЫЕ РЫНКИ ОПЦИОНОВ 

И ОПТИМИЗАЦИЯ ПО CC-VAR 

Агасандян Г. А.1 

(Вычислительный центр им. А.А. Дородницына 

ФИЦ ИУ РАН) 

Рассматривается проблема распространения методологии применения 

континуального критерия VaR (CC-VaR) инвесторами однопериодных рынков 

опционов с одним базовым активом на задачи построения оптимального 

портфеля инвестора для аналогичных рынков с несколькими базовыми 

активами (многомерных рынков). Дается определение теоретического 

идеального многомерного δ-рынка, формируется его инструментарий и 

алгоритм построения оптимального по CC-VaR портфеля δ-инструментов с 

применением процедуры Неймана – Пирсона. Алгоритм во многом повторяет 

последовательность операций одномерного алгоритма, но примененных к 

многомерным объектам. На примере двумерного δ-рынка иллюстрируется 

работа теоретического алгоритма, при этом поиск оптимального решения 

ведется аналитическими средствам. Находятся прогнозная и стоимостная 

функции, диссонанта, функция упорядочения и весовая функция оптимально-

го портфеля, а также основные числовые показатели инвестиции. Некото-

рая наличествующая в примере особенность получает свое естественное и 

рациональное разрешение и демонстрирует возможности расширения 

канонической схемы. Изложение иллюстрируется графиками. 

Ключевые слова: многомерные рынки, базовые активы, контину-

альный критерий VaR (CC-VaR), прогнозная плотность, стоимост-

ная плотность, процедура Неймана – Пирсона, прогнозная функ-

ция, стоимостная функция, диссонанта, инвестиционная сумма, 

средний доход, доходность.  

1. Введение 

Рассматривается проблема распространения методологии 

континуального критерия VaR (CC-VaR) [1–4, 6] на задачи 

построения оптимального портфеля инвестора для рынков 

с несколькими базовыми активами. Интерес к этой проблеме 

представляется естественным. В целом на финансовых рынках 

присутствуют многие активы, в разной степени связанные 

                                           

1 Геннадий Аршавирович Агасандян, д.ф.-м.н. (agasang17@yandex.ru). 
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между собой, но рассматриваемые по отдельности они не 

в состоянии сколько-нибудь полноценно отражать вероятност-

ные свойства финансового рынка в целом. В то же время сов-

местные вероятностные свойства базовых активов вполне могут 

представлять интерес для продвинутых игроков рынка. Поэтому 

организация их совместной торговли выглядит оправданной.  

В прочих теориях этим вопросам также уделяется внима-

ние. В ставшем уже классическим подходе Г. Марковица [8] 

совокупность активов характеризуется вероятностными свой-

ствами цен активов не выше второго порядка – средними зна-

чениями и корреляционной матрицей. При этом результат 

выбора инвестором портфеля оценивается по математическому 

ожиданию и дисперсии дохода (доходности) инвестиции. Про-

стота описания позволяет без труда получать и интерпретиро-

вать результаты, а корреляционная матрица – это, пожалуй, тот 

минимум, без которого вообще трудно говорить о содержатель-

ности модели.  

Однако подобные ограничения существующих классиче-

ских теорий не допускают более тщательного описания риска 

в многомерном случае, и ожидать в таких условиях информиро-

ванности сколь-нибудь адекватного отражения требований  

CC-VaR не приходится. Механическое объединение нескольких 

рынков с разными базовыми активами даже вместе с развитыми 

линейками опционов на каждый из них по отдельности не 

решает проблемы. Информации об их ценах явно недостаточно, 

чтобы по ней можно было судить о «мнении» объединенного 

рынка относительно стохастической взаимосвязи активов.  

Следует вводить инструменты более сложной конструкции, 

которые будут связывать разные активы, например, опционы на 

совокупности активов. Только при их наличии на рынках, при-

том в большом разнообразии, можно будет говорить о целесо-

образности применимости CC-VaR к многомерным рынкам. 

Некоторые варианты таких инструментов (например, опци-

онов) время от времени появляются в литературе (напри-

мер, [7]), но они не в состоянии дать полного решения постав-

ленной проблемы с CC-VaR.  
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Для наших целей идею подключения CC-VaR к многомер-

ным рынкам подсказывает развиваемая в [1, 3] сама методоло-

гия для одномерного случая. Следует сформировать многомер-

ный теоретический δ-рынок вместе с многомерными  

δ-инструментами в качестве базисных, а затем на этой основе 

вводить и дискретные варианты многомерных рынков.  

Разумеется, такая схема конструирования многомерного 

рынка является неизбежным следствием интереса к продвиже-

нию в инвестиционную среду инструментария, настроенного на 

требования именно CC-VaR. Появятся ли соответствующие 

такому критерию рынки или нет, покажет будущее. Тем не 

менее представляется, что даже если оно не находит реального 

воплощения на финансовых рынках в какой-либо форме 

в настоящее время и не найдет его в обозримом будущем, по-

добное исследование имеет смысл. Хотя бы для того, чтобы 

отказ от организации таких рынков звучал более обоснованно. 

Как и в одномерном случае, для получения точных анали-

тических результатов рынок считается идеальным и теорети-

ческим: цены продавца и покупателя предполагаются равными, 

комиссионные равны нулю, а параметры инструментов (страй-

ки опционов) могут быть любыми (теперь) векторами с веще-

ственными координатами. В применении к возможным реаль-

ным рынкам результаты могут рассматриваться как 

аппроксимация.  

Как и при изучении многих иных теоретических проблем 

с CC-VaR для одномерного случая, здесь решается задача CB 

[1, 3], в которой инвестиционная сумма S (> 0) не задается, но 

ищется свободный от сингулярной компоненты портфель (регу-

лярный портфель), доставляющий минимум S при условии  

(1) P{q ≥ ϕ(ε)} ≥ 1 − ε    сразу для всех ε  [0, 1],  

где ϕ(ε) – функция рисковых предпочтений (ф.р.п.) инвестора, 

а q – скалярный доход от портфеля. Алгоритм оптимизации 

также, по сути, заимствуется из одномерного случая. 
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2. Теоретический многомерный δ-рынок 

Пусть X = ∏iNXi, Xi  R, N = {1, 2, …, n}, n – размерность 

рынка. Заданы две неотрицательные функции p(x) и c(x), x  X, 

порождающие меры P{M} и C{M}, M  X. Первая них – про-

гнозная мера – служит вероятностным прогнозом инвестора на 

конец периода, а вторая – стоимостная мера, которую предо-

ставляет рынок. Как и в одномерном случае, сравнительный 

анализ этих двух мер C{∙} и P{∙} должен служить основой для 

построения оптимального портфеля инвестора. Вводится ска-

лярная функция относительных доходов ρ(x) = p(x)/c(x) от 

переменного вектора x  X и применяется алгоритм, фактиче-

ски полностью повторяющий (с очевидными изменениями) 

континуальный алгоритм [1, 3].  

Платежная функция произвольного инструмента I обозна-

чается π(x; I), |I| – его рыночная стоимость, рассчитанная по 

плотности c(x), а ||I|| – средний с точки зрения инвестора доход, 

рассчитанный по плотности p(x) и интерпретируемый также как 

его справедливая стоимость. Имеют место соотношения 

(2)        ; , ;c d p d   I x I x x I x I x x
X X

. 

Для каждого s  X вводится инструмент D(s), называемый 

δ-инструментом, как произведение n одномерных δ-инстру-

ментов, при этом его платежной функцией (доходом) служит 

(обобщенная) n-мерная δ-функция относительно s, т.е. произве-

дение n одномерных δ-функций:  

(3)  


Ni ii ss ),()( DD   

(4)  


Ni ii sx ).()())(;(  sxsDx  

При этом согласно (2) его стоимость и средний доход  

(5)        ,c p D s s D s s .  

Инструменты D(s), s  X, образуют инструментальный ба-

зис. Инструмент (портфель) G с произвольной измеримой пла-

тежной функцией g(x) и его стоимость представляются соответ-

ственно в виде. 
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(6)            ,g d g d g c d    G s D s s G s D s s s s s
X X X

.  

В частности, инструмент H{M}, M  X, называемый инди-

катором множества M, единичный безрисковый актив 

U = H{X} и их стоимости суть соответственно 

    
M

M d H D s s ,       
M

M c d H s s ,  

(7)        , 1d c d r     U H D s s U s sC
X X

X X ,  

где r имеет смысл безрискового дохода за период.  

Без ущерба для общности принимается r ≡ 1. В таком пред-

положении функция c(x), x  X, приобретает свойства плотно-

сти вероятности. Она называется стоимостной плотностью, и 

ее можно интерпретировать как порождаемую рынком. При 

этом прогнозную плотность p(x), x  X, можно считать справед-

ливой с точки зрения инвестора ценой δ-инструмента.  

В связи с рассмотрением многомерных рынков стоит оста-

новиться на некоторых принципиальных моментах.  

Замечание 1.  Упрощение r ≡ 1 на многомерном рынке мо-

жет быть оправдано лишь в силу неявного предположения 

о том, что на нем допустима только совместная торговля всех 

базовых активов. Даже если в описании конкретной сделки на 

рынке будет фигурировать лишь часть базовых активов, имеет-

ся в виду, что в ней участвуют одновременно и остальные базо-

вые активы в форме безрисковых единичных инструментов. 

Поэтому на рассматриваемых многомерных рынках нельзя 

говорить о доходностях отдельных активов. В стоимостной 

плотности c(x) не содержится информации о сравнительной 

средней доходности для разных базовых активов, а лишь о 

коллективной доходности r всей их совокупности, что и позво-

ляет прибегнуть к упрощению r ≡ 1.  □ 

Отметим, что подобных реальных рынков, для которых 

рассматриваемая модель многомерного рынка могла бы слу-

жить теоретической абстракцией, на сегодня не существует. 

Если, пожалуй, не считать бирж, торгующих индексами, кото-

рых свойство коллективной доходности отдаленно роднит 

с введенными многомерными рынками.  
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Замечание 2.  Следует обратить внимание на финансовую 

размерность вводимых инструментов. Представления (3) базис-

ных инструментов и (4) их платежных функций в виде произве-

дений одномерных агрегатов могут породить сомнение 

в осмысленности объекта изучения: ведь даже если цены всех 

базовых активов номинируются в единой валюте, например 

в рублях, то доходы от инструментов и их цены будут измерять-

ся в n-й степени рубля. Тем более если базовые активы номини-

руются в разных валютах. Однако кажущаяся парадоксальность 

этого не должна смущать читателя.  

Суть в том, что все базисные инструменты должны быть 

безразмерными, иначе их нужно нормировать. При этом раз-

мерности весовых коэффициентов при базисных инструментах 

и всех базовых активах должны совпадать. Итак: доходы от 

многомерных инструментов и их цен измеряются в произволь-

ной единой валюте, не обязательно связанной с валютами 

(возможно, разными) базовых активов.  □ 

Инструментарий δ-рынка допускает возможность сравни-

вать по относительному доходу любую пару точек во 

множестве X. И потому алгоритм оптимизации при упорядоче-

нии элементов X по этому доходу должен рассматривать их всех 

равноправными, как если бы они были объединены в некоторое 

линейное множество (подобно одномерному случаю).  

Как и в одномерном случае, алгоритм оптимизации осно-

ван на континуальном применении процедуры Неймана –

 Пирсона [5]. Он почти полностью повторяет (с очевидными 

изменениями) континуальный алгоритм для одномерного рын-

ка. При этом упорядочение точек в пределах множества X по 

величине относительного дохода проводится сквозным обра-

зом.  

Фактически, алгоритм имеет дело с двумя структурами 

данных: исходной многомерной, естественной при описании 

объекта исследования, подготовке данных, а также при прочте-

нии результатов работы алгоритма в терминах реальной много-

мерной структуры, и одномерной (линейной), более уместной 

в самом алгоритме, работающем на поточечной основе. 
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Согласно процедуре Неймана – Пирсона строится однопа-

раметрическое (с параметром τ) семейство Z = {Z(τ)} n-мерных 

подмножеств по правилу  

(8)     Z     x xX ,   τ  [τ′, τ″],  

где τ  [τ′, τ″] ( R+) – скаляр, τ′ = minx ρ(x), τ″ = maxx ρ(x). Через 

Qε, ε  [0, 1], обозначаются множества из Z, такие что Qε = Z(τ) 

и P{Qε} = ε (аналог одномерных множеств Xε [1–3]).  

Тем самым устанавливается связь τ с ε и определяются две 

функции – прогнозная и стоимостная скалярные функции, 

обладающие свойствами одномерных функций распределения:  

(9)     Z   Pf P ,        Z Cf C . 

Они неубывающие по τ, равны нулю при τ < τ′ и единице 

при τ > τ″. Из них строятся диссонанта (стоимость H[Qε] [1–3])  

(10)       
C P= f f ,  ε  [0, 1],  

и ее производная  

(11)         Pv f , ε  [0, 1],           C Pv f f , τ  [τ′, τ″]. 

Представление (11) получается применением правила диф-

ференцирования суперпозиции функций и обратной функции:  

          d d d d            C P C P Pf f f f f   

               C P P P Pf f f f v f ,   ε  [0, 1]. 

В соответствии с теоретическим алгоритмом оптимизации 

функция упорядочения w(∙) и оптимальная весовая функция g(∙) 

определяются соответственно равенствами 

(12)     w x xP= f ,  x  X,  

(13)         g w   s s sPf ,   s  X.  

Оптимальный портфель задается формулой (6) с весовой 

функцией (13):  

(14)    g d G s D s s
X

. 

В связи с формулой (12) следует заметить, что в случае 

многомерного рынка для регулярной пары (C{∙}, P{∙}) уровня-

ми постоянства функции ρ(x) будут, как правило, (n – 1)-мерные 
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множества нулевой вероятностной меры. Так, в одномерном 

регулярном случае функция относительного дохода принимает 

одно и то же значение в нескольких точках, в двумерном – на 

нескольких контурах. Тем не менее и в случае, когда конечное 

ненулевое значение постоянно на множестве положительной 

вероятностной меры, решение удается регуляризировать есте-

ственным образом. И об этом речь пойдет далее в примере.  

Основными традиционными числовыми показателями ин-

вестиционного портфеля служат средний доход, инвестицион-

ная сумма и средняя доходность соответственно:  

(15)  
1

0
R d    ,  

(16)         
1

0
A d d




      




   P Cf f ,   1 0Ry

A
   . 

3. Пример оптимизации по CC-VaR на δ-рынке 

Продемонстрируем работу теоретического алгоритма на 

примере двумерного рынка. Хотя алгоритм должен работать для 

любой пары стоимостной и прогнозной плотностей, тем не 

менее они в примере упрощенно подобраны кусочно-

линейными. Это делается лишь с целью иллюстрации методики, 

а подобрать примеры, для которых можно получать аналитиче-

ские решения, нелегко.  

Пусть X, Y – множества будущих цен двух базовых активов, 

при этом X = Y = [−1, 1). На X×Y заданы две неотрицательные 

плотности – стоимостная и прогнозная соответственно:  

(17)     3
4

, 1 max ,c x y x y  ,   x  X,   y  Y, 

(18)         1 1
54 2

, max 51 59max , , 1 max ,p x y x y x y   .  

Графики плотностей (17) и (18) приводятся на рис. 1.  

Формула для стоимостной плотности описывает боковую 

поверхность правильной пирамиды высотой 3/4 и с квадратом 

в основании со стороной 2. Для вычисления объема под этой 

поверхностью можно обойтись без интегрирования: из геомет-

рических соображений он равен трети произведения площади 
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основания на высоту. В примере искомый объем выбран еди-

ничным.  

1
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Рис. 1. Графики функций c(x, y) (слева) и p(x, y) (справа) 

Формула для прогнозной плотности описывает боковую 

поверхность пирамидальной конструкции, являющейся объеди-

нением двух правильных пирамид, соответствующих двум 

аргументам функции max. Удобно считать ее состоящей из 

нижней усеченной пирамиды, целиком лежащей строго внутри 

стоимостной пирамиды и с тем же основанием, и надстроенной 

на таком «постаменте» второй цельной пирамиды. Общая по-

верхность прогнозной конструкции получается непрерывной, 

но с изломом. Высота всей этой конструкции превышает высоту 

стоимостной.  

По сравнению со стоимостной картиной рынка инвестор 

в своей прогнозной плотности намерен больший вес придавать 

центральной зоне основания и меньший – его краям. В таком 

случае сравнение двух плотностей говорит о намерении инве-

стора «продавать волатильность» (на языке финансового рын-

ка), о чем в одномерном случае уже шла речь, например, в [3].  

Функция в качестве второго аргумента внешней функции 

max в (18) задается произвольно. Она описывает боковую по-

верхность правильной пирамиды, все ее значения в 3/2 меньше 

соответствующих значений стоимостной плотности, как и 

объем. Но второй аргумент превалирует над первым лишь до 
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ребер излома, координаты которых задаются произвольно как 

xf = yf = 3/4, а по ним находится и аппликата 

zf = 2/3 c(xf, yf) = 1/8.  

Функция в качестве первого аргумента функции max в (18) 

строится с сохранением непрерывности в ребрах излома и 

с такой высотой z0 всей конструкции, чтобы ее объем был еди-

ничным. У нее тот же квадрат в основании и тот же единичный 

объем, но ее высота будет превышать 3/4. Обе плотности сим-

метричны относительно поворотов вокруг оси аппликат на 90°. 

Ребра излома прогнозной конструкции образуют квадрат со 

стороной 3/2, расположенный на высоте с аппликатой 

z = zf = 1/8 и с проекцией на координатную плоскость (x, y), 

описываемой уравнением max(|x|, |y|) = xf = yf = 3/4. При этом 

выполняется нужное ограничение zf < c(3/4, 3/4) = 3/16. Подсчет 

объема всей конструкции показывает, что z0 = 17/18.  

Очевидно, многие характеристики вводимых конструкций 

в силу симметрий определяются лишь своими сечениями при 

y = 0, т.е. функциями c(x, 0) и p(x, 0), x ≥ 0:  

(19) c0(x) = c(x, 0) = 3(1 − x)/4,  0 ≤ x ≤ 1;  

(20) p0(x) = p(x, 0) = {17/18 − 59x/54, x < 3/4;  (1 − x)/2, x ≥ 3/4}.  

Эти функции удобны для анализа и графического изобра-

жения, но носят вспомогательный характер. Они вообще не 

являются одномерными плотностями вероятности и даже после 

нормирования не становятся маргинальными. При желании 

получить из них выражения для функций c(x, y) и p(x, y) доста-

точно поменять в (19) и (20) x на max(|x|, |y|).  

Графики функций (19) и (20) приводятся на рис. 2 (слева) – 

штриховая и сплошная линии соответственно. Они фактически 

содержат в упрощенной оговоренной выше форме всю инфор-

мацию, представленную на обоих графиках рис. 1.  

Алгоритм основан на анализе функции относительных до-

ходов  

(21)      , , ,x y p x y c x y  .  

Ее график приводится на рис. 3 (слева). И ее также можно 

записать упрощенно с учетом соотношения ρ0(∙) = p0(∙)/c0(∙):  

(22) ρ0(x) = {2(51 − 59x)/(81(1 − x)), x < 3/4;  2/3, 3/4 ≤ x ≤ 1}.  
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Рис. 2. Графики функций p0(x) и c0(x) (слева), fC(τ) и fP(τ) (справа) 
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Рис. 3. Функции ρ(x, y) (слева) и wr(x, y) (справа) 

Возможные значения τ = ρ0(x) образуют отрезок [τ′, τ″], 

τ′ = 2/3, τ″ = 34/27. Относительный доход принимает наимень-

шее значение τ′ = 2/3, единое при всех значениях x  [3/4, 1]. 

При возрастании относительного дохода τ от уровня τ′ до уров-

ня τ″ его аргумент xτ убывает от 3/4 до нуля.  

Параметризация ρ(x, y) = τ в двумерном случае порождает 

оптимальное семейство Z множеств  

(23)       , ,Z x y x y    ,   τ  [τ′, τ″].  

Линии уровня двумерной поверхности ρ(x, y) образуют 

контуры квадратов на высоте аппликат τ. Имеем  
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(24)    
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x y
Z x y
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По формулам (9) и этим множествам находятся прогнозная 

и стоимостная функции. Для этого требуется, вообще говоря, 

осуществлять кратное интегрирование (в рассматриваемом 

примере – двукратное). Но удобнее воспользоваться готовыми 

формулами для объема пирамид.  

Достаточно вычислять объемы пирамид с разными высо-

тами и основаниями. Это очевидно для стоимостной пирамиды 

и для верхней части прогнозной пирамиды, но также может 

относиться и к ее нижней части прогнозной, если учесть, что 

она является разностью двух пирамид, связанных со вторым 

аргументом в (18) внешней функции max.  

Хотя для нижней части можно проводить вычисления и по-

другому, разделяя усеченную пирамиду на сумму простых 

призм и стыковые треугольные пирамиды (уже неправильные). 

Арифметические подробности этих геометрических вычисле-

ний мы опускаем. 

Вычисление меры P{∙} множеств (24) дает прогнозную 

функцию и связь параметра τ с уровнем вероятности ε:  

(25)       

 

3

3

2
3

118 102 81 342
3 2781 118 81

0, ;

1 , .
Z 





  









   
  



Pf P   

Первая строка в правой части формулы, свидетельствую-

щая о том, что при τ < τ′ множество Z(τ) пусто, дается лишь 

с целью подчеркнуть наличие скачка при τ = 2/3 величиной 

37/96, получаемой из второй строки.  

При τ ≥ τ′ во множество Z(τ) включается вся нижняя усе-

ченная часть пирамидальной конструкции, а также примыкаю-

щий к ней слой ее верхней части. Оба этих слагаемых опреде-

ляются упрощенной функциональной зависимостью (20).  

Таким образом, при крайнем снизу значении τ = τ′ = 2/3 

функция fP(τ) претерпевает скачок величиной 37/96, равной 

атомарной вероятности минимального относительного дохода 
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2/3 – постоянного для x  [3/4, 1] (появление первой строки 

в формуле (25) подчеркивает этот факт). С этого уровня функ-

ция fP(τ) монотонно возрастает и при τ = τ″ = 34/27 достигает 

единицы. Ее график изображен на рис. 2 справа (сплошная 

линия). 

Стоимостная функция (относительных доходов) находит-

ся, как и прогнозная, только теперь у множеств Z(τ), τ  [τ′, τ″], 

вычисляется мера C{∙}, что даже проще. Имеем 

(26)      

 

3

3

2
3

102 81 342
3 27118 81

0, ;

1 , .
Q 















  
  



CCf   

Структура решения аналогична прогнозной функции. При 

τ = 2/3 функции fC(τ) претерпевает скачок величиной 37/64, 

равной атомарной вероятности минимального относительного 

дохода 2/3 – постоянного для x  [3/4, 1], что в полтора раза 

превышает скачок функции fP(τ). При τ = 34/27 функция fC(τ) 

после монотонного возрастания от уровня 37/96 также достига-

ет единицы. График функции fC(τ) изображен на том же рис. 2 

справа (штриховая линия).  

Итак, на отрезке [τ′, τ″] относительных доходов особо выде-

ляется начальная точка τ = τ′ = 2/3. Такой доход возникает на 

всем дополнительном к квадрату [0, 3/4]×[0, 3/4]  X×Y множе-

стве, и ему отвечают атомарные (сосредоточенные) вероятности 

p1 = fP(τ′) = 37/96 и c1 = fC(τ′) = 37/64. 

Знание функций fP(τ′) и fC(τ′) позволяет, вообще говоря, по 

формулам (10)–(13) находить диссонанту γ(∙) с производной, 

функцию упорядочения w(∙) и оптимальную весовую функцию 

g(∙). Однако наличие скачков у функций fC(τ) и fP(τ) при τ = τ′, 

обусловленных постоянством относительного дохода при 

max(|x|, |y|) ≥ xf = 3/4, вносит особенность в результат примене-

ния процедуры Неймана – Пирсона на этом участке и требует 

специального рассмотрения.  

Если действовать строго по принятым правилам построе-

ния диссонанты, то интервалу [0, p1) по ε следует сопоставить 

начальный линейный участок диссонанты γ(ε), соединяющий на 

графике точки (0, 0) и (p1, c1). При этом γ(p1) = c1, 
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γ′(ε) ≡ c1/p1 = 3/2, ε  [0, p1]). Строго говоря, к этому участку 

следует относиться на графике условно, так как вероятности p1 

и c1 являются атомарными, а ими определяются лишь начало и 

конец отрезка.  

Действуя формально, при x ≥ 3/4 в соответствии с (12) из 

функций fP(τ) (25) и ρ0(x) (22) получаем также вырожденные 

участки функции упорядочения и весовой функции: 

(27) w0(x) = 2/3,   g0(x) = ϕ(p1),   x ≥ 3/4.  

При обнаруженной вырожденности процедуры Неймана –

 Пирсона, связанной в данном примере с положительностью 

прогнозной меры постоянства функции ρ0(x) для минимально 

возможного дохода τ′, характер упорядочения не определяется. 

Однако в подобных случаях было бы разумным придавать ей 

смысл и доопределять, и здесь это можно сделать. 

4. Исследование особенности при ρ(x, y) = const 

Неоднозначность устанавливаемого порядка порождает не-

устойчивость решения – малое изменение прогнозной плотно-

сти в зоне x ≥ 3/4 (если оно исключает постоянство относитель-

ного дохода) может значительно изменить в ней функцию 

упорядочения w0(x), вплоть до изменения порядка на обратный. 

Но эту плотность выбирает сам инвестор, и потому в таких 

случаях имеет смысл ему самому назначать характер упорядо-

чения, например, из соображений удобства (если характер 

плотности его, в принципе, устраивает).  

Понятно, что в примере удобнее всего использовать скла-

дывающееся на интервале [0, 3/4) упорядочение по ε от боль-

ших значений к меньшим и продолжить ее на отрезок [3/4, 1]. 

Это можно делать уже без участия функции fC(τ), поскольку 

прогнозные вероятности ε связываются с переменными x непо-

средственно – ведь от них в зоне 3/4 ≤ x ≤ 1 относительные 

доходы не зависят. Притом эта связь подбирается так, чтобы 

сохранилось основное свойство функции w(x) – равномерность 

ее распределения. Результатом должна стать обратная транс-

формация атомарных вероятностей p1 и c1 в плотности вероят-

ности.  
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Итак, в зоне x < 3/4 функция w0(x) остается прежней, 

а в зоне x ≥ 3/4 она находится опять же из (12), но с учетом 

установленного порядка ее роста от больших значений x 

к меньшим и с сохранением равномерности распределения. Для 

этого следует чисто номинально связать переменное значение 

x ≥ 3/4 с уровнем вероятности ε ≤ p1 = 37/96.  

Вспомним, что усеченная нижняя часть (L) пирамидальной 

конструкции для прогнозной плотности определяется коорди-

натами xf = yf = 3/4 и горизонтальным сечением с аппликатой 

zf = (1 − xf)/2 = 1/8; ей отвечает вероятность εf = p1 =37/96 (рав-

ная ее объему). Теперь нам нужно найти для каждого ε ≤ εf такое 

значение xε (= yε) ≥ xf, что объем подмножества Lε множества L, 

образованного горизонтальным сечением с аппликатой 

zε = (1 − xε)/2 ≤ zf, равен ε. Подобные объемы (а заодно и вероят-

ности) находятся по аналогии с p1.  

Легче всего это сделать, если учесть, что у всех введенных 

усеченных пирамид общий «прародитель» – цельная пирамида 

объемом 2/3, описываемая вторым аргументом внешней опера-

ции max в (18), т.е. функцией (1 − max(|x|, |y|))/2.  

Зададимся параметром xε (= yε) ≥ 3/4 нижней усеченной пи-

рамиды, для нее zε = (1 − xε)/2. Горизонтальное сечение с аппли-

катой zε делит всю пирамиду на нижнюю усеченную и верхнюю 

полную части. Объем верхней части определяется проще. По-

скольку площадь ее основания равна (2xε)
2, а высота – 

1/2 − zε = xε/2, то объем равен (2xε)
2(xε/2)/3 = 2xε

3/3.  

Для получения объема нижней части пирамиды, и потому 

искомой вероятности, остается из объема исходной пирамиды 

2/3 вычесть объем верхней части 2xε
3/3. В результате искомая 

вероятность равна 2(1 − xε
3)/3 = ε ≤ p1, где xε = yε ≥ xf = 3/4. Итак, 

P{max(|x|, |y|) ≥ xε} = ε для всех ε ≤ p1, что говорит о равномерно-

сти распределения на рассмотренном отрезке. 

Дополнительно можно проверить, что при ε = p1 = 37/96 (и 

xε = 3/4) объем 2(1 − xε
3)/3 действительно равен 37/96 = p1.  

При такой регуляризации вместо функций w0(x) и g0(x) 

в формуле (27) получаем регуляризованные функции  

(28) w0
r(x) = 2(1 − x3)/3,   g0

r(x) = ϕ(w0
r),   x ≥ 3/4.  
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5. Построение диссонанты и прочих характеристик 
инвестиций 

По-другому, почти стандартно (лишь с некоторым нети-

пичным упрощением) образуется диссонанта γ(∙) на интервале 

по ε  (p1, 1]. Он соответствует полуинтервалу (τ′, τ″] с суммар-

ной прогнозной вероятностью 1 − p1 = 59/96 и суммарной стои-

мостной вероятностью 1 − c1 = 27/64. К тому же x < 3/4.  

На нем использованием (22) для относительного дохода 

устанавливается взаимосвязь xτ с τ. Поскольку при x < 3/4 имеет 

место  

ρ0(x) = 2(51 – 59x)/81/(1 – x) = τ, 

то  

xτ = (102 − 81τ)/(118 − 81τ).  

Без труда проверяется, что эта связь обеспечивает непре-

рывность xτ в точке τ = τ′ (xτ = 3/4 при τ = 2/3).  

Вводя вспомогательные агрегаты  

U(τ) = (102 − 81τ)3/(118 − 81τ)3,  τ ≥ τ′,   b = 81/118,  

имеем в соответствии с (25) и (26) 

fP(τ) = 1 − U(τ),   fC(τ) = 1 − bU(τ).  

Исключая U(τ), получаем взаимосвязь  

fC(τ) = 1 − b(1 − fP(τ)),  

а делая замену τ → fP←(ε), получаем диссонанту  

(29) γ(ε) = 1 − b(1 − ε) = (37 + 81ε)/118.  

Тем самым устанавливается линейная зависимость диссо-

нанты от уровня вероятности ε и на полуинтервале (p1, 1], соот-

ветствующем (τ′, τ″]. Кроме того, γ(p1) = 37/64 = c1 (предельное 

значение стоимости для полуинтервала (τ′, τ″] при τ → τ′), что 

подтверждает непрерывность диссонанты при τ = τ′. Поэтому на 

полуинтервале (p1, 1) имеем также  

γ′(ε) ≡ (1 − c1)/(1 − p1) = 81/118.  

Эти вычисления подтверждаются использованием теорети-

ческого соотношения (11). Вычисление производных от функ-

ций fP(τ) (25) и fC(τ) (26) с учетом непрерывности диссонанты 

последовательно из (11) дает (дополнительный способ проверки 

расчетов) 
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График диссонанты приводится (в сравнении с графиком 

самого аргумента ε) на рис. 4 (справа).  
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Рис. 4. Графики w0(x) и w0
r(x) (слева), γ(ε) (справа)  

Отметим, что линейность диссонанты на интервале (p1, 1] 

вовсе не является типичным свойством, а обусловлена линейно-

стью прогнозной и стоимостной плотностей. Более того, на 

этом интервале относительный доход непостоянен, что в корне 

отличает этот интервал от начального и делает (частично) 

регулярную задачу редким примером линейности диссонанты.  

Таким образом, в рассмотренном примере диссонанта со-

стоит из двух линейных участков разного происхождения.  

В случаях затруднений с получением аналитического пред-

ставления диссонанты (типа (29)) можно было бы воспользо-

ваться, например, интерполяцией.  

Поскольку функция ρ0(x) на полуинтервале [0, 3/4) строго 

монотонно убывает от τ″ до τ′, функция упорядочения w0(x) на 

нем (в отличие от полуинтервала (3/4, 1]) является устойчивой. 
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И проблем с установлением порядка не возникает. В результате 

регуляризованная функция упорядочения (с учетом и (28)) 

w0
r(x) = {2(51 − 59x)/(81(1 − x)), x < 3/4;  2(1 − x3)/3, x ≥ 3/4}. 

Графики обеих функций w0(x) в (27) и w0
r(x) в (28) изобра-

жены на рис. 4 (слева, штриховая и сплошная линии соответ-

ственно). Для различения функций w0(x) и w0
r(x) на этом интер-

вале первая смещена вверх на 0,03. График полной регуляризо-

ванной функции wr(x, y) приводится на рис. 3 (справа).  

Регуляризованная функция g0
r(x) получается в соответствии 

с ф.р.п. по правилу (13). Применение этого правила для полной 

функции gr(x, y) иллюстрируется посредством ф.р.п. ϕ(ε) = ελ с 

тремя значениями λ = 1/3, 1, 3. Для λ = 1 имеем gr(x, y) ≡ wr(x, y), 

и ее график уже представлен на рис. 3 (справа), а для λ = 1/3, 3 – 

графики приводятся на рис. 5. 
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Рис. 5. Функции gr(x, y) при ϕ(ε) = ε1/3 (слева) и ϕ(ε) = ε3 (справа) 

Оптимальный портфель двумерных δ-инструментов опре-

деляется подобно одномерному случаю представлением 

    , ,g x y x y dxdy


 G D
X Y

,  

где платежная функция портфеля g(x, y) дается формулой (13). 

Она при ϕ(ε) ≡ ε, ε  [0, 1], совпадает с w(x, y).  

Средний доход R инвестиции вычисляется по формуле (15). 

Для ϕ(ε) = ελ, λ > 0, имеем  

    
1 1

0
1R d   


   .  
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Инвестиционная сумма A и средняя доходность y опти-

мального портфеля находятся по формулам (16). Простота 

производной от диссонанты (она – ступенчатая функция) позво-

ляет получить эти показатели в виде формулы:  

   
11

2 1 2 1 1A p    
      , 

где γ1′ = 3/2 и γ2′ = 81/118 – константные производные диссо-

нанты на интервалах [0, p1] и (p1, 1] соответственно.  

Результаты расчетов для некоторых значений параметра λ 

в ф.р.п. приведены в таблице 1. 

Таблица 1. 

λ 1/3 0,5 1 2 3 

R 3/4 2/3 1/2 1/3 1/4 

A 0,6860 0,5874 0,4036 0,2443 0,1761 

y 0,0933 0,1349 0,2387 0,3642 0,4197 

6. Заключение 

В работе рассмотрена проблема распространения методо-

логии применения инвесторами критерия CC-VaR на финансо-

вых рынках на многомерные теоретические рынки – рынки 

с несколькими базовыми активами. Изложение ограничивается 

введением однопериодного идеального теоретического рынка 

с многомерной δ-функцией в качестве платежной, его инстру-

ментария, базисных индикаторов и формул, определяющих 

основные характеристики инвестиции.  

В качестве теоретического алгоритма оптимизации исполь-

зуется результат проецирования одномерного алгоритма, осно-

ванного на континуальном применении процедуры Неймана –

 Пирсона, на многомерный рынок.  

Для демонстрации работы многомерного теоретического 

алгоритма предлагается упрощенный пример двумерного ранка 

с плотностями, составленными из боковых поверхностей пра-

вильных четырехгранных пирамид. Решение задачи оптимиза-

ции удается получить аналитически. Но подобный исход пред-

ставляет собой скорее исключение, чем правило. И потому 
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возникает потребность в разработке численных методов реше-

ния задач оптимизации для многомерных рынков, как и рас-

смотрение их сценарных вариантов.  
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Abstract. The work investigates the problem of extending the methodology of 

applying continuous VaR-criterion (CC-VaR) by investors of one-period option 

markets with one underlier on tasks of constructing the optimal investor’s portfolio 
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for analogical markets with several underliers, i.e., multidimensional markets. The 

one-period ideal theoretical multidimensional δ-market is defined, and its tools and 

the algorithm of constructing optimal-on-CC-VaR portfolio of multidimensional δ-

instruments by using the Newman – Pearson procedure are formed. In many ways, 

the algorithm repeats the sequence of operations from the algorithm of the one-

dimensional market, but applied to multidimensional objects. The processing of the 

theoretical algorithm is illustrated by an example of the two-dimensional δ-market, 

and the optimal solution is searched by analytical methods. The forecast and cost 

functions, the dissonant, the ordering and weighted functions, and also basic 

investment performances are calculated. Some singularity presented in the example 

is eliminated by a natural and rational way and demonstrates possibilities of 

extending the canonical model. The exposition is illustrated by graphics.  

Keywords: multidimensional markets, underliers, continuous VaR-

criterion (CC-VaR), forecast and cost densities, Newman – Pearson 

procedure, forecast and cost functions, dissonant, investment amount, 

average income, yield.  
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РЕЗУЛЬТАТЫ АНАЛИЗА ТРЕБОВАНИЙ  
К МЕТОДАМ ВЫДЕЛЕНИЯ СОСТАВЛЯЮЩИХ  

ВРЕМЕННЫХ РЯДОВ1 

Зоркальцев В. И.2 

(ФГБУН Лимнологический институт СО РАН, Иркутск) 

Полковская М. Н.3  

(ФГБОУ ВО Иркутский государственный аграрный  

университет имени А.А. Ежевского, Иркутск) 

Рассматривается задача выбора метода выделения составляющих временно-

го ряда. В качестве таких составляющих могут быть, например, тренд 

или периодические колебания (в частности, сезонные). Исследуемые методы 

выделения составляющих представляются в виде отображения исходного 

временного ряда в выделяемые составляющие. Формулируется система 

требований к этим отображениям, к которым относятся: непрерывность, 

идемпотентность, аддитивность и учет информативности наблюдений. 

Помимо этого, доказаны теоремы о том, что всем введенным требованиям 

удовлетворяет декомпозиция на составляющие временного ряда, использую-

щая метод наименьших квадратов. В качестве примера рассмотрено выделе-

ние двух составляющих временного ряда (тренда и сезонной компоненты) из 

поквартальных и помесячных данных на основе аддитивной модели. При этом 

тренд задан полиномом от времени, а сезонные колебания – в виде суммы 

взвешенных по степеням времени строго периодических функций. Представ-

ленная аддитивная модель применима для анализа динамики запасов, произ-

водства, транспорта, потребления отдельных продуктов в различных райо-

нах и т.д. Для оценки динамики цен более уместно использовать 

мультипликативную модель, поскольку большую устойчивость имеют пока-

затели, измеряемые в относительных, а не в балансовых величинах. В этом 

случае вместо рассмотренного в статье требования аддитивности необхо-

димо ввести требование мультипликативности. 

Ключевые слова: методы выделения составляющих временного ряда, 

аксиоматический подход к сравнительному анализу методов. 
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1. Введение 

В прикладных исследованиях нередко возникает задача вы-

деления из располагаемого временного ряда отдельных его 

составляющих. В частности это может быть задача выделения 

тренда (общей тенденции изменения рассматриваемого ряда) 

или регулярных (например, сезонных) колебаний. Для решения 

зада декомпозиции временных рядов предложено большое 

количество оригинальных методов и их модификаций 

[1, 2, 5, 7, 9–11, 13–15], приводящих порой к существенно раз-

личающимся результатам. Необходимы исследования по срав-

нительному анализу методов, что требует выработки методоло-

гии такого анализа. 

Для целей сравнительного анализа методов декомпозиции 

временного ряда в данной статье используется аксиоматический 

подход. Методы выделения составляющих рассматриваются как 

отображения исходных данных (исходный временной ряд) 

в выделяемые составляющие. Формулируется набор строго 

формализуемых требований к этим отображениям. На основе 

математических доказательств выявляется класс методов, удо-

влетворяющих введенным требованиям. 

2. Выделение составляющих временного ряда  
методом наименьших квадратов 

Задан вектор x  Rn с компонентами xt, равными значениям 

наблюдаемого показателя в моменты времени t = 1, …, n. Обо-

значим z  Rn – вектор, состоящий из суммы искомых составля-

ющих данного временного ряда. Пусть   Rn – вектор, который 

в дополнение к искомому вектору z составляет исходный век-

тор x. То есть справедливо соотношение 

(1) x = z + . 

Обычно компоненты вектора  рассматриваются как по-

грешности от выделения из исходного временного ряда x со-

ставляющих, образующих вектор z.  

Часто составляющие временного ряда представляются в ви-

де линейной комбинации некоторых стандартизированных 
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временных рядов, определяемых как функции от времени t. 

Пусть gti, i = 1, …, m, – значения таких функций в моменты 

времени t = 1, …, n, m – количество рассматриваемых функций. 

Обозначим G матрицу размером n  m с элементами gti. Будем 

считать, что столбцы этой матрицы линейно независимы: 

(2) rankG = m. 

Это условие, в том числе, означает, что число m не должно 

превышать числа n.  

Обозначим   Rn – вектор искомых значений коэффициен-

тов линейной комбинации. Считаем, что 

(3) z = G. 

Пусть h  Rn – заданный вектор положительных коэффици-

ентов информативности наблюдений. Частным случаем является 

одинаковая информативность, когда ht = 1, t = 1, …, n. Соотно-

шения экзогенно задаваемых значений компонент вектора h 

отражают степень ценности наблюдений в отдельные моменты 

времени. Они предназначены для соизмерения разномоментных 

наблюдений исходного ряда x. Диагональную матрицу, состав-

ленную из вектора h, обозначим  

(4) H = diag h. 

Для определения значений векторов , z,  методом 

наименьших квадратов необходимо решить задачу минимиза-

ции квадратной функции 

(5) F() = TH  min, 

при условиях (1), (3). В результате решения такой задачи имеем 

(6)  = (GTHG)–1GTHx, 

(7) z = Bx, 

где 

(8) B=G(GTHG)–1GTH. 

3. Требования к методам выделения составляющих 
временных рядов 

В самом общем виде используемый метод выделения со-

ставляющих временного ряда можно представить как некоторое 

отображение  исходного ряда x  Rn:  

(9) z = (x). 
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Отображение  можно назвать также процедурой вычисле-

ния, оператором или вектор-функцией, состоящей из функций 

t(x), t = 1, …, n. Сформулируем желаемые требования к этой 

вектор-функции. 

1. Непрерывность.  Все функции t должны быть непрерыв-

ными: малые изменения исходных данных (компонент векто-

ра х, например, из-за погрешности измерений) должны приво-

дить к малым изменениям результатов (компонент вектора z). 

2. Идемпотентность:  для любого x  Rn 

(10) ((x)) = (x). 

Если составляющую, выделенную методом, представлен-

ным оператором , рассматривать как исходный ряд, то попытка 

выделения их нее такую же составляющую тем же методом 

должна привести к исходному результату. 

3. Аддитивность:  для любых х1, х2 из Rn 

(11) (x1 + х2) = (x1) + (x2). 

Сумма одинаковых составляющих нескольких временных 

рядов должна быть равна такой же составляющей суммарного 

ряда. 

Отметим, что из непрерывности и аддитивности опера-

тора  следует его линейность [8]. Следовательно, аддитивный и 

непрерывный оператор будет дифференцируемым. Для любых 

x  Rn существует матрица частных производных с элементами  

(12) 







x

x
x tt






)(
)( ,  = 1, …, n,  t = 1, …, n. 

Частную производную t
  можно интерпретировать как ко-

личественную оценку влияния изменений компоненты х исход-

ного ряда на изменения составляющей zt.  

4. Учет информативности наблюдений:  при любом x  Rn 

(13) 
t

t
t

h

x

h

x )()( 



 
 ,  = 1, …, n, t = 1, …, n. 

Согласно этому требованию отношение экзогенно заданных 

весов информативности наблюдений ht и h должно быть равно 

отношению влияния исходных данных момента t на составляю-

щую момента  к обратному влиянию исходных данных момен-



 

Управление большими системами. Выпуск 88 

30 

та  на составляющую момента t. Чем больше значение h 

по сравнению с другими весами информативности, тем сильнее 

превалирует влияние данных момента t над влиянием данных 

других моментов времени. 

4. Метод наименьших квадратов удовлетворяет 
всем введенным требованиям 

Докажем, что метод наименьших квадратов, изложенный 

во втором разделе, удовлетворяет всем, введенным в предыду-

щем разделе, требованиям. Справедлива 

Теорема 1.  Если выделяемая составляющая z определяет-

ся правилом (7), 

(14) (x) = Вх, 

где матрица В определяется выражением (8) при некоторой 

заданной матрице G размера n  m, удовлетворяющей усло-

вию (2), то отображение  удовлетворяет требованиям непре-

рывности, идемпотентности, аддитивности и учета инфор-

мативности наблюдений. 

Доказательство.  Поскольку, согласно (14), оператор  ли-

нейный, то он непрерывный, аддитивный и дифференцируемый. 

Причем для любого x  Rn 

(15)  i
t bx )( , t = 1, …, n,   = 1, …, n, 

где bi – элемент матрицы B. 

Непосредственно из (8) следует, что матрица В идемпо-

тентна: 

(16) ВВ = В. 

Осталось установить выполнение требования учета инфор-

мативности наблюдений. В силу (15) требование учета инфор-

мативности наблюдений (13) имеет вид 

(17) ,
t

tt

h

b

h

b 



   t = 1, …, n,   = 1, …, n. 

Это условие в матричной форме представляется в виде ра-

венства  

(18) HB = BTH. 
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Из выражения (8) матрицы В следует выполнение этого ра-

венства: 

 HB = HG(GTHG)–1GTH = (G(GTHG)–1GTH)TH = BTH. 

Теорема 1 доказана. 

Справедливо утверждение, которое можно назвать обрат-

ным к теореме 1. Если отображение  вектора Rn в вектор Rn 

удовлетворяет всем четырем введенным требованиям, то оно 

может быть представлено в виде процедуры выделения состав-

ляющих методом наименьших квадратов. 

Теорема 2.  Если отображение  является непрерывным 

и дифференцируемым, удовлетворяет требованиям идемпо-

тентности, аддитивности и учета информативности наблю-

дений, то существует матрица факторов G размера n × m, 

при некотором натуральном m, такая, что выделение состав-

ляющих оператором  равносильно оценке этой составляющей 

на основе модели (1), (3), (5). 

Доказательство.  Из непрерывности и аддитивности, как 

отмечалось, следует выполнение условия (14) для некоторой 

квадратной матрицы В размера n. Положим  

(19) G = BH–1. 

Считаем, что для матрицы В выполняется требование идем-

потентности (16) и требование учета информативности (18). 

Для доказательства теоремы необходимо установить, что при 

этих условиях оценки z отображение  равносильно поиску 

решения задачи (1), (3), (5). 

Вектор коэффициентов , который должен получиться в ре-

зультате решения задачи (1), (3), (5), является решением систе-

мы линейных уравнений 

(20) (GTHG) = GTHx. 

Отметим, что определяемая условием (19) матрица G может 

иметь линейно зависимые векторы столбцы, поэтому не можем 

использовать обратную к GTHG матрицу. Используя (19), 

и затем (16), (18), имеем 

 GTHG = (BH-–1)ТHBH–1 = (H–1BT)THBH–1 = BH–1HBH–1 = 

 = ВBH–1 = BH–1. 

Система уравнений (20) приобретает вид 

 BH–1 = Вх. 
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Отсюда в качестве решения системы (20) имеем вектор  

(21)  = Нх. 

Подставляем это значение в (3) и используем (19), получаем 

 z = G = BH–1 = BH–1H = B, 

что и требовалось доказать. 

Теорема 2 доказана. 

Замечания.  Доказанные теоремы относятся к процедуре 

выделения из исходного ряда одной составляющей, образующей 

вектор z. Во многих случаях требуется выделить именно одну 

составляющею временного ряда, например, тренд при анализе 

рядов годовых данных. 

Приведенные здесь результаты являются развитием иссле-

дований Ловелла [12], касающихся методов выделения тренда 

из временного ряда. При этом Ловелл не использовал веса ин-

формативности, т.е. фактически рассматривал случай одинако-

вых весов информативности, когда ht = 1 для всех t = 1, …, n. 

В этом случае требование учета информативности наблюде-

ний (13) приобретает вид 

 )()( xx tt
   . 

Ловелл назвал такое условие требованием «симметрии». 

При замене введенного выше требования «учета информативно-

сти наблюдений» на указанное условие «симметрии», удовле-

творяющее всем вводимым требованиям, получится метод 

наименьших квадратов с одинаковыми весовыми коэффициен-

тами. 

Иногда проводят различие между «методом наименьшим 

квадратов» (оставляя этот термин методу наименьших квадра-

тов с одинаковыми весами информативности) и «методом взве-

шенных наименьших квадратов». Представляется, что такое 

разделение имеет искусственный характер. И в методическом, 

и в вычислительном отношениях нет необходимости его прово-

дить. Можно отметить, что, например, Гаусс такого различия не 

проводил и методом наименьших квадратов называл оба случая 

и одинаковых, и разных положительных весовых коэффициен-

тов, что он особо подчеркивал в своих работах, посвященных 

методу наименьших квадратов [3].  
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Матрица G, определяемая правилом (19) при доказательстве 

теоремы 2, может иметь линейно зависимые векторы столбцы. 

Тогда выражение (21) для вектора  будет только одним 

из решений системы линейных уравнений (20). 

5. Свойства процедуры выделения нескольких  
составляющих временного ряда методом  
наименьших квадратов 

Вектор z может быть суммой нескольких составляющих. 

Рассмотрим случай, когда их две. Результаты для этого случая 

могут быть обобщены на произвольное количество выделяемых 

составляющих временного ряда. Итак, пусть 

(22) z = y + s, 

где y и s – векторы в Rn, представляющие две выделяемые из 

исходного ряда z составляющие. 

Пример.  В качестве двух составляющих временного ряда 

помесячных или поквартальных данных могут рассматриваться 

тренд и сезонные колебания. В [5] рассматривалась модель 

(1), (3), (5), (22), в которой тренд представлен выделяемой со-

ставляющей y, а сезонные колебания – составляющей s. 

Тренд задается полиномом от времени  
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при некотором р ≥ 1. Здесь ci – искомые коэффициенты, состав-

ляющие первые р компонент вектора : 

 i = ci–1, i = 1, …, p. 

Сезонные колебания заданы в виде суммы взвешенных по 

степеням времени строго периодических функций  
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где r ≥ 0 – заданное число. Строго периодические функции 

имеют вид 

  







2/

1

12/

1

2
sin

2
cos)(

K

j

K

j
ijiji

K

jt
b

K

jt
аts


. 



 

Управление большими системами. Выпуск 88 

34 

Здесь K – количество наблюдений рассматриваемого ряда 

в году. Если анализируются помесячные данные, то K = 12. 

Если рассматриваются поквартальные данные, то K = 4. Коэф-

фициенты aij, bij входят в состав искомых коэффициентов i при 

i > р. Общее количество искомых коэффициентов aij и bij равно 

 q = (K – 1)(r + 1). 

Для рассматриваемого примера у матрицы G первые р 

столбцов состоят из коэффициентов 

 gti = ti-1, t = 1, …, n, i = 1, …, p. 

Коэффициенты в остальных столбцах матрицы G являются 

либо нулевыми, либо равными значениям 

 it
K

jt







 2
cos ,  it

K

jt







 2
sin . 

В [6] представлены результаты использования такой модели 

для анализа динамики топливопотребления в СССР и динамики 

температуры воздуха. Такая модель использовалась для целей 

краткосрочного прогнозирования потребления отдельных видов 

энергоресурсов. При этом применялись экспоненциальные веса 

информативности наблюдений  

 ht = exp(t). 

где  – параметр, вычисляемый в результате минимизации 

погрешности ретропрогнозов с использованием метода золотого 

сечения [6]. Величина exp() интерпретируется как темп старе-

ния данных. 

Общий случай.  Далее будем считать, что первые р столб-

цов матрицы G состоят из векторов, линейная комбинация 

которых образует вектор y. Остальные 

 q = m – p 

столбцов матрицы G состоят из векторов, линейная комбинация 

которых образует вектор s. Итак, вектор  можно рассматривать 

как конкатенацию векторов 1  Rр и 2  Rq: 

 .
2

1
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Пусть 1~  и 2~  – векторы в Rm, образованные из  путем 

замены в первом случае вектора 2 на нулевой вектор и во 

втором случае – вектора 1 на нулевой вектор: 

 ,
0

~
1

1 
    .

0~
2

2


   

Выражение (3) с учетом декомпозиции (22) и введенных 

здесь обозначений означает, что  

(23) ,~1Gy  .~2Gs   

Можно воспользоваться декомпозицией матрицы G. Обо-

значим G1 и G2 матрицы, составленные из первых р столбцов и 

последних q столбцов матрицы G. То есть  

(24) G = [G1, G2] 

Введем матрицы размером n  m, получаемые путем обну-

ления последних q столбцов и первых р столбцов матрицы G: 

(25) ],0,[
~ 11 GG   ].,0[

~ 22 GG   

В силу (24) 

(26) .
~~ 21 GGG   

Введем матрицы размера n × n 

 1 1 T 1 T( ) ,B G G HG G H  

 2 2 T 1 T( ) .B G G HG G H  

Отметим что согласно (8), (24) 

(27) В1 + В2 = В. 

Из (7), (8), (22) следует, что 

(28) у = В1х, s = В2х. 

Итак, выделение обеих составляющих на базе метода 

наименьших квадратов сводится к использованию линейных 

преобразований исходных данных. Следовательно, процедуры 

выделения являются непрерывными, дифференцируемыми 

и аддитивными. 

Если в качестве исходных данных будут использованы ре-

зультаты выделения составляющих, то получим значения 

 В1(В1х) = у,  В2(В1х) = 0,  В1(В2х) = 0,  В2(В2х) = s. 
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Первое и последнее из этих выражений означает, что про-

цедуры выделения обеих составляющих y и s являются идемпо-

тентными. 

Из (17), (25) следует, что  

 .
2211
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Здесь 1
tb , 2

tb  – элементы матриц В1 и В2, находящиеся 

в строке t и столбце . Правая, как и левая, часть этих равенств 

могут не быть равны нулю, поэтому для процедуры выделения 

обеих составляющих требование учета информативности 

наблюдений не выполняется. 

Рассмотренные в разделе 5 свойства процедуры выделения 

одной составляющей временного ряда позволяют развить теоре-

тические результаты раздела 4 на методы выделения нескольких 

составляющих. Рассмотрим случай двух составляющих, когда 

вектор их суммарных значений представляется в виде суммы 

(22) векторов y и s. Можно (но не обязательно) для наглядности 

под выделяемой составляющей у понимать тренд, под состав-

ляющей, представляемой вектором s, – сезонные колебания. 

Процедуру выделения составляющей y будем представлять 

в виде отображения 1 вектора х  Rn в вектор y  Rn. Процедуру 

выделения составляющей s будем представлять в виде отобра-

жения 2 вектора х  Rn в вектор s  Rn. Процедуру выделения 

составляющей z будем обозначать  : 

 y = 1(x),  s = 2(x),  z =  (x). 

Процедура   является суммой первых двух процедур: для 

любого х  Rn 

(29)   = 1(x) + 2(x). 

Можно сформулировать следующие семь требований к ука-

занным трем отображениям. Первые шесть из них являются 

тремя парами требований к отображениям 1 и 2. Выполнение 

каждой из этих пар требований означает, что это требование 

будет выполняться и для суммарного отображения  . Послед-
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нее, седьмое требование формулируется только к отобра-

жению  .  

1. Отображение 1 должно быть непрерывным. 

2. Отображение 2 должно быть непрерывным. 

3. Отображение 1 должно удовлетворять условию идемпо-

тентности (10). 

4. Отображение 2 должно удовлетворять условию идемпо-

тентности (10). 

5. Отображение 1 должно удовлетворять условию аддитив-

ности (11). 

6. Отображение 2 должно удовлетворять условию аддитив-

ности (11). 

7. Для отображения   должно выполняться условие инфор-

мативности наблюдений (13). 

Доказанные выше теоремы 1, 2 можно обобщить в виде 

следующего утверждения. 

Теорема 3.  Все приведенные семь требований к отобра-

жениям 1, 2,  , связанным условием (29), выполняются в том 

и только в том случае, если существую матрицы факторов G1 

и G2 размерами n  p и n  q при некоторых р и q, такие, что  

,11Gy  ,22Gs   

где векторы 
1   Rр и 

2   Rq составляют вектор  

 
2

1




  , 

который является решением задачи (1), (3), (5), (22), (23) 

с матрицей G размера n  m при m = p + q, образуемой путем 

конкатенации матриц G1 и G2. 

6. Заключение 

Использованный здесь подход к исследованию и обоснова-

нию методов выделения составляющих временных рядов может 

быть полезен и во многих других случаях. В частности, аксио-

матический подход можно использовать при обосновании мето-
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дов выделения составляющих временных рядов в моделях 

с мультипликативным взаимодействием составляющих. 

В данной статье рассмотрена аддитивная модель взаимо-

действия составляющих, что отражают условия (1), (22). 

В некоторых случаях более уместно использование моделей 

с мультипликативными связями между составляющими. В этих 

моделях вместо выражений (1), (22) для исходного временного 

ряда используются зависимости  

 xt = ztt,  zt = ytst,  t = 1, …, n. 

В [4] рассматривалась такая мультипликативная модель вы-

деления составляющих временных рядов применительно 

к проблеме выделения из исходного временного ряда xt трен-

да yt, сезонных отклонений st и случайных отклонений t. При 

этом приводились результаты использования конкретной муль-

типликативной модели выделения тренда и сезонных колебаний 

в динамике цен. 

Для обоснования использования мультпликативных моде-

лей потребуется изменить набор требований к методам выделе-

ния составляющих временного ряда. Так, вместо рассмотренно-

го выше требования аддитивности необходимо ввести 

требование мультипликативности [4]. При формулировании 

требования учета информативности наблюдений для описания 

влияния данных одних моментов времени на выделяемую со-

ставляющую других моментов вместо частных производных 

необходимо использовать логарифмические частные производ-

ные, т.е. производные логарифма выделяемой составляющей от 

логарифма значения исходного ряда. Введение набора требова-

ний к мультипликативным моделям взаимодействия составля-

ющих, так же как и к рассмотренным в данной статье аддитив-

ным моделям, позволяет лучше понять свойства и особенности 

применения разных моделей декомпозиции временных рядов. 
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Abstract: The problem of method’s choosing for selecting components of a time 

series is considered. Such components can be a trend or periodic fluctuations (in 

particular, seasonal). The studied methods for selecting components are presented 

as a mapping of the original time series to the selected components. The require-

ments for these maps have been formulated: continuity, idempotency, additivity, and 

consideration of the informative nature of observations. In addition, we prove 

theorems that all the requirements are met by the decomposition into components of 

a time series using the least squares method. The selection of two components of a 

time series (trend and seasonal components) from quarterly and monthly data based 

on an additive model has been considered. The trend is defined as a polynomial of 

time, and seasonal fluctuations are defined as the sum of strictly periodic functions 

weighted by degrees of time. The presented additive model is applicable for analyz-

ing the dynamics of stocks, production, transport, consumption of individual prod-

ucts in different areas, etc. It is more appropriate to use a multiplicative model for 

price dynamics, since indicators measured in relative rather than balance values are 

more stable. In this case, instead of the additivity requirement discussed in the 
article, it is necessary to introduce the multiplicativity requirement. 

Keywords: methods for identifying time series components, axiomatic 

approach to comparative analysis of methods. 
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О КОЛИЧЕСТВЕ ИНФОРМАЦИИ, НЕОБХОДИМОМ 

ДЛЯ ЭФФЕКТИВНОГО УПРАВЛЕНИЯ 

Горелов М. А.1 

(Вычислительный центр им. А.А. Дородницына  

ФИЦ ИУ РАН, Москва) 

Хорошо известно, что для эффективного управления необходимо использо-

вать информацию об окружающем мире. Но если этой информации много, 

то приходится экономить ресурсы, затрачиваемые на ее получение и обра-

ботку. Поэтому встает вопрос о поиске рациональных способов работы 

с информацией. Одна из моделей, позволяющих исследовать этот вопрос 

формальными методами, исследуется в статье. Рассматривается простей-

шая система управления в условиях риска. Предполагается, что оперирующей 

стороне доступна информация о реализовавшемся значении случайного фак-

тора. Эта информация кодируется двоичными словами. Выбор содержания 

информации, т.е. способа кодировки, считается прерогативой оперирующей 

стороны. Фиксируется приемлемый для оперирующей стороны результат 

управления. Ставится задача поиска способа кодирования, позволяющего 

гарантированно получить этот результат с наименьшим математическим 

ожиданием длины сообщения о реализовавшемся значении неопределенного 

фактора. Показано, что при весьма общих предположениях это математи-

ческое ожидание конечно. Выяснена качественная структура функции из 

множества возможных значений случайного фактора в множество двоичных 

слов, задающей оптимальный способ кодирования. Задача поиска такой 

функции сведена к решению задачи стохастического программирования на 

«конечномерном» пространстве. Полученные результаты имеют разумную 

содержательную интерпретацию. Это позволяет сделать вывод о том, что 

построенная модель верно отражает основные черты моделируемого явле-

ния и заслуживает дальнейшего изучения. 

Ключевые слова: принятие решений в условиях риска, максимальный 

гарантированный результат, количество информации. 

1. Введение 

Рассматриваемая в данной статье модель находится на сты-

ке трех областей математики: стохастического программирова-

ния, теории информации и теории иерархических игр. 

                                           
1 Михаил Александрович Горелов, к.ф.-м.н. (griefer@ccas.ru). 
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С одной стороны, рассматривается задача выбора стратегии 

в условиях, когда получаемый результат зависит не только от 

этого выбора, но и от внешнего случайного фактора. Такие за-

дачи характерны для стохастического программирования [8, 18]. 

С другой стороны, основной акцент делается на минималь-

ное количество информации о случайном факторе, которой до-

статочно для принятия эффективного решения. При этом и само 

понятие «количество информации» нуждается в определении. 

Эти вопросы характерны для теории информации [3, 17]. 

Наконец, используемые методы похожи на те, которые ис-

пользуются в теории иерархических игр. Для этого раздела тео-

рии игр характерны следующие постановки задач [11, 12]. Тре-

буется найти оптимальную стратегию, принадлежащую слож-

ному, как правило, функциональному пространству. Задача счи-

тается решенной, если поиск удается свести к решению ряда 

оптимизационных задач на более простых, «конечномерных», 

пространствах. Примерно это и будет сделано далее. Только 

исходная задача будет сведена не к «обычной» задаче матема-

тического программирования, а к задаче стохастического про-

граммирования. Методы стохастического программирования 

в статье не используются. Есть основания полагать, что они 

начнут работать при получении точных количественных резуль-

татов. В статье же в основном исследуются качественные осо-

бенности решаемой задачи. 

Для начала исследования выбран самый простой вариант 

модели. На неформальном уровне ее можно описать следующим 

образом. Оперирующая сторона выбирает некоторое управле-

ние. Эффективность этого управления описывается критерием, 

который помимо сделанного выбора зависит от внешнего слу-

чайного фактора. Считается, что оперирующей стороне заранее 

известно распределение вероятности, описывающее этот фак-

тор. Будем предполагать, что оперирующей стороне в принципе 

доступна и информация о реализовавшемся значении случайно-

го фактора. Но получение и обработка этой информации требу-

ет затрат времени и ресурсов. Поэтому желательно получить 

достаточно эффективное решение при минимуме этих побочных 

затрат. 
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Актуальность такой постановки вопроса вряд ли может вы-

зывать сомнения, особенно в «эпоху Интернета». Подобные за-

дачи (без учета затрат на обработку информации) помимо соб-

ственно стохастического программирования неоднократно ис-

следовались в теории иерархических игр [11, 12], теории актив-

ных систем [1, 2], теории контрактов [15, 16] и т.д. Работы, 

в которых явно учитывались ограничения, связанные с объема-

ми обрабатываемой информации, появились относительно не-

давно. Видимо, одной из первых была статья [5]. Понятно, что 

во многих случаях такие более детальные модели адекватнее 

описывают реальные процессы. Но и их исследование, и даже 

построение, заметно сложнее. 

Серьезные сомнения может вызвать предположение о том, 

что неопределенный фактор является случайным и оперирую-

щей стороне известно соответствующее распределение вероят-

ностей. К сожалению, нередки случаи, когда подобные предпо-

ложения используются «неправомерно». Но это все стало «об-

щим местом», поэтому дополнительно обсуждать это предпо-

ложение не станем. В данной чисто теоретической статье доста-

точно предположить, что существуют практические задачи, для 

которых это предположение выполняется. Такая гипотеза вряд 

ли может вызвать серьезные возражения. 

Само понятие «количество информации» – сложное и неод-

нозначное. Н.Н. Моисеев вообще считал, что «достаточно стро-

гого и универсального определения понятия об информации не 

может быть» [9, с. 129]. Может быть, это утверждение слишком 

категорично, но будем исходить из констатации того факта, что 

единое определение этого понятия на сегодняшний день отсут-

ствует. Но для решения конкретной узкой задачи оно и не обя-

зательно (например, К. Шеннон успешно обошелся без него, 

решая задачу о передаче информации по каналам с шумами). 

Нужно только выделить существенные для решаемой задачи 

черты и суметь достаточно адекватно описать их на формаль-

ном уровне. 
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В настоящее время обычно говорят о синтаксической, се-

мантической и прагматической1 «грани» понятия информации 

(вероятно, можно выделить и другие, скажем, эстетическую). 

В данной статье можно сосредоточиться на двух из них: синтак-

сической и прагматической2. Прагматическая ценность инфор-

мации достаточно адекватно описывается выигрышем, который 

может получить оперирующая сторона, используя данную ин-

формацию. Кроме того, в данной статье важно учитывать такую 

синтаксическую характеристику информации, как ее объем. 

К сожалению, единой, пригодной во всех случаях меры количе-

ства информации тоже нет [10]. 

Это создает дополнительные трудности. В данной статье 

выбран следующий вариант. Считается, что вся информация 

о случайном факторе «кодируется» словами из нулей и единиц. 

В таком случае длину соответствующего слова можно считать 

мерой количества информации. При этом, разумеется, длина 

слова зависит от реализовавшегося значения неопределенного 

фактора, т.е. сама является случайной величиной. 

Оперирующая сторона принимает решение в условиях рис-

ка. Поэтому математическая модель этого процесса должна со-

держать формальное описание отношения оперирующей сторо-

ны к этому риску. Наиболее простыми и наиболее часто исполь-

зуемыми подходами являются два3: гарантированный и риск-

нейтральный. При первом из них оперирующая сторона ориен-

тируется на наихудший возможный случай, а при втором готова 

ориентироваться на математическое ожидание своего результа-

та. В рассматриваемом случае имеется два критерия: эффектив-

ность управления и количество информации. К каждому из них 

можно применить один из двух подходов. Таким образом, полу-

чаем четыре варианта.  

                                           
1 О синтаксисе и семантике логики говорят уже давно. Кто первым выделил 

эти аспекты сказать трудно. Вопрос о прагматической ценности информа-

ции, видимо, одним из первых поставил А.А. Харкевич [13] 
2 Семантика «оптимальных» сообщений будет найдена в процессе решения 

задачи. 
3 Разумеется, возможны и более сложные варианты, такие как принцип Val-

ue at Risk, но на них пока останавливаться не станем. 
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Задача, в которой дважды используется гарантированный 

подход, легко сводится к задаче, исследованной в [6]. Анало-

гично, если использовать риск-нейтральный подход для оценки 

эффективности и гарантированный подход для оценки количе-

ства информации, то получится задача, сводящаяся к решенной 

в [7]. В данной статье гарантированный подход используется 

в отношении эффективности управления, а риск-нейтральный – 

в отношении количества информации. Последний вариант, 

в котором оба критерия «сворачиваются» с помощью оператора 

математического ожидания, видимо, самый сложный. Наряду 

с первым он выглядит наиболее логичным, но разобраться с ним 

пока не удается. 

Использование средней длины сообщения в качестве меры 

количества информации, по сути, приводит к идеям, впервые 

использованным К. Шенноном [14]. Использование гарантиро-

ванного подхода активно пропагандировал Ю.Б. Гермейер [4]. 

Устранив таким образом неопределенность, придем к клас-

сической двухкритериальной задаче. Причем из формальных 

конструкций легко увидеть, что два используемых критерия 

противоречивы: чем большей гарантированной эффективности 

управления желательно достичь, тем больше информации для 

этого потребуется. Поэтому с данной многокритериальностью 

нужно как-то «бороться». Технически проще решать задачу 

в следующей постановке. Фиксируем устраивающую опериру-

ющую сторону эффективность управления и будем искать стра-

тегию, которая обеспечит гарантированное получение этой эф-

фективности с наименьшими «затратами» информации. По-

скольку при этом удается описать все достижимые значения 

векторного критерия, все остальные варианты свертки критери-

ев можно сводить к этой задаче (хотя бы в принципе1). 

                                           
1 В самом деле, пусть решается двухкритериальная задача с критериями f1(u) 

и f2(u) и оперирующая сторона склонна использовать свертку F(f1(u), f2(u)). 

Если удастся описать множество X реализуемых векторов (f1(u), f2(u)), то 

останется лишь решить задачу поиска максимума функции F(x1, x2) на мно-

жестве X. 
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Всякая «разумная» постановка задачи должна быть матема-

тически корректной. В частности, ее решение не должно «силь-

но» меняться при «малых» изменениях параметров задачи. 

В рассматриваемой модели с этим дело обстоит не совсем бла-

гополучно. Конечно, всякую некорректную задачу можно регу-

ляризовать, но не хотелось бы с самого начала заниматься этим. 

Поэтому при постановке задачи пришлось много внимания уде-

лить техническим деталям, чтобы добиться необходимой степе-

ни устойчивости. Кое-чем при этом пришлось пожертвовать. 

Например, далее отсутствует определение «точного» решения. 

Вместо этого осуществляется поиск -оптимальных стратегий. 

Детальное обсуждение этих вопросов выходит за рамки данной 

статьи, хотя, вероятно, представляет определенный интерес. 

2. Постановка задачи 

Рассмотрим простейшую модель принятия решений в усло-

виях риска. 

Пусть функция g отображает декартово произведение U  A 

множеств U и A в множество действительных чисел R. Множе-

ства U и A будем предполагать наделенными топологиями и 

компактными. Функцию g будем считать непрерывной в топо-

логии декартова произведения U  A. Допустим, кроме того, что 

на множестве A задана борелевская вероятностная мера . 

Оператор вычисления математического ожидания по этой мере 

будем обозначать символом . 

Интерпретировать эти конструкции будем следующим об-

разом. Оперирующая сторона выбирает свое управление из 

множества U. Ее цель состоит в максимизации своего выигры-

ша, задаваемого функцией g. Но этот выигрыш зависит не толь-

ко от выбранного управления u  U, но и от реализовавшегося 

значения случайного фактора   A. Мера  на множестве A 

описывает вероятность реализации конкретного значения . 

Будем искать максимальный гарантированный результат 

оперирующей стороны. Разумеется, он зависит от ее информи-

рованности о реализовавшемся значении . Если оперирующая 
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сторона в момент принятия решения не имеет информации об , 

то ее максимальный гарантированный результат равен  

 maxmin ( , ).
Au U

g u





 

Если же она рассчитывает на получение достоверной информа-

ции об , то ее максимальный гарантированный результат со-

ставит  

 minmax ( , ).
A u U

g u



 

 

Это – два крайних случая. В данной статье в основном бу-

дет исследоваться промежуточный случай. Начнем с его нефор-

мального описания. Несложно придумать примеры операций, 

в которых для однозначной идентификации значения   A тре-

буется очень большой объем информации. В таком случае свое-

временное получение и обработка такой информации может 

оказаться технически невозможной. Поэтому представляют зна-

чительный интерес те способы управления системой, при кото-

рых удается получить достаточно хороший гарантированный 

результат с помощью обработки относительно небольших объ-

емах информации. Формализовать сказанное можно следующим 

образом. 

Здесь и далее (X, Y) будет обозначать класс всех функций 

из множества X в множество Y. 

Пусть  – множество всех слов в алфавите {0, 1}. Пустое 

слово  будем считать принадлежащим множеству . Обозна-

чим через l(s) длину слова s  . Разумеется, l() = 0. Множе-

ство  счетно, поэтому можно считать, что на нем задана  

-алгебра множеств, в которой все одноточечные множества 

измеримы. На множестве A также задана -алгебра измеримых 

множеств. Обозначим через (A, ) множество всех измеримых 

функций, отображающих A в . 

Предположим, что оперирующая сторона имеет свободный 

доступ к информации о реализовавшемся значении случайного 

фактора   A, но получает ее закодированной в виде слов из 

множества . Способ кодировки P: A   выбирает сама опе-
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рирующая сторона1. В качестве способов кодировки будем рас-

сматривать только измеримые функции P. Если реализуется 

значение случайного фактора , то оперирующая сторона полу-

чит сообщение P(). Объем этого сообщения составит l(P()) 

бит. Получив такое сообщение, она вправе выбрать любое 

управление u из множества U. Тогда, по сути, она выбирает не-

которую функцию u*:   U. 

В описанных условиях гарантированный результат опери-

рующей стороны будет равен 

 
* *( , ) inf ( ( ( )), ).

A
R u P g u P


 


  

А математическое ожидание объема перерабатываемой инфор-

мации составит L(u*, P) = l(P()) бит. 

Хотелось бы, чтобы при выбранной стратегии (u*, P) вели-

чина R(u*, P) была побольше, а величина L(u*, P) – как можно 

меньше. Но очевидно, что эти два условия противоречивы. Та-

ким образом, здесь имеется двухкритериальная задача. Чтобы 

с ней разобраться, опишем все реализуемые в данной модели 

принятия решений пары значений R(u*, P) и L(u*, P). Техниче-

ски удобнее поставить задачу следующим образом. 

Фиксируем произвольное число  > 0. Будем искать такую 

стратегию (u*, P), для которой выполняется неравенство 

(1) 
*

* *
( , ) ( , ) ( , )

( , ) sup inf ( ( ( )), ) ,
Au P U A

R u P g u P


  
   

   

а величина L(u*, P) имеет наименьшее возможное значение. 

3. Первая оценка 

В данном разделе будет получена самая грубая оценка ре-

шения сформулированной задачи. Кроме того здесь удобно бу-

дет обсудить некоторые детали ее постановки. 

Множество  содержит слова сколь угодно большой дли-

ны. Поэтому a priori не очевидно, что математическое ожидание 

                                           
1 Возвращаясь к сказанному во введении, отметим, что «смысл» сообщения 

s   состоит в том, что реализовавшееся значение неопределенного факто-

ра α принадлежит множеству P – 1(s). 
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L(u*, P) = l(P()) будет конечным даже при «оптимальном» 

выборе стратегии (u*, P). Тем не менее справедливо следующее 

утверждение. 

Лемма 1.  Для любого  > 0 существует стратегия (u*, P), 

удовлетворяющая неравенству (1), для которой величина 

L(u*, P) конечна. 

Доказательство. Обозначим 

 
*

*
( , ) ( , ) ( , )

sup inf ( ( ( )), ).
Au P U A

R g u P


 
   

  

По определению точной верхней грани существует страте-

гия (u*, P), для которой R(u*, P) > R – . Но тогда по определе-

нию величины R(u*, P) для любого   A выполняется неравен-

ство g(u*(P()), ) > R – . Следовательно, множества  

 O(u) = {  A: g(u, ) > R – } 

покрывают пространство A. 

Функция g непрерывна, поэтому множества O(u) открыты. 

А пространство A предполагается компактным, поэтому суще-

ствует конечный набор u1, u2, …, un элементов множества U та-

кой, что множества O(u1), O(u2), …, O(un) по-прежнему по-

крывают пространство A. 

Произвольным образом выберем n слов s1, s2, …, sn из мно-

жества . Определим отображение P: A   условием: 

P() = sk, где k – это наименьший номер i, для которого выпол-

няется включение   O(ui) (такой номер существует, посколь-

ку множества O(u1), O(u2), …, O(un) покрывают A). Пусть 

функция u*:   U такова, что u*(si) = ui, i = 1, 2, …, n. 

Покажем, что так построенная стратегия (u*, P) удовлетво-

ряет всем условиям леммы. 

Так как функция g непрерывна, множества O(ui) открыты. 

А поскольку мера на множестве A предполагается борелевской, 

отображение P измеримо. 

Отображение P определено так, что мера множества  

 P –1(s) = {  A: P() = s} 

положительна лишь для конечного множества слов 

s  {s1, s2, …, sn}. Поэтому очевидно, что   
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 *
1,2,...,

( , ) max ( ).i
i n

L u P l s


  

Фиксируем произвольное   A. Пусть P() = si. Тогда по 

построению отображения P выполняется включение   O(ui). 

Значит, g(u*(P()), ) = g(u*(si), ) = g(ui, ) > R – . 

Поскольку это неравенство справедливо при любом   A, име-

ем  

 
*inf ( ( ( )), ) ,

A
g u P R


  


   

т.е. выполняется условие (1). 

Лемма доказана. 

Рассмотрим конкретную модель рассматриваемого типа. 

Пример 1.  Пусть U = [0, 1], A = [0, 1], множества U и A 

снабжены евклидовыми топологиями, а множество A, кроме то-

го, наделена мерой Лебега, которая используется для вычисле-

ния математических ожиданий. Интересы оперирующей сторо-

ны описываются стремлением к максимизации значения функ-

ции ( , )g u u    . 

Прежде всего заметим, что верхняя грань в формуле (1) 

в этой достаточно простой модели не достигается. Покажем это. 

С одной стороны, очевидно, что эта верхняя грань не может 

быть строго больше нуля. 

Фиксируем произвольное  > 0. Определим стратегию 

(u*, P) следующим образом. 

Прежде всего, перенумеруем слова из множества . При-

пишем к слову s   слева единичку. Тогда слово 1s можно рас-

сматривать как двоичную запись некоторого натурального чис-

ла k. Именно этот номер и присвоим слову s. Легко видеть, что 

построенное отображение множества  в множество натураль-

ных чисел N взаимно однозначно и каждому натуральному чис-

лу k соответствует единственное слово sk. Очевидно, s1 = , 

а при k > i имеем l(sk)  l(si). Это свойство нумерации очень 

удобно. Поэтому такая нумерация будет использоваться и в 

дальнейшем. 

Далее имеем l(s1) = 0, l(x2) = (s3) = 1, … В общем случае по-

лучим l(sk) = [log k] (здесь и далее используются логарифмы по 
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основанию 2, а квадратные скобки обозначают целую часть 

числа). Пусть ak = [log k]. 

Положим 
1

2 , 1,2,..., .
2

kb k k m


 
    

 
 Пусть P() = s0 при 

  [0, b1], P() = sk при   (bk–1, bk], k = 2,…,m, P() = sm+1 при 

  (bm, 1]. Определим функцию u* условиями u*(sk) = bk –  при 

k = 1, 2, …, m, s*(sm + 1) = min{bm +, 1} (при k > m + 1 можно 

определить функцию произвольно). 

Непосредственно проверяется, что для такой стратегии 

(u*, P) выполняется равенство 

 
*min ( ( ( )), ) ,

A
g u P


  


   

причем минимальное значение достигается в точках 

 = 0, b1, b2, ..., bm. А при  <  стратегия (u*, P) удовлетворяет 

условию (1). 

Поскольку  выбиралось произвольно, верхняя грань 

в формуле (1) для данной модели в точности равна нулю. 

Предположим, что эта верхняя грань достигается и опти-

мальной является стратегия (u*, P). Тогда для любого   [0, 1] 

выполняется равенство u*(P()) = , т.е. множество значений 

функции *u P  совпадает с отрезком [0, 1] и, следовательно, 

имеет мощность континуума. Но с другой стороны мощность 

множества значений функции *u P  не может быть больше 

мощности множества значений функции P. А последнее множе-

ство принадлежит счетному множеству , а потому само не бо-

лее чем счетно. Получено противоречие.  

Таким образом, чтобы получить формально корректную 

постановку задачи, «отступить» хотя бы на  от наибольшего 

значения, как это сделано в формуле (1), просто необходимо. 

Такой подход оправдан и в прикладном смысле. А.Ф. Кононен-

ко неоднократно подчеркивал, что максимальный гарантиро-

ванный результат сам по себе не имеет особого смысла. Осмыс-

ленным является гарантированный результат, который прием-

лем для оперирующей стороны. И такой подход оправдан, по-

скольку в рассматриваемой в данной статье и в других похожих 

моделях при приближении к оптимуму увеличивается «слож-
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ность» оптимальных стратегии, увеличивается чувствительность 

к малым изменениям параметров модели, и другие «неприят-

ные» свойства накапливаются. Это никак не учитывается 

в формальной постановке, но играет значительную роль на 

практике. 

Теперь можно заняться наименьшим объемом информации, 

позволяющей получить нужный результат. На самом деле по-

строенная выше стратегия (u*, P) «почти оптимальна», а имен-

но, она предполагает использование наименьшего объема ин-

формации среди всех стратегий, удовлетворяющих нестрогому 

ограничению 

(2) 
*

* *
( , ) ( , ) ( , )

( , ) sup inf ( ( ( )), ) .
Au P U A

R u P g u P


  
   

   

Докажем это. Пусть (u*, P) – произвольная стратегия. По-

скольку выполняется неравенство (2), при любом i множество 

P –1(si) содержится в отрезке [u*(si) – , u*(si) + ] а потому его 

мера xi = (P –1(si) не превосходит 2. Значит, набор чисел 

x1, x2, … является допустимой точкой (бесконечномерной) зада-

чи линейного программирования 

 
1

min,i i

i

a x




  

 
1

1,i

i

x




  

 xi  2,  i = 1, 2, … 

Но так как последовательность a1, a2, … не убывает, числа 

x1 = 2, x2 = 2, …, xm = 2, xm + 1 = 1–2m, 0, 0, … дают опти-

мальное решение этой задачи линейного программирования. 

Поэтому  

 * *

1 1

( , ) ( , ).i i i i

i i

L u P a x a x L u P  

 

 

     

Отсюда следуют два факта. Во-первых, при  =  усло-

вие (2) слабее условия (1), поэтому оптимальное значение кри-

терия в рассматриваемой задаче принятия решений не превос-

ходит L(u*, P) = L(u*, P). А с дугой стороны, при  <  уже 

условие (1) слабее условия (2), и потому искомое значение кри-
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терия не меньше, чем 
* *

0
lim ( , ) ( , )L u P L u P   

  
 . Таким образом, 

оптимальное значение критерия в нашем примере равно 

L(u*, P), но оно не достигается. 

Теперь можно понять, почему не достигается верхняя грань 

в формуле (1). Несложно проверить, что 
*

0 0
lim ( , )L u P 
 

 , т.е. 

для того чтобы получить максимальный возможный результат 

в данном примере, необходим бесконечный объем информации. 

Подобный эффект характерен для многих задач подобного типа. 

4. Структура оптимальной стратегии 

Фиксируем произвольную стратегию (u*, P), удовлетворя-

ющую условию (1). Последовательно будем упрощать ее, при-

водя к некоторому стандартному виду. При этом будем следить 

за тем, чтобы на каждом шаге ограничение (1) не нарушалось, 

а значение критерия L(u*, P) не увеличивалось. 

Будем использовать нумерацию слов из множества , опре-

деленную при исследовании примера 1. 

Выберем число   так, что g(u*(P()), ) > R –   > R – . 
Это можно сделать, так как выполняется условие (1). Пусть 

 O (u) = {  A: g(u, ) > R –  }. 

В силу выбора числа  , множества O (u*(s1)), O (u*(s2)), … по-

крывают пространство A. Поскольку функция g непрерывна, эти 

множества открыты. Пространство A предполагается компакт-

ным, поэтому из этого покрытия можно выделить конечное 

подпокрытие. Зафиксируем одно из таких подпокрытий. 

Пусть m – наибольший из номеров i слов si, для которых 

O (u*(si)) входит в это подпокрытие. Тогда множества 

O (u*(s1)), O (u*(s1)), …, O (u*(sm)) тоже образуют покрытие 

пространства A, возможно, избыточное. 

Если P()  m, то положим P1() = P(). Для остальных 

  A найдем наименьший номер i, для которого   O(u*(si)) и 

положим P1() = i. Поскольку O (u*(s1)), O (u*(s1)), …, 

O (u*(sm)) – покрытие, тем самым корректно определена функ-
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ция P1: A  . Кроме того, по построению для всех   A вы-

полняется неравенство P1()  m. 

Докажем, что построенная функция P1 измерима. Посколь-

ку множество  счетно, достаточно доказать, что измеримы 

множества 1

1 ( ), 1,2,...iP s i   Если i > m, то множество 1

1 ( )iP s  

пусто, поэтому все очевидно. Множество 1

1 1( )P s  может быть 

представлено в виде 

  1 1 1

1 1 1 * 1

1

( ) ( ) ( ( )) ( ) .i

i m

P s P s O u s P s


  



 

  

Множество P –1(s1) измеримо, поскольку измерима функция P. 

Множество O (u*(s1)) открыто, а потому измеримо, так как мера 

предполагается борелевской. Множество P –1(si) тоже измеримо, 

поскольку измерима функция P. Значит измеримо пересечение 
1

* 1( ( )) ( )iO u s P s



 , а, следовательно, и объединение счетного 

числа измеримых множеств 1

1 1( )P s . Для i = 2, …, m измери-

мость множества 1

1 ( )iP s  доказывается теми же простыми рас-

суждениями с использованием представления 

1
1 1 1

1 * *

1 1

( ) ( ) ( ( )) \ ( ( )) ( ) .
i

i i i j l

l m j

P s P s O u s O u s P s 

 
  

 

  

  
    

    
Покажем, что для стратегии (u*, P1) выполняется условие 

R(u*, P1) > R – . Если  таково, что P()  m, то по определению 

 g(u*(P1()), ) = g(u*(P()), ) > R –  . 

В противном случае P1() = si при некотором i = 1, 2, …, m и 

  O (u*(si)) = O (u*(P1())). Тогда  

 g(u*(P1()), ) = g(u*(si)), ) > R –  . 

Таким образом, для любого   A выполняется неравенство  

 g(u*(P1()), ) > R –  . 

Значит,  

 * 1 * 1( , ) inf ( ( ( )), ) .
A

R u P g u P R R


    


        

Теперь убедимся в том, что L(u*, P)  L(u*, P1). Нумерация 

слов из множества  выбрана так, что l(si)  l(sm) при i > m и 

l(si)  l(sm) при i  m. А функция P1 построена так, что  
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1

1( ( )) 0iP s   при i > m и 1 1

1( ( )) ( ( ))i iP s P s    при i  m. По-

этому  

 

* * 1 1

1 1

1

1 1

1 1 1

1 1

1 1

1 1 1

1 1

1 1

( , ) ( , ) ( ( )) ( ( ))

( ) ( ( )) ( ) ( ( ))

( )( ( ( )) ( ( ))) ( ) ( ( ))

( )( ( ( )) ( ( ))) ( ) ( ( ))

i i i i

i i

m

i i i i i

i i m

m

m i i m i

i i m

L u P L u P l P l P

l s P s l s P s

l s P s P s l s P s

l s P s P s l s P s

 
 

 

 


  

  


  

  

   

    

     

     

 

 

 

1 1 1

1 1

1 1

1 1

1

1 1

( ) ( ( ( )) ( ( ))) ( ( ))

( ) ( ( )) ( ( )) 0,

m

m i i i

i i m

m

m i i

i i

l s P s P s P s

l s P s P s


  

  


 

 

 
      

 

 
     

 

 

 

 

так как 1

1

( ( )) 1
m

i

i

P s



   и 1

1

1

( ( )) 1i

i

P s






  . 

Перейдем к следующему шагу. Определим функцию 

P2: A   условиями: P2() = s1 при   O (u*(s1)), и 

P2() = P1() при остальных значениях . 

Множество 1

2 1( )P s  открыто, а потому измеримо. При i > 1 

имеем 1 1

2 1 * 1( ) ( ) \ ( ( ))i iP s P s O u s

 

 . Это множество измеримо, 

поскольку измерима функция P1. Таким образом, функция P2 

тоже измерима. 

Для   O (u*(s1)) неравенство g(u*(P1()),) > R –   вы-

полняется в силу определения множества O (u*(s1)). А для 

остальных  оно выполняется так как  

 g(u*(P2()),) = g(u*(P1()),) > R –  . 

Отсюда, как и выше, следует неравенство R(u*, P1) > R – . 
Наконец, по построению выполняются включения 

1 1

1 1 2 1( ) ( )P s P s   и 1 1

2 1( ) ( )i iP s P s   при i > 1. Следовательно, 
1 1

1 1 2 1( ( )) ( ( ))P s P s    и 1 1

1 2( ( )) ( ( ))i iP s P s    для i > 1. Отсю-
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да, как и на предыдущем шаге, получается неравенство 

L(u*, P1)  L(u*, P2). 

Теперь будем рассуждать индуктивно. Пусть функция Pi 

уже определена. Определим функцию Pi + 1 следующим образом. 

Положим Pi + 1() = si при 
1

* *

1

( ( )) \ ( ( ))
i

i j

j

O u s O u s 


 



 . А при 

остальных значениях  положим Pi + 1() = Pi(). 

Те же рассуждения, которые использовались раньше, пока-

зывают, что так построенная функция Pi + 1 измерима, а для 

стратегии (u*,Pi + 1) выполняются неравенства R(u*, Pi + 1) > R –  

и L(u*, Pi + 1)  L(u*, Pi). 

Дальше нас будет интересовать стратегия (u*, Pm). Для нее 

 
1

* 1 2

1 1

( , ) ( , ,..., , ) ( ) ( ) \ ( )
im

m m m i i j

i j

L u P h u u u l s O u O u 


 

 

 
   

 
 , 

где для простоты положено ui = u*(si) и 
0

1

( )j

j

O u 



 . 

Кроме того, 

 
1 2

1,2,...,

* *
1,2,...,

( , ,..., ) min max ( , )

min max ( ( ), ) min ( ( ( )), ) .

m m i
A i m

i m
A Ai m

f u u u g u

g u s g u P R



 



   

 

 

 

  
 

Положим 

 Dm( ) = {(u1,u2,…,um)  Um: fm(u1,u2,…,um)  R –  }. 

Из приведенных рассуждений следует, что точная нижняя 

грань значений величины L(u*, Pi) при выполнении ограниче-

ния (1) не меньше, чем 

(3) 
1 2

1 2
0 1,2,... ( , ,..., ) ( )
inf inf inf ( , ,..., , ).

m m

m m
m u u u D

L h u u u
  


    

  

Полученная оценка является точной. А именно, справедли-

во следующее утверждение. 

Теорема.  Точная нижняя грань значений величины 

L(u*, Pi) при выполнении ограничения (1) равна L. 

Доказательство.  Осталось доказать, что существуют стра-

тегии оперирующей стороны, позволяющие получать результат, 

сколь угодно близкий к L. Фиксируем произвольное  > 0 и по-
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строим стратегию (u*, Pi), для которой R(u*, Pi) > R – , 

а L(u*, Pi) < L + . 

Выберем числа    (0, ) и m и управления 

(u1, u2, …, um)  Dm( ) так, что hm(u1, u2, …, um,  ) < L + . 

Пусть число   удовлетворяет условию   <   < . 
Пусть u*(si) = ui для i = 1, 2, …, m (для остальных i можно 

определить функцию произвольно). Для   A найдем 

наименьший номер k, для которого   O (uk) и положим 

P() = sk. 

Поскольку (u1, u2, …, um)  Dm( ), выполняется неравен-

ство fm(u1, u2, …, um)  R –  , значит, множества  

 {  A: g(ui, )   R –  }, i = 1, 2, …, m, 

покрывают пространство A. Значит, тем более множества 

O (u1), O (u2), …, O (um) покрывают его. Поэтому функция P 

корректно определена для всех   A. 

Множества O (ui) открыты, а мера  предполагается боре-

левской, поэтому функция P измерима. Значит, (u*, Pi) – страте-

гия. 

По построению, для каждого   A имеет место включение 

  O (u*(P())). Значит, для любого   A выполняется нера-

венство g(u*(P()), ) > R –  . А в силу произвольности  полу-

чим  

 
* 1 * 1( , ) inf ( ( ( )), ) .

A
R u P g u P R R


    


        

Таким образом, для построенной стратегии (u*, Pi) условие (1) 

выполнено. 

Остается недоказанным лишь неравенство L(u*, Pi) < L + . 

По построению L(u*, Pi) = hm(u1, u2, …, um,  ). А в силу выбора 

чисел   и m и управлений (u1, u2, …, um), выполняется неравен-

ство hm(u1, u2, …, um,  ) < L + . Поэтому достаточно доказать, 

что hm(u1, u2, …, um,  )  hm(u1, u2, …, um,  ). Это можно сделать 

по индукции. 

Так как   <   имеем O (u1)  O (u1), поэтому 

(O (u1))  (O (u1)), (O (u2)\O (u1))  (O (u2)\O (u1)) 

и т.д. Поскольку последовательность l(si) не убывает, получаем 

отсюда 
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1
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1

1

1 1

1

1

2 2

( ) ( ) \ ( )

( ( )) ( ) \ ( ) ( ) 0.

im

i j

i j

im

i i j
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Таким образом,  

 

1

1 1

1

1 1

2 2

( ) ( ) \ ( )

( ) ( ( )) ( ) ( ) \ ( ) ( ) ,

im

i i j

i j

im

i i i j

i j

l s O u O u

l s O u l s O u O u O u

 

   



 

 



   

 

 
  
 

  
      

  





 

т.е. в сумме, стоящей в левой части этого неравенства, можно 

заменить множество O (u1) бо́льшим множеством O (u1), не 

увеличив при этом суммы. Аналогичными выкладками показы-
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вается, что в новой сумме можно заменить множество O (u2) 

множеством O (u2) и т.д. Заменив множество O (um) множе-

ством O (um) получим сумму  

 
1

1 2

1 1

( ) ( ) \ ( ) ( , ,..., , ).
im

i i j m m

i j

l s O u O u h u u u  


 

 

 
  

 
  

Таким образом, L(u*, Pi) < L + . Теорема доказана. 

5. Комментарии и примеры 

Остановимся на некоторых математических аспектах рас-

сматриваемой постановки задачи. Здесь имеется довольно мно-

го тонкостей. Некоторые из них мы и обсудим. 

За одним исключением, о котором будет сказано далее, при 

постановке выбрана следующая стратегия. Если какое-то пред-

положение позволяет «не думать» о технических деталях, но 

при этом не кажется ограничительным при возможном исследо-

вании конкретных прикладных задач, то оно принимается1. При 

прочих же равных выбиралась более общая постановка задачи. 

Пожалуй, наибольшие сомнения вызывает условие (1). 

В частности, пример 1 показывает, что в рассматриваемой 

задаче точное решение может отсутствовать, поскольку соот-

ветствующий минимум не достигается. И в этом примере такой 

не очень приятный факт напрямую связан с тем, что неравен-

ство в условии (1) – строгое. Не стоит ли заменить это неравен-

ство на нестрогое? 

Сразу же заметим, что при такой замене (с сохранением 

остальных предположений) точное решение, вообще говоря, 

может все-таки отсутствовать. Другая причина, по которой вы-

бран вариант со строгим неравенством, более существенна. 

Всякая постановка задачи должна быть корректной, в част-

ности, ее решение не должно сильно меняться при малых изме-

                                           
1 Таким является, например, предположение о компактности множества U. 

Кстати говоря, предположение о компактности множества A в данном слу-

чае более критично, но и оно вряд ли может вызывать серьезные возраже-

ния. 
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нениях параметров задачи. В рассматриваемой задаче с этим все 

не очень благополучно. Но выбор варианта со строгим неравен-

ством гарантирует хотя бы следующее. Выбранная «почти оп-

тимальная» стратегия остается допустимой и в «достаточно 

близких» задачах и позволяет оперирующей стороне получить 

«почти такой же» выигрыш (смысл слов «достаточно близкий» 

в данном случае зависит от выбранной стратегии). При этом, 

конечно, точная нижняя грань может «скачком» уменьшиться 

при переходе к «близкой» модели, из-за чего выбранная страте-

гия может перестать быть «почти оптимальной». Это достаточ-

но приятное свойство, если говорить о возможных приложени-

ях. И на практике этого обычно бывает достаточно. При замене 

строгого неравенства на нестрогое все станет совсем не так. 

В данной задаче исследование ее устойчивости оказывается 

довольно интересным. Но объем статьи не позволяет останавли-

ваться на нем подробно. Укажем лишь некоторые (наиболее 

важные?) причины появления неустойчивости. 

 Даже для непрерывной функции : X  R множество 

{x  X: (x)  0} может быть «больше» замыкания множества 

{x  X: (x) > 0}. 

 Мера  X  замыкания X  множества X может оказаться 

строго больше меры (X) самого множества X (например, если 

существуют точки положительной меры). 

 Условие inf ( ) 0
x X

x


 , вообще говоря, сильнее, чем усло-

вие «x  X (x) > 0». 

Знание таких причин часто помогает при исследовании 

устойчивости задачи и ее регуляризации. 

Отдельного обсуждения заслуживает третья причина. 

Можно заменить условие (1) условием  

(4) *( ( ( )), ) .A g u P R        

В содержательных терминах новая задача интерпретирует-

ся не хуже старой. Решить ее можно с использованием тех же 

идей, которые применялись в предыдущем разделе. При этом 

ряда технических трудностей удастся избежать. Да и сам ответ 

в этой задаче выглядит несколько проще. 
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Правда сама постановка не совсем привычна: если усло-

вие (1) содержит одно ограничение, то в условии (4) записано 

(бесконечно) много ограничений. Только по этой причине ре-

шена задача с ограничением (1) (тем более что вторая задача 

решается действительно проще). 

Задача вычисления величины L по формуле (3) в общем 

случае довольно сложна. Поэтому стоит обсудить возможные 

пути ее упрощения. 

Прежде всего обратим внимание на число m используемых 

сообщений. Для его определения так или иначе придется ис-

пользовать какой-то перебор. Поэтому, конечно, хотелось бы 

иметь априорную оценку оптимального значения этого числа. 

К сожалению, простых оценок нет. Уже пример 1 показывает, 

что оптимальное число m существенно зависит от величины 

«погрешности»  и от каких-то глобальных характеристик рас-

сматриваемой модели. Локальных характеристик, типа, скажем, 

константы Липшица, здесь явно не достаточно. Нужны характе-

ристики вроде -энтропии или -емкости. Но их вычисление уже 

само по себе в общем случае представляет собой достаточно 

серьезную задачу. Поэтому проще и эффективнее искать эти 

априорные оценки для конкретных задач. 

Желание уменьшить число m приводит к идее рассматри-

вать при решении задачи только «неизбыточные» покрытия 

множества A множествами O (u). К сожалению, эта идея не сра-

батывает, что показывает следующий пример. 

Пример 2. Пусть U = {1, 2, 3}, A = {1, 2, 3, 4, 5, 6}, а функ-

ция g(u, ) равна 1 при u = 1 и  = 1, 2, 3, при u = 2 и  = 4, 5, 6 

и при u = 3 и  = 2, 3, 4, 5, а при остальных значениях аргумен-

тов g(u, ) = 0. Множества U и A конечны. Поэтому их можно 

считать наделенными дискретными топологиями. Тогда все их 

подмножества будут открытыми. Будем считать все значения  

равновероятными. 

Понятно, что при полной информации оперирующая сторо-

на может гарантированно получить выигрыш R = 1, и в данной 

задаче интересны значения   (0, 1). 
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В таком случае существует лишь два различных покрытия: 

одно состоит из множеств O (1) и O (2), а второе – из множеств 

O (1), O (2) и O (3). 

Если применять описанный выше алгоритм к первому их 

этих покрытий, то получим отображение P(), для которого 

P() =  при  = 1, 2, 3 и P() = 0 при  = 4, 5, 6, и функцию u*, 

для которой u*() = 1 и u*(0) = 0. При этом 
1 1 1

0 1
2 2 2

L      . 

Если будем использовать покрытие O (3), O (1), O (2), то 

получим отображение P(), задаваемое условиями P() =  при 

 = 2, 3, 4, 5, P(1) = 0 и P(6) = 1. Тогда 
4 1 1 1

0 1 1
6 6 6 3

L        . 

Разумеется, второе покрытие «лучше», но при этом из него 

можно «выбросить» множество O (3). 

Отсюда, кстати видно, что порядок множеств в покрытии 

является существенным. Если использовать вместо покрытия 

O (3), O (1), O (2) покрытие O (1), O (2), O (3), то вернемся 

к значению 
1

2
L  . 

Самая «неприятная» часть вычисления величины L по 

формуле (3) – это, вероятно, поиск минимума по переменным 

(u1, u2, …, um). Нетрудно понять, что избежать решения такой 

«многомерной» задачи не получится: в конце концов, эти пере-

менные входят в «ответ» решаемой задачи, и так или иначе их 

значения нужно определять. Тогда встает другой вопрос: а нель-

зя ли заменить этот «кратный» минимум «последовательным», 

тем самым осуществив декомпозицию задачи? 

В теории информации хорошо зарекомендовали себя разно-

го рода жадные алгоритмы [3, 14, 17]. В рассматриваемой зада-

че эти идеи тоже работают, но до известного предела. По сути, 

с использованием этих идей было построено решение в приме-

ре 1. Да и в доказательстве основной теоремы эти идеи приме-

нялись. Пределы использования этих приемов определяются 

спецификой конкретных задач, как показывает следующий 

пример. 
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Напрашивается следующая идея вычисления инфимума по 

(u1, u2, …, um). Выберем управление u1 так, чтобы мера множе-

ства O (u1) была наибольшей. Затем выберем управление u2, 

для которого множество O (u2) покрывает бо́льшую (по мере) 

часть остатка A\O (u1). Будем продолжать действовать подоб-

ным образом до тех пор, пока множества O (u1), O (u2), …, 

O (um) не образуют покрытия пространства A. Хотелось бы, 

чтобы в результате получилось решение задачи. К сожалению, 

это не так уже в следующем простом случае. 

Пример 3.  Пусть U = {1, 2, 3, 4}, A = {1, 2, …, 15}, а функ-

ция g принимает значение 1 при u = 1 и  = 1, 2, 3, 4, 5, при 

u = 2 и  = 6, 7, 8, 9, 10, при u = 3 и  = 11, 12, 13, 14, 15 и при 

u = 4 и  = 1, 2, 6, 7, 11, 12, а при остальных значениях перемен-

ных она равна 0. На множествах U и A зададим дискретные то-

пологии, а на множестве A еще и равномерную меру. 

Как и в предыдущем примере R = 1 и интересны значения 

  (0, 1). 

Описанный выше жадный алгоритм предписывает начинать 

выбор с управления u1 = 4, которому соответствует шестиэле-

ментное множество O (4). Далее задача становится симметрич-

ной, и при любом порядке выбора оставшихся управлений 

(в покрытие будет входить четыре множества) получим значе-

ние 
6 3 3 3 4

0 1 1 2
15 15 15 15 5

L          . 

Если же использовать покрытие O (1), O (2), O (3), то по-

лучим результат 
5 5 5 2

0 1 1
15 15 15 3

L        . Этот результат 

лучше (и является оптимальным). 

Чтобы не заканчивать на минорной ноте заметим, что 

«негативные» эффекты, найденные в примерах 2 и 3, в какой-то 

степени определяются дискретным характером решаемых задач. 

Эти примеры намеренно строились так, чтобы обсуждение 

можно было вести на качественном уровне. В общем случае 

нужно более детальное количественное исследование, но его 

приходится отложить до другого раза. Приведенные примеры 
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показывают, что оно не может быть совсем уж тривиальным, но 

может оказаться полезным. 

6. Заключение 

Итак, поставленная в разделе 2 задача имеет естественное, 

разумно интерпретируемое решение. Эта задача довольно не-

стандартна1. Поэтому сам факт того, что удалось найти структу-

ру оптимальных стратегий, «избавившись» тем самым от функ-

ционального пространства в определении, заслуживает внима-

ния. Указанные обстоятельства свидетельствуют о том, что по-

добные задачи заслуживают дальнейшего изучения. 

Отметим некоторые направления дальнейших исследова-

ний. Начнем с вопросов, относящихся непосредственно к опи-

санной выше модели. 

Один качественный вопрос, относящийся к рассматривае-

мой, задаче пока остался без ответа. Пример 1 показывает, что 

существуют модели, для которых L(u*, P)   при   0 + 0 

для любой стратегии (u*, P). Нетрудно придумать примеры, 

в которых величина L(u*, P) остается ограниченной при 

уменьшении , по крайней мере для оптимальных стратегий 

(u*, P) (достаточно рассмотреть, например, модели в которых 

одно из множеств U или A конечно). Было бы интересно выяс-

нить, являются ли оба эти случая типичными или один из них – 

вырожденный. Разумеется, для этого необходимо ввести какую-

то дополнительную структуру на классе рассматриваемых мо-

делей, позволяющую характеризовать «массивность» множества 

моделей. Сюда же примыкают вопросы об устойчивости реше-

ний рассматриваемой задачи, лишь слегка затронутые выше. 

Очевидно, что поиск оптимальных стратегий даже с ис-

пользованием доказанной теоремы становится неподъемной за-

дачей, когда объем необходимой информации действительно 

                                           
1 Заметим, что в структуре найденного решения отсутствуют пресловутые 

стратегии наказания. Но в целом найденная структура решения характерна 

и для других задач принятия решений в условиях конфликта или неопределен-

ности. 
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велик, а именно такой случай представляет основной интерес. 

Поэтому имеется насущная необходимость в получении про-

стых, пускай и грубых асимптотических оценок. 

Выше осуществлялся поиск минимума точного значения 

функции L(u*, P). Понятно, что дискретный «характер» этой 

функции существенно осложняет задачу. А при больших объе-

мах информации этой дискретностью, очевидно, можно прене-

бречь, заменив эту функцию «хорошей» гладкой аппроксимаци-

ей. Это попутно решило бы еще одну проблему – зависимость 

решения от используемого алфавита. Понятно, что в простых 

моделях, например, описанных в примерах 2 и 3, характер ре-

шения существенно изменится, если информацию кодировать 

не в алфавите {0, 1}, а, скажем, в трехбуквенном алфавите. Это 

не очень приятно и от этого хотелось бы уйти. К. Шеннон ре-

шил эту задачу, введя понятие энтропии [14]. Это понятие ока-

залось чрезвычайно полезным и за пределами теории информа-

ции. Что-то подобное было бы важно получить и для рассмат-

риваемой задачи1. 

В этой связи можно подумать о следующей модификации 

модели. В статье рассматривался одношаговый вариант приня-

тия решения: вся информация о реализовавшемся значении слу-

чайного фактора получалась сразу. Можно подумать об иной 

схеме принятия решения: сначала собирается некая предвари-

тельная информация, на ее основе формулируется новый список 

вопросов и лишь после получения ответов на них принимается 

окончательное решение. Понятно, что такой подход вполне реа-

лизуем на практике. Несложно показать, что такой двухшаговый 

способ принятия решения может позволить обойтись меньшим 

объемом обрабатываемой информации при том же гарантиро-

ванном результате. Насколько сложной является задача поиска 

оптимальных стратегий в новой задаче пока не ясно. А при ее 

успешном решении можно думать о задаче поиска «оптималь-

ного» числа шагов. 

                                           
1 По сути, здесь речь идет о получении меры прагматической ценности ин-

формации, аналогичной синтаксической мере, предложенной Шенноном. 

Этот вопрос был поставлен уже в [13], но решения до сих пор не нашел. 
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Выше рассмотрена модель идеальной ситуации, когда опе-

рирующей стороне в принципе доступна вся существенная ин-

формация. На практике дело обычно обстоит сложнее: часть 

значимой информации по тем или иным причинам в момент 

принятия решений является недоступной. Можно предполо-

жить, что новые трудности при исследовании такого более об-

щего случая носят в основном технический характер. Но это 

стоит проверить. 

Разумеется, можно встраивать рассмотренные конструкции 

и в теоретико-игровые модели принятия решений. 

Безусловно, исследованная модель слишком абстрактна, 

чтобы можно было говорить о ее непосредственном применении 

на практике. Но актуальность поставленных вопросов не долж-

на вызывать сомнений. А предложенные подходы к их решению 

кажутся вполне разумными. 
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ON A QUANTITY OF INFORMATION REQUIRED  

FOR EFFICIENT CONTROL  

Mikhail Gorelov, Dorodnicyn Computing Centre, FRC CSC RAS, 

Moscow, Cand.Sc. (griefer@ccas.ru). 

Abstract: It is well known that for effective management it is necessary to use in-

formation about the surrounding world. But if there is a lot of this information, 

then one have to save the resources spent on its receipt and processing. Therefore, 



 

Управление большими системами. Выпуск 88 

68 

the question arises of finding rational ways to handle this information. One of the 

models that allow us to study this question by formal methods is investigated in the 

article. The simplest control system under risk is considered. It is assumed that 

information about the realized value of a random factor is available to the operat-

ing party. This information is encoded in binary words. The choice of information 

content, that is, the encoding method, is considered as the prerogative of the oper-

ating party. A control result acceptable to the operating party is determined. The 

task is set to find an encoding method that can guarantee to get this result with the 

smallest expected value of the length of the message about the realized value of the 

uncertain factor. It is shown that under very general assumptions this expected 

value is finite. The qualitative structure of the function from the set of possible 

values of a random factor to the set of binary words, which defines the optimal 

coding method, is clarified. The task of search such a function is reduced to solving 

the stochastic programming problem on a “finite-dimensional” space. The results 

obtained have a reasonable meaningful interpretation. This allows us to conclude 

that the model constructed correctly reflects the main features of the simulated 

phenomenon and deserves further study. 

Keywords: decision-making under risk, the maximal guaranteed result, the 

quantity of information. 
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Анализ и синтез систем управления

АНАЛИЗ CОВРЕМЕННЫХ ПРИНЦИПОВ
ПОСТРОЕНИЯ СИСТЕМ УПРАВЛЕНИЯ НА ОСНОВЕ

МОДЕЛЕЙ МНОГОЗНАЧНОЙ ЛОГИКИ

Есин А. А.1

(ФГБУН Институт проблем управления
им. В.А. Трапезникова РАН, Москва)

Проведён анализ и представлен обзор современных приложений, в которых раз-
работка гетерогенных вычислительных систем с небольшими вычислительны-
ми блоками на основе трёхзначной логики является математически лучшим
решением по сравнению с бинарными моделями. В частности, рассматрива-
ются приложения в телекоммуникационной отрасли, где подобные решения
на базе трёхзначной логики фактически могут обеспечить 1,5-кратный рост
скорости передачи данных. Для приложений необходимо реализовать схемы из
чипов, работа которых основана на трёхзначной логике. Для возможности ре-
ализации таких схем должна быть решена принципиально важная задача –
задача полноты классов функций трёхзначной логики. С практической сторо-
ны полнота классов таких функций гарантирует, что на базе произвольного
множества чипсетов можно произвести плату с нужной функциональной схе-
мой. В данной работе были рассмотрены операторы замыкания на множе-
стве функций трёхзначной логики, являющиеся усилением обычного оператора
подстановки, и было показано, что задача полноты для этого оператора име-
ет решение. Поэтому можно восстановить подрешётку замкнутых классов
в общем случае замыкания функций относительно классического оператора
суперпозиций. Это позволит оптимизировать возможное производство чипов
для новых функциональных схем для задач передачи и обработки данных.

Ключевые слова: многозначная логика, трёхзначная логика, приложе-
ния многозначной логики, проблема полноты, оператор замыкания,
функции трёхзначной логики.

1. Введение

Известно, что удельная плотность записи информации опи-
сывается следующей функцией [12]:

𝑌 (𝑎) =
ln 𝑦(𝑎)

𝑎
=

ln 𝑎

𝑎
,

1 Антон Анатольевич Есин, соискатель ИПУ РАН (ae@incarnet.ru).
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которая достигает максимума при 𝑎 = 𝑒 ≈ 2, 718 [12, 23, 31]
(см. рис. 1), т.е. трёхзначная система счисления (из целочислен-
ных) является самой оптимальной с точки зрения плотности за-
писи информации [4, 5, 12, 23].

Как с практической точки зрения, так и в качестве обобще-
ния бинарной логики, наиболее важным случаем многозначной
логики является троичная логика.

Общим случаем (обобщением) для многозначной логики яв-
ляется троичная логика [1, 14], поэтому далее, говоря о много-
значной логике, будем в первую очередь подразумевать троич-
ную (если явно не указано другое). В троичной логике высказы-
ванию присваивается одно из трёх значений: «истина», «ложь»,
«не определено» [1, 2, 12, 23]; в двоичной логике – два: либо «ис-
тина», либо «ложь». Симметричная форма представления числа
на базе трёхзначной логики упрощает работу с отрицательными
числами, поскольку не требует выделения дополнительного раз-
ряда для хранения знака [12].

Рис. 1. Зависимость плотности записи информации
от основания системы счисления
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Преимущество трёхзначной логики над двузначной можно
продемонстрировать на простом примере [12]. Операция сравне-
ния двух чисел в троичной логике выполняется за один шаг: сра-
зу выдается результат (больше, меньше или равно). В двоичной
логике операция выполняется за два шага:

1) проверяется, больше ли первое число второго;
2) проверяется, не больше ли второе число первого.
Базовые троичные логические операции «Отрицание», «И»,

«ИЛИ» представлены ниже в таблицах 1, 2 и 3 [2, 3] («0» озна-
чает, что состояние не определено).

Таблица 1. Отрицание
𝑎 NOT−𝑎 NOT0𝑎 NOT+𝑎

− − + 0

0 + 0 −
+ 0 − +

Таблица 2. Конъюнкция — логическое И
𝑥 ∧ 𝑦 = min(𝑥, 𝑦) − 0 +

− − − −
0 − 0 0

+ − 0 +

Таблица 3. Дизъюнкция — логическое ИЛИ
𝑥 ∨ 𝑦 = max(𝑥, 𝑦) − 0 +

− − 0 +

0 0 0 +

+ + + +

Слабое использование троичной логики в реальных вычис-
лениях обусловлено исключительно тем, что технология двоич-
ной обработки за многие десятилетия уже хорошо разработана
и используется повсеместно. А стоимость производства систем
(как аппаратного, так и программного обеспечения) на базе тро-
ичного кодирования более высока именно ввиду отсутствия мас-
сового производства.

71



Управление большими системами. Выпуск 88

Особенности работы логики такого компьютера, например,
представление отрицательных чисел, создают базу для построе-
ния высокопроизводительных и надёжных систем для целого ря-
да современных приложений, возникших за последние несколько
лет в различных предметных областях. Математически троичная
логика более эффективна, чем двоичная [1, 2, 5, 12, 23].

Исследования и разработка алгоритмов на основе трёхзнач-
ной логики вновь актуальны [22], например, в телекоммуника-
циях [20, 43], в области искусственного интеллекта (ИИ) [18],
квантовых вычислениях [20, 28, 36, 37], медицине, физике [41].

Это подтверждается и значительным ростом за последние
несколько лет числа научных публикаций в ведущих научных из-
даниях, связанных с различными приложениями трёхзначной ло-
гики [31].

В этой статье мы представляем обзор приложений, где по-
строение алгоритмов на основе трёхзначной логики обеспечивает
большую эффективность и оказывается предпочтительнее в срав-
нении с двузначной. Будет дано сравнение двоичного и троичного
кодирования по их эффективности для ряда приложений.

2. Обзор некоторых реальных систем, построенных
на базе 𝑘-значной логики

2.1. АНАЛИЗ СТРУКТУРНЫХ ПРОЦЕССОВ И ОЦЕНКА
ВЛИЯНИЯ ФАКТОРОВ НА НАДЁЖНОСТЬ
ТЕХНИЧЕСКИХ СИСТЕМ
Многозначная логика позволяет вводить качественные

(лингвистические) переменные вместо количественных. Количе-
ственные показатели (факторы) дискретизируются путём отобра-
жения в некоторую 𝑚-интервальную шкалу. Такой подход поз-
воляет соединить в одной модели количественные и качествен-
ные показатели и значительно упростить достаточно сложные ве-
роятностные схемы оценки надёжности [32, 33]. Достоверность
факторов при такой дискретизации снижается минимально, что
позволяет максимально полно исследовать модель. Это особенно
эффективно в ситуациях, когда нет возможности количественно
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оценить влияние того или иного фактора на процесс; использова-
ние качественных переменных дает дополнительные возможно-
сти в оценке исследуемых факторов [9, 10].

Для установления функциональной зависимости между
входными лингвистическими параметрами модели и выходным
параметром (т.е. работоспособностью всей системы) необходи-
мо построить специальную функцию, которая получила название
структурной функции. Структурная функция устанавливает од-
нозначное соответствие между возможными состояниями рабо-
тоспособности элементов и работоспособностью системы [9]:

𝜙(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) = 𝜙(𝑥) : {0, . . . ,𝑚− 1} → {0, . . . ,𝑚− 1}.

Для построения структурной функции необходимо четко и
ясно представлять структуру процесса и состав задействованных
в нем лиц.

В качестве примера эффективной реализации системы на
базе 𝑘-значной логики можно привести процедуру регистрации
абитуриентов на централизованное тестирование (ЦТ) на базе
автоматизированной информационной системы [9]. При постро-
ении системы важно было изучить влияние различных (внутрен-
них и внешних) параметров на работу данной системы.

Процесс построения структурной функции надёжности про-
цесса записи абитуриентов на тестирования состоял из следую-
щих шагов [9]:

1) определение переменных, включаемых в математическую
модель;

2) агрегирование входных переменных по степени схожести
влияния на итоговый процесс и нахождение промежуточных пе-
ременных на основе экспертной базы правил;

3) расчет структурной функции на основе полученных про-
межуточных переменных.

По аналогии со схемой структурной функции процесса из
работы [9], можно построить схему для любого процесса из лю-
бой другой предметной области. Например, на рис. 2 представле-
на в общем виде графическая интерпретация структурной функ-
ции процесса для оценки качества работы системы Wi-Fi-доступа
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к сети Internet на подвижных объектах (в автомобилях, поездах,
на объектах городского пассажирского транспорта пр.). При по-
строении данной схемы были проанализированы и отобраны сле-
дующие ключевые внутренние и внешние параметры, влияющие
на рассматриваемый организационный процесс: качество связи
(наличие доступа ко внешней сети по одному из трёх каналов
связи), качество используемого телекоммуникационного обору-
дования, стабильность обеспечения электроэнергии. Для постро-
ения схемы были отобраны только основные факторы влияния.
Список можно существенно расширить за счёт учёта дополни-
тельных параметров, например, таких как: скорость движения
объекта, уровень сигнала станций сотовой связи, объём нагрузки
на сеть (количество пользователей), ёмкость канала, виды трафи-
ка и пр.; в этом случае будет возрастать вычислительная слож-
ность структурной функции.

Рис. 2. Схема структурной функции процесса оценки качества
работы системы доступа к сети Internet
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Для уменьшения вычислительной сложности структурной
функции переменные группируют по признакам принадлежно-
сти к классам: например, линии связи (𝑥11), сетевое оборудова-
ние (𝑥12); и производят расчет промежуточных переменных на
основе экспертной базы правил.

В таблице 4 приведены переменные и их значения с необхо-
димыми расшифровками для представленного выше примера. Ре-
зультаты расчетов промежуточных значений представлены в таб-
лице 5.

Таблица 4. Входные параметры для анализа качества работы
системы доступа к сети Internet

Значение параметра и его описаниеПараметр
0 1 2

Канал связи 1
(𝑥1)

Не доступен Слабый сигнал Устойчивое со-
единение

Канал связи 2
(𝑥2)

Не доступен Слабый сигнал Устойчивое со-
единение

Канал связи 3
(𝑥3)

Не доступен Слабый сигнал Устойчивое со-
единение

Состояние
каналов связи

𝑥11

Не доступен Слабый сигнал Устойчивое со-
единение

Блок питания
(𝑥4)

Не работает Неустойчивая
работа

Работает

Состояние
модема (𝑥5)

Не работает Неопределено Работает

Состояние
приёмо-

передающего
оборудования

𝑥12

Не работает Неустойчивая
работа

Работает

Качество работы
системы в
целом (𝑌 )

Не работает Нестабильный
доступ к сети

Работает

На основе промежуточных переменных находятся значения
выходной функции 𝑌 . Результаты расчетов представлены ниже
в таблице 6.
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Таким образом, результатом построения структурной функ-
ции процесса стал вектор, интерпретируемый как столбец табли-
цы истинности на упорядоченных наборах переменных:

{00, 01, 02, 10, 11, 12, 20, 21, 22} → 𝑌.

Таблица 5. Расчет промежуточных переменных
𝑥1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
𝑥2 0 0 0 1 1 1 2 2 2
𝑥3 0 1 2 0 1 2 0 1 2
𝑥11 0 0 2 0 1 2 2 2 2
𝑥1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
𝑥2 0 0 0 1 1 1 2 2 2
𝑥3 0 1 2 0 1 2 0 1 2
𝑥11 0 1 2 1 1 2 2 2 2
𝑥1 2 2 2 2 2 2 2 2 2
𝑥2 0 0 0 1 1 1 2 2 2
𝑥3 0 1 2 0 1 2 0 1 2
𝑥11 2 2 2 2 2 2 2 2 2
𝑥4 0 0 0 1 1 1 2 2 2
𝑥5 0 1 2 0 1 2 0 1 2
𝑥12 0 0 0 0 1 2 0 2 2

Далее полученная структурная функция может быть исполь-
зована для определения эффективности и надёжности исследуе-
мого объекта при заданных входных параметрах. Например, ес-
ли известно, что при создании системы использовалось надёж-
ное и высокопроизводительное телекоммуникационное оборудо-
вание, но нет автономных источников питания, способных обес-
печить бесперебойную работу данного оборудования, или в зоне
нахождения объекта нет достаточного покрытия станциями со-
товой связи (или имеет место большая удаленность от них), то
это может привести к неустойчивому подключению к сети и, как
следствие, к потере данных при передаче по сети. Разработанная
структурная функция может использоваться для принятия управ-
ленческих решений по улучшению качества работы системы, что
позволит снизить риски частичного или полного отказа работо-
способности исследуемых объектов в будущем. Дальнейшие ис-
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следования и дополнение данной методики позволят более полно
оценить влияния различных факторов на работоспособность си-
стемы в целом.

Таблица 6. Значения выходной функции 𝑌
𝑥11 0 0 0 1 1 1 2 2 2
𝑥12 0 1 2 0 1 2 0 1 2
𝑌 0 0 0 0 1 2 0 2 2

2.2. ИМИТАЦИОННОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ПРОЦЕССОВ
И СОВРЕМЕННЫЕ ЯЗЫКИ ПРОЕКТИРОВАНИЯ
Имитационное моделирование является единственным и до-

ступным способом проверки качества и надёжности сложных и
дорогостоящих технических систем на этапе их проектирования.
Автоматизированные средства проектирования позволяют оце-
нить качество с учетом реальных условий эксплуатации. Ими-
тационное моделирование схем в системах автоматизированного
моделирования часто базируется на принципах трёхзначной ло-
гики [3, 4, 13].

Функциональные элементы системы при построении имита-
ционной модели представляются логическими блоками на вхо-
дах/выходах которых формируются многозначные сигналы. За-
мена двузначных (промежуточных) сигналов на переходах трёх-
значными и четырёхзначными позволяет более точно описать ре-
альные параметры работы системы. Значения сигналов представ-
ляются как трёхзначные или четырёхзначные, например [4, 13]:
{𝐴,𝐵, 𝑥/, 𝑥∖}, где {𝐴,𝐵} – постоянные, 𝑥/ – положительный
сигнал, 𝑥∖ – отрицательный сигнал.

Функционирование логических блоков с такими сигналами
описывают таблицами, являющимися аналогами традиционных
таблиц истинности в двузначной логике. Пример приведён ниже
в таблице 7 [4, 13], где для простоты константы обозначены через
«0» и «1», а положительный и отрицательный фронты – через «2»
и «3» соответственно.
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Ниже в таблице 8 приведён пример вычислений значений
для следующей результирующей функции:

𝑓 = 𝑚1(𝑚(𝑋1;𝑚01(𝑋1;𝑋2));𝐴+ 2(𝑋1)).

На рис. 3 приведена логическая схема построения данной
функции.

Рис. 3. Пример построения результирующей функции 𝑓(𝐴,𝐵)

Практически данный подход давно реализован и широко
применяется в многих современных системах и языках автомати-
ческого проектирования функциональных схем, например, таких,
как [7, 8]:

1) программируемая логическая интегральная схема
(ПЛИС);

2) языки автоматического проектирования Hardware
Description Language, Veri-log, VHDL.

Все эти средства проектирования поддерживают имитаци-
онное моделирование функциональных схем именно на базе 𝑘-
значных (𝑘 > 2) логических вычислений [7, 8].

Язык Veri-log работает с трёх- и четырёхзначными сигна-
лами: «0», «1» – для L и H уровней, 𝑋 – для неопределенного
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Таблица 7. Таблицы истинности для некоторых операций
четырёхзначной логики

𝐴 𝐴+ 1
0 1
1 2
2 3
3 0

𝐴 𝐴+ 2
0 2
1 3
2 0
3 1

𝑚(𝐴,𝐵) 0 1 2 3
0 0 0 0 0
1 0 1 1 1
2 0 1 2 2
3 0 1 2 3

𝑚1(𝐴,𝐵) 0 1 2 3
0 0 1 2 3
1 1 1 1 1
2 2 1 3 0
3 3 1 0 1

𝑚01(𝐴,𝐵) 0 1 2 3
0 0 1 1 1
1 1 0 1 0
2 2 0 3 3
3 0 0 3 2
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Таблица 8. Таблица значений результирующей функции 𝑓
𝑓(𝐴,𝐵) 0 1 2 3

0 2 2 2 2
1 1 3 1 3
2 1 2 2 2
3 1 1 1 1

уровня. В начале моделирования логические блоки имеют состо-
яние «не определено» [3, 11, 13]. Соответственно, связанные с
ними функциональные элементы на вход получают сигнал, име-
ющей значение «не определено». При моделировании это указы-
вает разработчику на необходимость начального сброса.

Ниже приведены таблицы истинности для определения логи-
ческих связок с четырёх- и пятизначными сигналами (таблицы 9
и 10), где 𝑍 – плавающий уровень на входах вызывает неопреде-
ленное значение 𝑋 на выходе.

Таблица 9. Логические связки с четырёхзначными сигналами
& 0 1 𝑍 𝑋
0 0 0 0 0
1 0 1 𝑋 𝑋
𝑍 0 𝑋 𝑋 𝑋
𝑋 0 𝑋 𝑋 𝑋

Язык проектирования VHDL поддерживает пятизначные
сигналы. К перечисленным выше сигналам «0», «1» – для L и
H и уровней 𝑋 и 𝑍, в VHDL к сигналам добавляется значение
𝑈 – неинициализированное значение.

Таблица 10. Логические связки с пятизначными сигналами
& 0 1 𝑍 𝑋 𝑈
0 0 0 0 0 0
1 0 1 𝑋 𝑋 𝑋
𝑍 0 1 𝑋 𝑋 𝑈
𝑋 0 𝑋 𝑋 𝑋 𝑈
𝑈 0 𝑈 𝑈 0 𝑈
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2.3. НЕДВОИЧНЫЕ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫЕ СИСТЕМЫ
Обычно описание компьютеров на базе троичной логики

ограничивается упоминанием проектов ЭНИАК (и их последо-
вателей – серии машин IBM, UNIVAC) и «Сетунь–70» [1, 2, 12].
В различных источниках данные проекты зачастую приводятся
как примеры того, что многозначная логика в итоге оказалась
неэффективной и окончательно «проиграла» бинарной модели
компьютера.

Сейчас построение универсального компьютера на базе
трёхзначной логики представляется нецелесообразным ввиду

1) более высокой стоимости трёхзначных логических эле-
ментов по сравнению с двоичными и

2) отсутствия качественного троичного программного обес-
печения [12].

Несмотря на то, что троичные компьютеры общего назначе-
ния не достигли успеха в общем использовании, гетерогенные
вычислительные системы с небольшими троичными вычисли-
тельными блоками являются математически лучшим решением
при построении ряда узкоспециализированных вычислительных
систем [22, 41].

Кроме того, с момента завершения проекта «Сетунь–70»
производство электроники достигло большого прогресса, и по-
явились новые возможности для построения троичного компью-
тера [23, 27, 39], в том числе на базе оптических систем [43].

Выделим несколько частных задач для применения троичной
вычислительной техники.

Задача 1. Троичная логика эффективна при построении вы-
числительных блоков для оборудования сетей передачи данных.
Потенциально передача трёх состояний вместо двух по одному
разряду может увеличить скорость передачи данных в 1,5 раза.
При увеличении числа разрядов скорость может расти экспо-
ненциально [26, 42, 43].

На базе многозначной логики возможна реализация решений
для агрегации данных и обмена данными, которые обеспечивают-
ся единым пространством большой размерности для сетевой ад-
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ресации – как для стандартных целей передачи данных [24], так
и для новых задач по управлению роботизированными устрой-
ствами для Internet Of Things [20].

В работе [43] авторы предлагают совершенно новый спо-
соб создания троичного оптического компьютера: информацию
предлагается представлять двумя поляризованными состояниями
с ортогональными направлениями колебаний света и одним со-
стоянием с отсутствием интенсивности света. Реализация такой
архитектуры возможна за счет удачного сочетания электрическо-
го управления и оптических вычислений: оптоволоконное кольцо
предлагается использовать в качестве регистра, полупроводни-
ковую память – в качестве тройной ячейки, жидкий кристалл –
в качестве модулятора и сумматора. Данное решение на основе
трёхзначной логики может оказаться эффективным и при созда-
ние специализированных вычислительных блоков для систем пе-
редачи данных

Задача 2. Эффективной оказывается трёхзначная логика и
при решении задач обработки изображений [17].

Задача 3. Задачи криптографии [21]. Использование толь-
ко бинарных систем создаёт вычислительную однородность,
неустойчивую ко многим кибератакам, ставшими особенно ча-
стыми в последние годы на всех уровнях: начиная от простых
пользователей и заканчивая целыми государствами. Троичная ло-
гика может улучшить безопасность, что особенно важно в эпо-
ху развития Интернета вещей (IoT), когда ни одно электронное
устройство не может быть полностью защищенным от кибер-
атаки. Современные схемы троичного шифрования показывают
высокую эффективность при решении криптографических задач
и имеют потенциал для повышения надёжности информации,
передаваемой через небезопасные каналы связи. Также они мо-
гут быть использованы как вспомогательные при создании уна-
следованных двоичных кодов [21].

Квантовые вычисления являются наиболее эффективным ме-
тодом обеспечения криптографической защиты для мобильных
роботов и Интернета вещей и безопасности распределённых при-
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ложений. Данная задача требует разработки новых схем секрет-
ного кодирования, которые также могут быть основаны на мно-
гозначной логике [14, 20].

Задача 4. Новые алгоритмы для сжатия текстовых и гра-
фических данных в троичном представлении позволяют мини-
мизировать длину строки битов и тем самым резко сократить
длину кода [19, 34].

Каких-либо принципиальных ограничений для создания
цифровых схем на базе трёхзначной логики нет. Более того, пред-
лагаются новые и перспективные системы на базе трёхзначной
логики [30].

Эффективность алгоритмов на базе трёхзначной логики под-
тверждается и тем, что ведущие разработчики компьютеров, та-
кие как Huawei, Samsung, проводят многочисленные исследова-
ния и разработки в области троичных вычислений для целого
ряда задач: от обработки изображений до разработки троичных
полупроводников [27, 44].

Фактически трёхзначная логика уже реализована во многих
современных системах на программном уровне.

Например, в языке SQL используется трёхзначная логика:
кроме значений «истина» и «ложь», результатом выполнения
логических выражений также может быть ответ «неизвестно».
Трёхзначная логика SQL является следствием поддержки null-
значений для отметки отсутствующих данных. Если нулевое зна-
чение влияет на результат логического выражения, результат яв-
ляется не истинным, не ложным, а неизвестным [40]. Трёхзнач-
ная логика является неотъемлемой частью Core SQL и использу-
ется почти в каждой системе управления базами данных на базе
SQL (см. таблицу 11).

Задача 5. В связи с бурным развитием квантовых компью-
теров троичные вычисления вновь стали актуальны [5, 17, 36,
37]. Ведущие IT-компании в последнее десятилетии представили
свои квантовые компьютеры, работающие на нескольких десят-
ках кубитов: квантовые процессоры IBM состоят из 65 куби-
тов, у Google – из 72. В планах разработчиков к 2023 году выпу-
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стить 1112-кубитный процессор под кодовым названием Condor,
который должен вывести квантовые технологии на коммерче-
ский уровень [29]. Но это пока далеко от миллионов кубитов,
которые могут потребоваться для практических вычислений.

Таблица 11. Поддержка трёхзначной логики в наиболее
распространённых СУБД

Big
Query

Db2
LUW

My
SQL

Oracle
DB

Postgre
SQL

SQL
Server

SQ
Lite

Трёхзн.
логика

+ + + + + + +

Значения
true и
false

+ + + − + − +

Ячейка для хранения единицы информации в квантовом ком-
пьютере – кубит, т.е. это аналог бита в обычном компьютере [5].
Вариантом квантовой ячейки с тремя возможными состояниями
является квантовый трит или кутрит. Можно построить троич-
ный квантовый компьютер, используя вместо кубитов кутриты.
Используя в универсальных квантовых вентилях кутриты вместо
кубитов, исследователи могут существенно снизить количество
необходимых вентилей [5]: в обычном случае нужно 50 тради-
ционных квантовых вентилей, а при троичном представлении –
всего девять. При этом исследования последних нескольких лет
показывают, что использование квантовых тритов вместо куби-
тов существенно упростит разработку квантовых алгоритмов и
программ [19, 31, 35].

2.4. ПРИМЕНЕНИЕ В ЗАДАЧАХ АНАЛИЗА ДАННЫХ
И РАЗРАБОТКИ ИСКУССТВЕННОГО ИНТЕЛЛЕКТА
Многозначная, в частности, троичная логика является

вполне естественной в таких приложениях, как последователь-
ный статистический анализ Вальда или принятие статистических
решений при фиксированных вероятностях ошибок и первого, и
второго рода. В настоящее время инструментарий многозначной
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логики находит широкое применение в задачах, связанных с ана-
лизом данных и построением моделей искусственного интеллек-
та, например, в задачах иерархической кластеризации произволь-
ных наборов данных [18, 20].

Теория многозначной логики над полем комплексных чисел
и пороговая функция многозначной логики применяются при по-
строении модели многозначного нейрона. Для дискретнозначно-
го многозначного нейрона отображение ввода/вывода всегда опи-
сывается некоторой пороговой функцией многозначной логики.
Это применяется при рассмотрении непрерывного многознач-
ного нейрона и построении разделяющей гиперплоскости в 𝑛-
мерном пространстве, которая определяется функцией активации
дискретного многозначного нейрона. Это позволяет решать за-
дачи многоклассовой классификации [18]. Н. Айзенбергом было
предложено рассматривать следующую функцию 𝑃 (𝑧), которая и
называется 𝑘-значным предикатом:
(1) 𝑃 (𝑧) = CSIN(𝑧) = 𝜀𝑗𝑘, 2𝜋𝑗/𝑘 6 arg 𝑧 < 2𝜋(𝑗 + 1)/𝑘,

где 𝑧 ∈ C. Данная функция по сути задаёт деление комплексной
плоскости на 𝑘 равных секторов линиями, проходящими через
начало координат, и точки на единичной окружности, соответ-
ствующие корням 𝑘-й степени из единицы.

Определение 1 [18]. Пороговой функцией 𝑘-значной логики
(или многозначной пороговой функцией) называется функция

𝑓(𝑥1, ..., 𝑥𝑛) : 𝑇 → 𝐸; 𝑇 ⊆ 𝐸𝑛
𝑘 ,

если существуют (𝑛+1) комплексные числа 𝑤0, 𝑤1, ..., 𝑤𝑛, такие,
что для любого вектора (𝑥1, ..., 𝑥𝑛) ∈ 𝑇

𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) = 𝑃 (𝑤0 + 𝑤1𝑥1 + · · ·+ 𝑤𝑛𝑥𝑛),

где 𝑃 (𝑧) – 𝑘-значный предикат, определяемый по формуле (1).
Вектор 𝑊 = (𝑤1, 𝑤2, ..., 𝑤𝑛) – вектор весов для функции 𝑓 .
Таким образом, введение многозначных функций значитель-

но расширяет расширяет набор функций, которые могут быть
представлены с использованием (𝑛+ 1) весов путем добавления
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многозначных пороговых функций к булевым пороговым функ-
циям, а логическая пороговая функция – это частный случай мно-
гозначной пороговой функции. В качестве простого примера та-
кой функции можно рассмотреть функцию максимума из двух
аргументов [18]: 𝑓 = max(𝑥1, 𝑥2).

Данная функция является пороговой функцией (так же, как,
например, 𝑓 = min(𝑥1, 𝑥2). Многозначные функции над полем
комплексных чисел существенно расширяют набор пороговых
функций и перспективы в пороговой логике, в нейронных сетях
и в решении задач мультиклассовой классификации. Ниже в таб-
лице 12 приведены значения функции Поста 𝑓 = max(𝑥1, 𝑥2)
(пороговая функция трёхзначной логики) с вектором весов 𝑊 =
(−2− 4𝜀3, 4 + 5𝜀3, 4 + 5𝜀3) [18].

Таблица 12. Многозначная функция Поста 𝑓 = max(𝑥1, 𝑥2)
# 𝑥1 𝑥2 𝑧 = 𝑤0 +𝑤1𝑥1 +𝑤2𝑥2 arg(𝑧) 𝑃 (𝑧) 𝑓max(𝑥1, 𝑥2)
1 𝜀03 𝜀03 6 + 6𝜀3 1,0471 𝜀03 𝜀03
2 𝜀03 𝜀13 2 + 5𝜀3 + 5𝜀23 𝜋 𝜀13 𝜀13
3 𝜀03 𝜀23 7 + 𝜀3 + 4𝜀23 5,7596 𝜀23 𝜀23
4 𝜀13 𝜀03 2 + 5𝜀3 + 5𝜀23 𝜋 𝜀13 𝜀13
5 𝜀13 𝜀13 2 + 4𝜀3 + 10𝜀23 3,6652 𝜀13 𝜀13
6 𝜀13 𝜀23 −2 + 9𝜀23 4,5223 𝜀23 𝜀23
7 𝜀23 𝜀03 7 + 𝜀3 + 4𝜀23 5,7596 𝜀23 𝜀23
8 𝜀23 𝜀13 3 + 9𝜀23 4,4223 𝜀23 𝜀23
9 𝜀23 𝜀23 8− 4𝜀3 + 8𝜀23 5,2359 𝜀23 𝜀23

2.5. ПРИМЕНЕНИЕ В ЭКОНОМИЧЕСКИХ
ИССЛЕДОВАНИЯХ
В завершение обзора приложений многозначной логики от-

метим ещё одно реальное применение в экономических исследо-
ваниях и в ситуациях, связанных с проблемой коллективно вы-
бора, где возникает «цикличная логика» как частный случай 𝑘-
значной логики [6].

Один из наиболее характерных примеров связан с проблемой
выбора. Рассмотрим выбор из трёх альтернатив (например, выбо-
ры с тремя кандидатами) 𝐴, 𝐵, 𝐶. При этом, голосующий имеет
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некую систему предпочтений, устроенную циклическим образом:
𝐴 ≺ 𝐵 ≺ 𝐶 ≺ 𝐴. Тогда задание отношений между элементами
определяет аналоги операций «ИЛИ» и «И» для трёхзначной ло-
гики (таблицы 13 и 14).

Ещё одно применение многозначная логика находит в эко-
номических исследованиях при оценке инвестиционных рисков
и прогнозировании стоимости страховых убытков. Постановки
задач в этой области приложений аналогичны постановке зада-
чи по оценке эффективности и надёжности технических систем,
рассмотренной выше: сначала определяется полный спектр воз-
можных сценариев развития инвестиционного процесса и фак-
торы, оказывающие влияние на этот процесс, а затем находятся
оценки (как значения функции от вектора факторов) для приня-
тия инвестиционного решения.

Таблица 13. Операция «ИЛИ»
ИЛИ 𝐵 𝐶 𝐴

𝐵 𝐵 𝐶 𝐵

𝐶 𝐶 𝐶 𝐴

𝐴 𝐵 𝐴 𝐴

Таблица 14. Операция «И»
И 𝐵 𝐶 𝐴

𝐵 𝐵 𝐵 𝐴

𝐶 𝐵 𝐶 𝐶

𝐴 𝐴 𝐶 𝐴

В отличие от технических систем, факторы задаются не
лингвистическими переменными (оцениваются не точечно), а по-
лем интервальных значений с некоторым распределением вероят-
ностей.
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3. Теоретические аспекты построения реальных
систем на базе трёхзначной логики

Любая из выше рассмотренных задач сводится к определе-
нию факторов, влияющих на процесс, и рассмотрению счетного
множества 𝑃3 состояний этих факторов (любое счётное число
состояний можно аппроксимировать до принципиально трех со-
стояний) [16]: 0, 1, 2.

Для принятия решения необходимо найти значение выход-
ной функции 𝑌 . Соответственно, мы можем представить вы-
ходную функцию 𝑌 как комбинацию предикатов на множе-
стве 𝑃3 [15]: для этого мы будем рассматривать сложные пре-
дикаты и суперпозиции этих предикатов на 𝑃3.

Данные предикаты практически могут быть реализованы как
схемы из чипов, работа которых основана на трёхзначной логике.

Для возможности реализации таких схем должна быть ре-
шена принципиально важная задача – задача полноты классов
функций трёхзначной логики [15]. С практической стороны пол-
нота классов таких функций гарантирует, что на базе произволь-
ного множества чипсетов можно создать плату с нужной функци-
ональной схемой. Для двузначной логики эта задача была также
решена Постом, что привело к бурному росту электроники [38].

Классическая теорема Поста описывает пять предполных
классов в множестве булевых функций[38].

Для случая трёхзначной логики задача была решена С.В. Яб-
лонским в 1958 г. [15, 16]. Он показал, что для функций трёх-
значной логики существует 18 предполных классов. В работах
[15, 16] рассматривалось замыкание множества функций относи-
тельно оператора подстановки.

К сожалению, для трёхзначной логики было доказано, что
в общем случае эта задача не может быть решена [16]. Если
в случае двузначной логики решётка замкнутых классов счетная,
то в случае трёхзначной логики она экспоненциальная.

Однако, можно рассматривать операторы замыкания на
множестве функций трёхзначной логики, являющиеся усилени-
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ем обычного оператора подстановки. Решение для этого нового
оператора замыкания задач полноты и нахождение структуры ре-
шётки замкнутых классов поможет не только восстановить под-
решётку замкнутых классов в общем случае замыкания функций
относительно классического оператора суперпозиций, но и поз-
волит оптимизировать возможное производство чипов для функ-
циональных схем для решения задач, описанных выше в разде-
ле 2.

3.1. ИССЛЕДОВАНИЕ ОПЕРАТОРА ЗАМЫКАНИЯ
И ОПИСАНИЕ ПРЕДПОЛНЫХ КЛАССОВ В 𝑃3

Пусть дано множество 𝑀 функций из 𝑃3. Через ℜ2(𝑀) бу-
дем обозначать результат замыкания множества функций 𝑀 от-
носительно операции подстановки и перехода от функции 𝑔 к эк-
вивалентной функции 𝑓 ∼ 𝑔, где

𝑓 ∼ 𝑔 ⇔ (∀�⃗� [ (𝑓(�⃗�) = 𝑔(�⃗�))∨(𝑓(�⃗�), 𝑔(�⃗�) ∈ {0, 1}) ])&(|𝑋𝑓 | = |𝑋𝑔|).

В дальнейшем все рассуждения ведутся для 𝑘 = 3.
Пусть 𝛼𝑛 ∈ 𝐸𝑛

3 , 𝛼𝑛 = (𝑎1, . . . , 𝑎𝑛), обозначим 𝑂2(𝛼
𝑛) =

|{𝑎𝑖|𝑎𝑖 = 2, 𝑖 ∈ {1, 𝑛}}| – порядок двойки набора 𝛼𝑛.

Определение 2. Для 𝑓 ∈ 𝑃3, такой что |𝑋𝑓 | = 𝑛, считаем
𝑓 ∈ ∇2, если для каждого 𝛼𝑛 такого, что 𝛼𝑛 ∈ 𝐸𝑛

3 и 𝑂2(𝛼
𝑛) > 0,

выполняется 𝑓(𝛼𝑛) = 2. Также считаем, что все константы
содержатся в ∇2.

Можно показать [25], что будет иметь место
Теорема 1 (Полноты). Существует пять ℜ2-предполных

классов 𝑃3 : 𝑇2, 𝑇01, 𝑇∼,Δ2, 𝑃3(𝑥).
Доказательство. Доказательство следует из лемм 1–3, кото-

рые формулируются и доказываются ниже.
Лемма 1. Множество ∇2 является ℜ2-замкнутым.
Доказательство. ℜ2 – многократная суперпозиция расшире-

ния 𝑅2(·) и стандартного замыкания [·]. Очевидно, в силу опре-
деления замыкания, что расширение не выходит за пределы ∇2.

Осталось доказать, что ∇2 замкнуто относительно [·]. Пусть
𝑓 ∈ ∇2. Очевидно, что после подстановки констант вместо од-
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ной (или нескольких) переменных функции 𝑓 она не потеряет
свойство принадлежности классу ∇2. Если же мы вместо всех
существенных переменных подставим константы, то получим
константу, которая, в свою очередь, также лежит в ∇2. Пусть
𝑓 ∈ ∇2, а 𝑔𝑖, 𝑖 = 1, 𝑛, – либо переменные, либо 𝑔𝑖 ∈ ∇2. Возьмем
ℎ = 𝑓(𝑔1, . . . , 𝑔𝑛). Без ограничения общности считаем, что ℎ су-
щественно зависит от всех своих переменных, так как если это не
так, то берем ℎ′ = ℎ, полученную путем отождествления фиктив-
ных переменных. Пусть |𝑋ℎ| = 𝑘. Если на вход ℎ подается набор
𝛾𝑘 = (𝑐1, . . . , 𝑐𝑘) и для некоторого 𝑖 выполняется 𝑐𝑖 = 2, тогда
эта 2-ка попадет на вход к одной из 𝑔𝑖. Но если 𝑔𝑖 – переменная,
то получаем, что на вход к 𝑓 подошла двойка, а 𝑓 ∈ ∇2, значит,
ℎ(𝛾𝑘) = 2. Если же 𝑔𝑖 ∈ ∇2, то на выходе 𝑔𝑖 будем иметь 2,
которая также идет на вход 𝑓, но 𝑓 ∈ ∇2, значит, ℎ(𝛾𝑛) = 2, и
получаем ℎ ∈ ∇2.

Лемма 2. Класс 𝑃3(𝑥) является ℜ2-предполным.
Доказательство. ℜ2-замкнутость класса 𝑃3(𝑥) следует из

того, что [𝑃3(𝑥)] = 𝑃3(𝑥), и по определению из 𝑓𝑅2𝑔 вытекает,
что |𝑋𝑓 | = |𝑋𝑔|, т.е. расширение не выйдет за пределы 𝑃3(𝑥).

Докажем ,что ℜ2(𝑃3(𝑥)∪𝑓𝑃3(𝑥)) = 𝑃3. Построим вектор при-
надлежности. Пусть 𝑔1(𝑥) = 𝑥 + 2, 𝑔2(𝑥) = 𝑥2. Прямая провер-
ка определений классов из 𝒦[·] показывает, что 𝑔1 /∈ 𝑀3

1∪ 𝑀3
2∪

𝑀3
3∪ 𝑇01∪ 𝑇02∪ 𝑇12∪ 𝑇0∪ 𝑇1∪ 𝑇2∪ 𝐻0∪ 𝐻1∪ 𝐻2∪ 𝑇∼∪ 𝑇{0,2},1∪

𝑇{1,2},0, 𝑔2 /∈ 𝐿 ∪ 𝑆𝑥+1.
Из определения 𝑆𝑙 выполняется 𝑃3(𝑥) ⊂ 𝑆𝑙.
Докажем, что ℜ2(𝑃3(𝑥) ∪ 𝑓𝑃3(𝑥)) = 𝑃3. Если 𝑓𝑃3(𝑥) /∈ 𝑆𝑙, то,

в силу теоремы Слупецкого, все доказано. Пусть 𝑓 = 𝑓𝑃3(𝑥) ∈ 𝑆𝑙,
т.е. 𝑓 /∈ 𝑃3(𝑥), 𝑓 ∈ 𝑆𝑙. Пусть |𝑋𝑓 | = 𝑛. Рассмотрим вектор значе-
ний 𝑓𝑛 = (𝑓1, . . . , 𝑓3𝑛)

⊤. По определению 𝑓 множество {0, 1, 2}
не содержится в {𝑓1, . . . , 𝑓3𝑛}, следовательно, существует един-
ственное 𝑎 ∈ {0, 1} такое, что 𝑓𝑖 ∈ {𝑎, 2}, 𝑖 = 1, 3𝑛. Пусть без
ограничения общности 𝑎 = 0. Возможны три случая.

а. Пусть 𝑂2(𝑓
𝑛) 6 3𝑛 − 2, т.е. имеются 𝛼𝑛

1 , 𝛼
𝑛
2 такие, что

𝑓(𝛼𝑛
1 ) = 𝑓(𝛼𝑛

2 ) = 0. Перейдем к функции 𝑔 такой, что 𝑓𝑅2𝑔 и 𝑔
совпадает с 𝑓 на всех наборах, кроме 𝛼𝑛

1 , на котором 𝑔(𝛼𝑛
1 ) = 1.
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В силу того, что 1 /∈ {𝑓1, . . . , 𝑓3𝑛}, расширение корректно (т.е.
|𝑋𝑓 | = |𝑋𝑔|). Заметим, что 𝑔 /∈ 𝑆𝑙.

б. Пусть теперь 𝑂2(𝑓
𝑛)= 3𝑛−1, т.е. имеется единственное

𝛼𝑛
1 такое, что 𝑓(𝛼𝑛

1 ) = 0. Заметим, что существует 𝑔′ ∈ 𝑃3(𝑥),
𝑔′1 = (2, 2, 0)⊤. Рассмотрим функцию ℎ = 𝑔′(𝑓). Очевидно, что
|𝑋𝑓 |= |𝑋ℎ|. Также заметим, что если ℎ𝑛 = (ℎ1, . . . , ℎ3𝑛), то ℎ𝑖 ∈
{0, 2}, 𝑖 = 1, 3𝑛, и 02(ℎ

𝑛) = 1 6 3𝑛 − 2. Таким образом пункт б
сводится к пункту а.

в. Если 𝑂2(𝑓
𝑛) = 0, то с помощью функции 𝑥 + 1 можно

построить 𝑓 ′(�̃�) = 𝑓(�̃�) + 1. При этом 𝑓 ′ ∈ ℜ2(𝑃3(𝑥) ∪ 𝑓𝑃3(𝑥)),
и для 𝑓 ′ выполнено либо условие а, либо условие б, а, значит,
найдется 𝑓𝑆𝑙 ∈ ℜ2(𝑃3(𝑥) ∪ 𝑓𝑃

3 (𝑥)), следовательно, 𝑃3(𝑥)–ℜ2 –
предполный класс.

Лемма 3. Если после замены в векторе функции 𝑓, |𝑋𝑓 | > 1
нуля на единицу или единицу на ноль получился вектор функции
𝑔, |𝑋𝑔| < |𝑋𝑓 |, то с помощью подстановки констант в функ-
цию 𝑓 можно получить функцию ℎ ∈ 𝑃2(𝑥).

Доказательство. Пусть после перехода от 𝑓 к 𝑔 пе-
ременная 𝑥𝑖 стала несущественной, тогда существуют набо-
ры 𝛼𝑛

1 = (𝑎1, . . . , 𝑎𝑖−1, 𝑎
1
𝑖 , 𝑎𝑖+1, . . . , 𝑎𝑛), 𝛼𝑛

2 = (𝑎1, . . . , 𝑎𝑖−1, 𝑎
2
𝑖 ,

𝑎𝑖+1, . . . , 𝑎𝑛), 𝛼𝑛
3 = (𝑎1, . . . , 𝑎𝑖−1, 𝑎

3
𝑖 , 𝑎𝑖+1, . . . , 𝑎𝑛), что существу-

ет перестановка 𝜎 ∈ 𝒮, 𝜎(𝑎𝑗𝑖 ) = 𝑗, при 𝑗 ∈ 𝐸3. Заметим, что
𝑓(𝛼𝑛

1 )𝑅𝑓(𝛼𝑛
2 )𝑅𝑓(𝛼𝑛

3 ), и 𝑓(𝛼𝑛
1 ), 𝑓(𝛼

𝑛
2 ), 𝑓(𝛼

𝑛
3 ) ∈ 𝐸2, причем суще-

ствуют 𝑙,𝑚 ∈ 𝐸3, что 𝑓(𝛼𝑛
𝑙 ) ̸= 𝑓(𝛼𝑛

𝑚). Получаем, что функция
ℎ(𝑥) = 𝑓(𝑎1, . . . , 𝑎𝑖−1, 𝑥, 𝑎𝑖+1, . . . , 𝑎𝑛) будет удовлетворять всем
требуемым условиям.

Таким образом для оператора ℜ2 доказано, что при 𝑘 = 3
существует 5 предполных классов.

4. Выводы

В статье был проведён анализ и представлен обзор современ-
ных приложений, где построение алгоритмов на основе трёхзнач-
ной логики обеспечивает большую эффективность и оказывается
предпочтительнее в сравнении с двузначной.
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Создание гетерогенных вычислительных систем с неболь-
шими троичными вычислительными блоками является математи-
чески лучшим решением при построении узкоспециализирован-
ных вычислительных систем, особенно для задач передачи, обра-
ботки и защиты данных, распознавания изображений, квантовых
вычислений, в том числе для проведения научных исследований
в современных областях физики.

В области телекоммуникаций решения на базе трёхзначной
логики фактически могут обеспечить 1,5-кратный рост скорости
передачи данных (а в перспективе и экспоненциальный). Для
практического решения данной задачи необходимо реализовать
схемы из чипов, работа которых основана на трёхзначной логи-
ке. Для возможности реализации таких схем должна быть решена
принципиально важная задача – задача полноты классов функций
трёхзначной логики. С практической стороны полнота классов
таких функций гарантирует, что на базе произвольного множе-
ства чипсетов можно создать плату с нужной функциональной
схемой.

В данной работе были рассмотрены операторы замыкания
на множестве функций трёхзначной логики, являющиеся усиле-
нием обычного оператора подстановки. Было показано, что зада-
ча полноты для этого оператора имеет решение, то есть можно
восстановить подрешетку замкнутых классов в общем случае за-
мыкания функций относительно классического оператора супер-
позиций. Это позволит оптимизировать возможное производство
чипов для новых функциональных схем для задач передачи и об-
работки данных.

Автор статьи выражает благодарность Г.А. Зверкиной и
М.П. Фархадову за полезное обсуждение статьи и ценные сове-
ты.
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УСОВЕРШЕНСТВОВАНИЕ ИНФОРМАЦИОННО-

АНАЛИТИЧЕСКИХ КОМПЛЕКСОВ НА ОСНОВЕ  

ИЕРАРХИЧЕСКИХ СИСТЕМ НЕЧЕТКОГО ВЫВОДА 

Сорокин А. А.1 

(ФГБОУ ВО Астраханский государственный технический  

университет, Астрахань) 

Предложены положения по усовершенствованию вычислительных комплек-

сов, основанных на использовании иерархических систем нечеткого вывода. 

Положения связаны с предварительной подготовкой данных и последующей 

интерпретацией результатов. Подготовка данных основана на выполнении 

операций по нормализации входных параметров к шкале с одинаковым диапа-

зоном значений при условии, что эти значения имеют положительную корре-

ляцию с выходной переменной. Реализация положений основана на использо-

вании кусочных функций. Использование положений позволяет упростить 

формирование продукционных правил в базе знаний системы нечеткого выво-

да. Исследование поведения изменения значений выходных оценок в зависимо-

сти от количества уровней в иерархической системе нечеткого вывода поз-

волило выявить свойство, связанное с группированием этих оценок в окрест-

ностях численных значений термов, которые описывают выходную перемен-

ную. Это позволило отнести иерархическую систему нечеткого вывода 

к классификатору анализируемых объектов по их состоянию с учетом кри-

териев проводимой оценки. Принадлежность к определенному классу опреде-

ляется величиной итоговой оценки. Для идентификации групп объектов 

с близкими свойствами внутри классов предложена совокупность операций, 

основанная на последовательном использовании алгоритма горной кластери-

зации, евклидовой метрики и метрики Хаусдорфа. Применение операций поз-

воляет выделять типичных представителей исследуемых классов, а затем 

определять объекты, которые наиболее близки к ним по параметрам с уче-

том установленных ограничений на отклонения. Проведенный эксперимент 

подтвердил работоспособность предложенных положений. 

Ключевые слова: иерархическая система нечеткого вывода, нормали-

зация, кластеризация, метрика Хаусдорфа, классификатор объектов, 

алгоритм горной кластеризации. 

1. Введение 

В настоящее время одной из тенденций развития систем 

обработки информации стало решение задач по агрегированию 

                                           
1 Александр Александрович Сорокин, к.т.н., доцент (alsorokin.astu@mail.ru). 
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разнородных данных для идентификации оценки состояния раз-

личных объектов. Подобное направление получило название 

Big Data (аналитика больших данных) [19, 20]. Положения по 

агрегированию разнородной информации часто используются 

для реализации систем поддержки принятия решений (СППР), 

которые получили распространение во время управления хозяй-

ственными процессами различных отраслей экономики. К по-

добным отраслям относятся банковский сектор, телекоммуни-

кационные, транспортные и другие виды компаний [10, 17, 21]. 

В [8, 9] описывается, что одной из сложностей идентифи-

кации интегральных оценок является реализация оператора аг-

регирования разнородных параметров. Часто сложности вызва-

ны тем, что величины параметров могут оцениваться по различ-

ным метрическим шкалам, иметь разный уровень влияния на 

итоговый результат. Идентификация одинаковых значений ин-

тегральной оценки часто происходит при различных комбина-

циях значений входных величин. Для разрешения подобных 

сложностей нашли применение экспертные системы [5, 13]. Ме-

тоды теории нечетких множеств часто используются как теоре-

тическая основа подобных систем обработки информации. 

В работах [9, 14] указывается, что одним из ограничений систем 

нечеткого вывода (СНВ) является усложнение структуры пра-

вил и увеличение их числа при возрастании количества входных 

переменных. В работах [2, 14–16] для упрощения структуры 

правил предлагается агрегирование групп входных переменных 

при помощи отдельных СНВ с последующим их объединением 

в единый вычислительный комплекс – иерархическую СНВ 

(ИСНВ). Как показывает обзор [3, 9, 12], специфика функцио-

нирования ИСНВ требует дальнейшего развития положений по 

предварительной подготовке исходных данных и постобработки 

полученных значений итоговой оценки. 

Цель работы: предложение положений по предварительной 

подготовке и постобработки данных для иерархических систем 

нечеткого вывода. 
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2. Анализ особенностей функционирования систем 

нечеткого вывода 

В рамках исследований принимается, что в основе рассмат-

риваемых СНВ заложен алгоритм Сугено (АС). При прочих 

равных условиях преимущества АС над алгоритмом Мамдани 

(АМ) с учетом анализа [9, 14] заключается в том, что: 

– АС использует более простую операцию дефаззификации, 

что сокращает затраты времени на выполнение расчетов; 

– выходная переменная СНВ на основе АС обладает более 

широким диапазоном выходных значений; 

В процессе функционирования СНВ на основе АС можно 

выделить следующие основные этапы обработки информации: 

– Фаззификация – преобразование переменной из четкой 

численной формы x  в нечеткую  при помощи оператора пре-

образования  – (функции принадлежности) ФП: 

(1) ).(x   

Задача ФП – определить степень принадлежности значения пе-

ременной x к элементам терм-множества }{ 
  , где  – но-

мер терма в терм-множестве, которое описывает переменную ; 

в качестве ФП обычно используются треугольные, трапеце-

идальные, гауссовы, синглтоны и др. виды функций. 

– Агрегирование подусловий правил в зависимости от значе-

ний входных переменных в нечеткой форме; в рамках проводи-

мых исследований будут рассматриваться правила типа MISO 

(англ. multiple input, single output), которые для агрегирования 

используют операцию логического «И» – «»: 

(2) ,),()(...)( ,,1 11  



nnnif  

где  – номер правила; <1, …, n> – множество входных пере-

менных, а n – их порядковый номер во множестве входных пе-

ременных X = {n}; 
nn   ,1,1

,..., – значения термов из терм-

множеств, используемых для описания входных переменных; 

i1, …, in – номера термов в терм-множествах; fuzz – выходная 

переменная в нечеткой форме; , – значение терма выходной 

переменной,  – номер терма в терм-множестве;  – коэффи-
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циент доверия (КД). Выходное значение правила  примени-

тельно к АС может быть определено следующим образом: 

(3) .)())(),...,((prod
1

1 



n

i

in xxx    

– Получение численного значения выходной переменной вы-

полняются при помощи соотношения вида 

(4) 

















1
,

1
, /







 outy  

где 


  – численное значение терма 


 , входящего в терм-

множество, которое описывает выходную переменную в СНВ, 

а  – общее количество правил вида (2), входящих в базу зна-

ний (БЗ) СНВ. 

Основное ограничение применения СНВ связано с сильным 

ростом количества правил в зависимости от количества пере-

менных и термов, которые их описывают. Как показывает ана-

лиз [2, 3, 12, 14–16], для устранения подобного ограничения 

предлагается использовать ИСНВ. В процессе формирования 

ИСНВ множества входных переменных X1 = {xn} разделяются 

на m1 непересекающихся подмножеств: 

(5)  1

1

1
1

1

1

1
1

1 ...:,..., mm XXXXX . 

После этого для каждого подмножества переменных фор-

мируется отдельная СНВ. В результате формируется множество 

СНВ первого уровня иерархии – }{ 1

11 mfF  . Функционирование 

СНВ первого уровня иерархии формирует множество перемен-

ных X2. Эти переменные аналогично (5) разделяются на m2 не-

пересекающиеся подмножества переменных, для которых фор-

мируются СНВ второго уровня иерархии F2. Подобные опера-

ции выполняются пока не идентифицируется множество содер-

жащие набор целевых переменных Y. Так как в рамках иссле-

дований рассматриваются СНВ на основе правил вида MISO, то 

множество Y содержит одну выходную переменную yout. 

Часто при разработке СНВ эксперту необходимо для каж-

дой переменной предложить терм-множество, где каждому тер-
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му соответствует отдельная ФП со «своими» специфичными 

характеристиками. В результате семантическое значение двух 

идентичных термов, используемых для описания переменных, 

имеющих положительную и отрицательную корреляцию с вы-

ходной переменной, будут различаться. Реализация идентично-

сти семантических значений термов подобных переменных при-

ведет к тому, что аналогичные обозначения термов будут нахо-

диться в различных частях шкал абсолютных (естественных) 

значений входных переменных. Подобное порождает неопреде-

ленность при формировании БЗ СНВ и может привести к ошиб-

кам при формировании правил. Для сокращения подобных 

ошибок целесообразно, чтобы у идентичных термов были близ-

кие семантические значения, одинаковая хронология следова-

ния термов на шкале значений входных переменных, а сами 

входные переменные имели положительную корреляцию с вы-

ходной переменной. Для этого необходимо приведение различ-

ных значений входных переменных к единой шкале оценки. 

3. Преобразование значений входных переменных 

к единой форме представления 

Задачей предлагаемых положений по преобразованию 

входных переменных является обеспечение результата, когда 

семантические значения термов и хронология шкалы оценки 

параметра имеют положительную корреляцию с семантически-

ми значениями термов и численными значениями шкалы вы-

ходной переменной. Использование подобных положений поз-

волит обеспечить формирование выходной поверхности СНВ, 

показывающей закономерность взаимодействия входных пере-

менных в монотонно неубывающем виде. Реализация этого воз-

можна за счет нормализации значений входных переменных 

отложенных на разных метрических шкалах. Примеры операто-

ров нормализации значений входных переменных, подаваемых 

на вход СНВ, в виде линейной функции описаны в работе [9]: 

(6) ]1,0[:)( ест  normnormnorm xxfx , 

где fnorm – оператор нормализации, xест – фактическое значение 

параметра. Однако операторы в работе [9] не учитывают нели-
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нейного характера закономерности между значением входной и 

выходной переменной. Для разрешения этого предлагается вы-

полнять нормализацию входных параметров при помощи ку-

сочных функций )( естxf piec

norm
. Подобное можно представить 

в виде 

(7) 
















];,[:)(
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2max,1max,max
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где  – оператор преобразования естественного значения пере-

менной на отрезке ),[ естест

2,11,1 uu xx  шкалы оценки параметра xест. 

Количество участков и их граничные точки, вид функций 

нормализации на этих участках определяются экспертами или 

с учетом нормативных документов, регулирующих обращение 

с оцениваемым объектом. В рамках исследований реализацию 

подобных операторов предлагается выполнять на основе урав-

нения прямой, проходящих через две точки, которые характери-

зуют изменение закономерности влияния значения входной пе-

ременной на выходную. В зависимости от специфики перемен-

ной предлагаются три основных вида операторов нормализации 

при помощи кусочных функций: 

– для переменных, которые имеют положительную корре-

ляцию на рис. 1а (сплошная линия) или отрицательную корре-

ляцию на рис. 1а (пунктирная линия) с выходной оценкой; 

– для переменных, которые имеют точку оптимума для зна-

чения выходной оценки, пример показан на рис. 1б. 

Примером параметра, имеющего «точку оптимума», явля-

ется температура помещения, где находится технологическое 

оборудование. Значение «благоприятной температуры» занима-

ет относительно «узкий» участок на шкале оценки значений 

этого параметра, а выход за допустимые границы его значения 

ухудшит эксплуатационные свойства оборудования. 
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а    б 

Рис. 1. Вид операторов нормализации значений параметров 

Анализ работ [3, 9, 12] показал, что еще одним свойством 

СНВ является неравномерная чувствительность к изменению 

значений входных переменных. Результатом подобного стано-

вится группировка выходных оценок в окрестностях определен-

ных точек, что приводит к снижению разнообразия оценок и 

возникновению сложностей идентификации ситуации по значе-

нию интегральной оценки. Таким образом, возникает обосно-

ванное предположение, что последовательное применение СНВ 

еще больше усилит группировку выходных значений в окрест-

ностях определенных точек. Для проверки подобного предпо-

ложения в следующем разделе описываются результаты экспе-

римента, посвященному исследованию закономерностей рас-

пределения выходных оценок в ИСНВ. 

4. Исследование закономерностей 

функционирования иерархических систем 

нечеткого вывода 

Учитывая результаты сравнения алгоритмов, заложенных 

в основе функционирования СНВ, дальнейшие рассуждения ве-

дутся из допущения, что при формировании ИСНВ использует-

ся алгоритм Сугено. Исследовались ИСНВ следующих видов: 

– с однотипными базами правил, в которых семантическое 

значение выходной переменной равно минимальному семанти-

ческому значению входных переменных, далее «СНВ тип 1»; 
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– с однотипными базами правил, в которых семантическое 

значение выходной переменной равно максимальному семанти-

ческому значению входных переменных, далее «СНВ тип 2»; 

Для анализа была построена ИСНВ, состоящая из пяти 

уровней иерархии. Общее количество входных переменных со-

ставило 32, и каждая СНВ, входящая в состав исследуемого вы-

числительного комплекса, агрегировала две переменные. С уче-

том соотношения (7) значения входных, промежуточных и вы-

ходной переменных задавались в диапазоне от 0 до 100 баллов. 

Каждый эксперимент включает в себя две серии: ФП для вход-

ных переменных СНВ из первой серии показаны на рис. 2а; ФП 

для входных переменных СНВ из второй серии показаны на 

рис. 2б. 

 
а    б. 

Рис. 2. Функции принадлежности входной переменной 

Вид образующих поверхностей элементарных СНВ для: 

– первой серии первого эксперимента показан на рис. 3а; 

– второй серии первого эксперимента показан на рис. 3б; 

– первой серии второго эксперимента показан на рис. 3в; 

– второй серии второго эксперимента показан на рис. 3г. 

Описание значений переменных проводилось аналогично 

рекомендациям в работе [6] при помощи следующих термов: 

NB – низкий; NM – скорее низкий; NM1 – ближе к низкому, чем 

к среднему; NM2 – ближе к среднему, чем к низкому; Z – сред-

ний; PM – скорее высокий; PM1 – ближе к среднему, чем к вы-

сокому; PM2 – ближе к высокому, чем к среднему; PB – высо-

кий. Во всех сериях для описания выходных переменных ис-

пользовались константы, в первой – пять, а во второй – семь. 

Когда выходная переменная описывается пятью термами, за 
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каждым термом закреплялись следующие значения: NB = 0, 

NM = 25, Z = 50, PM = 75, PB = 100 баллов. Когда выходная пе-

ременная описывается семью термами, за каждым термом за-

креплялись следующие значения: NB = 0, NM1 = 16,67, 

NM2 = 33,33, Z = 50, PM1 = 66,67, PM2 = 83,33, PB = 100 бал-

лов. 

  
а    б 

  
в    г 

Рис. 3. Поверхности порождаемые СНВ Сугено  

В процессе проведения эксперимента на вход первой пере-

менной подавались изменяемые значения в диапазоне от 0 до 

100 баллов с шагом 5 баллов, а на другие входы – различные 

комбинации значений. Комбинации значений включали диапа-

зоны от 0 до 100 баллов с шагом 5 баллов, а также фиксирован-

ные значения по 10, 20, 30, 40, 50, 60, 70, 80, 90 и 100 баллов. 

Учитывая большое количество данных, на рис. 4 приведены за-
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кономерности для случаев, когда на входы синхронно подава-

лись значения в диапазоне от 0 до 100 баллов с шагом 5 для:  

– первой серии первого эксперимента показан на рис. 4а; 

– второй серии первого эксперимента показан на рис. 4б; 

– первой серии второго эксперимента показан на рис. 4в; 

– второй серии второго эксперимента показан на рис. 4г. 

  
а     б 

 
в    г 

Рис. 4. Закономерности поведения СНВ  

Во всех экспериментах заметна тенденция группировки 

выходных значений в окрестностях значений термов выходной 

переменной, при увеличении количества иерархий эта 

тенденция становится более явной. Выходные значения пятого 

уровня иерархии имеют ступенчатый характер, тогда как 

выходные значения СНВ первого уровня иерархии имеют более 

плавный вид. Общий анализ результатов экспериментов позво-

ляет сделать заключение, что: 
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– при увеличении количества иерархий в вычислительной 

системе наблюдается группировка выходных значений по опре-

деленным областям; 

– количество формируемых групп с одинаковыми значени-

ем выходной оценки пропорциональна количеству термов, ко-

торые описывают выходную переменную; 

– устойчивость результатов группировки наблюдалась по-

сле четвертого уровня иерархии; 

– области концентрации значений привязаны к значениям 

термов выходных переменных. 

Таким образом, при увеличении уровней иерархии модель, 

построенная при помощи ИСНВ, теряет чувствительность и ее 

выходные значения устойчивы относительно значений ФП вы-

ходной переменной. В результате ИСНВ фактически становится 

классификатором оцениваемых объектов по группам состояний. 

Классификационная способность ИСНВ пропорциональна мощ-

ности терм-множества выходной переменной. Общим призна-

ком объектов одного класса является итоговая оценка. Класси-

фикатор позволяет разделить исходное множество объектов на 

подмножества объектов с оценками, соответствующими значе-

ниям термов выходной переменной. Подобная классификация 

позволяет, например, ранжировать объекты по очередности ока-

зания управляющих воздействий, построить график распреде-

ления комплексного состояния объектов по определенной тер-

ритории и решить ряд других задач, в которых важно знать 

усредненное состояние элементов.  

Для оказания управляющего воздействия на определенный 

элемент необходимо определить, к какой подгруппе внутри вы-

деленного класса этот объект относится. Спецификой подобной 

задачи является то, что объекты внутри каждой из подгрупп 

должны незначительно отличаться друг от друга в пределах 

ограниченных рамок. Следующим этапом исследования стало 

предложение положений для разделения класса объектов на 

подгруппы, в которых различие объектов ограничено установ-

ленными допусками. 



 

Управление большими системами. Выпуск 88 

110 

5. Разделение объектов одного класса на подгруппы 

близких элементов 

Как описывается в работах [1, 4, 6, 11] задачи распределе-

ния объектов по группам с близкими свойствами при условии 

неизвестности общего количества групп решаются методами 

кластеризации. Анализ [1, 4, 6, 11] показал, что алгоритмы кла-

стеризации можно разделить на два вида: 

– алгоритмы, в которых проводится расчет «усредненного» 

центра кластера, с учетом свойств анализируемых объектов, 

примерами являются алгоритмы k-средних и c-средних; 

– алгоритмы, в которых в роли центра кластера выступают 

определенные вершины анализируемой выборки, а сами объек-

ты выделяются в группу относительно близости к этим верши-

нам, примером является алгоритм горной кластеризации (АГК) 

и его модификации. 

Учитывая, что в рамках проводимых исследований необхо-

димо выделять объекты близкие к некоторому образцу, который 

нужно идентифицировать в исходном множестве то применение 

АГК более целесообразно, так как с его помощью изначально 

определяется вершина, являющаяся центром некоторой группы. 

Работа АГК заключается в выполнении следующей после-

довательности операций [1, 4, 6, 11]:  

1. Задается функция δ(λq, λp) c помощью которой рассчиты-

вается расстояние между элементами q и p (описываемые век-

торами  q

n

q xx ,...,1  и  p

n

p xx ,...,1 ), включенными в анализи-

руемое множество 
____

,1:}{ RrL r   , где R – общее количество 

элементов множества; часто функция δ(λq, λp) определяется как 

евклидово расстояние: 

(8) 

2/1

1

2)(),( 







 



n

i

p
i

q
ipq xx . 
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2. Элементы выборки, которые могут быть определены как 

центры кластеров, обозначаются в виде подмножества 
___

,1:}{ Ttht  , часто справедливо L = H. 

3. Для элементов ht рассчитывается метрика, показываю-

щая возможность формирования кластера в ее окрестности: 

(9) 





R

r

rth
t e

1

),(1  , 

где γ – константа, описывающая показатель масштаба расстоя-

ния между объектами; часто величина определяется как 1/dmean, 

где dmean – среднее расстояние между элементами множества L, 

в результате формируется множество значений полученных 

метрик 11}{ Vt  ; 

4. Центром первого кластера hc.1 назначается элемент ht 

с максимальным значением метрики 1
t : 

(10) })max({arg 1
1. tch  . 

5. При определении центра последующего кластера влияние 

предыдущего кластера исключается, – это выполняется за счет 

повторного расчета метрик оставшихся вершин ht, для этого от 

текущего значения 1
t  оставшихся точек ht отнимается вклад 

уже определенного центра кластера hc.1: 

(11) ,
),(1

max.

12 1.ct hh

ttt e
 

  

где β – положительная константа, характеризующая размер кла-

стера (часто полагают β = γ); 

6. Центром второго кластера hc.2 назначается элемент ht 

с максимальным значением 2
t : 

(12) })max({arg 2
2. tch  . 

7. Операции 5 и 6 выполняются до наступления условия 

(13) ,доп.max. tt    

где ν – номер итерации описываемого алгоритма, t.доп – мини-

мально допустимое значение метрики  (например, 

t.доп  0,11
t.max). 
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Включение определенной вершины в кластер с центром ht,c 

определяется на основании степени принадлежности 
tH , кото-

рую можно определить соотношением 

(14) ,/1 max,, 1.1. cctt hhhH    

где max,1.ch  – расстояние между центром кластера и макси-

мально удаленной от него вершиной. 

Применение описанных операций ограничивается тем, что 

часто интерес представляет часть объектов, включенных в кла-

стер Ht, при условии, что эти объекты находятся в окрестности 

центра кластера на расстоянии не более величины ε. 

Таким образом, возникает задача выделения из кластера Ht 

подмножества элементов 

tH , для которых расстояние между 

вершиной ht и любым элементом выделенного подмножества Ht 

не должно превышать величины ε. Решение задачи проводится 

при помощи использования метрики Хаусдорфа [7]. Сущность 

применения этой метрики заключается в том, что объект 

tt Hh   признается элементом подмножества 

tH , если рассто-

яние 
1., chth  меньше наперед заданного числа ε – радиуса 

окрестности. С учетом [3, 15] предлагается интерпретация мет-

рики Хаусдорфа в виде решения )( 
tHd  о включении 1)( 

tHd  

или не включении 0)( 
tHd  вершины ht в подмножество 

tH : 

(15) 
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,,1
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1.
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ct

ct

hh

hh

tHd  

если условие выполняется для нескольких центров кластеров, то 

объект ставится в соответствие с кластером, расстояние до цен-

тра которого минимально. 

После формирования подгрупп 
tH  для всех центров кла-

стеров может остаться подмножество элементов 
tH , для кото-

рых 0)( 
tHd . Для этого подмножества проводится повторное 

определение центров кластеров при помощи соотношений (8)–

(13) с последующим определением вершин, для которых вы-
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полнимо условие (15). Выполнение операций остановится, когда 

все вершины будут распределены по кластерам или останутся 

вершины в окрестности, которых не будут включены другие 

вершины. Такие вершины признаются кластерами, которые со-

держат один элемент. С учетом (8)–(15) разделение групп, по-

лученных ИСНВ можно описать последовательностью опера-

ций: 

1. Расчет центров кластеров в каждом из выделенных клас-

сов объектов, имеющих определенную интегральную оценку. 

2. Выделение объектов, которые наиболее близки к рассчи-

танным центрам кластеров. 

3. Расчет центров кластеров для элементов, оставшихся 

внутри класса. 

После формирования групп элементов с близкими свой-

ствами для каждой из групп возможно формирование общего 

управляющего воздействия в виде сценария  t . Совокупность 

сценариев  t  для класса объектов образует множество сцена-

риев воздействий Ψy на объекты, получивших определенную 

оценку yout. Объединение совокупностей сценариев Ψy образует 

множество управляющих воздействий Y на все множество L 

анализируемых элементов: 

(16) .Y::
11


maxmax y

y

y

t

t

ytt

эксперт

tH


    

Таким образом, совокупность теоретических положений 

(1)–(16) формирует аналитический комплекс для обработки ин-

формации, позволяющий из множества исследуемых объектов 

выделять подмножества элементов с одинаковой интегральной 

оценкой, а затем из каждого подмножества выделять группы 

объектов с близкими значениями оцениваемых параметров. 

6. Исследование работоспособности предложенных 

положений 

В рамках исследований построена ИСНВ для выделения 

близких по заданным геометрическим размерам элементов вы-
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борки. В качестве выборки использована база данных цветов 

ирисов, содержащаяся в файле «Iris.data» [18]. Атрибуты каждо-

го из объектов и диапазон и значений следующие:  

– длина чашелистика (англ. sepal length): 4,3 ÷ 7,9 см;  

– ширина чашелистика (англ. sepal width): 2,0 ÷ 4,4 см;  

– длина лепестка (англ. petal length): 1,0 ÷ 6,9 см;  

– ширина лепестка (англ. petal width): 0,1 ÷ 2,5 см. 

В рамках эксперимента необходимо сформировать под-

множество элементов, которое будет соответствовать условиям: 

длина чашелистика примерно 5,4 см и более; ширина чашели-

стика примерно 3,0 см и более; длина лепестка примерно 4,0 см; 

ширина лепестка примерно 1,2 см. Для описания входных пере-

менных используются ФП, показанные на рис. 1а, агрегирова-

ние переменных проводится при помощи СНВ, поверхность БЗ 

которой показана на рис. 2а. Операторы для преобразования 

входных переменных от абсолютных значений к относительным 

с учетом положений (6), (7) и условий задачи имеют вид: 

– для длины чашелистика: 

(17) 
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– для ширины чашелистика: 

(18) 
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– для длины лепестка: 

(19) 
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– для ширины лепестка: 

(20) 
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Анализ соотношений (17)–(20) показал, что до преобразо-

вания длина чашелистика имеет положительную корреляцию 

с итоговой оценкой, ширина чашелистика – отрицательную, 

а длина и ширина лепестка имеют точки оптимума соответ-

ственно в точках 4,0 и 1,2 см. 

На первом уровне иерархии СНВ №1 агрегировала пара-

метры SL
normp  и SW

normp , СНВ №2 агрегировала параметры PL
normp  и 

PW
normp . На втором уровне иерархии СНВ №3 агрегировала пере-

менные, полученные при помощи СНВ №1 и СНВ №2. Резуль-

тат распределения выходных значений в соответствии с нуме-

рацией в базе данных показан на рис. 5а. Группировки выход-

ных оценок в порядке их возрастания – на рис. 5б. Анализ рис. 5 

показывает выполнение закономерности о группировки значе-

ний выходной переменной в определенных областях. 
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а     б 

Рис. 5. Выходные значения исследуемой ИСНВ 

Перечень объектов выборки, которые наилучшим образом 

соответствуют задачи классификации, приведены в таблице 1. 

Таблица 1. Перечень элементов набравших по 50 баллов  

выходной оценки 
Номер  

элемента 

в выборке 

Длина  

чашелисти-

ка, см 

Ширина  

чашелистика, 

см 

Длина 

лепестка, 

см 

Ширина 

лепестка, 

см 

75 6,4 2,9 4,3 1,3 

83 5,8 2,7 3,9 1,2 

89 5,6 3 4,1 1,3 

95 5,6 2,7 4,2 1,3 

96 5,7 3 4,2 1,2 

97 5,7 2,9 4,2 1,3 

98 6,2 2,9 4,3 1,3 

100 5,7 2,8 4,1 1,3 

Дисперсия 0,09 0,01 0,02 0,00 

 

Анализ таблицы 1 показывает низкий разброс параметров 

объектов внутри выборки, что подтверждается малым значени-

ем дисперсии. Анализ других выборок показал, что при одина-

ковом значении интегральной оценки может наблюдаться 

большой разброс значений параметров. Примером является вы-

борка объектов, набравших 50 баллов, которая приведена в таб-

лице 2. Для выделения групп объектов с близкими параметрами 

потребовалась их кластеризация.  
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Таблица 2. Перечень элементов набравших по 50 баллов  

выходной оценки 
Номер  

элемента 

в выборке 

Длина  

чашелистика, 

см 

Ширина  

чашелистика, 

см 

Длина 

лепестка, 

см 

Ширина 

лепестка, 

см 

54 5,5 2,3 4 1,3 

58 4,9 2,4 3,3 1 

61 5 2 3,5 1 

63 6 2,2 4 1 

72 6,1 2,8 4 1,3 

78 6,7 3 5 1,7 

80 5,7 2,6 3,5 1 

84 6 2,7 5,1 1,6 

90 5,5 2,5 4 1,3 

93 5,8 2,6 4 1,2 

94 5 2,3 3,3 1 

107 4,9 2,5 4,5 1,7 

134 6,3 2,8 5,1 1,5 

Дисперсия 0,33 0,08 0,42 0,08 

 

С использованием положений (8)–(13) определены три 

вершины, которые можно назначить центрами кластеров, ими 

стали объекты номер 90, 94, 134. При помощи метрики Евклида 

было определено расстояние от центров кластеров до остальных 

объектов класса, результаты расчета представлены в таблице 3.  

С учетом (15) принимается, что объект относится к опреде-

ленному кластеру, если расстояние между ним и центром кла-

стера не более 1 см (  1). Если условие выполнимо для не-

скольких вершин сразу, то объект признается относящимся 

к тому центру, до которого расстояние минимально. На основа-

нии таблицы 2 сформирован перечень групп объектов, наиболее 

близких к центрам кластеров, который представлен в таблице 4, 

также в таблице приведены значения дисперсии по каждому из 

параметров внутри всех полученных групп объектов. 
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Таблица 3. Расстояния от объектов до центров кластеров 
Номер  

элемента  

в выборке 

Расстояние  

до вершины 

№90, см 

Расстояние  

до вершины 

№94, см 

Расстояние  

до вершины 

№134, см 

54 0,20 0,91 1,46 

58 0,97 0,14 2,37 

61 0,92 0,36 2,27 

63 0,66 1,22 1,38 

72 0,67 1,43 1,14 

78 1,69 2,60 0,50 

80 0,62 0,79 1,79 

84 1,26 2,18 0,33 

90 0,00 0,93 1,41 

93 0,33 1,12 1,26 

94 0,93 0,00 2,33 

107 0,88 1,41 1,57 

134 1,41 2,33 0,00 

Таблица 4. Распределение объектов по кластерам 
Номер  

элемента 

в выборке 

Длина  

чашелистика, 

см 

Ширина  

чашелистика, 

см 

Длина 

лепестка, 

см 

Ширина 

лепестка, 

см 

Кластер №1 

54 5,5 2,3 4 1,3 

63 6 2,2 4 1 

72 6,1 2,8 4 1,3 

80 5,7 2,6 3,5 1 

90 (центр 

 кластера) 
5,5 2,5 4 1,3 

93 5,8 2,6 4 1,2 

107 4,9 2,5 4,5 1,7 

Дисперсия 0,16 0,04 0,08 0,06 

Кластер №2 

58 4,9 2,4 3,3 1 

61 5 2 3,5 1 

94 (центр 

 кластера) 
5 2,3 3,3 1 

Дисперсия 0,00 0,04 0,01 0,00 
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Продолжение таблицы 4 
Номер  

элемента 

в выборке 

Длина  

чашелистика, 

см 

Ширина  

чашелистика, 

см 

Длина 

лепестка, 

см 

Ширина 

лепестка, 

см 

Кластер №3 

78 6,7 3 5 1,7 

84 6 2,7 5,1 1,6 

134 (центр 

 кластера) 
6,3 2,8 5,1 1,5 

Дисперсия 0,12 0,02 0,00 0,01 

 

Анализ таблиц 2 и 4 показывает, что в выделенных группах 

снизилась дисперсия по всем параметрам, характеризующим 

состояние объекта. Подобное позволяет придти к выводу, что 

внутри групп находятся объекты с более близкими значениями 

параметров. 

7. Заключение 

В ходе исследований, предложены положения по предвари-

тельной подготовке и постобработке данных для иерархических 

систем нечеткого вывода. Предварительная подготовка данных 

заключается в реализации операции нормализации значений 

входных различных параметров к единой шкале. Реализация 

положений основана на использовании кусочных функций. По-

сле нормализации все параметры приобретают положительную 

корреляцию с выходной оценкой. Применение предложенных 

положений упрощает формирование базы правил системы не-

четкого вывода, поскольку ее выходная поверхность, интерпре-

тирующая результат взаимодействия входных переменных, 

принимает монотонно неубывающий характер. Анализ законо-

мерностей изменения оценок в зависимости от количества уров-

ней иерархий в вычислительной системе позволил установить 

свойство группировки выходных оценок в окрестностях значе-

ний термов, описывающих выходную переменную. В результате 

ИСНВ становится классификатором анализируемых объектов 
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по группам состояний. Принадлежность к группе определяется 

величиной итоговой оценки. 

Для распределения объектов внутри класса предложена по-

следовательность операций, позволяющих определить объекты, 

которые могут выступать в роли центра группы, а затем выде-

лять из класса группу объектов, которые наиболее близки к цен-

трам. Реализация положений основана на совместном использо-

вании алгоритма горной кластеризации, Евклидовой метрики и 

метрики Хаусдорфа. Проведенный эксперимент по оценке эле-

ментов множества согласно заранее установленных условий, 

подтвердил работоспособность предложенных положений. В 

результате была сформирована группа объектов, которая полно-

стью соответствуют поставленному заданию, эти объекты полу-

чили максимальную оценку и были выделены группы объектов, 

которые частично соответствовали требованиям поставленной 

задачи. Внутри групп были выделены типичные представители, 

а потом определены перечни наиболее близких к ним объектов.  

Предложенные теоретические положения расширяют воз-

можности использования систем нечеткого вывода в процессе 

анализа объектов различных видов сложных систем. 
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IMPROVEMENT OF INFORMATION-ANALYTICAL  

COMPLEXES BASED ON HIERARCHICAL SYSTEMS 

OF FUZZY OUTPUT 

Alexandr Sorokin, Astrakhan State Technical University, Astra-

khan, Cand.Sc., associate professor (alsorokin.astu@mail.ru). 

Abstract: Provisions for the improvement of computing systems based on the use of 

hierarchical fuzzy inference systems associated with preliminary data preparation 

and subsequent interpretation of the results are proposed. Data preparation is 

based on performing operations to normalize the input parameter values to a scale 

with the same range of values, provided that these values have a positive correla-

tion with the values of the output variable. The implementation of the provisions is 

based on the use of piecewise functions. The use of provisions makes it possible to 

simplify the formation of production rules in the knowledge base of the fuzzy infer-

ence system. The study of the behavior of changes in estimates depending on the 

number of levels of hierarchies in the computing system made it possible to identify 

a property associated with the grouping of output estimates in the vicinity of the 

values of the terms that describe the output variable. This made it possible to refer 

the hierarchical system of fuzzy inference to the classifier of the analyzed objects by 

their state, taking into account the criteria of the assessment. Belonging to a certain 

class is determined by the value of the integral final grade. For the identify groups 

of objects with similar properties within classes, a set of operations is proposed 

based on the sequential use of the mountain clustering algorithm, the Euclidean 

metric and the Hausdorff metric. The use of operations makes it possible to single 

out typical representatives of the studied classes, and then determine the objects 

that are closest to them in terms of parameters, taking into account the established 

restrictions on deviations. The experiment carried out confirmed the efficiency of 

the proposed provisions. 

Keywords: hierarchical system of fuzzy inference, normalization of in-

put variables, clustering, Hausdorff metric, object classifier, mountain 

clustering algorithm. 
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ВЛИЯНИЕ ИЗМЕНЕНИЯ ПОРОГОВЫХ  
ЗНАЧЕНИЙ ИНДЕКСА БЛИЗОСТИ ПОЗИЦИЙ  
ПАРТИЙ НА МЕРУ СБАЛАНСИРОВАННОСТИ 

РЕЙХСТАГА ВЕЙМАРСКОЙ РЕСПУБЛИКИ1 

Ткачев Д. С.2 

(МЦАВР НИУ ВШЭ, Москва) 

Рассматривается 8 созывов Рейхстага Веймарской республики с 1920 по 

1933 год. Для каждого созыва строится несколько моделей Рейхстага, описы-

вающих возможные коалиции среди партий. Идеологии основных политиче-

ских партий Веймарской республики рассматриваются с точки зрения их 

положений на шкале «левые/правые». Для каждой рассматриваемой партии 

принимается значение индекса от 1 до 10, характеризующее её положение на 

соответствующей шкале. Левые партии имеют индекс близкий к 1, правые – 

к 10. Для решения вопроса о возможности конкретных партий Рейхстага 

образовать коалицию рассматривается расстояние между положениями 

партий на шкале «левые/правые», равное разности соответствующих значе-

ний индексов. Считается, что чем больше расстояние, тем меньше готов-

ность данных партий образовать друг с другом коалицию, т.е. партии, силь-

но отличающиеся своими идеологиями, не вступают в одну коалицию. Для 

каждой модели созыва выбирается пороговое значение расстояния партий, 

которое принимается максимально допустимым для вступления партий 

в коалицию. На каждый рассматриваемый созыв приходится несколько моде-

лей, соответствующих разным пороговым значениям. Сбалансированность 

парламента рассматривается как возможность разбить его на две коалиции. 

Для произвольного парламента используется мера сбалансированности, ха-

рактеризующая его близость к сбалансированному. Мы используем два спосо-

ба вычисления меры сбалансированности. Первый способ учитывает все воз-

можные коалиции партий Рейхстага, второй учитывает только те коали-

ции, в которых сумма голосов партий не меньше необходимой квоты для при-

нятия решений в Рейхстаге. Цель данной работы – рассмотреть сбалансиро-

ванность различных моделей Рейхстага с учетом и без учета квоты. 

                                                 
1 Автор выражает благодарность Фуаду Тагиевичу Алескерову за постановку 

задач и обсуждение полученных результатов. Статья подготовлена в ходе 

проведения работы в рамках Программы фундаментальных исследований 

Национального исследовательского университета «Высшая школа экономики» 

(НИУ ВШЭ) и с использованием средств субсидии в рамках государственной 

поддержки ведущих университетов Российской Федерации «5-100». Работа 

проведена Международным центром анализа и выбора решений Национального 

исследовательского университета «Высшая школа экономики». 
2 Даниил Сергеевич Ткачев, стажер-исследователь (dstkachev2506@gmail.com). 
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1. Введение 

Веймарская республика – неофициальное наименование 

Германии в период с 1919 по 1933 год. Оно происходит от 

названия города Веймар, в котором 11 августа 1919 года была 

принята новая конституция Германии. Несмотря на это, офици-

альное название «Германское государство» осталось. Рейхстаг 

являлся высшим представительным и законодательным органом 

Веймарской республики. Согласно статье 32 конституции Вей-

марской республики решения в Рейхстаге принимались путем 

голосования и решение считалось принятым, если число голосов 

за него превышало половину от общего числа голосов. Ни в од-

ном из восьми созывов Рейхстага не было партии, которая по 

итогам выборов имела более половины голосов. Следовательно, 

никакая партия не могла в одиночку обеспечить принятие реше-

ний. Для проведения решений партии образовывали коалиции, 

позволяющие обеспечить необходимое большинство.  

В книгах по теории политических процессов считается, что 

парламент сбалансирован, если он состоит из двух коалиций, 

одна из которых контролирует большинство [8]. Коалиция, об-

ладающая большинством, позволяет обеспечить принятие реше-

ний. Однако в случае, если парламент представлен более чем 

двумя коалициями, может наблюдаться ситуация, когда парла-

мент не в состоянии принять решение или принимает противо-

речивые решения. В таких ситуациях говорят о несбалансиро-

ванности парламента. 

Сбалансированный парламент – явление, редко реализуе-

мое на практике, поэтому для характеристики близости произ-

вольного парламента к сбалансированному рассматривают меру 

его сбалансированности.  

В построенных моделях рассматривается сбалансирован-

ность созывов Рейхстага Веймарской республики с 1920 по 

1933 год с учетом и без учета установленной квоты для приня-

тия решений.  
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2. Описание модели 

Рассмотрим модель произвольного парламента как множе-

ство партий, обозначенных вершинами, соединенными друг 

с другом ребрами, при этом любые две вершины соединены не 

более чем одним ребром, и никакая вершина не соединена сама 

с собой. Каждое ребро имеет знак плюс либо минус, соответ-

ствующий информации о возможности вступления данных пар-

тий в одну коалицию. Знак плюс означает, что партии могут 

войти в коалицию, минус означает, что не могут. Если возмож-

ность вступления двух различных партий неизвестна, то соот-

ветствующие вершины не соединяются ребром. 

Например, рассмотрим модель парламента на рис. 1, состо-

ящую из четырех партий: A, B, C, D. В нем партия A может 

вступить в коалицию только с B, партия B со всеми, партия C – 

с B и D, партия D – с B и C. 

 

Рис. 1. Знаковый граф парламента 

Подобные представления моделей называются знаковыми 

графами. Для упрощения модели предполагается, что депутаты 

внутри одной партии голосуют и принимают решение одинако-

во. 

Говорят, что знаковый граф связный, если из любой его 

вершины существует путь по ребрам в любую другую вершину. 

В нашем исследовании все рассматриваемые знаковые графы 

моделей будут связными. 

Например, знаковый граф на рис. 1 является связным, так 

как существует путь из любой вершины в любую другую. 

Знаковые графы парламента удобно представлять в виде 

матриц, в которых элемент, стоящий на пересечении i-й строки 
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и j-го столбца равен +1, если партия i может вступить в коали-

цию с партией j, и –1, если не может вступить. Ноль ставится 

в случае, если вершины i и j не соединены ребром. Такие матри-

цы называются матрицами смежности.  

Например, модель парламента на рис. 1 можно представить 

в виде матрицы 
 

(

0 +1 −1 −1
+1
−1
−1

0
+1
+1

+1
0
+1

+1
+1
0

). 

Предполагается, что если партия i готова вступить в коали-

цию с партией j, то и партия j готова вступить в коалицию с пар-

тией i, т.е. любой элемент на пересечении i-й строки и j-го 

столбца равен элементу на пересечении j-й строки и i-го столб-

ца. 

Знаковые графы применяются для исследования сбаланси-

рованности малых групп. Одна из первых работ в этой области 

принадлежит австрийскому психологу Ф. Хайдеру, который ис-

следовал совместимость группы из трех лиц [7]. В его работе 

члены групп представляются вершинами знакового графа, а зна-

ки ребер отражают их симпатию («+»), антипатию («–»). На 

рис. 2 изображены все возможные такие модели. 

Рис. 2. Модели малых групп 

В первой группе все симпатизируют друг другу, таким об-

разом они все могут работать вместе. В третьей а и b симпати-

зируют друг другу, с никому не симпатизирует, поэтому a и b 

могут работать вместе, а c отдельно. Во второй группе a симпа-

тизирует и b, и c, однако все вместе они работать не смогут, так 

как b и с не симпатизируют друг другу. Четвертая группа явля-

A 

B 

C 

D 

A      B       C   D  
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ется вырожденной, когда никто друг другу не симпатизирует, 

все работают отдельно.   

Знаковый граф считается сбалансированным, если множе-

ство его вершин можно разбить на два подмножества таким об-

разом, что любое ребро, соединяющее вершины из одного под-

множества, имеет знак «+», а ребра, соединяющие вершины из 

разных подмножеств, знак «–».  

В данной работе во всех рассмотренных моделях созывов 

Рейхстага есть хотя бы две партии, которые не готовы вступать 

в коалицию, тем самым ситуации, когда парламент состоит из 

одной коалиции, нет. Таким образом, для рассмотренных моде-

лей созывов Рейхстага понятие сбалансированности знакового 

графа модели совпадает с понятием сбалансированности парла-

мента.  

Используя данные, полученные Ф. Хайдером, Д. Картрайт и 

Ф. Харари, заметили, что для того чтобы понять, является ли 

данный знаковый граф сбалансированным или нет, необходимо 

и достаточно рассмотреть знаки ребер, образующих пути, в ко-

торых из всех вершин, входящих в путь, выходит ровно два реб-

ра пути (такой путь называется циклом) [4]. Знаком цикла зна-

кового графа называется произведение знаков ребер, входящих 

в цикл, если знак плюс заменить на 1, а минус – на –1. Если 

произведение равно 1, то говорят, что цикл положительный, 

в противном случае – отрицательный. Было установлено, что 

если знаковый граф сбалансирован, то любой цикл в нем поло-

жителен и, наоборот, если любой цикл знакового графа положи-

телен, то знаковый граф сбалансирован [5]. 

Например, на рис. 3 показаны все циклы знакового графа на 

рис. 1. Из них 3 положительных и 4 отрицательных.  

Для того чтобы оценить, насколько произвольный парла-

мент сбалансирован, рассматривается мера сбалансированности 

соответствующей модели знакового графа [6]. Мерой сбаланси-

рованности знакового графа парламента (обозначим его G) 

называется величина 

(1) 
| |

( )
| |

C
b G

C



 , 
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Рис. 3. Циклы знакового графа 

где |C+| – количество положительных циклов в знаковом 

графе G, |C|– количество всех циклов в знаковом графе G.  

Например, посчитаем меру сбалансированности парламента 

на рис. 1. Всего циклов в данном знаковом графе семь, положи-

тельных из них три, поэтому мера сбалансированности рав-

на 3/7.  

Заметим, что 0 ≤ b(G) ≤ 1, причем b(G) = 1 в том и только 

том случае, когда все циклы в знаковом графе парламента по-

ложительны. Если в рассматриваемом знаковом графе парла-

мента нет циклов, то его мера сбалансированности не определе-

на. В случае если G – полный граф (любая вершина соединена 

ребром с любой другой), минимальное значение b(G) можно 

уточнить.  

Например, если G – полный знаковый граф на 7 вершинах, 

то 0,448 ≤ b(G) ≤ 1, на 8 вершинах – 0,466 ≤ b(G) ≤ 1, на 9 – 

0,447 ≤ b(G) ≤ 1. 
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Утверждение.  Пусть G* – множество графов, которые 

можно получить из графа G всеми возможными расстановками 

знаков на ребрах G, причем в G есть хотя бы один цикл. Тогда 

среднее значение меры сбалансированности b(�̂�), 𝐺∈G*, рав-

но 0,5. 

Доказательство.  Заметим, что существует 2E(G) способов 

расставить знаки на ребрах графа G, где E(G) – количество ре-

бер в графе G. Таким образом, среднее значение меры сбаланси-

рованности b(𝐺) по всем возможным способам расставить знаки 

на ребрах G равно 
*

( )2 ( )E G

G G

b G



 . Заметим, что  

(2) 

1

( )
2

C C

C
b G

 





 , 

где |�̂�+| – множество положительных циклов в графе �̂�, |�̂�–| – 

множество отрицательных циклов в графе 𝐺, |�̂�| – множество 

всех циклов в графе 𝐺.  

Действительно, 

1

2 2 2

С С

С С С С С С С СС

С С С

 

      




    

   . 

Последнее слагаемое, по определению, есть мера сбалансиро-

ванности графа 𝐺. Таким образом, 

*

* * *

( ) ( ) ( )

1

1
2 ( ) 2 2 .

2 2 2

E G E G E G G G
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Заметим, что  
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где sign(c, 𝐺) – знак цикла c в знаковом графе �̂�. Причем 

*

sign( , )
G G

c G


  обращается в ноль, так как одна половина слагае-

мых равна 1, другая половина равна –1. Таким образом, 

*

0
G G

С С
 



   
 

 . 

Получаем 

*

* *

( )
( ) ( ) ( )1 1 2 1

2 2 2 .
2 2 2 22

E G
E G E G E GG G

G G G G

С С

С

 

  

 

     
     
 
 
 


   

Очевидно, что партиям нет смысла образовывать коалицию, 

если сумма их голосов меньше установленной квоты (далее бу-

дем обозначать ее q). Однако в рассмотренной выше мере сба-

лансированности b(G) учитываются любые коалиции, включая 

те, в которых сумма голосов меньше квоты q. Для того чтобы 

считать только выигрывающие коалиции, рассматривается мера 

сбалансированности 

(4) 
*

| |
( )

| |

q

q

C
b G

C



 , 

где |Cq| – количество всех циклов в графе G, в которых сумма 

голосов партий не меньше q; |Cq
+| – количество положительных 

циклов, в которых сумма голосов партий не меньше q [2].  

Например, предположим, что в модели парламента на рис. 1 

партии A, B имеют по 10 голосов, С имеет 30 голосов, а D – 

50 голосов. Суммарное количество голосов 100, q = 51, тогда 

|Cq| = 6, |Cq
+| = 3, таким образом b(G) = 0,5. 

3. Модель рейхстага 

Работа Рейхстага Веймарской республики представлена во-

семью созывами: 1-й созыв – c 1920 по 1924 год, 2-й созыв – 

в 1924 году, 3-й созыв – с 1924 по 1928 год, 4-й созыв – с 1928 

по 1930 год, 5-й созыв – с 1930 по 1932 год, 6-й созыв – в 1932 

году, 7-й созыв – с 1932 по 1933 год, 8-й созыв – в 1933 году. 
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Для каждого рассмотренного созыва в данном исследовании 

строится несколько моделей знаковых графов Рейхстага, зави-

сящих от различных предположений о возможности образова-

ния коалиций. 

Для того чтобы оценить возможность образования коали-

ции теми или иными партиями, представленными в Рейхстаге, 

рассмотрим значение индекса r, характеризующего положение 

конкретной партии на шкале «левые/правые» [3]. Левые партии 

имеют значение r близкое к 1, правые – к 10. В таблице 1 пред-

ставлены соответствующие значения индексов [3]. 

Таблица 1. Значения индекса r 

Партия Индекс r 

1. Коммунистическая партия Германии (KPD) 1 

2. Независимая социал-демократическая партия Германии 

(USPD) 
2 

3. Социал-демократическая партия Германии (SPD) 3 

4. Немецкая демократическая партия (DDP) 4 

5. Немецкая государственная партия (DStP) 4 

6. Партия Центра (Zentrum) 5 

7. Христианская народная партия (CVP) 5 

8. Немецкая народная партия (DVP)  6 

9. Блок DVP-CZVD-DBP-DHP 7 

10. Баварский союз фермеров (BBB) 7 

11. Баварская народная партия (BVP) 7 

12. Немецкая национальная народная партия (DNVP) 8 

13. Боевой фронт Черный-Белый-Красный (KFSWR) 9 

14. Немецкая партия расовой свободы (DVFP) 10 

15. Немецкое национал-социалистическое освободительное 

движение (NSFB) 
10 

16. Национал-социалистическая немецкая рабочая партия 

(NSDAP) 
10 

 

Для того чтобы определить величину различия политиче-

ских идеологий двух партий 𝑖, 𝑗, рассматривается индекс  

(5) | |ij i jr r   ,  
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характеризующий расстояние между позициями соответствую-

щих партий на шкале «левые/правые», где ri, rj – значения ин-

декса i-й и j-й партии соответственно [3].  

Для оценки возможности образования коалиции рассматри-

вается индекс близости pij, характеризующий готовность пар-

тии 𝑖 образовать коалицию с партией 𝑗. В [3] считается, что 

pij = 0, если λij = |ri – rj| > 3; pij = 1, если λij = |ri – rj| = 3; pij = 2, ес-

ли λij = |ri – rj| = 2; pij = 3, если λij = |ri – rj| = 0 или λij = |ri – rj| = 1. 

Принято, что чем больше значение pij, тем выше готовность пар-

тии i вступить в коалицию с партией j.  

Согласно определению индекса близости pij = pji, так как 

λij = λji = |ri – rj| = |ri – rj|. Однако на практике не всегда из готов-

ности одной партии образовать коалицию с другой следует об-

ратное, поэтому в некоторых ситуациях pij определяется иным 

способом. 

Например, при построении моделей 3, 5 и 8 созывов Рейхс-

тага для некоторых партий i, j используются несовпадающие 

показатели индексов близости pij и pji (cм. таблицы 8, 12, 18 

в Приложении). 

Пороговым значением a индекса близости pij называют чис-

ло, при котором партии 𝑖, 𝑗 могут образовать коалицию, если 

pij > a, и не могут при pij ≤ a. 

Например, если a = 0, то партии i, j образуют коалицию, ес-

ли только pij = 1, pij = 2, pij = 3. 

Для каждого созыва Рейхстага по возможности строятся все 

три следующие модели знакового графа и для каждой из них 

вычисляется мера сбалансированности с учетом и без учета 

установленной квоты. Модель 1 соответствует случаю, когда 

пороговое значение a принимается равным 0. В модели 2 при-

нимается a = 1, в модели 3 a = 2.  

Рассмотрим более подробно описание некоторых партий 

Веймарской республики взятое из [3]. 

Коммунистическая партия Германии (Kommunistische 

Partei Deutschlands, KPD). KPD была основана 1 января 1919 го-

да. Партия боролась за права рабочих и выступала против USPD 

и SPD. После неудачной попытки государственного переворота 

KPD ушла в подполье до весны 1924 года, после чего Эрнст 
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Тельман, руководитель KPD, отложил идею реализации неза-

медлительной революции.  

Начиная с середины 1920-х годов KPD следовала указаниям 

Коммунистического Интернационала. Одним из ярких таких 

примеров является обвинение выдвинутое партии SPD в при-

верженности «социальному фашизму». Напряженные отноше-

ния между SPD и KPD не позволили создать объединенную оп-

позицию к NSDAP. Влияние KPD в Рейхстаге неуклонно росло 

на протяжении 1920–1933 годов. Партия получила на выборах 

6 ноября 1932 года рекордные 6 миллионов голосов. 28 февраля 

1933 года общественная деятельность KPD была запрещена. По-

сле выборов 5 марта 1933 года депутаты-коммунисты были аре-

стованы, KPD официально прекратила свое существование 

8 марта 1933 года. 

Независимая социал-демократическая партия Герма-

нии (Unabhängige Sozialdemokratische Partei Deutchlands, USPD). 

Партия USPD была образована в 1917 году на фоне раскола 

SPD. В 1920 году на съезде USPD было принято решение 

о вступлении в Коминтерн. 2 декабря 1920 года около 

400000 членов партии USPD присоединилось к KPD, оставшие-

ся продолжили свою деятельность под названием USPD. Разно-

гласия между USPD и SPD со временем стали сокращаться. 

В 1922 году на их объединительном съезде было объявлено 

о создании объединенной партии VSPD, носившее название SPD 

с 1924 года. Однако меньшинство партии USPD продолжило 

действовать под своим старым названием. В 1931 году оставши-

еся члены USPD вошли в состав Социалистической рабочей 

партии Германии. 

Социал-демократическая партия Германии (Sozialdemo-

kratische Partei Deutschlands, SPD). SPD была сформирована на 

основе Социалистической рабочей партии Германии (SAPD) 

в 1875 году, однако получила название SPD только в 1890 году. 

Партия до сих пор продолжает свое существование и является 

самой старой партией в Европе.  

После выступления против Капповского путча SPD потеря-

ла значительную часть своих голосов на выборах 6 июня 

1920 года. SPD отказалась от вступления в Веймарскую коали-

цию в Рейхстаге и, как следствие, предоставила возможность 
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Zentrum играть ключевую роль в парламенте. Весь период «Зо-

лотых двадцатых» партия SPD провела в оппозиции. Возвраще-

ние SPD в правящую коалицию произошло в 1928 году, когда 

канцлер Герман Мюллер сформировал правительство на основе 

«Большой коалиции», состоящую из SPD, Zentrum, DDP, DVP. 

Однако эта коалиция распалась с началом Великой депрессии. 

Основными причинами распада стали постоянные споры соци-

ал-демократов и членов DVP, а также рост инфляции и безрабо-

тицы в стране. 

Немецкая демократическая партия (Deutsche Demo-

kratische Partei, DDP). Немецкая демократическая партия была 

основана 20 ноября 1918 года лидерами Прогрессивной народ-

ной партии Максом Вебером и Гуго Прейссом. DDP выступала 

за личную свободу человека, частную собственность и социаль-

ную ответственность. Партия состояла в Веймарской коалиции 

в Рейхстаге. В мае 1930 года DDP решает трансформироваться 

в DStP (Deutsche Staatspartei), но результат данной трансформа-

ции становится неутешительным. Партия стала играть незначи-

тельную роль в политической жизни Веймарской республики и, 

как следствие, распустилась 28 июня 1933 года под давлением 

нацистского правительства.  

Партия Центра (Deutsche Zentrumspartei, Zentrum). 

Zentrum была основана в 1871 году как Католическая политиче-

ская партия Германии. В 1918 году BVP откололась от Zentrum 

и начала выступать за автономию земель Рейхстага. Zentrum 

являлся членом Веймарской коалиции и играл ключевую роль 

в ней после того как из нее вышла SPD. Партия сотрудничала 

как с либералами, так и с националистами за исключением ра-

дикалов, а также входила в каждую правящую коалицию.  

В 1928 году Людвиг Каас, став председателем партии, вы-

ступил за участие NSDAP в политической системе страны через 

парламент. В 1932 году Zentrum оказала поддержку Паулю фон 

Гинденбургу в переизбрании на пост рейхспрезидента, в то вре-

мя как его главным соперником являлся Адольф Гитлер. Это 

повлекло напряженные отношения Zentrum с NSDAP. Однако 

после назначения Гитлера на должность рейхсканцлера Zentrum 

была готова поддержать его и все его правительство, стать 

партнерами NSDAP и проводить совместную религиозно 
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направленную политику, но Гинденбург по предложению Гит-

лера распустил Рейхстаг. 23 марта 1933 года Zentrum расколо-

лась по поводу принятия «Закона о чрезвычайном положении». 

5 июля 1933 года Zentrum распустилась под влиянием нацистов. 

Немецкая народная партия (Deutsche Volkspartei, DVP). 

Немецкая народная партия была основана 22 ноября 1918 года 

Густавом Штреземаном после реорганизации Национальной 

либеральной партии. DVP представляла интересы крупных кор-

пораций, провозглашала приверженность национальному либе-

рализму и стремление восстановить былое величие страны. Пар-

тия не сотрудничала с радикальными националистами, считала 

социал-демократов ответственными за ноябрьскую революцию 

1918 года и своими главными соперниками. DVP выступала 

против Веймарской коалиции, но позже стала сотрудничать 

с центристами и левоцентристскими партиями. В 1929 году по-

сле смерти Густава Штреземана основными целями партии ста-

ли борьба с парламентской демократией и пропаганда национа-

лизма. Партия распалась 27 июня 1933 года. 

Баварская народная партия (Bayerische Volkspartei, BVP). 

BVP создана 12 ноября 1918 года на основе баварского отделе-

ния партии Zentrum. Несмотря на рост популярности NSDAP, 

Баварская народная партия сумела избежать падения популяр-

ности благодаря своему консервативно настроенному электора-

ту. BVP была распущена только после захвата власти нациста-

ми, 4 июля 1933 года.  

Немецкая национальная народная партия (Deutsche 

Nationale Volkspartei, DNVP). DNVP была основана 24 ноября 

1918 года. Партия выступала за монархию, защищала интересы 

привилегированных слоев немецкого общества, промышленни-

ков и землевладельцев. DNVP занимала антисемитскую и ксе-

нофобскую позицию, выступала против конституции республи-

ки. В 1925–1928 годах DNVP сдерживала свой радикализм и 

пыталась войти в правящую коалицию. Политика партии резко 

сместилась в сторону национализма после назначения Альфреда 

Гугенберга председателем DNVP в 1928 году. В 1933 году 

DNVP объединилась с организацией «Stahlhelm, Bund der 

Frontsoldaten», чтобы сформировать партию KFSWR, которая 

должна была помочь NSDAP получить абсолютное большин-
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ство в Рейхстаге. Под давлением NSDAP партия была распуще-

на 28 июня 1933 года. 

Национал-социалистическая немецкая рабочая партия 

(Nationalsozialistische Deutsche Arbeiterpartei, NSDAP). Нацио-

нал-социалистическая немецкая рабочая партия была основана 

24 февраля 1920 года в Мюнхене на основе Немецкой рабочей 

партии (DAP). После Пивного путча и тюремного заключения 

Адольфа Гитлера NSDAP была юридически запрещена. 

В 1924 году многие нацисты объединились с другими правыми 

группировками, создав единую организацию. NSDAP присоеди-

нилась к Великогерманскому национал-социалистическому 

освободительному движению для участия в выборах в Рейхстаг.  

В феврале 1925 года Гитлер после своего освобождения 

начал реорганизацию NSDAP, утверждая себя вождем. В начале 

1926 года это привело к ожесточенной борьбе между левым и 

правым крылом NSDAP. В итоге 22 июня 1926 года Адольф 

Гитлер был единогласно избран лидером NSDAP.  

С началом Великой депрессии в 1929 году NSDAP начала 

получать массовую поддержку в основном со стороны бедного 

населения. В 1932 году NSDAP стала крупнейшей партией 

в Рейхстаге. Однако, несмотря на успехи NSDAP на выборах в 

Рейхстаг, на президентских выборах в марте 1932 года Адольф 

Гитлер потерпел поражение, уступив действующему президенту 

Паулю фон Гинденбургу. 30 января 1933 года Гитлер был 

назначен рейхсканцлером. 23 марта 1933 года Рейхстаг принял 

«Закон о чрезвычайном положении», согласно которому KPD 

потеряла 81 место в Рейхстаге. 14 июля 1933 года был принят 

закон, запрещающий создание новых партий. 2 сентября 

1933 года NSDAP стала единственной партией, допущенной 

к выборам в Рейхстаг. 

4. Результаты 

В таблице 2 приведены значения мер сбалансированности 

b(G) и b*(G) для моделей различных созывов Рейхстага. Озна-

комиться с подробным распределением голосов по результатам 

выборов можно в Приложении. 
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Таблица 2. Значения мер сбалансированности 

Созыв Квота q Модель b(G) b*(G) 

1-й (1920–1924 гг.) 230 1 0,496 0,495 

1-й (1920–1924 гг.) 230 2 0,497 0,497 

1-й (1920-–1924 гг.) 230 3 0,5 0,5 

2-й (1924 г.) 237 1 0,495 0,495 

2-й (1924 г.) 237 2 0,499 0,499 

2-й (1924 г.) 237 3 0,498 0,498 

4-й (1928–1930 гг.) 246 1 0,495 0,495 

4-й (1928–1930 гг.) 246 2 0,499 0,499 

4-й (1928–1930 гг.) 246 3 0,498 0,498 

5-й (1930–1932 гг.) 289 1 0,488 0,488 

5-й (1930–1932 гг.) 289 2 0,496 0,497 

6-й (1932 г.) 305 1 0,495 0,493 

6-й (1932 г.) 305 2 0,499 0,5 

6-й (1932 г.) 305 3 0,498 0,498 

7-й (1932–1933 гг.) 293 1 0,495 0,494 

7-й (1932–1933 гг.) 293 2 0,499 0,5 

7-й (1932–1933 гг.) 293 3 0,498 0,498 

8-й (1933 г.) 324 1 0,486 0,483 

8-й (1933 г.) 324 2 0,498 0,501 

8-й без KPD (1933 г.) 284 1 0,485 0,487 

8-й без KPD (1933 г.) 284 2 0,457 0,446 

 

Отметим, что для 3-го созыва не удалось построить никакой 

модели, так как в таблице значений индекса близости 

pKPD,DNVP = 3, pDNVP,KPD = 0. При любом пороговом значении a со-

ответствующая модель знакового графа будет несимметричной, 

что противоречит свойству знакового графа. В связи с этим не-

возможно построить знаковый граф соответствующих моделей 

для 3-го созыва и вычислить рассмотренные выше меры сбалан-

сированности данного созыва ни при каком пороговом значе-

нии a. Для 5-го и 8-го созыва удалось построить только первую 

и вторую модель, так как pDVP,DNVP = 2, pDNVP,DVP = 3 в 5-м созыве, 

pZentrum,SPD = 2, pSPD,Zentrum = 3 в 8-м созыве. 
В 8-м созыве члены остальных партий в таблице 17 после 

выборов распределились в Рейхстаге между партиями, с кото-

рыми они были в одном альянсе на выборах 5 марта 1933 года. 
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Количество мест KFSWR, Bloc DVP-CZVD-DBP-DHP в 8-м со-

зыве считаем 53 и 8 соответственно. 

8 марта 1933 года Коммунистическая партия Германии 

(KPD) была юридически запрещена, членов партии KPD не пус-

кали в Рейхстаг, поэтому рассматриваем 8-й созыв Рейхстага без 

KPD как отдельную модель. 

5. Заключение 

Для каждой построенной модели созывов Рейхстага 1920–

1933 годов вычислены меры сбалансированности с учетом и без 

учета квоты. Установлено, что значения мер сбалансированно-

сти b(G) и b*(G) в рассмотренных моделях не превышают 0,502. 

При переходе от одной модели к другой значение меры b(G) во 

всех случаях, за исключением 8-го созыва, изменяется не более 

чем на 0,008, b*(G) – не более чем на 0,009. Резкий скачок 

наблюдается в период работы 8-го созыва, когда в стране начи-

нают происходить глобальные изменения и устанавливается 

диктаторский режим. Разница значений меры сбалансированно-

сти b(G) составляет 0,012 для 8-го созыва без KPD и 0,028 – для 

8-го созыва с KPD для меры b*(G) 0,018 и 0,041 соответственно. 

Максимальная разность среди значений b*(G) и b(G) одного со-

зыва для моделей 1 (a = 0) cоставляет 0,003, для моделей 2 (a = 1) 

– 0,011, для моделей 3 (a = 2) – 0,001.  

Значения мер сбалансированности всех моделей находи-

лись в окрестности 0,5 радиуса 0,04. Согласно утверждению, 

можно сделать вывод, что парламент Рейхстага 

в рассмотренных моделях сбалансирован средне среди всех воз-

можных способов образовать коалиции. 

Для сравнения, значения меры сбалансированности Госу-

дарственной Думы России в период с 1993 по 2005 год 

в большинстве случаев попадали в интервал от 0,48 до 0,56 или 

были равны 1. Однако меньше 0,48 значение никогда не опуска-

лось [1]. 

К сожалению, никакого однозначного вывода о влиянии 

порогового значения на изменение меры сбалансированности 

сказать нельзя. Значения меры сбалансированности при измене-

нии порогового значения могут как возрастать, так и убывать. 
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Наглядную динамику изменения значений мер сбалансиро-

ванности в различных моделях можно рассмотреть на рис. 4-5 

в Приложении. 

6. Приложение 

Таблицы распределения партий и таблицы значений индекса 

близости pij взяты из [3]. 

6.1. ПЕРВЫЙ СОЗЫВ 

Таблица 3. Таблица распределения партий 
Партия % Мест 

Баварская народная партия (BVP) 4,6 21 

Немецкая демократическая партия (DDP) 8,5 39 

Немецкая национальная народная партия (DNVP) 15,5 71 

Немецкая народная партия (DVP) 14,2 65 

Партия Центра (Zentrum) 13,9 64 

Коммунистическая партия Германии (KPD) 0,9 4 

Социал-демократическая партия Германии (SPD) 22,4 103 

Независимая социал-демократическая партия Германии 

(USPD) 
18,1 83 

Остальные 2,2 10 

Итого  459 

Таблица 4. Таблица значений индекса близости pij 
 BVP DDP DNVP DVP Zentrum KPD SPD USPD Остальные 

BVP  1 3 3 2 0 0 0 0 

DDP 1  0 2 3 0 3 2 0 

DNVP 3 0  2 1 0 0 0 0 

DVP 3 2 2  3 0 1 0 0 

Zentrum 2 3 1 3  0 2 1 0 

KPD 0 0 0 0 0  0 0 0 

SPD 0 3 0 1 2 0  3 0 

USPD 0 2 0 0 1 0 3  0 

Остальные 0 0 0 0 0 0 0 0  
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Модель 1 (a = 0) 

(

 
 
 
 
 
 

0 +1 +1 +1 +1 −1 −1 −1 −1
+1 0 −1 +1 +1 −1 +1 +1 −1
+1
+1
+1
−1
−1
−1
−1

−1
+1
+1
−1
+1
+1
−1

0
+1
+1
−1
−1
−1
−1

+1
0
+1
−1
+1
−1
−1

+1
+1
0
−1
+1
+1
−1

−1
−1
−1
0
−1
−1
−1

−1
+1
+1
−1
0
+1
−1

−1
−1
+1
−1
+1
0
−1

−1
−1
−1
−1
−1
−1
0 )

 
 
 
 
 
 

. 

Модель 2 (a = 1) 

(

 
 
 
 
 
 

0 −1 +1 +1 +1 −1 −1 −1 −1
−1 0 −1 +1 +1 −1 +1 +1 −1
+1
+1
+1
−1
−1
−1
−1

−1
+1
+1
−1
+1
+1
−1

0
+1
−1
−1
−1
−1
−1

+1
0
+1
−1
−1
−1
−1

−1
+1
0
−1
+1
−1
−1

−1
−1
−1
0
−1
−1
−1

−1
−1
+1
−1
0
+1
−1

−1
−1
−1
−1
+1
0
−1

−1
−1
−1
−1
−1
−1
0 )

 
 
 
 
 
 

. 

Модель 3 (a = 2) 

(

 
 
 
 
 
 

0 −1 +1 +1 −1 −1 −1 −1 −1
−1 0 −1 −1 +1 −1 +1 −1 −1
+1
+1
−1
−1
−1
−1
−1

−1
−1
+1
−1
+1
−1
−1

0
−1
−1
−1
−1
−1
−1

−1
0
+1
−1
−1
−1
−1

−1
+1
0
−1
−1
−1
−1

−1
−1
−1
0
−1
−1
−1

−1
−1
−1
−1
0
+1
−1

−1
−1
−1
−1
+1
0
−1

−1
−1
−1
−1
−1
−1
0 )

 
 
 
 
 
 

. 
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6.2. ВТОРОЙ СОЗЫВ 

Таблица 5. Таблица распределения партий 
Партия % Мест 

Баварская народная партия (BVP) 3,4 16 

Немецкая демократическая партия (DDP) 5,9 28 

Немецкая национальная народная партия (DNVP) 20,1 95 

Немецкая народная партия (DVP)  9,5 45 

Партия Центра (Zentrum) 13,8 65 

Коммунистическая партия Германии (KPD) 13,1 62 

Социал-демократическая партия Германии (SPD) 21,2 100 

Немецкая партия расовой свободы (DVFP) и NSDAP 6,8 32 

Остальные  6,1 29 

Итого  472 

Таблица 6. Таблица значений индекса близости pij 

 BVP DDP DNVP DVP Zentrum KPD SPD DVFP и 

NSDAP 

Остальные 

BVP  1 3 3 2 0 0 1 0 

DDP 1  0 2 3 0 3 0 0 

DNVP 3 0  2 1 0 0 2 0 

DVP 3 2 2  3 0 1 0 0 

Zentrum 2 3 1 3  0 2 0 0 

KPD 0 0 0 0 0  0 0 0 

SPD 0 3 0 1 2 0  0 0 

DVFP и 

NSDAP 
1 0 2 0 0 0 0  0 

Остальные 0 0 0 0 0 0 0 0  

Модель 1 (a = 0) 

(

 
 
 
 
 
 

0 +1 +1 +1 +1 −1 −1 +1 −1
+1 0 −1 +1 +1 −1 +1 −1 −1
+1
+1
+1
−1
−1
+1
−1

−1
+1
+1
−1
+1
−1
−1

0
+1
+1
−1
−1
+1
−1

+1
0
+1
−1
+1
−1
−1

+1
+1
0
−1
+1
−1
−1

−1
−1
−1
0
−1
−1
−1

−1
+1
+1
−1
0
−1
−1

+1
−1
−1
−1
−1
0
−1

−1
−1
−1
−1
−1
−1
0 )

 
 
 
 
 
 

. 
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Модель 2 (a = 1) 

(

 
 
 
 
 
 

0 −1 +1 +1 +1 −1 −1 −1 −1
−1 0 −1 +1 +1 −1 +1 −1 −1
+1
+1
+1
−1
−1
−1
−1

−1
+1
+1
−1
+1
−1
−1

0
+1
−1
−1
−1
+1
−1

+1
0
+1
−1
−1
−1
−1

−1
+1
0
−1
+1
−1
−1

−1
−1
−1
0
−1
−1
−1

−1
−1
+1
−1
0
−1
−1

+1
−1
−1
−1
−1
0
−1

−1
−1
−1
−1
−1
−1
0 )

 
 
 
 
 
 

. 

Модель 3 (a = 2) 

(

 
 
 
 
 
 

0 −1 +1 +1 −1 −1 −1 −1 −1
−1 0 −1 −1 +1 −1 +1 −1 −1
+1
+1
−1
−1
−1
−1
−1

−1
−1
+1
−1
+1
−1
−1

0
−1
−1
−1
−1
−1
−1

−1
0
+1
−1
−1
−1
−1

−1
+1
0
−1
−1
−1
−1

−1
−1
−1
0
−1
−1
−1

−1
−1
−1
−1
0
−1
−1

−1
−1
−1
−1
−1
0
−1

−1
−1
−1
−1
−1
−1
0 )

 
 
 
 
 
 

. 

 

6.3. ТРЕТИЙ СОЗЫВ 

Таблица 7. Таблица распределения партий 
Партия % Мест 

Баварская народная партия (BVP) 3,9 19 

Немецкая демократическая партия (DDP) 6,5 32 

Немецкая национальная народная партия (DNVP) 20,9 103 

Немецкая народная партия (DVP) 10,3 51 

Партия Центра (Zentrum) 14,0 69 

Коммунистическая партия Германии (KPD) 9,1 45 

Немецкое национал-социалистическое освободительное 

движение (NSFB) 

2,8 14 

Социал-демократическая партия Германия (SPD) 26,6 131 

Остальные 5,9 29 

Итого  493 
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Таблица 8. Таблица значений индекса близости pij 
 BVP DDP DNVP DVP Zentrum KPD NSFB SPD Остальные 

BVP  1 3 3 2 0 1 1 0 

DDP 1  0 2 3 0 0 3 0 

DNVP 3 0  2 1 0 2 1 0 

DVP 3 2 2  3 0 0 1 0 

Zentrum 2 3 1 3  0 0 2 0 

KPD 0 0 3 0 0  0 0 0 

NSFB 1 0 2 0 0 0  0 0 

SPD 1 3 1 1 2 0 0  0 

Остальные 0 0 0 0 0 0 0 0  

6.4. ЧЕТВЁРТЫЙ СОЗЫВ 

Таблица 9. Таблица распределения партий 
Партия % Мест 

Баварская народная партия (BVP) 3,3 16 

Немецкая демократическая партия (DDP) 5,1 25 

Немецкая национальная народная партия (DNVP) 14,9 73 

Немецкая народная партия (DVP) 9,2 45 

Партия Центра (Zentrum) 12,6 62 

Коммунистическая партия (KPD)  11,0 54 

Национал-социалистическая немецкая рабочая партия 

(NSDAP) 

2,4 12 

Социал-демократическая партия Германии (SPD) 31,2 153 

Остальные 10,4 51 

Итого  491 

Таблица 10. Таблица значений индекса близости pij 
 BVP DDP DNVP DVP Zentrum KPD NSDAP SPD Остальные 

BVP  1 3 3 2 0 1 0 0 

DDP 1  0 2 3 0 0 3 0 

DNVP 3 0  2 1 0 2 0 0 

DVP 3 2 2  3 0 0 1 0 

Zentrum 2 3 1 3  0 0 2 0 

KPD 0 0 0 0 0  0 0 0 

NSDAP 1 0 2 0 0 0  0 0 

SPD 0 3 0 1 2 0 0  0 

Остальные 0 0 0 0 0 0 0 0  
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Модель1 (a = 0) 

(

 
 
 
 
 
 

0 +1 +1 +1 +1 −1 +1 −1 −1
+1 0 −1 +1 +1 −1 −1 +1 −1
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+1
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−1

+1
−1
−1
−1
0
−1
−1

−1
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+1
−1
−1
0
−1

−1
−1
−1
−1
−1
−1
0 )

 
 
 
 
 
 

. 

 

Модель 2 (a = 1) 

(

 
 
 
 
 
 

0 −1 +1 +1 +1 −1 −1 −1 −1
−1 0 −1 +1 +1 −1 −1 +1 −1
+1
+1
+1
−1
−1
−1
−1

−1
+1
+1
−1
−1
+1
−1

0
+1
−1
−1
+1
−1
−1

+1
0
+1
−1
−1
−1
−1

−1
+1
0
−1
−1
+1
−1

−1
−1
−1
0
−1
−1
−1

+1
−1
−1
−1
0
−1
−1

−1
−1
+1
−1
−1
0
−1

−1
−1
−1
−1
−1
−1
0 )

 
 
 
 
 
 

. 

Модель 3 (a = 2) 

 

(

 
 
 
 
 
 

0 −1 +1 +1 −1 −1 −1 −1 −1
−1 0 −1 −1 +1 −1 −1 +1 −1
+1
+1
−1
−1
−1
−1
−1

−1
−1
+1
−1
−1
+1
−1

0
−1
−1
−1
−1
−1
−1

−1
0
+1
−1
−1
−1
−1

−1
+1
0
−1
−1
−1
−1

−1
−1
−1
0
−1
−1
−1

−1
−1
−1
−1
0
−1
−1

−1
−1
−1
−1
−1
0
−1

−1
−1
−1
−1
−1
−1
0 )

 
 
 
 
 
 

. 
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6.5. ПЯТЫЙ СОЗЫВ 

Таблица 11. Таблица распределения партий  
Партия % Мест 

Баварская народная партия (BVP) 3,3 19 

Немецкая национальная народная партия (DNVP) 7,1 41 

Немецкая государственная партия (DStP) 3,5 20 

Немецкая народная партия (DVP)  5,2 30 

Партия Центра (Zentrum) 11,8 68 

Коммунистическая партия Германии (KPD) 13,3 77 

Национал-социалистическая немецкая рабочая партия 

(NSDAP) 

18,5 107 

Социал-демократическая партия Германии (SPD)  24,8 143 

Остальные 12,5 72 

Итого  577 

Таблица 12. Таблица значений индекса близости pij 
 BVP DNVP DStP DVP Zentrum KPD NSDAP SPD Остальные 

BVP  3 1 3 2 0 1 0 0 

DNVP 3  0 3 1 0 2 0 0 

DStP 1 0  2 3 0 0 3 3 

DVP 3 2 2  3 0 0 1 1 

Zentrum 2 1 3 3  0 0 2 2 

KPD 0 0 0 0 0  0 0 0 

NSDAP 1 2 0 0 0 0  0 0 

SPD 0 0 3 1 2 0 0   

Остальные 0 0 3 1 2 0 0   

Модель 1 (a = 0) 

(

 
 
 
 
 
 

0 +1 +1 +1 +1 −1 +1 −1 −1
+1 0 −1 +1 +1 −1 +1 −1 −1
+1
+1
+1
−1
+1
−1
−1

−1
+1
+1
−1
+1
−1
−1

0
+1
+1
−1
−1
+1
+1

+1
0
+1
−1
−1
+1
+1

+1
+1
0
−1
−1
+1
+1

−1
−1
−1
0
−1
−1
−1

−1
−1
−1
−1
0
−1
−1

+1
+1
+1
−1
−1
0
0

+1
+1
+1
−1
−1
0
0 )

 
 
 
 
 
 

. 
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Модель 2 (a = 1) 

(

 
 
 
 
 
 

0 +1 −1 +1 +1 −1 −1 −1 −1
+1 0 −1 +1 −1 −1 +1 −1 −1
−1
+1
+1
−1
−1
−1
−1

−1
+1
−1
−1
+1
−1
−1

0
+1
+1
−1
−1
+1
+1

+1
0
+1
−1
−1
−1
−1

+1
+1
0
−1
−1
+1
+1

−1
−1
−1
0
−1
−1
−1

−1
−1
−1
−1
0
−1
−1

+1
−1
+1
−1
−1
0
0

+1
−1
+1
−1
−1
0
0 )

 
 
 
 
 
 

. 

6.6. ШЕСТОЙ СОЗЫВ 

Таблица 13. Таблица распределения партий  
Партия % Мест 

Баварская народная партия (BVP) 3,6 22 

Немецкая национальная народная партия (DNVP) 6,1 37 

Немецкая государственная партия (DStP) 0,7 4 

Немецкая народная партия (DVP) 1,2 7 

Партия Центра (Zentrum) 12,3 75 

Коммунистическая партия Германии (KPD) 14,6 89 

Национал-социалистическая немецкая рабочая партия 

(NSDAP) 

37,8 230 

Социал-демократическая партия Германии (SPD) 21,9 133 

Остальные 1,8 11 

Итого  608 

Таблица 14. Таблица значений индекса близости pij  
 BVP DNVP DStP DVP Zentrum KPD NSDAP SPD Остальные 

BVP  3 1 3 2 0 1 0 0 

DNVP 3  0 2 1 0 2 0 0 

DStP 1 0  2 3 0 0 3 0 

DVP 3 2 2  3 0 0 1 0 

Zentrum 2 1 3 3  0 0 2 0 

KPD 0 0 0 0 0  0 0 0 

NSDAP 1 2 0 0 0 0  0 0 

SPD 0 0 3 1 2 0 0  0 

Остальные 0 0 0 0 0 0 0 0  
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Модель 1 (a = 0) 

(

 
 
 
 
 
 

0 +1 +1 +1 +1 −1 +1 −1 −1
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0 )

 
 
 
 
 
 

. 

 

Модель 2 (a = 1) 

(

 
 
 
 
 
 

0 +1 −1 +1 +1 −1 −1 −1 −1
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0 )

 
 
 
 
 
 

. 

Модель 3 (a = 2) 

 

(

 
 
 
 
 
 

0 +1 −1 +1 −1 −1 −1 −1 −1
+1 0 −1 −1 −1 −1 −1 −1 −1
−1
+1
−1
−1
−1
−1
−1

−1
−1
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0 )

 
 
 
 
 
 

. 
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6.7. СЕДЬМОЙ СОЗЫВ 

Таблица 15. Таблица распределения партий 
Партия % Мест 

Баварская народная партия (BVP) 3,4 20 

Немецкая национальная народная партия (DNVP) 8,9 52 

Немецкая государственная партия (DStP) 0,3 2 

Немецкая народная партия (DVP) 1,9 11 

Партия Центра (Zentrum) 12,0 70 

Коммунистическая партия Германии (KPD) 17,1 100 

Национал-социалистическая немецкая рабочая партия 

(NSDAP) 

33,6 196 

Социал-демократическая партия Германии (SPD) 20,7 121 

Остальные 2,1 12 

Итого  584 

Таблица 16. Таблица значений индекса близости pij 
 BVP DNVP DStP DVP Zentrum KPD NSDAP SPD Остальные 

BVP  3 1 3 2 0 1 0 0 

DNVP 3  0 2 1 0 2 0 0 

DStP 1 0  2 3 0 0 3 0 

DVP 3 2 2  3 0 0 1 0 

Zentrum 2 1 3 3  0 0 2 0 

KPD 0 0 0 0 0  0 0 0 

NSDAP 1 2 0 0 0 0  0 0 

SPD 0 0 3 1 2 0 0  0 

Остальные 0 0 0 0 0 0 0 0  

Модель 1 (a = 0) 

(

 
 
 
 
 
 

0 +1 +1 +1 +1 −1 +1 −1 −1
+1 0 −1 +1 +1 −1 +1 −1 −1
+1
+1
+1
−1
+1
−1
−1

−1
+1
+1
−1
+1
−1
−1

0
+1
+1
−1
−1
+1
−1

+1
0
+1
−1
−1
+1
−1

+1
+1
0
−1
−1
+1
−1

−1
−1
−1
0
−1
−1
−1

−1
−1
−1
−1
0
−1
−1
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+1
+1
−1
−1
0
−1

−1
−1
−1
−1
−1
−1
0 )

 
 
 
 
 
 

. 
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Модель 2 (a = 1) 

(

 
 
 
 
 
 

0 +1 −1 +1 +1 −1 −1 −1 −1
+1 0 −1 +1 −1 −1 +1 −1 −1
−1
+1
+1
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−1
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−1
−1
−1
0 )

 
 
 
 
 
 

. 

Модель 3 (a = 2) 

 

(

 
 
 
 
 
 

0 +1 −1 +1 −1 −1 −1 −1 −1
+1 0 −1 −1 −1 −1 −1 −1 −1
−1
+1
−1
−1
−1
−1
−1

−1
−1
−1
−1
−1
−1
−1

0
−1
+1
−1
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−1
0
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−1
−1
−1
−1
−1
−1
0 )

 
 
 
 
 
 

. 

6.8. ВОСЬМОЙ СОЗЫВ 

Таблица 17. Таблица распределения партий 
Партия % Мест 

Боевой фронт Черный-Белый-Красный (KFSWR) 8,0 52 

Баварская народная партия (BVP) 2,8 18 

Коммунистическая партия Германия (KPD) 12,5 81 

Партия Центра (Zentrum) 11,4 74 

Немецкая народная партия (Блок DVP-CZVD-DBP-

DHP) 

0,3 2 

Немецкая государственная партия (DStP) 0,8 5 

Национал-социалистическая немецкая рабочая партия 

(NSDAP) 

44,5 288 

Социал-демократическая партия Германии (SPD) 18,5 120 

Остальные 1,1 7 

Итого  647 
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Таблица 18. Таблица значений индекса близости pij 
 BVP DVP-CZVD-

DBP-DHP 

Zentrum KFSWR KPD DStP NSDAP SPD 

BVP  3 2 2 0 1 1 0 

DVP-CZVD-

DBP-DHP 
3  2 2 0 1 1 0 

Zentrum 2 2  1 0 3 1 2 

KFSWR 2 2 1  0 0 3 0 

KPD 0 0 0 0  0 0 0 

DStP 1 1 3 0 0  0 3 

NSDAP 1 1 1 3 0 0  0 

SPD 0 0 2 0 0 3 0  

Модель 1 (a = 0) 

(
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. 

 

Модель 2 (a = 1) 
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. 

6.9. ВОСЬМОЙ СОЗЫВ БЕЗ KPD 

Таблица 19. Таблица распределения партий  
Партия % Мест 

Боевой фронт Черный-Белый-Красный (KFSWR) 9,2 52 

Баварская народная партия (BVP) 3,2 18 

Партия Центра (Zentrum) 13,1 74 
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Немецкая народная партия (Блок DVP-CZVD-DBP-

DHP) 

0,4 2 

Немецкая государственная партия (DStP) 0,9 5 

Национал-социалистическая немецкая рабочая партия 

(NSDAP) 

50,9 288 

Социал-демократическая партия Германии (SPD) 21,2 120 

Остальные 1,2 7 

Итого  566 

Таблица 20. Таблица значений индекса близости pij 
 BVP 

DVP-CZVD-

DBP-DHP 
Zentrum KFSWR DStP NSDAP SPD 

BVP  3 2 2 1 1 0 

DVP-CZVD-

DBP-DHP 
3  2 2 1 1 0 

Zentrum 2 2  1 3 1 2 

KFSWR 2 2 1  0 3 0 

DStP 1 1 3 0  0 3 

NSDAP 1 1 1 3 0  0 

SPD 0 0 3 0 3 0  

Модель 1 (a = 0) 

(
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0 )

 
 
 
 

. 

 

Модель 2 (a = 1) 

(
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Рис. 4. 

 
Рис. 5. 
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INFLUENCE OF CHANGING THRESHOLD VALUES OF 

PROXIMITY INDEX OF PARTY’S POSITIONS ON THE 

MEASURE OF THE BALANCEDNESS OF THE REICHSTAG 

OF THE WEIMAR REPUBLIC 

Daniil Tkachev, International Center of Decision Choice and Analy-

sis, HSE, Moscow, researcher (dstkachev2506@gmail.com). 

Abstract: In this research we study 8 convocations of the Weimar Reichstag between 

1920 and 1933. For each convocation we construct models, describing all possible 

coalitions in the Reichstag. The ideology of each party can be identified by their 

position on the “left/right” scale. Parties of the Reichstag are prescribed the index 



 

Управление в социально-экономических системах 

155 

from 1 to 10 depending on their position on this scale. The index of left parties is 

close to 1, whereas the index of right parties is close to 10. To evaluate two parties 

can coalesce we calculate the distance of these parties’ positions on the “left/right” 

scale, that is equal to the index difference. It is assumed that the high distance of two 

parties means the impossibility to coalesce. Several models of coalition formation 

are constructed on the threshold value of positions distance. A parliament is called 

balanced if it consists of two coalitions. We evaluate the measure of the balanced-

ness, which shows the degree of proximity to the total balanced parliament. We use 

two different methods to calculate the measure of the balancedness. First one in-

cludes all possible coalitions in the Reichstag. The second measure includes only 

coalitions in which the number of votes is greater than the established quota of the 

Reichstag convocation. For each model we evaluate the measure of the balanced-

ness using both methods. 

Keywords: balance of the parliament, Reichstag, parliament’s model, signed 

graph, measure of the balancedness. 
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