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ПРОЦЕДУРА ИДЕНТИФИКАЦИИ  

КУСОЧНО-ПОСТОЯННЫХ ПАРАМЕТРОВ  

С УЛУЧШЕННОЙ СХОДИМОСТЬЮ1 

Глущенко А. И.2, Ласточкин К. А. 3 

(ФГБУН Институт проблем управления  

им. В.А. Трапезникова РАН, Москва) 

Петров В. А.4 

(Старооскольский технологический институт  

им. А.А. Угарова (филиал) ФГАОУ ВО НИТУ «МИСиС», 

Старый Оскол) 

Работа посвящена повышению качества решения задачи идентификации 

неизвестных кусочно-постоянных параметров классического линейного ре-

грессионного уравнения. Для решения этой задачи в работе предлагается 

новая процедура обработки регрессионного уравнения, основанная на исполь-

зовании в известном подходе интегрального динамического расширения и 

смешивания (I-DREM) интервального интегрального фильтра с экспоненци-

альным списыванием и сбросом. Как доказано в работе, предложенный 

фильтр, в отличие от известных в литературе, при использовании в процеду-

ре I-DREM позволяет генерировать регрессионное уравнение со скалярным 

регрессором и регулируемым уровнем возмущения, вызванным скачкообраз-

ным изменением неизвестных параметров. Основным результатом работы 

является процедура обработки линейного регрессионного уравнения с вектор-

ным регрессором, которая позволяет построить закон оценки, гарантирую-

щий при выполнении условия конечного возбуждения регрессора ограничен-

ность ошибки идентификации кусочно-постоянных параметров регулируе-

мым значением. Все вышеупомянутые свойства в работе доказаны аналити-

чески и/или продемонстрированы в рамках численного эксперимента. 

Ключевые слова: кусочно-постоянные параметры, идентификация, ко-

нечное возбуждение, интервальная фильтрация, сходимость. 

                                           
1 Исследование выполнено при частичной финансовой поддержке фонда  

Президента РФ (проект МД-1787.2022.4). 
2 Антон Игоревич Глущенко, д.т.н., в.н.с. (aiglush@ipu.ru). 
3 Константин Андреевич Ласточкин, инженер (lastconst@ipu.ru). 
4 Владислав Анатольевич Петров, к.т.н., доцент (petrov.va@misis.ru). 
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1. Введение 

Многие реальные объекты управления описываются моде-

лями с кусочно-постоянными параметрами [6, 8]. Причинами 

изменения параметров в таких моделях обычно являются: 

1) мгновенное изменение физических параметров или свойств 

объекта управления (захват роликами прокатного стана или ра-

бочим органом манипулятора/крана заготовки, заполнение ков-

ша экскаватора грунтом и т.д.);  2) переход нелинейного объек-

та управления в область пространства состояний с особой точ-

кой, отличной от точки линеаризации (переход перевернутого 

маятника из верхней в нижнюю полуплоскость, изменение угла 

атаки самолета в модели Wing-Rock [4] и т.д.). Объекты управ-

ления с кусочно-постоянными параметрами широко распро-

странены в авиации и промышленности, поэтому задача управ-

ления такими объектами является актуальной. Поскольку ку-

сочно-постоянные параметры обычно являются неизвестными 

в каждый момент времени, то синтез систем управления для та-

ких объектов должен осуществляться с привлечением методов 

теории идентификации для получения адекватного математиче-

ского описания объекта и адаптивного управления для каче-

ственного решения задачи управления в режиме онлайн. 

Классические методы [10, 11] теории идентификации, 

а именно градиентный закон оценки и различные вариации ре-

курсивного метода наименьших квадратов, позволяют [10, 13] 

с экспоненциальной скоростью оценивать истинные значения 

неизвестных кусочно-постоянных параметров при выполнении 

условия постоянного возбуждения и достаточно малой частоте 

изменения параметров. Однако данные законы не позволяют 

[10] гарантировать сходимость оценок к истинным значениям 

при невыполнении условия постоянного возбуждения, а каче-

ство оценок кусочно-постоянных параметров в этом случае мо-

жет быть неприемлемым. 

С другой стороны, современные методы теории идентифи-

кации [12], обеспечивающие улучшенное качество формируе-

мых оценок и/или сходимость оценок к истинным значениям 

при ослабленных требованиях к возбуждению регрессора, осно-
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ваны на динамической/алгоритмической фильтрации регресси-

онного уравнения – процедурах DRE [9, 12], MRE [7, 12], DREM 

[2, 12], I-DREM [5] и Concurrent Learning [3]. При применении 

таких подходов для идентификации кусочно-постоянных пара-

метров качество получаемых оценок, как было показано в [1], 

может быть неудовлетворительным вследствие суперпозицион-

ного смешивания используемыми динамическими/алгоритми-

ческими фильтрами информации о регрессиях с различными 

значениями кусочно-постоянных параметров. 

Поэтому целью настоящей работы является разработка кон-

тура оценки с улучшенным качеством идентификации кусочно-

постоянных неизвестных параметров. Для этого предлагается 

в рамках известного подхода интегрального динамического 

расширения и смешивания (I-DREM) использовать интерваль-

ный интегральный фильтр с экспоненциальным списыванием и 

сбросом, что позволит минимизировать суперпозиционное сме-

шивание информации о регрессиях с различными значениями 

кусочно-постоянных параметров и повысить качество получае-

мых оценок. 

Настоящая работа представляет собой обобщение результа-

тов, полученных в [1], с более строгим формальным доказатель-

ством основных свойств предлагаемой процедуры идентифика-

ции кусочно-постоянных неизвестных параметров. 

2. Постановка задачи 

Рассмотрим линейное регрессионное уравнение (Θ  Rn, 

φ  Rn, y  R): 

(1)      Ty t t φ t . 

Будем предполагать, что для регрессора φ(t) на отрезке 

; r et t 
 

 выполнено условие конечного возбуждения φ(t)  FE: 

(2)    T ,
e

r

t

t

d I     


  

а неизвестные параметры Θ описываются следующим образом: 
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(3) 
       1 max

max
1

,  , :  ; , floor , ,

,

et

i i i iT

i i

t t i t t t i i t iT


 

  

      

     

 

где α – степень возбуждения регрессора; ti < te – неизвестные 

моменты времени изменения значений вектора Θ; Θi – значение 

параметров Θ на интервале [ti; ti+1); 
max
  – величина макси-

мального изменения Θ в момент времени ti; TΘ – неизвестный 

параметр, определяющий длительность интервала времени 

между моментами времени ti и ti+1. 

Таким образом, неизвестные параметры в (1) описываются 

кусочно-постоянной функцией на интервале конечного возбуж-

дения ; r et t 
 

, но постоянны за его пределами начиная с неко-

торого момента времени 
max

; i r et t t  
. Для идентификации та-

ких параметров рационально принять допущение о непрерывно-

сти конечного возбуждения регрессора. 

Допущение 1.  Если регрессор φ(t)  FE на интерва-

ле ; r et t 
 

, то ;  0, 0r e s st t t T T      
 такое, что φ(t)  FE и 

на отрезках  ; ; s r et t T t t    
. 

Допущение 1 верно, в частности, если регрессор φ(t) непре-

рывен, его элементы на всем интервале ; r et t 
   

линейно-

независимы и поэлементно интегрально не вырождены на от-

резках  ; ; s r et t T t t    
, что обычно выполняется на практике. 

Определим ошибки идентификации кусочно-постоянных 

параметров (3) следующим образом: 

(4) 
 

ˆ ,

ˆ ,

i

i i it T

   

    
 

где ̂  – вектор оценок неизвестных параметров,  ˆ
it T   – 

последняя оценка ̂  из интервала  1; i it t  . 

Пояснение введенных в этом разделе обозначений приведе-

но на рис. 1. 
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Таким образом, ошибка   существует  1; i it t t   , а i  

вычисляется только в моменты времени ti + TΘ. 

  

 

Рис. 1. Графическое пояснение введенных обозначений 

Требуется построить закон формирования оценок ̂  ку-

сочно-постоянных параметров Θ, обеспечивающий при 

φ(t)  FE для ошибки (4) выполнение следующего требования: 

(5) ,i R   

где верхняя оценка R должна иметь возможность априорного 

выбора или уменьшения путем выбора варьируемых параметров 

закона идентификации. 

3. Основной результат 

Для достижения сформулированной цели (5) модифициру-

ем недавно разработанный подход, показавший свою эффектив-

ность при решении задач идентификации постоянных парамет-

ров. А именно процедуру динамического расширения и смеши-

вания, дополненную интегральным фильтром с экспоненциаль-

ным списыванием [1, 5]. Пропустим уравнение регрессии (1) 
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через интегральный интервальный фильтр с экспоненциальным 

списыванием: 

(6) 
           

 

1 1

0 0T T T T ,

0 ,  

k k

d dt t

f

t t

f k n

y t e y d e φ d

y t

 

   

        
  

  



   

где tk = T·floor(t/T) 
 
– моменты времени начала нового интервала 

фильтрации, 0 < T < te – tr
+ – ширина окна фильтрации, β > 0 – 

фактор памяти. 

От соотношений варьируемого параметра фильтра T, опре-

деляющего длительность интервала фильтрации [tk; tk+1), и неиз-

вестного параметра TΘ, определяющего частоту изменения не-

известных параметров Θi, зависит чувствительность фильтра (6) 

к вариациям параметров регрессии Θ и его способность форми-

ровать невозмущенные регрессионные уравнения. На рис. 2 при-

ведено графическое пояснение взаимосвязи параметров T и TΘ. 

 

Рис. 2. Графическое пояснение взаимосвязи параметров T и TΘ 

Здесь черным цветом выделены интервалы времени, на ко-

торых фильтрация (6) осуществляет суперпозиционное смеши-
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вание регрессий с различными параметрами и формирует рас-

ширенные регрессионные уравнения c возмущениями. 

Из графического пояснения следует, что обеспечение воз-

можности своевременного детектирования фильтром (6) изме-

нений параметров регрессии (1) обеспечивается выбором вели-

чины T < 2TΘ или T ≪ 2TΘ. Также графическое пояснение поз-

воляет выделить две возможные ситуации на интервале филь-

трации [tk; tk+1) с точки зрения принадлежности ему момента 

времени ti. В случае, когда ti  [tk; tk+1) i, после фильтрации (6) 

∀t  [tk; tk+1) имеем невозмущенное расширенное регрессионное 

уравнение вида 

(7) 

     

   

           
1 1

0 0T T T T

= ;  

0 ; 0 ,

;  .

k k

f f

f k n n f k n

d dt t

f f

t t

y t t t

t y t

t e d y t e y d

 

   





         



 



 

 
  

 

Случай, когда ti  [tk; tk+1), опишем в утверждении 1. 

Утверждение 1.  Если ti  [tk; tk+1), то в результате филь-

трации (6) t  [tk; tk+1) имеем расширенное возмущенное ре-

грессионное уравнение вида: 

(8) 

        

       

           
1 1

0 0

1 2 1 2

1 2 1

T T T T
1 2

=

; ,
i

k i

f f f i f

f i f f i f i

t d dt

f i f

t t

y t t t t

t t t t

t e d t e d

 

   

  

   

           

 

  

 

    

       

 
  

 

где φf1 – неизмеримый регрессор, оценка сверху которого про-

порционально зависит от (ti – tk), φf2 – неизмеримый регрессор, 

оценка сверху которого пропорционально зависит от (tk+1 – ti) и 

экспоненциально от β. 

Доказательство. 

Для доказательства утверждения 1 распишем функцию yf 

в следующем виде: 
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(9) 

         

       

         

     

1 1

0 0

1 1

0 0

1 1

0 0

1 1

0 0

T T T

T T T T
1

T T T T T
1 1

T T T T

i

k i

i

k i

i

k i

i

k

t d dt

f

t t

t d dt

i i

t t

t d dt

i i

t t

t d d

i i

t

y t e y d e y d

e φ d e φ d

e φ d e φ d

e φ d e

 

 

 

 

   

   

   

   

       

       

       

   

 

 



 

  

 



 
  

 
   

 
     

 
    

 

 

 

    T .

i

t

t

y d   

 

Вводя в (9) соответствующие обозначения, имеем выраже-

ние (8). Для нахождения оценок сверху на φf1 и φf2 сначала по-

лучим оценку на подынтегральный экспоненциально затухаю-

щий множитель в определениях φf1, φf2: 

(10) 

    

      

1

0

1 1

0

; : exp exp 1;

; : exp exp exp

t

k i i k

t

i k i k

t t t t t d

t t t T d t t .

  

   

 
       

 

 
        

 





 

Учитывая (10) и пользуясь теоремой о среднем, имеем 

оценки на φf1 и φf2: 

(11) 

           

         

    

1

0

1

0

1

T T T
1

T T
2 1

T
max

,

,

ess sup  τ τ .

i i

k k

i k

i

k k

t td

f i k i k

t t

dt
t t

f k k i

t

k
t t t

t e d d t t

t e d e t t

φ φ





 

 


           

      

 





 



 


   


  



 

  

Откуда следует зависимость φf1 от (ti – tk), а φf2 – от (tk+1 – ti) 

и β, что завершает доказательство утверждения. ■ 
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Поскольку в (8) φf1, φf2 неизмеримы, а вектор разниц ΔΘ не-

известен, то выражения –φf1ΔΘ, φf2ΔΘ трактуются как возмуща-

ющие воздействия. В этой связи необходимо отметить, что да-

лее всегда считается φf1 ≠ 0, а случай, когда ti = tk и, следова-

тельно, φf1 = 0, не рассматривается, поскольку маловероятен 

в практических задачах. Согласно выражению (11), возмущение  

–φf1ΔΘ может быть уменьшено при уменьшении (ti – tk), а воз-

мущение φfiΔΘ – при уменьшении (tk+1 – ti) или при увеличении β. 

Кроме возможности формирования с помощью (6) расши-

ренного регрессионного уравнения с регулируемым уровнем 

возмущения, вызванным скачкообразным изменением парамет-

ров регрессии, фильтрация (6), в отличие от известных в литера-

туре фильтраций DRE [9] или MRE [7], на этапе расширения 

регрессора (6) на интервале фильтрации [tk; tk+1) позволяет полу-

чать незатухающий регрессор φf, для которого оказывается 

справедливым следующее утверждение. 

Утверждение 2.  Если φ(t)  FE на интервале ; r et t 
 

 и 

выполняется допущение 1, то для φf(t) верно: 

1)  ;  0r e f n nt t t t


    
; 

2)        0 1 0 1 0;  ;  0k k k k k n n f k f f .UBT t t , t T t T t           . 

Доказательство: 

Согласно (7),    
τ

T
1

0

sign exp d 0n n      

  
    
  
 , а следо-

вательно, 0f n n   и 0  ; f n n r eφ t t t


    
. 

Для доказательства второй части утверждения запишем 

оценку на подынтегральный экспоненциально затухающий 

множитель в определении регрессора φf (t): 

(12)    1 1

0

; : exp exp 1
t

k kt t t T d .  

 
      

 
  

Так как φ(t)  FE на отрезке ; r et t 
 

, то, поскольку интер-

вал  1; ; k k r et t t t


   
, в соответствии с допущением 1 также 

имеем: 
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(13)    
1

T ,
k

k

t

k

t

d I     


  

где αk – степень возбуждения φ (t) на отрезке [tk; tk+1). 

Принимая во внимание оценки (12), (13) и используя тео-

рему о среднем, имеем оценку на значение φf(tk+1): 

(14)      

τ

1 1

0 T
1 .

k

k

t d
T

f k k

t

t e d e I
 

      
 





   

Так как φf(t) ≥ 0n×n ∀t  [tk; tk+1) и φf(tk+1) ≥ exp(–βT)αkI, то 

∃T0k  [tk; tk+1) такой, что φf(T0k) = exp(–βT)αkI и ∀t  [T0k; tk+1) 
верно: 

(15)    0 0f f k n nt φ T .    

Пользуясь теоремой о среднем и определением δk в (11), 

имеем оценку сверху на регрессор φf : 

(16)      
1 11 1

0 0Tτ τ

τ τ

k k

k k

t tdτ βdτ
k

f k f .UB

t t

t e φ φ d e Id I = φ .
 

   


   
     

Объединение выражений (15) и (16) позволяет завершить 

доказательство утверждения. ■ 

Замечание 1.  В рамках утверждения 2 был введен некото-

рый момент времени T0k, который призван обозначить момент 

времени, после которого регрессор φf является положительно-

определенной матрицей. Из (14) ясно, что в непрерывном вре-

мени для положительно-полуопределенной матрицы φf при вы-

полнении условия (2) таких моментов времени можно найти 

бесконечное множество. А поэтому далее, говоря, что 

ti  [tk; tk+1), будем считать, что ti  (T0k; tk+1), а ситуацию 

ti  tk; T0k] без потери справедливости рассуждений отнесем 

к маловероятному на практике случаю, когда ti = tk. 

Следуя процедуре DREM [2], умножим уравнение (6) на 

матрицу adj{φf(t)}, союзную регрессору φf(t). Тогда с учетом (7) 

и утверждения 1 имеем уравнения вида 

(17)     : adj , f ft y t   

где ϒ  Rn – регрессионная измеримая функция. 
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Учитывая выражения (7) и (8), а также используя алгебраи-

ческое равенство adj{φf(t)}φf(t) = det{φf(t)}I, из (17) имеем ре-

грессионное уравнение вида 

(18) 

 

 

         

  

1

1 2 1 1 1

2 2 1 1

 если ; ,

=  если ; ; 

adj , adj , 

 det ,

i k k

i i i k k

f f f f

f

t t t

d d d t t t

d t t d t t

t

   





 

 

 
  

     

    

 

 

где Ω  R – регрессор, d1  Rn, d2  Rn  – неизмеримые возмуще-

ния. 

На основании выводов, сделанных в утверждениях 1 и 2, 

можно получить следующие важные выводы относительно ре-

грессора Ω и возмущений d1, d2. 

Следствие 1.  Если φ(t)  FE на интервале ; r et t 
 

 и вы-

полняется допущение 1, то для Ω верно: 

1)  ;  0r et t t t     
; 

2)        0 1 0 1 0 UB;  ;  0k k k k k kT t t , t T t < T t        . 

Доказательство. 

Первая часть следствия 1 справедлива, поскольку φf(t), 

в соответствии с утверждением 2, является положительной по-

луопределенной матрицей, определитель которой, по определе-

нию является положительной полуопределенной функцией. 

Вторая часть следствия 2 доказывается непосредственным взя-

тием определителя неравенств (15) и (16) с учетом равенства 

det{cInxn} = cn с: 

(19)           0 1 0 0;  0,
n

T
k k f k k kt T t t det φ T e T

       
 

(20)      0 1;  ,

n

k
k k f .UB UBt T t t det φ






 
      

 
 

что и требовалось доказать. ■ 

Следствие 2.  Возмущения d1 и d2 являются ограниченны-

ми и могут быть уменьшены увеличением β. 
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Доказательство. 

Применив равенство adj{A + B} = adj{A} + adj{B} A, B 

в определениях d1 и d2, получаем 

(21) 

          
        

          
        

2 1 2 2 2

1 2 2

1 1 1 2 1

1 2 1

adj adj

adj det ,

adj adj

det adj .

f i f f f

f i f f

f f f f

f f f

d t t t t

t t t I

d t t t t

t I t t

   

  

   

  









   

  

    

   

 

Из (21), используя оценки сверху (11) и равенство 

adj{cInxn} = c·adj{Inxn} c, получаем 

(22)

         

        

2 max
2 1 1

2 max
1 1

,

.

k i k i

k i

n
t t t t

i k k i k k k i

n t t

k i k i k k i k

d t t t t e e t t

d t t t t t t e

 



 

 

   

  

 

 

 
      
 

     

 

Откуда и следует возможность уменьшения d1 и d2 с помо-

щью β, что и требовалось доказать. 

На основании выражения (18) определим закон формирова-

ния оценок в следующем виде: 

(23)   0

2

0 если κ,
ˆ ˆ ,  

 иначе;
  

 


       



 

где γ – коэффициент усиления, γ0 > 0 – параметр закона оценки, 

   00;  min k
k

T   – параметр нелинейного оператора в опре-

делении γ. 

Замечание 2.  Деление на величину Ω2, реализуемое в кон-

туре (23), является безопасной операцией, поскольку при 

φ(t)  FE регрессор Ω > 0 t  [T0k; tk+1). Процедура деления 

на Ω2 позволяет обеспечивать заданную предельную величину 

параметрической ошибки   на интервалах [T0k; tk+1). 

Сформулированные утверждения и следствия из них позво-

ляют доказать следующие свойства контура идентифика-

ции (23). 
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Свойство 1.  Если φ(t)  FE, выполняется допущение 1, и 

ti  [tk; tk+1), то
 

  
0 1 0

1lim 0
k k

k
t T

t
 


 

  . 

Доказательство. 

Введем в рассмотрение квадратичную форму T1
2

V   

 

и 

вычислим ее производную в силу (18) и (23): 

(24) 
2 T .V     

 Производная (24) ∀t  [T0k; tk+1) в силу второго пункта след-

ствия 1 и определения γ в (23) примет вид 

(25) 
2T

0 0 .V       

 Решение дифференциального уравнения (25) на интервале 

[T0k; tk+1) имеет вид 

(26)      0 1 00,5

1 02 .k kt T

k kt e T
  

  

 Поскольку γ = 0 до момента времени T0k в силу выбора κ 

в соответствии с (23), то    0 ,k kT t   а уравнение (26) при-

обретает вид 

(27)      0 1 00,5

1 2 ,k kt T

k kt e t
  

  

 откуда следует справедливость свойства 1. ■ 

Свойство 2.  Если φ(t)  FE, выполняется допущение 1, и 

ti  [tk; tk+1), то верны предельные неравенства: 

(28) 
 

     

 
  

0 1 0

0 1 0

max 1
1

1 1

ˆlim 2 ,

ˆlim 0.

k k

k k

n

k i k i k
t T

k i
t T

t t t

t







 





 

 


 
 


    

  
 

Доказательство 

Чтобы доказать свойство, введем функции: 

(29) 
   

   

T
1

1 2

T
1

2 1 12

ˆ ˆ ,

ˆ ˆ .

i i

i i

V

V  

   

   
 

Определим t  [T0k; tk+1) в силу (18), (23), второго пункта 

следствия 1 и определения γ производные функций (29): 
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(30) 

     

     

     

T T
2

1 1

T T

0 0 1

T T

2 0 1 1 0 1 2

ˆ ˆ ˆ

1ˆ ˆ ˆ ,

1ˆ ˆ ˆ .

i i i

i i i

i i i

V d

d

V d

 

 


 


  

        

         

         
 

Оценка сверху на производные (30) в силу выражения (19) 

∀t  [T0k; tk+1) имеет вид: 

(31) 

2

1 0 1 0 1 1

2
2

1

0 1 0 2

2
2

2

2 0 1 0 2

1ˆ ˆ

1 1ˆ ,
2 2

1 1ˆ ,
2 2

i i

i

i

V d

d

d
V

 


 


 


 





       

    

    

 

где в правых частях выражения (30) было использовано нера-

венство 2 2 21 1

2 2
a ab a b     . 

Решение дифференциальных неравенств (31) t  [T0k; tk+1) 

приобретают вид: 

(32) 
     

     

10 1 0

20 1 0

20,25

1 0

20,25

1 1 0 1

ˆ ˆ2 ,

ˆ ˆ2 .

k k

k k

dt T

k i k i

dt T

k i k i

t e T

t e T













 



 

  

     

     
 

Используя те же аргументы, что и при переходе от (26) 

к (27), из (32) получаем 

(33) 
     

     

10 1 0

20 1 0

20,25

1

20,25

1 1 1

ˆ ˆ2 ,

ˆ ˆ2 .

k k

k k

dt T

k i k i

dt T

k i k i

t e t

t e t













 



 

  

     

     
 

Откуда, учитывая оценки сверху (22) на d1 и d2, следует 

справедливость свойства 2. ■ 

Замечание 3.  Необходимо отметить, что при выборе 

β → ∞, момент времени смены параметров ti на интервале филь-

трации [tk; tk+1) попадает в «область нечувствительности» филь-

тра (6) к новым данным, а следовательно φf2 → 0, d2 → 0, 
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а на всем интервале фильтрации [tk; tk+1) осуществляется иден-

тификация вектора старых параметров Θi–1, и именно поэтому 

ошибка  1 1
ˆ

k it     сходится к нулю. 

Из уравнений (33), на основании определения в (2) оценок 

сверху на d1 и d2, можно сделать следующий вывод: чем ближе 

момент времени ti к малой окрестности tk (или tk+1), тем меньше 

величина возмущения d1 (d2) (из (22) при ti → tk+1 функция 

d2 → 0, а при ti → tk – функция d1 → 0). Другими словами, при 

ti → tk+1 и применении закона (23) можно считать, что на отрезке 

[tk; tk+1) осуществляется идентификация вектора старых пара-

метров Θi–1 в условиях пренебрежимо малого возмущения d2, 

а при ti → tk на отрезке [tk; tk+1) осуществляется идентификация 

вектора новых параметров Θi в условиях ограниченного возму-

щения d1. Приблизить ti к малой окрестности tk (или tk+1) пред-

ставляется возможным, выбирая параметр T. 

Свойство 3.  Если φ(t)  FE, выполняется допущение 1, 

ti  [tk; tk+1) и ∃[tk+1; tk+2) такой, что ti+1  [tk+1; tk+2), то 

  20 1
; kk

T t 



 такой, что 
  

  
0 2 0 1

2lim 0
k k

k
t T

t
  


 

  . 

Доказательство. 

По доказанному в свойствах 1 и 2 имеем оценки на пара-

метрическую ошибку в моменты времени tk+1 и tk+2: 

(34)       10 1 0
20,25

1 2 ,k k
dt T

k kt e t



 

   

 (35)     
 0 2 0 10,5

2 12 .
k kt T

k kt e t
   

   

 Подставив (34) в (35), имеем: 

(36) 
      

 

  

0 2 0 1 00 1

0 2 0 1 1

0,5 0,25

2

0,5

2

2 ,

k k kk

k k

t T t T

k k

t T d

t e t

e

 





 

 

   



 

   

  
откуда следует справедливость свойства 3. ■ 

Согласно свойствам 1–3, закон (23) обеспечивает экспонен-

циальную ограниченность ошибки идентификации любого i-го 

постоянного неизвестного параметра Θi кусочно-постоянной 

функции Θ если ti  [tk; tk+1) или если существует следующий 
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интервал фильтрации ti+1  [tk+1; tk+2). Свойства 1 и 3 позволяют 

рассмотреть поведение ошибки оценки параметра Θi не на ин-

тервале фильтрации [tk; tk+1), а на всем интервале [ti; ti+1) суще-

ствования параметра Θi. 

Теорема 1.  Пусть выполняется условие конечного возбуж-

дения регрессора φ(t)  FE и допущение 1, параметр T фильтра 

(6) выбран так, что T < 2TΘ или T ≪ 2TΘ, а для формирования 

вектора оценок ̂  используется контур (23), тогда параметри-

ческая ошибка i  ограничена в соответствии с (5), а ее оценка 

сверху R может быть уменьшена увеличением γ0T3, γ0T1, β и 

имеет вид 

(37) 

     
  

0 30 3 0 3

0 3

11 0 3

0 3

11 max1

1

1

1
,

i i Tmax maxmaxmax
T

i Ti maxmax

T

i Ti Ta e
r ae

a e

ae

R a e t ae

b









 



 



   






    


 

где a, b определены при доказательстве. 

Доказательство. 

Из сопоставления графического пояснения рис. 2 и 

свойств 1 и 3 контура идентификации (23) следует, что пара-

метрическая ошибка (5) будет минимальной, если T ≪ 2TΘ 

(в этом случае на отрезке [ti; ti+1) максимизируется число интер-

валов фильтрации [tk; tk+1), на которых параметрическая ошибка 

экспоненциально убывает по свойству 1 контура идентифика-

ции (23)). Поэтому оценку сверху на параметрическую ошибку 

будем искать в случае, когда T < 2TΘ. В этом случае на отрезке 

[ti; ti+1) существует всего один интервал [tk+1; ti+1), на котором 

параметрическая ошибка убывает по свойству 1. 

Поскольку при T < 2TΘ ti  [tk; tk+1), и существует интервал 

времени [tk+1; ti+1) такой, что ti+1  [tk+1; tk+2), то согласно свой-

ству 3 можем записать: 

(38) 
      

 

  

0 1 0 00 1

0 1 0 1 1

0,5 0,25

1

0,5

2

2 .

i i kk

i k

t T t T

i i

t T d

t e t

e

 





 

 

   



 

   

  
Введем для выражения (38) следующую оценку сверху: 
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(39) 

   

    

0 3

max max

10 1

1

1 1 2 00 1
1 1 0

3 1 2

,

min 0,5 ; min 0,25 ,

; 2; .

T
i i

i i kk
i i i i

k k

dT

t ae t b

T t T T t T

T T T a b ae










 
    



   

        

   

 

Учитывая тот факт, что 

(40) 
   

   

1
ˆ ,

ˆ ,

i i i i

i i i

t t T

t t

       

   
 

можем переписать выражение (39) в виде 

(41)    0 3ˆ ˆ .
T

i i i it T ae t b


      

 Пользуясь равенством 

(42) 
   

 

1 1 1

1 1

ˆ ˆ

ˆ ,

i i i i i i

i i

t t T

t T

   

   

       

     
 

применим формулу (41) рекуррентно imax раз, воспользовавшись 

при этом формулой суммы геометрической прогрессии: 

(43) 

 

   

   

     

0 3

0 3 0 3 0 3

0 3 0 3 0 3

0 30 3 0 3

0 3

1 1 1

22 max
2 1

33 max
3 2

12 12

1

1

1

1 maxmax

i i Tmax max

T
i i i i i

T T T
i i

T T T
i i

i TT T i
r

a e

ae

ˆae t T b

ˆa e t T ae b ae

ˆa e t T ae ae

b ae a e a e t





  

  

 






   

  
   

  
   

    



        

        

       

     

  
  

11 0 3
0 3

0 3 0 3

max 1

1 1

i Ti maxmax

T T

T a e

ae
ae b.



 

  



 
 

 

 

Откуда непосредственно следует выражение (37). В силу 

выполнения предельных равенств: 

(44) 

  

0 3

0 3 0 1

0 1 max 1

lim 0, lim 0, 

lim 2 ,

T

T T

nT
k i k

e b

b ae t t



 



 

 




 

    
 

оценка сверху R может быть уменьшена с помощью увеличения 

γ0T3, γ0T1, β, что завершает доказательство теоремы. ■ 

Таким образом, обработка (6) и (17) матричного линейного 

регрессионного уравнения (1) позволяет построить закон оцен-
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ки (23), гарантирующий при выполнении условия конечного 

возбуждения регрессора ограниченность (5) ошибки идентифи-

кации кусочно-постоянных параметров регулируемым значени-

ем. 

4. Численный эксперимент 

4.1. ВАЛИДАЦИЯ ТЕОРЕТИЧЕСКИХ ВЫВОДОВ 

В численном эксперименте регрессор φ(t) и вектор неиз-

вестных параметров Θ зададим следующим образом: 

(45)    
 

 

T
T 0 0

T
1 1

0; 2 1 ,1,
1 ;  ,

0,5; 0,5; 4 2 .

et
i i

tt
t e t

T t
 



     
            

Параметры фильтра (6) и закона (23) установим так: 

(46) 
12

00,45; 200; 100; 10 .T         

Нетрудно убедится, что для выбранного регрессора φ(t) на 

интервале выполняется как условие конечного возбуждения, так 

и допущение 1. 

На рис. 3 изображены переходные процессы по Ω(t) и ϒ(t). 

Приведенные на рис. 3 переходные процессы по Ω(t) под-

тверждают существование при φ(t)  FE на каждом интервале 

фильтрации [tk; tk+1) момента времени T0k такого, что 

t [T0k; tk)  Ω(t) > Ω(T0k) > 0 и демонстрируют выполнение 

условия   0min k
k

T   , что подтверждает выводы след-

ствия 2 и свидетельствует о верном выборе параметра κ. 

Переходные процессы по ϒ(t) подтверждают справедли-

вость записи (18) и следствия 2: действительно, при φ(t)  FE 

с помощью (6) и (17) формируются возмущенные скалярные 

регрессионные уравнения с ограниченными в соответствии 

с (22) возмущениями. 

На рис. 4 представлено сравнение параметров Θ и их оце-

нок, полученных с помощью (23). 
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Рис. 3. Регрессор Ω(t) и функция ϒ(t) 

Переходные процессы по Θ̂  валидируют свойства контура 

оценки (23): на интервалах фильтрации [0; 0,45) и [0.9; 0,135) 

ошибка экспоненциально ограничена, а на интервале 

[0,45; 0,9) – ограничена, что определяется свойствами 1–3. 

Проверим теоретически доказанную в свойстве 2 возмож-

ность уменьшения на интервале [0,45; 0,9) предельной ошибки 

идентификации с помощью увеличения β. Для этого промоде-

лируем разработанную систему при зафиксированных в соот-

ветствии с (46) значениях T, γ0, κ и различных β. 
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Рис. 4. Сравнение параметров Θ  и их оценок Θ̂  

 

Рис. 5. Оценки Θ̂ , полученные при различных β 
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Представленное на рис. 5 семейство переходных процессов 

подтверждает возможность регулирования предельной ошибки 

идентификации на интервале [0,45; 0,9) с помощью увеличе-

ния β. 

Также выполним моделирование закона (23) при различных 

значениях параметра T и зафиксированных в соответствии с (46) 

значениях γ0, κ, β. 

 

Рис. 6. Оценки Θ̂ , полученные при различных T 

Результаты данного эксперимента, с одной стороны, моти-

вируют выбор T → 0, что обеспечивает экспоненциальную 

ограниченность ошибки идентификации на большем числе ин-

тервалов фильтрации, а с другой стороны, подтверждают воз-
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можность уменьшения ошибки идентификации приближением 

с помощью варьирования величины T момента времени ti к tk 

или tk+1. 

Наконец, промоделируем разработанную систему иденти-

фикации при T = 0,075, различных значениях параметра γ0 и за-

фиксированных в соответствии с (46) значениях κ, β. 

 

Рис. 7. Оценки Θ̂ , полученные при различных γ0 

Результаты данного эксперимента подтверждают отмечен-

ную в свойствах и теореме возможность регулирования с помо-

щью γ0 предельной ошибки идентификации неизвестных пара-

метров. 

Таким образом, все полученные в работе теоретические ре-

зультаты получили подтверждение в рамках численных экспе-

риментов, а закон идентификации (23) действительно может 

быть использован для повышения качества идентификации не-

известных кусочно-постоянных параметров при условии выпол-

нения требования конечного возбуждения регрессора. 

4.2. СРАВНЕНИЕ С ИЗВЕСТНЫМИ ЗАКОНАМИ ОЦЕНКИ 

Сравним разработанный закон оценки (23) с классическим 

градиентным законом оценки: 
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(47)  
T

T 3 10 0
ˆ ˆ ,  10 ,

0 1,5
GD y 

 
        

 
 

где Г – матрица коэффициентов усиления. 

Переходные процеccы по оценкам (47) представлены 

на рис. 8. 

 

Рис. 8. Сравнение параметров Θ  и их оценок Θ̂GD  

Сравнение рис. 4 и рис. 8 показывает, что разработанный 

контур оценки (23) по сравнению со стандартным градиентным 

законом идентификации обеспечивает интервальную экспонен-

циальную ограниченность ошибок оценки и в целом более вы-

сокое качество оценки неизвестных параметров. 

Также сравним эффективность предложенной фильтрации 

(6) по сравнению с известной фильтрацией Крейссельмейера: 

(48) 

   

         

         

T

T

,

, 0 0,

, 0 0,

f f

f f f

f f f

y t = φ t d

y t ly t φ t y t y

φ t lφ t φ t φ t φ



   

   

 

где d – возмущение, вызванное, по аналогии с d1 и d2, наруше-

нием принципа линейности в первом уравнении фильтра при 

изменении параметров регрессии (1). 
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Осуществим (17) скаляризацию уравнений регрессии (48) и 

применим закон идентификации (23) при различных значениях 

параметра l и значениях параметров γ0, κ, совпадающих с приве-

денными в (46). 

 

Рис. 9. Оценки Θ̂ , полученные при различных l 

Сравнение результатов эксперимента с результатами, пред-

ставленными на рис. 5 и рис. 6, демонстрируют преимущества 

предложенного интегрального фильтра с экспоненциальным 

списыванием и сбросом (6) по сравнению с фильтром Крейс-

сельмейера (48) в задаче идентификации кусочно-постоянных 

параметров. Предложенная фильтрация со сбросом (6), в отли-

чие от фильтрации Крейссельмейера, позволяет устранить нега-

тивное влияние скачкообразного изменения параметров на ка-

чество формируемых оценок не асимптотически, а за конечное 

время, определяемое длиной интервала фильтрации T. В целом, 

варьирование двух параметров β и T фильтра (6) представляет 

более широкие возможности для улучшения качества оценок 

кусочно-постоянных параметров. 
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5. Заключение 

В работе предложена процедура обработки линейного ре-

грессионного уравнения, позволяющая построить закон оценки 

при выполнении условия конечного возбуждения регрессора, 

который гарантирует на интервале конечного возбуждения 

ограниченность регулируемым значением ошибки идентифика-

ции кусочно-постоянных неизвестных параметров. 

Предложенная процедура может быть применена для по-

строения адаптивных систем управления различными объекта-

ми с кусочно-постоянными неизвестными параметрами. Для 

этого необходимо известными методами свести задачу адаптив-

ного управления к задаче оценки параметров регрессии (1). 
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Abstract: The research is aimed at improvement of the solution quality of the un-

known piecewise-constant parameters identification problem for the classical linear 

regression equation. To solve this problem, a new procedure to process such equa-

tion, which is based on the known method of integral dynamic extension and mixing 

(I-DREM) but with the interval-based integral filter with exponential forgetting and 

resetting, is proposed. As proved in the paper, when the I-DREM procedure is ap-

plied, the proposed filter, unlike known from the literature, allows one to generate 

the regression equation with a scalar regressor and adjustable level of disturbance, 

which is caused by the step-like change of the unknown parameters. The main result 

of the study is a procedure to process a linear regression equation with a vector 

regressor, which allows one to derive an adaptation law. If the condition of the 

regressor finite excitation is met, then such a law guarantees that the identification 

error of the piecewise-constant parameters is bounded by an adjustable value. All 

of the aforementioned properties are proved analytically and/or demonstrated via 

the numerical experiments. 

Keywords: piecewise-constant parameters, identification, finite excitation, 

interval-based filtration, convergence. 
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МОДЕЛЬ ОПТИМИЗАЦИИ СТРУКТУРЫ 
РАЗВИВАЮЩЕЙСЯ ОРГАНИЗАЦИОННОЙ СИСТЕМЫ 

Лайко А. Э.1 

(ФГАОУ ВО Волгоградский государственный  

университет, Волгоград) 

Исследованы задачи поиска оптимального управления в расширенных теоре-

тико-игровых моделях «Центр – Агенты» и «Центр – менеджер – Агенты», 

заключающиеся в анализе качества управления при увеличении числа элемен-

тов, оценке предельной нагрузки на субъект управления, выявлении необходи-

мости добавления промежуточного звена и определении выгоды его наличия 

для органа управления верхнего уровня. Введено понятие критерия эффектив-

ности управления и зафиксированы его изменения в рамках увеличения элемент-

ного состава организационной структуры. С целью определения целесообраз-

ности введения промежуточного управляющего субъекта рассмотрены кон-

кретные примеры обобщенных математических моделей организационных си-

стем, представлены их численные решения, найдены зависимости оптималь-

ных параметров управления от числа работников организации. 

Ключевые слова: организационная система, управление, оптимизация 

структуры. 

1. Введение 

В моделях управления организационной системы (далее 

ОС), представленных в работах [6, 15], менее подробно рассмат-

ривается зависимость эффективности управления от затрат субъ-

екта управления. Эффективность управления считается макси-

мальной, а предметом исследования является структура управ-

ленческой иерархии, минимизирующая ее затраты. 

В настоящей работе приведены конкретные задачи, в рамках 

которых выявлено снижение эффективности управления со сто-

роны высшего управляющего органа в связи с появлением децен-

трализации.  

Переход ОС на новую стадию развития предполагает увели-

чение числа элементов ее структуры [13]. Однако при количе-

ственном росте числа сотрудников раннее выбранная структура 

становится неоптимальной и влечет за собой снижение эффек-

                                                           
1 Анна Эдуардовна Лайко, студент бакалавриата (pmib-181_751387@volsu.ru). 
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тивности организации и наступление кризиса её развития [1]. Ис-

следование процессов развития ОС средствами математического 

моделирования является актуальной задачей [3, 5, 7, 11, 18]. 

В настоящей работе рассмотрены задачи поиска оптималь-

ного управления в расширении теоретико-игровых моделей 

«Центр – Агенты» и «Центр – менеджер – Агенты», состоящего 

во введении зависимости результата действия агентов от вели-

чины и эффективности управления, зависящей, в свою очередь, 

от нагрузки на субъект управления.  

Основным аппаратом моделирования выступает теория игр, 

демонстрирующая взаимодействие между Центром и Агентом [8, 

9, 10, 21]. Также в рамках игровой модели вводится механизм 

стимулирования [7, 12,  17, 19], задающий зависимость размера 

вознаграждения агента, получаемого от центра, от выбранных им 

действий. Множество допустимых вознаграждений ограничива-

ется тарифно-квалификационными требованиями к оплате труда. 

Целью исследования является обоснование необходимости 

внедрения промежуточного управляющего субъекта, деятель-

ность которого направлена на повышение эффективности управ-

ление центра, в рамках перестроения иерархической структуры 

управления в условиях роста числа ее работников [4, 2, 13, 

16, 20]. 

2. Модель организационной системы 

Рассмотрим следующее расширение двухуровневой модели 

ОС «Центр – Агенты» [6, 7, 15]. Доход Центра: H(z) = z, где z – 

продукт ОС, λ – цена единицы продукта. Результат деятельности 

ОС, состоящей из n агентов, является функцией их действий yi: 

1

n

i i
i

z y 


  , где 0  βi  1 – функциональный параметр, отража-

ющий результативность управления i-м агентом, βi = βi(w). Далее 

будем считать агентов одинаковыми, тогда yi = yj = y,  

βi = βj = β, i, j = 1, …, n, i ≠ j. В результате получим: 
1

n

i
i

z z nz


  , 

z y  . 
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Целевые функции участников (Центра и агента) представ-

ляют собой следующее: для агента это разность между стимули-

рованием и затратами fi(y) = i(y) – ci(y), а для центра – разность 

между доходом и затратами центра на стимулирование, выплачи-

ваемое агентам: 

( ) ( ) ( )
i

iF z H z y  . 

Функцию затрат агента c(y) будем считать известной. 

Механизмом стимулирования будем называть правило при-

нятия Центром решений по стимулированию агентов. Механизм 

стимулирования включает в себя систему стимулирования, кото-

рая полностью определяется функцией стимулирования [6, 12, 

19]. Она в свою очередь определяется центром и является возна-

граждением за действие агента. 

Множество допустимых вознаграждений может быть огра-

ничено как экзогенно, например, на законодательном уровне (ми-

нимальный размер оплаты труда), так и эндогенно, т.е. выбором 

другой системы оплаты труда. 

Наиболее эффективной для Центра считается компенсатор-

ная система оплаты при благожелательности агента, т.е. при 

наличии нескольких оптимальных стратегий агент выберет ту, 

которая даст максимальную прибыль центру, и тогда его прибыль 

будет равна 0, а прибыль центра максимальна. Существуют и 

другие системы оплаты труда: скачкообразные, пропорциональ-

ные, основанные на перераспределении дохода и их всевозмож-

ные комбинации [6, 12, 17, 19].  

Пусть w – действие Центра по управлению каждым из аген-

тов, a – коэффициент, характеризующий технологию управления. 

С учетом содержательного смысла функции β(w, a) сформули-

руем ее свойства: β(w, a) – монотонно возрастающая функция; 

β(0, a) =  0, lim ( , ) 1
w

w a


 . Далее будем считать, что 

( , )
1

aw
w a

aw
 


.  

Будем предполагать, что функция затрат Центра на управле-

ние имеет вид s(w) = (w) = Wα, W = wn, α – показатель неста-
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бильности внешней среды (0  α  1– среда стабильна, α > 0– не-

стабильна). Далее везде в расчетах считаем, что a = 1 и α = 1. Ис-

следование зависимости оптимальной иерархии управления от 

этих параметров проведено в работе [6]. 

Будем считать, что в ОС существует нормативное значение 

βнорм  [0, 1] (например, βнорм = 0,8). В силу свойств β(w, a) суще-

ствует обратная функция wнорм(a, βнорм). Тогда Wнорм = nwнорм – со-

вокупные нормативные затраты на управление агентами. При 

βнорм = 0,8 получим 
норм

норм

норм

4
1

w



 


. 

Будем предполагать, что существуют предельные затраты 

Центра на управление пред предS W , предW wn  ( n  – предельное 

число подчиненных). До достижения этой величины качество 

управления не падает. 

Тогда падение эффективности управления после превыше-

ния предельной нагрузки описывается формулой 

пред

пред
пред

( , ) , .

1

aW

nW n n n
aW

n

  



 

В силу неравенства Wнорм  Wпред Центр вынужден нанимать 

менеджеров. На рис. 1 представлены зависимости управления 

агентами W и эффективности управления β от численности аген-

тов соответственно. 

 

Рис. 1. График зависимости эффективности управления 

от числа агентов 
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С целью приближения данной модели к реальности введем 

в нее механизм стимулирования. Основным аппаратом модели-

рования задачи стимулирования в теории управления является 

теория игр.  

Механизмом стимулирования называется правило принятия 

центром решений относительно стимулирования агента [6, 12].  

Далее стимулирование будет происходить по компенсатор-

ной системе, т.е. ( ) ( )ia a i if z c z  , где 
( ) , ,

0, ;
a

c z y x

y x




 
 


  

y – количество продукции, произведенной агентом, х – установ-

ленное центром количество производимого товара, c(z) – личные 

затраты агента. Далее считаем личные затраты агента квадратич-

ными относительно произведенного товара. 

3. Примеры 

3.1. ИССЛЕДОВАНИЕ ЗАВИСИМОСТИ ЦЕЛЕВОЙ ФУНКЦИИ 

ЦЕНТРА ОТ УПРАВЛЕНИЯ АГЕНТАМИ 

Исследуем влияние управления агентами на целевую функ-

цию Центра. И найдем оптимальное управления агентами при 

компенсаторной системе стимулирования [2, 15, 17,]. Задача (1) 

имеет следующий вид: 

(1) 

1

норм

0

норм

пред

0
пред

( , ) ( ) ( ) ( )

2
( ) max, ,

1 2

2
( ) max, .

2
1

n

i

i

a

a

F z H z z C n

y
ny n C Kn n n

r
y

W

ynny n C Kn n n
W r

y
n

 










   


    






   
 




 

Для наглядности сгруппируем слагаемые и покажем, что это 

квадратное уравнение относительно управления агентами (y). 



 

Управление большими системами. Выпуск 95 

38 

(2) 

норм

0

норм

пред

0
пред

2
( ) max, ,

2 1

2
( ) max, .

2
1

a

a

y
n ny C Kn n n

r
y

W

y nn ny C Kn n n
Wr

y
n









     





    
 


 

Чтобы не прибегать к дифференцированию данной системы, 

можно просто воспользоваться формулой для нахождения вер-

шины параболы, тогда получим следующе: 

(3) 

норм

норм

пред

пред

1
,

2
2

*

1

,

2
2

a

a

n

n n
n

r

Wy

nn
W

n n n
n

r











 





 




 




 

После приведения подобных слагаемых получим 

(4) 

норм

норм

пред

пред

,
1

*

,

a

a

r
n n

y
W r

n n
W n











 
 
 

 

Стоит уточнить, что можно воспользоваться соотношением 

пред нормW nw , которое вытекает из непрерывности кусочно-за-

данной функции в точке разрыва, и еще упросить данную си-

стему. 

На рис. 2 представлена зависимость оптимального управле-

ния агентами от их числа и показано, что при докритическом 

числе сотрудников, оптимальное управление ими не зависит 
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от их численности. При превышении критического числа опти-

мальное управление обратно пропорционально их численности, 

т.е. убывает по гиперболе. 

 

 
 

Рис. 2. Зависимость оптимального управления агентами  

от их числа 

 

После подстановки оптимального управления в целевую 

функцию и группировки слагаемых получим следующее 

(5) 

2 2
норм

02
норм*

2 2
пред

02
пред

, ,
2(1 )

, .
2( )

a

a

r
n K C n n

F
W r

n K C n n
n W

 





  
    

   
 

 
       

 

На рис. 3 показано, что при компенсаторной системе оплаты 

труда прибыль центра будет симметрична относительна управле-

ния агентами. То есть отклонение в любую сторону будет одина-

ково снижать прибыль. 

Вывод: в результате решения были получены стратегии 

управления при допредельном количестве агентов и превышаю-

щем предельное число. 
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Рис. 3. Зависимость прибыли центра от управления агентами. 

3.2. ИССЛЕДОВАНИЕ ЗАВИСИМОСТИ ЦЕЛЕВОЙ ФУНКЦИИ 

ЦЕНТРА ОТ ЧИСЛА АГЕНТОВ 

Теперь найдем оптимальное число агентов при оптимальном 

управлении. Для этого подставим в целевую функцию управле-

ние, найденное ранее, и решим задачу (6): 

(6) 

2 2
норм

02
норм

2 2
пред

02
пред

max, ,
2(1 )

max, .
2( )

a

a

r
n K C n n

n
F

W r
n K C n n

n W n

 





  
    

   
 

 
       

 

Случай допредельного количества агентов не интересен 

ввиду его линейности относительно числа агентов. Оптимальным 

числом для него будет 0 или предельное число агентов. Будем 

рассматривать случай превышения нормативной нагрузки на 

центр. 

(7) 

2 2
пред

2 02
пред

max, .
2( )

aW r
F n K C n n

n W n

 
    

  

 

Для нахождения максимума найдем нули производной целе-

вой функции центра. Для этого необходимо будет решить следу-

ющую задачу. 

(8) 
2 2 3 2 2

пред пред пред пред( ) (2( ) ) 2 ( ) 0.a aW r n W K n W n W r       
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В результате получаем кубическое уравнение (8). В условии 

реалистичности модели (все параметры положительны) у дан-

ного уравнения будет только один вещественный корень, так как 

кубический дискриминант отрицателен. Поэтому возможны сле-

дующие варианты поведения целевой функции:  

 

 
 

Рис. 4. Зависимость прибыли центра от количества  

агентов 

 

На рис. 4 случай 1 соответствует тому, что корень кубиче-

ского уравнения больше предельного числа сотрудников, т.е. для 

максимизации прибыли необходимо снизить качество продук-

ции, путем увеличения числа сотрудников. Случай 2 соответ-

ствует тому, что корень уравнения меньше предельного числа, 

т.е. для максимизации прибыли необходимо иметь предельное 

число сотрудников и максимальное качество управления ими. 

Вывод: таким образом, оптимальна двухуровневая структура 

организационной системы «Центр – Агенты» в рамках нашей мо-

дели имеет предельный размер. 

3.3. ИССЛЕДОВАНИЕ ЗАВИСИМОСТИ ЦЕЛЕВОЙ ФУНКЦИИ 

ЦЕНТРА В СИСТЕМЕ «ЦЕНТРЫ – МЕНЕДЖЕР – АГЕНТЫ» 

ОТ ДЕЙСТВИЙ МЕНЕДЖЕРА И АГЕНТОВ 

Пусть Центр может определить квалификации менеджера 

и агентов, контролировать действие менеджера, а менеджер – 

контролировать действия агентов. В силу этого предположения 
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Центр назначает оптимальный объем работы для менеджера и 

для агентов. Получаем следующую задачу (8) оптимизации: 

(9) 
2 2

,
( 1) max

1 2 2 y w
a m

y
F n y n K n

r r

 



     


. 

Для решения данной задачи найдем нули градиента: 

2

1 0

0

(1 )
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m

yF
n n
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nyF

r






 



                      
   

. 

Решение данной системы уравнение будет иметь следующий 

вид: 

(10) 

23

23

1
*

a m

a

a m

r r n
y r

r r n







 , 

(11) 
23* 1a mr r n   . 

Подставим решение (9), (10) в целевую функцию центра (8) 

и получим значения максимальной прибыли центра (11): 

(12) 

 
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Рис. 5. Зависимость целевой функции от управления персоналом 
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На рис. 5 представлено поведение целевой функции (8) от 

управления каждым из параметров в отдельности. Видно, что за-

висимость от управления агентами аналогична рис. 3. А вот 

управление менеджером имеет несимметричный вид и позволяет 

регулировать качество работы агентов и их число. 

Некоторые численные решения задачи (8) приведены 

в таблице 1. 

 

Таблица 1. Зависимость прибыли от управления агентами и ме-

неджером 

№ λ K ra rm n y* w* F* 

1 10 10 1 1 25 9,26 12,57 733,56 

2 10 20 1 1 15 9,13 10,45 250,12 

3 10 20 2 1 25 18,83 16,10 1566,55 

4 10 20 2 2 25 19,07 20,54 1647,79 

5 20 50 2 2 22 38,78 31,78 7443,78 

 

На рис. 6 представлена зависимость прибыли центра от 

управления персоналом (агенты и менеджер).  

 

 
 

Рис. 6. Поведение целевой функции центра от управления аген-

тами и менеджером 
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Видно, что есть четкая зона максимальной прибыли (желтый 

цвет). Вне данной зоны можно заметить быстрый спад от неопти-

мального управления агентами или недостаточным управлением 

менеджером и плавный спад при излишнем управлении менедже-

ром. Также стоит заметить, что при определенных конфигура-

циях, когда управления недостаточно или оно избыточно, работа 

производства вовсе нецелесообразна из-за отсутствия всякой 

прибыли. 

Вывод: в результате исследования трехуровневой ОС, добав-

ление менеджеров не увеличивает прибыль напрямую. Однако 

позволяет снизить нагрузку центра и, как следствие, увеличить 

предельное число сотрудников. 

 

4. Заключение 

Введение в данную модель информационной 

неопределенности на организационное перестроение, снижение 

информационной неопределенности, модели изменяющейся 

внешней среды, а также использование результатов оптимизации 

более сложных моделей стимулирования и организационных 

иерархий [2, 4] позволит построить оптимальные траектории 

развития ОС, а также построить математические модели 

описанных в [1] кризисов их  развития. 
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ОЦЕНОЧНЫЕ МЕТОДЫ В ПРОТЕОМИКЕ1 

Гришин Е. М.2 

(ФГБУН Институт проблем управления  

им. В.А. Трапезникова РАН, Москва) 

Современные математические методы исследования белка, такие как 

database search и de novo, имеют свои недостатки. При помощи database 

search невозможно определить белок, который отсутствует в базах данных. 

Методы de novo позволяют идентифицировать новые белки, но при этом 

являются очень ресурсоемкими (требуется использование суперкомпьютера). 

В рамках данного проекта был разработан комплексный подход приближен-

ного анализа исследуемого белка, проводимый на персональном компьютере. 

Задача качественного и количественного определения исходной последова-

тельности (белка) состоит из трех подзадач. Первая – устранение шумов и 

выделение пиков по данным масс-спектрометрии. Был разработан алгоритм, 

сочетающий метод скользящего среднего и технологию вычислительной фо-

тографии HDR. Вторая подзадача – идентификация пиков. Она была сведена 

к задаче о рюкзаке и решена при помощи метода ветвей и границ. Последняя 

подзадача – восстановление исходной последовательности по набору фраг-

ментов (пики и их интенсивности). Данная подзадача была решена при по-

мощи построения двоичных деревьев и поиска пути максимальной длины. Все 

вычисления проводились на ПК с применением технологии параллельных вы-

числений CUDA. 

Ключевые слова: протеомика, задача о рюкзаке, метод ветвей и границ, 

параллельные вычисления. 

1. Введение 

В настоящее время бурно развиваются методы геномики и 

протеомики. Эти науки достаточно молодые (появились в конце 

XX века) и используют комбинацию современных компьютер-

ных технологий и методы исследования и идентификации веще-

ства, прежде всего масс-спектрометрические с высоким разре-

шением. Протеомика (от слов протеин и геномика) – наука, за-

нимающаяся анализом аминокислотных последовательностей 

в белках [15]. Наиболее часто встречается анализ при помощи 

                                           
1 Работа выполнена при частичной поддержке фонда Базис, грант №20-2-9-12-1. 
2 Егор Максимович Гришин, инженер (grishin.em16@physics.msu.ru). 
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масс-спектрометрии (в том числе тандемной) с последующей 

обработкой.  

Существуют два подхода к исследованию белков: про-

теомика «снизу–вверх» [2] и протеомика «сверху–вниз» [10]. 

В первом методе все интересующие исследователя белки объ-

единяются в сложную смесь пептидов, которая затем анализи-

руются, чтобы определить, какие белки присутствовали в об-

разце. В подходе «сверху–вниз» из образца выделяются интере-

сующие белки, которые уже независимо друг от друга исследу-

ются. Данная работа посвящена второму подходу и анализу од-

ного белка. 

В протеомике для качественного и количественного анали-

за в основном применяются два метода анализа данных, полу-

ченных при помощи масс-спектрометрии. Первый из них – по-

иск по базам данных. Основной идеей является нахождение 

спектра, наиболее похожего на полученный, в одной из соответ-

ствующих баз. После чего производится сравнение спектров, 

снятого масс-спектрометром, теоретического и найденного 

в базе данных. Очевидным недостатком такого подхода являет-

ся неполнота баз данных. Если ранее не был идентифицирован 

некоторый спектр, то при помощи поиска по базам данных его 

определить не удастся. Однако подобный инструмент анализа 

применим как к протеомике «снизу–вверх», так и «сверху–

вниз». 

Чтобы избавиться от этого недостатка, были разработаны 

методы de novo [5], заключающиеся в анализе входных данных 

без использования референсных значений. В отличие от поиска 

по базам данных им не требуется дополнительная информация 

для идентификации аминокислотой последовательности. Они 

позволяют достаточно точно определить исследуемый образец 

при помощи активно развивающихся математических методов. 

Однако для их применения нужно использовать суперкомпью-

тер, что не всегда возможно и требует продолжительного вре-

мени вычислений.  

Согласно публикации в журнале Science [6] данная задача 

является одной из 125 важнейших современных научных про-

блем. В данной работе предложены оценочные методы для ана-
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лиза белков на персональном компьютере. Они не дают точное 

решение, но позволяют получить представления об образце и 

выстроить при необходимости дальнейшие исследования более 

рационально. 

1.1. ЛИТЕРАТУРНЫЙ ОБЗОР 

Анализ белковых структур является актуальной темой уже 

долгое время. Одним из первых методов, который был приме-

нен, является деградация по Эдману [4]. Было предложено по-

очередно отщеплять концевые аминокислотные остатки. Имея 

множество всех возможных подпоследовательностей, можно 

восстановить исходную структуру. Для идентификации n-

концевых остатков использовалась хроматография. Все опера-

ции проводились вручную с использованием дорогостоящих 

реактивов. Помимо этого было невозможно исследовать длин-

ные последовательности.  

C распространением персональных компьютеров и адапта-

ции масс-спектроскопии были разработаны методы database 

search [16] и de novo. В настоящее время чаще используется 

подход database search, в котором полученный спектр сравнива-

ется со спектрами уже известных белков, так как подходы 

de novo более чувствительны к шумам и ошибкам в масс-

спектрах. Алгоритмы поиска по базам данных состоят из не-

скольких шагов. Первоначально необходимо экспериментально 

получить спектр исследуемого белка при помощи масс-

спектрометрии. Далее производится обработка полученного 

спектра. На последнем шаге происходит идентификация иссле-

дуемых. В дополнение может производиться сравнение теоре-

тического спектра и экспериментального. При сравнении оце-

нивается вероятность совпадения исследуемого и теоретически 

полученного белков. 

В [8] подробно разбираются в преимущества и недостатки 

современных подходов de novo. Часто применяется метод over-

lap layout consensus [13]. Среди всех последовательности ами-

нокислот одинаковой длины производится поиск пересечений и 

на основе этого строится полная последовательность пептидов. 

Основной идеей является построение графа де Брюина возмож-
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ных перестановок на основе данных масс-спектрометрии. Пики 

спектрограммы соответствуют вершинам графа, а расстояния 

между пиками соответствуют ребрам. В [12] предложен алго-

ритм поиска Евклидова пути в подобном графе, который и явля-

ется искомой последовательность. Однако размеры построен-

ных графов велики, и для поиска приходится использовать су-

перкомпьютеры. В [14] проведен подробный анализ использо-

вания графов для сборки белковых последовательностей, по-

строенных по спектрам, а также представлены основные задач, 

решение которых необходимо для более эффективного приме-

нения подхода de novo. 

Методы масс-спектрометрии активно развиваются, что поз-

воляет получить более четкие спектры с меньшим количеством 

шумов, что важно для таких чувствительных методов как de no-

vo. Новые разработанные алгоритмы также позволяют сокра-

тить время обработки данных и более качественно идентифици-

ровать неизвестные образцы. В [11] сделан обзор последних до-

стижений в области подходов de novo. 

В данной работе предложен метод для оценочного анализа 

белков, состоящий из трех шагов. Прежде всего надо обрабо-

тать спектр и устранить шумы. Для этого был разработан алго-

ритм с применением метода скользящего среднего (его схожее 

применение можно найти в [1]) и технологии вычислительной 

фотографии HDR [7]. Это позволяет на основе нескольких спек-

тров для исследуемого белка накопить больше информации и 

точнее ее предобработать, избавившись от шумов и неточно-

стей. Данная часть алгоритма выполняется при помощи парал-

лельных вычислений с использованием ресурсов видеокарты – 

GPU-вычисления. 

Далее необходимо определить, каким аминокислотам соот-

ветствует каждый локальный пик. Эта задача сведена к задаче 

о рюкзаке, которая была решена методом ветвей и границ при 

помощи параллельных вычислений. В [3] приведена реализация 

метода ветвей и границ с применением параллельных вычисле-

ний на GPU. 

Последний шаг – восстановление исходной последователь-

ности. Для этого был использован, предложенный в [9]. В его 
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основе лежит построение двоичных деревьев для различных 

начальных элементов. По пересечению фрагментов белка, вхо-

дящих в построенные графы, осуществляется поиск оптималь-

ного пути в них, что и является искомой последовательностью. 

Построение двоичных деревьев и поиск пути в них так же вы-

полнялся параллельно. 

2. Методы в протеомике 

Задача протеомики формируется следующим образом. Бе-

лок кодируется последовательностью аминокислот. Аминокис-

лоты, в свою очередь, являются триплетами нуклеотидов. Нук-

леотиды – неделимые элементы, существует четыре разновид-

ности которых (A, T, G, C). При исследовании одновременно 

анализируется большое количество копий одного и того же бел-

ка. Каждая копия разрезается случайным образом на фрагменты 

(аминокислоты остаются неделимыми). Все полученные фраг-

менты (от всех копий) одновременно анализируются в масс-

спектрометре. В результате получается спектр интенсивностей 

некоторых неопределенных фрагментов, которые называются 

ридами. Характеристики всех аминокислот и некоторых пепти-

дов (недлинная последовательность аминокислот) известны и их 

можно идентифицировать по спектру без дополнительных вы-

числений. Оставшиеся пики необходимо обработать и опреде-

лить набор аминокислот и пептидов, которым они соответству-

ют. 

Данную задачу можно переформулировать. Пусть задан 

алфавит из четырех букв (A, T, G, C). Словом будет являться 

последовательность слогов, состоящих из трех букв (аминокис-

лоты). Известны количественные характеристики неопределен-

ных фрагментов слов (некоторые известны). Изначальное коли-

чество копий исследуемого слова точно неизвестно. Каждому 

слогу соответствует некоторый весовой коэффициент. Если 

имеется несколько неизвестных фрагментов с одинаковой весо-

вой характеристикой (сумма весовых коэффициентов составля-

ющих слогов), то с большой долей вероятности можно утвер-

ждать, что все такие фрагменты одинаковы. Хотя могут встре-
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чаться фрагменты с равными весовыми характеристиками, но 

вероятность такого события мала, поэтому принято такое допу-

щение. После идентификации всех фрагментов (составляющих 

их слогов) необходимо восстановить слово, длина и весовая ха-

рактеристика которого лежит на некотором заданном интервале. 

В копиях слова и фрагментах могут быть ошибки, которые 

необходимо исправлять. 

2.1. ОБРАБОТКА СПЕКТРА 

Первоначально необходимо обработать «сырой» спектр, 

полученный при помощи масс-спектрометрии. Необходимо 

удалить шумы, которые могли появиться из-за примесей, и вы-

делить пики, которые будут использованы для дальнейшего 

анализа.  

Для повышения точности были использованы несколько 

спектров (полученные при повторных экспериментах). Сначала 

в каждом спектре выделялись пики. Для этого был использован 

метод скользящего среднего. Для каждой выбранной точки и ее 

соседей вычислялось среднее с учетом весовых коэффициентов. 

Далее из значения в выбранной (центральной) точки вычиталось 

значения взвешенного среднего. Если получалось отрицатель-

ное значение, то оно приравнивалось к нулю. Это позволяет 

увеличить значение максимумов и избавиться от фонового 

тренда. Было проведено исследование по эффективности выде-

ления пиков от величины используемого интервала. Оказалось, 

что наиболее подходящим является использование пяти сосед-

них значений помимо центрального.  

После того как выделены необходимые пики на каждом от-

дельном спектре, эти наборы данных требуется объединить. Это 

необходимо, потому что чем выше точность идентификации 

пиков, тем более точно можно определить исходную последова-

тельность белков. В силу технической погрешности пики сме-

щаются относительно их истинного положения. Чтобы умень-

шить эту погрешность, был применен аналог технологии вы-

числительной фотографии HDR для набора спектров. Это поз-

воляет не только более точно установить положение пиков, но и 

дополнительно уменьшить воздействие шумов на итоговый ре-
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зультат. Результирующее значение на основе предобработанных 

спектров получается следующим образом. На каждом спектре 

выделяются локальные максимумы (пики). Для каждого ло-

кального максимума выбранного спектра осуществляется поиск 

локальных максимумов на остальных спектрах на заданном ин-

тервале. Если локальные максимумы найдены, то их положение 

и их количество заносится в память. Если локальные максиму-

мы не найдены, то принимаем данное значение за ошибочное. 

Далее, зная количество локальных максимумов и их положение 

на спектрах, необходимо определить координату точки, распо-

ложенную к ним ближе остальных по сумме расстояний. Варьи-

руя радиус окрестности локального максимума, можно настраи-

вать алгоритм для разных задач с учетом точности эксперимен-

та.  

2.2. ИДЕНТИФИКАЦИЯ ПИКОВ 

Теперь, когда по набору спектров устранены шумы и по-

грешности, а пики однозначно выделены, последние нужно 

идентифицировать. Все белки состоят из аминокислот, которые, 

в свою очередь, являются триплетами нуклеотидов (A, C, G, T). 

Аминокислоты (характеристики всех известны) образуют пеп-

тиды, характеристики некоторых из них известны. Положение 

пиков соответствуют массам фрагментов белка. По интенсивно-

стям пиков можно определить количество данного фрагмента 

в исследуемом образце. Одному пику могут соответствовать 

разные фрагменты (с очень близкими массами), но в угоду 

быстроте работы алгоритма это очень маловероятное событие 

не учитывается.  

Расстояние между двумя пиками на масс-спектре задает 

разницу масс двух фрагментов. Если эта разность равна массе 

некоторого фрагмента, присутствующего в спектре, известного 

пептида или аминокислоты, то можно с большой долей вероят-

ности утверждать, что тяжелый фрагмент (и соответствующий 

пик) состоит из более легких фрагментов. Таким образом, зада-

чу идентификации пиков можно свести к известной задаче 

о рюкзаке. 



 

Управление большими системами. Выпуск 95 

54 

В переформулированной задаче пики поочередно являются 

как рюкзаками, так и предметами. Алгоритм начинает свою ра-

боту с самого тяжелого фрагмента, представленного в спектре. 

Этот фрагмент является рюкзаком. Остальные же более легкие 

фрагменты (пики которых присутствуют в спектрограмме) яв-

ляются предметами. При этом количество предметов ограниче-

но (определяется по интенсивности пиков). Далее для таких 

входных данных ищутся несколько наиболее точных решений 

при помощи метода ветвей и границ. Аналогичные процедуры 

повторяются для всех пиков (фрагментов). 

Самые легкие фрагменты состоят из отдельных аминокис-

лот, поэтому их можно идентифицировать достаточно точно 

(так как массовые характеристики коротких пептидов и всех 

аминокислот известны с высокой точностью). Тогда, двигаясь 

в обратном направлении (от легких фрагментов к тяжелым) 

можно идентифицировать все пики спектра (определить их 

аминокислотный состав).  

При решении методом ветвей и границ запоминаются все 

допустимые решения. В конце, когда наборы возможных реше-

ний для всех пиков известны, необходимо получить общее ре-

шение с учетом общего количества всех фрагментов. Для этого 

решается задача о рюкзаке повторно. На этот раз для каждого 

пика надо выбрать ровно одно решение, которое учитывает как 

массовые характеристики фрагментов, так и их общее количе-

ство в исходном масс-спектре. Причем общее количество всех 

различных фрагментов по отдельности, входящих в состав каж-

дого пика, должно быть как можно ближе к количеству таких 

фрагментов, представленных в изначальном спектре.  

2.3. ВОССТАНОВЛЕНИЕ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ 

Наконец, зная составляющие каждого из пиков и их коли-

чество (интенсивности), можно восстановить исходную после-

довательность. При получении масс-спектра множество копий 

исходного слова (белка) произвольно разрезается на некоторые 

фрагменты. Фрагменты разных копий слова могут быть пересе-

кающимися. Может случиться так, что на одном спектре будут 

присутствовать определенные пики, а на другом (при повторном 
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анализе этого же белка) эти пики будут отсутствовать. Для того 

чтобы этого избежать, проводится несколько повторных экспе-

риментов. Благодаря этому можно понизить ошибку и накопить 

больше информации об исходном белке (аналогично методу 

рядов). 

Основой решения данной задачи является построение дво-

ичных деревьев. Идеи, представленные в [9], были несколько 

упрощены, чтобы процесс вычисления занимал меньшее время. 

Чтобы восстановить исходную последовательность, строятся 

двоичные деревья пересечений фрагментов. При этом в качестве 

начальной вершины выбираются наиболее длинные фрагменты, 

полученные на предыдущем шаге. Так как спектры при повтор-

ных экспериментах могут различаться, то поиск подходящих 

фрагментов осуществляется для набора фрагментов, соответ-

ствующих только одному спектров.  

Совпадение пересечений фрагментов не должно быть абсо-

лютным: суффикс и префикс двух фрагментов могут иметь не-

большие различия, количество совпадений было выбрано на 

уровне 85%, что позволяет сочетать сравнительно высокую ско-

рость работы и точность решений. В каждом двоичном дереве 

ищутся пути максимальной длины (от листьев в центр), с дли-

нами и весовыми характеристиками, лежащими на интервалах, 

определенных для исследуемого слова изначально. Последова-

тельности, полученные в результате поиска наилучшего пути, 

объединяются в исходную последовательность аналогично 

предыдущему шагу при помощи решения задачи о рюкзаке. 

3. Результаты 

Таким образом, общая задача была разбита на три основ-

ные подзадачи: обработка спектров, идентификация пиков и 

восстановление исходной последовательности. Все задачи ре-

шаются последовательно, выходные данный одной задачи яв-

ляются входными данными для следующей. 

В первой подзадаче параллельно выполнялся пересчет зна-

чений в каждой точке по методу скользящего среднего с весо-

выми коэффициентами и объединение полученных данных 
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с нескольких масс-спектров. На рис. 1 представлен пример ра-

боты алгоритма на тестовом примере. Даны семь наборов вход-

ных данных (полученных при повторных экспериментах), один 

из которых (синий, седьмой) является преднамеренно ошибоч-

ным. В средней части данного рисунка представлены наборы 

данных без шумового. Видно, что положение пиков и их интен-

сивности различаются. В верхней части рисунка голубыми точ-

ками обозначены идентифицированные пики, при этом шумо-

вые данные были исключены из рассмотрения алгоритмом, и 

соответствующие пики не были идентифицированы за истин-

ные. Несмотря на большие шумы и неточности в одном из спек-

тров, пики идентифицированы абсолютно точно с учетом фоно-

вого тренда. Для каждой центральной точки каждого спектра 

вычисления проводились параллельно при помощи графическо-

го процессора. 

 

Рис. 1. Идентифицированные пики 

На рис. 2 схематически показана формулировка задачи 

идентификации пиков в виде задачи о рюкзаке. Наиболее тяже-

лый пик из рассматриваемых выше соответствует рюкзаку, 

а более легкие – предметам. Так, в рюкзак вместимости 21 
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необходимо положить предметы (кирпичи с весом 9 в количе-

стве не более 10 и книги с весом 3 в количестве не более 5) 

с суммарной массой, наиболее близкой к вместимости рюкзака. 

В дереве решений при достижении определенного количества 

вершин поиск оптимального решения по ветвям графа может 

происходить параллельно и независимо, что сокращает время 

работы алгоритма. Задача о рюкзаке была решена при помощи 

метода ветвей и границ на графическом процессоре. 

 

Рис. 2. Сведение решаемой проблемы к задаче о рюкзаке 

На рис. 3 схематично показано построение двоичного дере-

ва. Пусть есть фрагмент TATCG (выделено желтым). Среди 

других фрагментов ищутся совпадения суффиксов и префиксов 

(зеленые буквы). Так как совпадение не обязательно должно 
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быть полным (регулируется исследователем), то могут быть до-

пущены противоречия (красные буквы).  

В построенном дереве можно найти путь максимальной 

длины GCTTCTATCG(C/T)FAGTA (выделено голубым). При 

этом допущена неточность, так как по данному дереву невоз-

можно определить значение одной из букв. Далее аналогичным 

образом восстанавливается исходная последовательность. Для 

различных начальных фрагментов построение таких деревьев и 

поиск пути в них проводился параллельно. 

  

Рис. 3. Пример двоичного дерева 

4. Заключение 

Все вычисления проводились на персональном компьютере 

с процессором Intel Core i9-10980HK и видеокартой Nvidia RTX 

2080 Max-Q. Алгоритмы были имплементированы на языке C++ 

с использованием технологи параллельного программирования 

CUDA. Количество пиков на масс-спектрах достигало миллио-

нов, до 10 масс-спектров было получено (проведено повторных 

экспериментов) для исследуемого образца. Время работы пред-

ложенного комплексного подхода достигало нескольких часов 

работы. Наиболее ресурсоемкими задачами были решение зада-

чи о рюкзаке (идентификация пиков – до 30% общего времени 

работы) и построение двоичных деревьев с поиском пути в них 

(восстановление исходной последовательности – до 70% общего 

времени). Предложенный подход позволяет значительно сокра-
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тить время для приближенного анализа исследуемого белка 

с последующим применением более точных и время затратных 

методов при необходимости. 
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Abstract: Modern mathematical methods for protein analysis, such as database 

search and de novo methods, have their own drawbacks. It is not possible to identify 

proteins that are not included in databases using database search. The de novo 

methods allow us to identify new proteins but they are very computationally de-

manding (requiring the use of a supercomputer). In this project a complex approach 

of approximate protein analysis conducted on a personal computer was developed. 

A problem of qualitative and quantitative determination of initial sequence (protein) 
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consists of three subproblems. The first one is noise cancellation and peak identifi-

cation using mass spectrometry data. An algorithm combining a sliding average 

method and computational photography HDR technology was developed. The sec-

ond subproblem is peak identification. It was reduced to a knapsack problem and 

solved using the branch and bound method. The last subproblem is initial sequence 

reconstruction using a set of fragments (peaks and their intensities). This subprob-

lem was solved by constructing double trees and searching for a path of maximum 

length. All calculations were performed on a PC using CUDA parallel computing 

technology. 

Keywords: proteomics, the knapsack problem, the branch and bound meth-

od, parallel computing. 
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Работа посвящена решению задачи идентификации стальной заготовки пе-

ред ее посадом в методическую печь в прокатном цехе металлургического 

комбината. Задачей является разработка автоматизированной системы, 

позволяющей снять с оператора поста управления посадом задачу ручной 

идентификации каждой поступающей на участок заготовки. В работе рас-

смотрены такие подходы к решению поставленной задачи, как нанесение на 

заготовку дополнительной маркировки с целью дальнейшего автоматическо-

го чтения и разработка системы чтения существующих клейм на основе 

нейросетевого подхода. Проведен эксперимент по нанесению маркировки 

лазерами различной мощности на «серый» и «светлый» металл, оценена чи-

таемость полученных кодов. В результате сделан вывод о возможности 

применения лазерной маркирации только на зачищенном прокате. Поэтому 

предложен подход к построению нейросетевой системы идентификации су-

ществующего клейма, разработана реализующая его система. Она была 

успешно внедрена в производство и позволила добиться примерно 90% точно-

сти распознавания, что способствовало снижению нагрузки на оператора 
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и уменьшению вероятности «смешивания» различных марок стали в печи 

нагрева. 

Ключевые слова: лазерные маркираторы, клеймение, нейронные сети, 

машинное зрение, распознавание маркировки. 

1. Введение 

Слежение за материалом на всех этапах производства явля-

ется одной из важнейших и, во многих случаях, нетривиальной 

задачей. Предприятия, выпускающие широкий диапазон про-

дукции и имеющие сложную внутреннюю логистику, включа-

ющую склады, многопоточные линии обработки, уделяют дан-

ному вопросу особое внимание [1]. Одновременно растут требо-

вания со стороны потребителя, заключающиеся в желании 

иметь информацию обо всём процессе производства конкретно-

го изделия, начиная от этапов подготовки производства до фи-

нальных стадий обработки. Ярким примером подобной ситуа-

ции является металлургическое производство, где одним из тре-

бований заказчика является прослеживание производства мате-

риала от выплавки и разливки до операций отделки готового 

проката. Одновременно надежная система слежения за материа-

лом снижает риск логистических ошибок и полезна технологи-

ческому персоналу предприятий. Подобные задачи актуальны на 

Оскольском электрометаллургическом комбинате им. А.А. Угарова 

(ОЭМК) в связи с ростом требований потребителей и цифровой 

трансформацией Industry 4.0. 

В рамках металлургического производства первичная мар-

кировка материала начинается на этапах разливки или отливки, 

когда расплавленный металл затвердевает. На данном этапе на 

еще горячий металл маркировка во многих случаях наносится 

клеймовочными машинами методом выбивания клейма с номе-

ром плавки и номером изделия (заготовки). Ввиду высоких тем-

ператур поверхности слитка (порядка 1100°C), дальнейшего 

окалинообразования и высокой производительности участков 

разливки, нанесение клейма другим методом (крепление бирки 

роботом манипулятором, например) предполагает высокую тех-

ническую сложность и стоимость готового решения. Нанесен-
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ный методом горячего клеймения номер плавки и заготовки со-

держит минимум технологической информации, а нанесение 

методом горячего клеймения 2D-кодов не представляется воз-

можным. Клеймо в виде набора цифр в большинстве случаев 

является нечитаемым для штатных средств машинного зрения и 

требует отдельных уникальных алгоритмов распознавания 

[3, 4]. Одной из технологических операций в сортопрокатном 

цехе №1 (СПЦ-1) является загрузка данных заготовок в печь для 

нагрева перед прокатом (рис. 1). Загрузкой управляет оператор 

поста посада металла в печи. Заготовка поступает со склада по 

рольгангу, далее подается до подвижного упора на место иден-

тификации. После остановки заготовки упор опускается, и опе-

ратор видит заготовку у себя на экране монитора, сверяет клей-

мо на заготовке с номером актуальной плавки на посаде, кото-

рый фигурирует в доступной ему системе АСУТП, выбирает 

конкретную заготовку из плавки, далее транспортирует заготов-

ку в автоматическом режиме до печей. При посаде заготовок 

нестандартных длин в задачу оператора входит ручное позици-

онирование заготовки перед печью для точного посада на ша-

гающие балки печи. 

 

Рис. 1. Загрузка заготовок в печь 

После участков разливки (отливки) готовые охлажденные 

изделия поступают на промежуточные склады, где сортируются 

в соответствии с дальнейшим маршрутом обработки [2]. Так как 
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металл уже охлажден и темпы работы склада ниже, чем участ-

ков разливки, появляется потенциальная возможность нанесе-

ния дополнительной машиночитаемой маркировки [2], содер-

жащей больший объем технологической информации, без сни-

жения темпов производства. Широкое распространение получи-

ли штрих-коды (BAR-код) и различные 2D-коды (QR, 

Datamatrix и др.). Основным преимуществом 2D-кодов является 

значительный объем информации (до 3 Кбайт), которую они 

могут содержать, в сравнении со штрих-кодами при равном 

размере кода. Также 2D-коды более помехоустойчивы: QR-код 

сохраняет возможность чтения при повреждении до 30% пло-

щади кода (в зависимости от уровня шифрования), Aztec-код 

может читаться при повреждении до 95% кода. Подобные ре-

шения нашли широкое применение во многих отраслях про-

мышленности, особенно в пищевой отрасли, где коды наносят 

на пластик, картон, стекло и другой легкообрабатываемый ма-

териал. Также они применяются в машиностроении и автомоби-

лестроении в задаче маркировки готовых изделий. 

Другим возможным решением является разработка систе-

мы, позволяющей читать уже нанесенное клеймовочными ма-

шинами клеймо без нанесения дополнительной маркировки. 

В данной работе рассмотрено применение обоих методов. 

2. Нанесение кодов лазерными маркираторами 

Нанесение дополнительной маркировки возможно с помо-

щью применения различного оборудования. Широкое распро-

странение получили каплеструйные маркираторы, лазерные 

маркираторы, системы печати и нанесения бирок и стикеров. 

Однако решения с бирками и стикерами имеют высокую стои-

мость, так как подразумевают установку роботов-

манипуляторов, непосредственно крепящих бирку на металл. 

Каплеструйные маркираторы прихотливы в обслуживании (за-

сорение сопел) и влекут собой дополнительные траты на рас-

ходные материалы ввиду применения специальных красок. По-

этому в качестве оборудования для нанесения дополнительной 

маркировки было предложено опробовать лазерные маркираторы. 
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Стоимость подобных решений значительно меньше роботизи-

рованных систем, а также их преимуществом является высокая 

надежность при отсутствии затрат на расходные материалы. 

Эксперимент по нанесению дополнительной маркировки 

проведен на пробах прокатанного металла [5]. Ввиду того, что 

поверхность стальных проб зачищена и окалины практически не 

содержит, для экспериментов по оценке влияния окалины на 

качество нанесения маркировки данные образцы не подходили. 

Появление окалины было обеспечено проведением термообра-

ботки заготовок в муфельных печах. Заготовки были разделены 

на три группы со следующими режимами термообработки: 

1. Первая группа – нагрев до 700°C и охлаждение в воде. 

Условная закалка позволила получить значительный по тол-

щине слой окалины. Далее в статье данные заготовки именуют-

ся «Заготовки с окалиной». 

2. Вторая группа – двукратный нагрев до 700°C и охлажде-

ние вместе с печью. Данная термообработка позволила полу-

чить незначительный слой окалины, близкий по толщине 

к непрерывно литым заготовкам. Далее в статье данные заго-

товки именуются «Заготовки условно чистые». 

3. Третья группа – одна заготовка без термообработки для 

экспериментов по нанесению кода лазером на зачищенную по-

верхность. Данные эксперименты представляют интерес при 

тиражировании решения для маркировки обточенного и зачи-

щенного проката. 

Была произведена серия экспериментов по маркировке за-

готовок-проб в разных режимах мощности и времени нанесения 

кодов лазерными маркираторами. На заготовку наносились по-

очередно QR-код и штрих-код (рис. 2–8), содержащие номер 

плавки и номер заготовки. 

Отдельно был проведен эксперимент на зачищенной заго-

товке, идентичной готовому прокату (рис. 8). Было нанесено 

четыре QR-кода со следующими характеристиками: 

А.  Верхний QR-код – 20 с нанесения, 30 Вт мощности. 

Б.  Левый QR-код – 10 с нанесения, 50 Вт мощности. 

В.  Правый QR-код – 20 с нанесения, 50 Вт мощности. 

Г.  Нижний QR-код – 10 с нанесения, 50 Вт мощности. 
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Рис. 2. Заготовка 

с окалиной. Лазер 

мощностью 30 Вт. 

Время – 20 с 

Рис. 3. Заготовка 

с окалиной. Лазер 

мощностью 50 Вт. 

Время – 20 с 

Рис. 4. Заготовка 

с окалиной. Лазер 

мощностью 50 Вт. 

Время увеличено 

до 40 с 

   
Рис. 5. Заготовка 

с малым количеством 

окалины. Лазер мощ-

ностью 50 Вт.  

Время – 20 с 

Рис. 6. Заготовка с 

малым количеством 

окалины. Лазер мощ-

ностью 50 Вт.  

Время – 40 с 

Рис. 7. Заготовка 

условно чистая. Лазер 

мощностью 50 Вт. 

Время нанесения уве-

личено до 2 минут 

 

 

Рис. 8. Результат эксперимента №7 
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Для оценки качества нанесения и возможности чтения по-

лученных кодов с повреждениями в условиях прокатного цеха 

в качестве системы машинного зрения использовались датчики 

COGNEX серии DATAMAN. 

Результат эксперимента по прочтению нанесенных кодов: 

1.  Условно успешно прочитан QR-код эксперимента №5 

(50 Вт, «условно чистая заготовка», время нанесения – 20 с). 

Однако при повторении эксперимента успешное чтение про-

изошло в 8 из 10 случаев. 

2.  Условно успешно прочитан штрих-код эксперимента №4 

(50 Вт, «Заготовка с окалиной», время нанесения – 20 с). Однако 

успех эксперимента является скорее случайным, так как на ме-

сте нанесения штрих-кода отсутствовала окалина. 

3.  Успешно прочтены все QR-коды зачищенной заготовки, 

включая «светлый» QR-код, нанесенный в течение 10 секунд. 

Остальные коды прочесть не удалось. Проведение экспе-

риментов по нанесению маркировки лазером с дальнейшим рас-

познаванием позволяет сделать следующие выводы. 

1.  Метод пригоден для нанесения маркировки на «светлый» 

металл – обточенный прокат или зачищенную поверхность. Код 

сохраняет читаемость после длительного хранения. 

2.  Главной причиной, препятствующей качественному нане-

сению и чтению кодов на литую заготовку, является наличие 

окалины на поверхности металла. Нанесение на окалину даёт 

разный по цвету QR-код, что делает невозможным его прочте-

ние современными промышленными системами машинного 

зрения без переработки алгоритмов их работы. Также высока 

вероятность потери кода в случае, если окалина по тем или 

иным причинам отколется от заготовки. 

3. Разработка нейросетевой системы 

идентификации заготовок 

Для разработки и реализации собственной системы чтения 

существующего клейма с заготовок, а также набора статистики 

в виде фотографий торцов заготовок с нанесенными клеймами, 
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на посту посада металла в печь была установлена высокоско-

ростная IP-камера. 

Заготовка движется со склада по рольгангу на место иден-

тификации, останавливается перед упором, после чего упор 

опускается. За упором чуть выше рольганга расположена уста-

новленная камера, которая делает снимок после опускания упо-

ра в нижнее положение. Обработка изображений с камеры ве-

лась на рабочей станции, имеющей в своем составе видеокарту 

NVidia с ядрами CUDA. 

Получение результата детектирования клейма можно 

укрупненно разбить на три этапа: 

1.  Определение момента прихода заготовки в точку для вы-

полнения снимка. 

2.  Выполнение снимка торца заготовки и распознавание 

нанесенных элементов с формированием результата распозна-

вания (код клейма). 

3.  Передача результата распознавания в АСУП и визуализа-

ция его на SCADA оператора с выдачей рекомендации даль-

нейших действий. 

Первоначально в системе предполагалось для детектирова-

ния наличия неподвижной заготовки перед камерой произво-

дить анализ видеоряда, приходящего с камеры. В процессе та-

кого анализа был замечен следующий эффект. Приходящая за-

готовка отражает свет от лампы освещения и засвечивает изоб-

ражение на камере, создавая мощный световой импульс. Имен-

но на данный импульс, диагностируемый с помощью эмпириче-

ски определенного порога световой интенсивности, ориентиро-

валась ранняя версия детектора. Однако при интеграции ПО де-

тектора в АСУТП цеха и первичных пуско-наладочных работах 

оказалось, что данный подход работает с задержками, иногда 

приводящими к пропуску заготовок. Детектирование наличия 

заготовки далее осуществлялось путем анализа сигналов с дат-

чиков наличия заготовки и состояния упора. Совокупность дан-

ных сигналов используется для запуска системы распознавания: 

при наличии заготовки на рольганге и при опущенном упоре 

(дискретный сигнал нижнего положения) программой-

детектором производится снимок торца заготовки (рис. 9) 
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с последующим распознаванием снимка с целью выделения ко-

да клейма. 

 
Рис.9. Примеры кодов с полученных изображений 

Из рис. 9 следует, что в каждом случае требуется распозна-

вать по девять цифр. Они могут быть нанесены клеймовочной 

машиной или краской человеком. Возможна ситуация, когда, 

например, пять цифр написаны краской, а оставшиеся четыре 

выбиты машиной. Заготовка может быть кантована различным 

образом, что приводит к повороту кода на 180 градусов. 

Таким образом, разрабатываемый детектор клейма должен 

решать пять задач:  1–2) определять ориентацию картинки 

с клеймом (отдельно по машинописному клейму и клейму крас-

кой – любое из них может быть перевернуто);  3) распознать 

машинописное клеймо;  4) распознать клеймо краской; 

5) логически обрабатывать полученные результаты при наличии 

одновременно машинописного и нанесенного краской клейм, 

собирая их в единый девятизначный номер заготовки. 

В настоящее время наиболее эффективным методом реше-

ния задачи распознавания объектов на изображениях являются 

глубокие сверточные нейронные сети [6, 13, 17]. Для их обуче-

ния в первую очередь необходимо сформировать обучающую 

выборку. Для этого в течение нескольких месяцев установлен-

ная на посту управления посадом металла камера использова-

лась в следующем режиме. В момент квитирования («опознава-

ния») заготовки оператором с камеры делался снимок и сохра-

нялся на рабочей станции. Таких снимков было сделано более 

60 000. Далее те из них, которые содержали читаемое машино-
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писное клеймо (около 60 000), были размечены вручную – явно 

было определено где и какие цифры расположены. По цифрам, 

нанесенным краской, объем выборки составил порядка 

4500 изображений. 

Развитие детекторов объектов на изображении получило 

в сетях, основанных на глубокой структуре R-CNN, Fast R-CNN, 

Faster R-CNN [8, 9, 14, 15, 19]. Исследование компромиссов 

скорости/точности современных детекторов объектов [7, 11] 

показало, что Faster – RCNN [16] является моделью с самой вы-

сокой точностью обнаружения среди всех исследованных моде-

лей. 

Далее для каждой из четырех выделенных задач были про-

ведены множественные эксперименты по обучению и тестиро-

ванию нейронных сетей класса Faster-RCNN [16] с различными 

основаниями Inception v2 и Resnet-50, Resnet-101, Inception-

Resnetv2 (рис. 11) [10, 12, 18, 20]. На рис. 10 приведены резуль-

таты для задачи распознавания машинописного клейма. 

  
   а)           б) 

Рис. 10. Графики обучения сетей: а) Faster-RCNN  

Inception v2; б) Faster-RCNN Resnet-50 

 
   а)           б) 

Рис. 11. Графики обучения сети: а) Faster-RCNN Resnet-101;  

б) Faster-RCNN Inception-Resnetv2 
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В результаты были выбраны Faster-RCNN сети на базе 

Inception-Resnetv2, предобученные на базе Microsoft COCO. 

Таким образом, «Нейросетевой детектор клейма» включает 

в себя четыре нейронных сети. Кроме них он включает логику 

формирования конечного результата в виде кода распознанного 

клейма литой заготовки. 

В результате экспериментов были получены: 

–  две нейронных сети класса faster_rcnn с предобученным 

основанием inception_resnet_v2, натренированные на детектиро-

вание цифр, нанесенных краской, с разной чувствительностью. 

Сеть с большей чувствительностью используется для определе-

ния положения цифр краски на торце заготовки (они могут быть 

перевернуты) и принятия решения о повороте фотографии на 

180о (цифры должны читаться обычным способом – не перевер-

нуты). Далее картинка подается на вторую сеть данного класса 

с меньшей чувствительностью, которая используется для детек-

тирования цифр, нанесенных краской. Меньшая чувствитель-

ность в данном случае повышает робастность сети и нечувстви-

тельность к различным «фантомным» эффектам, приводящим 

к ложному детектированию реально несуществующих цифр. 

–  одна сеть класса faster_rcnn с предобученным основанием 

inception_v2 для определения положения машинописных цифр 

на торце заготовки (они могут быть перевернуты) и принятия 

решения о повороте фотографии на 180о (машинописные цифры 

должны читаться обычным способом – не перевернуты). Далее 

картинка подается на четвертую нейронную сеть, используемую 

для распознавания. 

–  одна сеть класса faster_rcnn с предобученным основанием 

inception_resnet_v2, натренированная на детектирование цифр, 

нанесенных машинописным способом. 

Для выполнения задачи проекта по распознаванию клейма 

написана специальная программа на языке Python. Она прини-

мает сигнал с видеокамеры, обрабатывает его и выдает в кон-

троллер S7-400 системы слежения за металлом распознанный 

«Нейросетевым детектором клейма» девятизначный цифровой 

код (рис. 12). Также она сохраняет результаты распознавания 

в отдельной локальной папке в виде, приведенном на рис. 13. 
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Рис. 12. Схема интеллектуальной системы контроля  

клейма заготовки 

 

Рис. 13. Результат распознавания 

Результат работы системы выводится на систему визуали-

зации оператору и представлен на рис. 14. Время выработки 

решения системой от момента захвата кадра с камеры до его 

вывода в систему визуализации – около двух секунд. 

На рис. 14 показаны сообщения на системе визуализации, 

зависящие от результата распознавания и сравнения с актуаль-

ной плавкой на посаде. 
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Рис. 14. Визуализация работы системы на посту оператора 

в SCADA WinCC 

1. Сообщение «ОК»: клеймо успешно прочитано, совпало 

с номером плавки на посаде, произведен автоматический выбор 

номера заготовки (в примере – №402) 

2. Сообщение «Другая плавка»: клеймо успешно прочитано, 

но номер плавки не совпал с номером плавки, актуальной на 

посаде. 

3. Сообщение «Смотри сам»: система не смогла прочитать 

клеймо или прочтение проведено с низкой вероятно-

стью/достоверностью. 

4. Сообщение «Заготовка из следующей плавки»: клеймо 

успешно прочитано и номер плавки совпал с номером следую-

щей плавки в графике посада. 

4. Выводы 

Для решения задачи повышения прослеживаемости металла 

в рамках металлургического производства было рассмотрено 

два подхода. 

Попытка решения задачи идентификации номера заготовки 

за счёт нанесения дополнительного клейма лазерными маркира-
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торами не привела к успеху из-за наличия окалины на заготов-

ках. 

Разработанная и внедренная в производство система детек-

тирования клейма литой заготовки на основе нейронных сетей 

смогла с удовлетворяющей производство точностью (порядка 

90%) обеспечивать распознавание в автоматическом режиме. За 

счет этого удалось снизить нагрузку на оператора, значительно 

повысить уровень слежения за материалом на участке. Прове-

денные исследования позволили обоснованно выбрать вид 

нейронных сетей, их структуру, метод обучения. 

Применяя технику Transfer learning для переобучения на 

статистику о новых клеймах, подобную систему можно тиражи-

ровать на участки, работающие с бирками, номерами и т.д. 
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Abstract: The report is about the solution of a steel billet identification problem 

before its loading into the methodical furnace of a rolling shop of a metallurgical 

plant. The task is to develop an automated system that allows one to relieve the 

loading control station operator from the task of manual identification of each bil-

let. The article considers such approaches to solve the problem in question as ap-

plication of additional markings to the billets for the purpose of further automatic 

identification, and development of a system for recognition of the existing markings, 

which is based on the neural networks. An experiment on marking of the "gray" and 

"light" billets is conducted with the help of the laser markers of different power. The 

readability of the obtained codes is evaluated. The conclusion is made that laser 

marking can be applied only on clean rolling metal (without oxide scale). There-

fore, the method is proposed to develop a neural network-based system for identifi-

cation of the existing marking and implement it. The system is successfully intro-

duced into production and allows one to achieve approximately 90% recognition 
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accuracy, which reduced the operator's workload and the probability of steel 

grades "mixing" inside the heating furnace. 

Keywords: laser markers, marking, neural networks, computer vision, mark 

recognition. 
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СРАВНЕНИЕ МОДЕЛИ КОНЕЧНЫХ РАЗНОСТЕЙ 
И МАШИННОГО ОБУЧЕНИЯ ДЛЯ ЗАДАЧИ  

ПРОГНОЗИРОВАНИЯ ТЕМПЕРАТУРЫ ЗАГОТОВКИ, 
НАГРЕВАЕМОЙ В ПРОХОДНОЙ ПЕЧИ1 

Жуков П. И.2 

(Старооскольский технологический институт  

им. А.А. Угарова (филиал) НИТУ «МИСИС», Старый Оскол) 

Глущенко А. И.3 

(ФГБУН Институт проблем управления  

им. В.А. Трапезникова РАН, Москва) 

Фомин А. В.4 

(АО Оскольский электрометаллургический комбинат 

им. А.А. Угарова, Старый Оскол) 

В рамках всего цикла переделов, применяемых в черной металлургии, присут-

ствует множество энергоемких технологических объектов, энергоэффектив-

ное управление которыми осложнено факторами нестационарности тех про-

цессов, которые в них протекают. Одним из таких объектов является проход-

ная пламенная печь, которую используют в режимах простого нагрева, гомо-

генизации, отжига и других. Если бы для нее была известна температура по-

верхности заготовок на выходе из печи в то время, пока они еще находятся 

в ней, то возможно было бы регулировать некоторые параметры нагрева, 

оставаясь в рамках технологических инструкций, чтобы минимизировать рас-

ход сжигаемого топлива. Поэтому в рамках данной работы авторы проводят 

сравнение двух моделей, способных прогнозировать температуру поверхности 

заготовки после режима простого нагрева в такой печи: модель на основе чис-

ленного дифференцирования уравнения нестационарной теплопроводности и 

древовидную модель, полученную методом машинного обучения на основе тех-

нологических данных, снимаемых АСУ ТП с нижнего уровня автоматизации 

печи. Предполагается, что подобные модели могут стать основной для «циф-

рового двойника» объекта, который в дальнейшем может быть использован 

в системах Advanced Process Control (APC). В результате сравнения было 

установлено, что ошибка модели, обученной на технологических данных, 

в среднем на 7,4 градуса Цельсия ниже, чем у конечно-разностной модели. 

                                           
1 Исследование выполнено при частичной финансовой поддержке фонда  

Президента РФ (проект МД-1787.2022.4). 
2 Пётр Игоревич Жуков, аспирант (Zhukov.petr86@yandex.ru). 
3 Антон Игоревич Глущенко, д.т.н., доцент (aiglush@ipu.ru). 
4 Андрей Вячеславович Фомин, к.т.н., доцент (verner444@yandex.ru). 
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Предполагается, что полученный результат является следствием преимуще-

ства естественной более глубокой адаптации к объекту у первой модели. 

Ключевые слова: цифровой двойник, деревья решений, сеточная мо-

дель, нестационарная теплопроводность, машинное обучение. 

1. Введение 

Современные тенденции внедрения на промышленных пред-

приятиях наукоемких технологий связаны с общей концепцией 

цифровизации производства. Цифровизация отдельных элемен-

тов производства подразумевает интегрирование информацион-

ных потоков, физических объектов и их внутренних и внешних 

взаимосвязей в некоторое подобие единой системы [13, 18]. 

Одними из таких концепций являются «цифровой двойник» 

или «цифровая тень», которые могут быть применены к техноло-

гическим объектам или процессам. Создание «цифровых двойни-

ков» целых технологических агрегатов является процессом по-

этапным и начинается с моделирования элементарных подпро-

цессов, протекающих в том или ином технологическом объекте. 

Наиболее актуальной на сегодняшний день целью создания таких 

«цифровых» отражений являются попытки оптимизации потреб-

ления ресурсов, в том числе и энергоресурсов. 

Проблема энергоэффективности отдельных технологиче-

ских объектов актуальна для многих областей промышленности. 

В рамках постоянно растущих требований к качеству конечного 

продукта энергоэффективность процессов снижается. Данный 

факт актуален в том числе и для металлургии [7, 8], которая яв-

ляется одним из ключевых потребителей энергоресурсов. 

В рамках металлургического производства различного рода 

печи являются одним из наиболее энергоемких технологических 

объектов, для которых актуален вопрос повышения энергоэффек-

тивности без снижения качества реализуемого технологического 

процесса. Предполагается, что подобного эффекта можно будет 

достичь, применив концепции цифровизации, включая «цифро-

вых двойников». 

Все вышеизложенное справедливо и для «Оскольского элек-

трометаллургического комбината им. А.А. Угарова», в составе 

которого находится «Сортопрокатный цех №1», выпускающий 
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горячекатаную сталь. Данный цех представляет особый интерес 

ввиду того, что прокат является одним из основных этапов, 

наиболее сильно влияющих на качество конечного продукта. 

В цехе используют пламенные шестизонные печи для нагрева за-

готовок перед прокатом. Топливом для печей является смесь при-

родного газа и воздуха. 

Для решения задачи повышения энергоэффективности 

можно промоделировать сам процесс нагрева и попытаться спро-

гнозировать результат (т.е. температуру нагреваемого объекта на 

выходе печи). На основе полученных данных можно будет ре-

шить обратную задачу оптимизации и найти более оптимальные 

кривые расхода топлива. Таким образом, задача сводится к про-

гнозированию температуры заготовки после её нагрева (т.е. к мо-

менту, когда она попадет в прокатный стан) еще до того, как она 

покинет печь. Ранее в [21] авторы уже рассматривали данную 

проблему и описывали несколько способов моделирования про-

цесса нагрева, в том числе и способ на основе методов машин-

ного обучения и анализа данных. Предложенный подход позици-

онировался как альтернативный по отношению к ставшим уже 

классическими математическим моделям на основании числен-

ного решения дифференциальных уравнений. 

В данной работе предлагается сравнение двух моделей: 

1) сеточной модели, решающей двумерную задачу нестационар-

ной теплопроводности с граничными условиями III-го рода; 

2) древовидной модели из работы [21], полученной на основе 

анализа данных из АСУ ТП печей нагрева. Целью обеих моделей 

является прогнозирование значения температуры заготовки на 

стане после её нагрева еще до того, как сам процесс нагрева за-

вершится, при этом учитывается время, которое заготовка дви-

жется от печи до пирометра, установленного в первой клети про-

катного стана. 

Предполагается, что сравнение позволит проиллюстриро-

вать сильные и слабые стороны подходов и более точно опреде-

лить границы их применимости. В дальнейшем модель с более 

высокими показателями будет использоваться как база для реше-

ния упомянутой выше обратной задачи. 
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2. Построение конечно-разностной модели 
нестационарного нагрева 

Один из классических способов промоделировать процесс 

нагрева заготовки в печи – это решить прямую задачу нестацио-

нарной теплопроводности с заданными граничными условиями 

в пространстве определенной размерности. В данном случае ре-

шить задачу означает найти решение относительно дифференци-

ального уравнения нестационарной теплопроводности, которое 

для прямоугольного объекта в двумерном случае имеет вид 

(1) 
2 2

2 2
.

*

T T T

c x y



 

   
  

   
 

Здесь Т – температура заготовки, К; λ – коэффициент тепло-

проводности заготовки, Вт/(м*К), ρ – плотность заготовки, кг/м3; 

с – коэффициент теплоемкости заготовки, Дж/(кг*К); х и у опи-

сывают двумерное пространство, в котором необходимо промо-

делировать температурное поле, например, прямоугольное сече-

ние заготовки. Случай (1) хорошо подходит под технологический 

процесс сортопрокатного цеха №1, где нагреваются и затем про-

катываются заготовки прямоугольного сечения 0,3 × 0,36 м. 

При этом решение такого рода задачи возможно только с за-

ранее определенными граничными условиями. В пламенных пе-

чах наблюдается конвективно-радиационный теплоперенос, где 

часть тепла заготовка получает за счет излучения нагретой футе-

ровки, часть – посредством теплообмена с нагретой воздушной 

средой. В таких условиях актуальны следующие граничные усло-

вия: 

(2) 
4 4

среды среды( ) ( ).
T

T T Т Т
dn

  


      

Здесь Т и λ имеют тот же смысл, что и в уравнении (1), ε – 

коэффициент черноты поверхности заготовки; κ – коэффициент 

теплообмена с окружающей средой, Вт/м2*К; σ – постоянная Сте-

фана – Больцмана; Тсреды – температура нагревающей среды;  

n – это внешняя нормаль к поверхности, которая определяет 
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направления движения теплового потока. Для упрощения расче-

тов обычно предполагают, что тепловые потоки двигаются вдоль 

нормалей к поверхности нагреваемого объекта. 

Таким образом, начальные и граничные условия, определя-

ющие прямоугольное сечение заготовки, слева и справа на грани-

цах которой происходит индуктивно-конвективный теплопере-

нос, имеют вид  

(3) 

0

4 4

1 слева Об слева Об

4 4

2 справа Об справа Об

0 : , 0 , 0 ,

0 : ( ) ( ),

: 0, 0,

0 : 0, 0,

: ( ) ( ).

t T T x L y H

T
x T T T T

x

T
x L t

x

T
y t

x

T
y H T T T T

y

  

  


      



      




  



  





    
 

 

Здесь L и H – это длина и ширина сечения заготовки, м;  

ТОб – температура нагреваемого объекта, К; Tслева – температура 

нагревающего поля слева, К; Tсправа – температура поля справа, К; 

κ1 – коэффициент теплообмена с нагревающей средой слева; κ2 – 

коэффициент теплообмена с нагревающей средой справа. 
Вышеизложенная задача в постановке с граничными услови-

ями третьего рода может оказаться аналитически неразрешимой. 

В таких случаях прибегают к численному дифференцированию, 

а точнее, к построению конечно-разностной схемы для решения 

конкретной задачи. Подобного рода схемы используют дискрети-

зацию непрерывного температурного поля внутри заготовки на 

заранее определенной сетке. Замена непрерывных частных про-

изводных на их сеточные аналоги производится путем перехода 

к конечным разностям посредством определения предела произ-

водной в точке. Данные методы изложены в [15, 16]. Дискретиза-

ция в контексте двумерной задачи по пространству возможна при 

помощи метода покоординатного расщепления. Суть данного 

подхода заключается в том, что строятся две локально одномер-

ные разностные схемы для каждой из координат. При расчете 
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схем тепловой дискретный поток вычисляется вдоль оси Ох на 

(n + 0,5)-м временном слое, а вдоль Оу – на целом (n + 1)-м вре-

менном слое. 

В результате применения локально одномерных схем были 

получены следующие системы уравнений для осей Ох (4) и Оу (5): 

(4) 

1 1
Слева 0 1

2 2
0,5

1 1

1 1
Слева 1

1 ,

2 ,

1 ;

n nx x

n n n nx x
x x x x

n nx x
N N

l l
T Т Т

l l
Т Т Т Т

k k

l l
T Т Т

 

 

 

 

 



 



  
   
 

  
      

 


 
     
  

 

(5) 

2 2 0,5 0,5

Справа 0 1

2 2

1 0,5 0,5 0,5

1 1

0,5 0,52 2
Справа 1

1 ,

2 ,

1 .

y y n n

y yn n n n

y y y y

n nx x
N N

l l
T Т Т

l l
Т Т Т Т

k k

l l
T Т Т

 

 

 

 

 

 

   

 

 



  
    
 

  
       

  


        

 

Здесь lx и ly – это дискретные шаги по сетке в направлении 

оси Ох и Оу соответственно; Ту и Тx –температуры в соответству-

ющих локально одномерных схемах. Результирующей темпера-

турой в точке является Тn+1. Общая температура модели может 

быть найдена путем арифметического среднего по всем точкам. 

Параметр k – это коэффициент температуропроводности, м2/с. 

(6) а
c







. 

Полученные системы уравнений (4) и (5) являются трехто-

чечными и решаются итеративным методом. Конечное решение 

имеет вид 

(7) 

0,5 0,5

1

1 1

1

* ,

* .

n n

x x x x

n n

y y y y

Т T

Т T
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Итеративные коэффициенты α и β вычисляются для гранич-

ных условий по оси Ох (8) и Оу (9): 

(8) 

1 2

2

1

1 2

2
,

2

;
2

x

x

x x

x

c l

c l T

c l

 

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
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 
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   

     

  

(9) 

1 2

2

1 1

1 2 2

2
,

2

2
.

2 ( 2 )

y

y

y y yy

y y

а

l а

l T а l q

l а l а









  



 
   


      

      

 

В остальных точках сетки, кроме краевых, коэффициенты α 

и β вычисляются по уравнениям системы (10) для Ох и (11) – для 

Оу: 

(10) 

12 2
2

1

12

12
2

2
/ ,

;
2

x

i

x x
x

n

x
i

xx

i

x
x

cl l
l

c T

l

c l
l

  
 










 














  



   

   
  


 

 


 

(11) 
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Опираясь на вышеизложенное, возможно программно реали-

зовать сеточную модель, однако без процедур адаптации она ока-

жется крайне неточной и чрезмерно усредненной. 
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3. Адаптация модели нестационарной 
теплопроводности 

Основная трудность построения модели нестационарного те-

леобмена с использованием дифференциального уравнения не-

стационарной теплопроводности заключается в том, что некото-

рые параметры модели нужно рассматривать в динамике от тем-

пературы. 

(12) 

( ),

( ),

( ),

( ).

c

f T

c f T

f T

f T




















 

 

Таким образом, основная сложность построения сеточной 

модели нестационарной теплопроводности заключается в опре-

делении конечного вида правых частей системы (12). Согласно 

контексту предметной области, в печи нагрева проходят терми-

ческую обработку стальные заготовки, которые обладают различ-

ными химико-физическими свойствами, называемыми общим 

термином «марка стали». Ключевая проблема поиска оптималь-

ных правых частей системы (12) заключается в том, чтобы 

найденные функции наиболее точно описывали реальное поведе-

ние определенных параметров стали при нагреве в контексте за-

данной марки. На сегодняшний день не существует единых тео-

ретических формул, которые можно было бы подставить в пра-

вые части системы (12) и получить готовое решение. Часть под-

ходов основаны на аппроксимации данных натурного экспери-

мента, другая часть – на ранее установленных эмпирических за-

висимостях. Как например уравнение (13), подробно описанное 

в [6]. 

(13) 3 0(| |)

0 1 2( ) .
1000

n

a T TT
c T c a a e

  
   

 
 

Оно справедливо только для углеродистых сталей, где с0, а1, 

а2, Т0 являются эмпирическими коэффициентами, зависящими от 

марки стали. 
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В результате анализа доступных подходов и методов, в част-

ности, опираясь на идеи, изложенные в работе [19], правые части 

системы для λ, ρ и с было решено восстановить путем аппрокси-

мации табличных дискретных наблюдений, содержащихся в ин-

женерных справочниках [1, 5] при помощи регрессионных урав-

нений следующего вида: 

(14) 
0

1

( ) .
n

i

i

i

f T T  


 
   

 
  

Исследовалась марка «Сталь 20», для которой была найдено 

регрессионное уравнение, описывающее зависимость теплоемко-

сти от температуры в виде кусочно-заданной функции: 

(15)

5 2 7 3

2 2 5 3

700 : ( ) 476.5 0,25 7,1 10 6,5 10 ,

700 : ( ) 1432,

700 : ( ) 13372 - 35,8 7,3 10 - 1,01 10 . 

T c T T T T
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T c T T T T

 

 

       


 


    

 

Собственно, аппроксимация данной функцией исходных 

данных представлена на рис. 1. Отдельные регрессионные урав-

нения в составе кусочно-заданной функции имеют показатели ка-

чества R2 = 0,9991 для T < 700 ℃ и R2 = 0,9024 для Т >700 ℃. 

 

Рис. 1. Аппроксимация табличных значений теплоемкости 

найденной функцией (пустые круги – табличные значения;  

линия – аппроксимация регрессионным уравнением) 
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Также была получена функция, описывающая динамику из-

менения плотности «Сталь 20» от температуры: 

(16) 
4 2 7 3 13 5( ) 7862 0,25 3,2 10 4,2 10 1,6 10T Т Т Т Т           . 

Точность модели по критерию R2 = 0,9682, аппроксимация 

табличных значений плотности найденным уравнением пред-

ставлена на графике (рис. 2). 

 

Рис. 2. Аппроксимация табличных значений плотности  

найденной функцией 

Регрессионная функция для описания зависимости тепло-

проводности «Сталь 20» от температуры была получена в виде 

(17) с качеством модели R2 = 0,9962: 

(17) 
5 2 9 3( ) 90,1 0,14 8,3 10 5,03 10Т Т Т Т        . 

Для нахождения коэффициента теплообмена было предпо-

ложено, что в дискретный момент времени t система стацио-

нарна, как и все её параметры. Тогда коэффициент теплообмена 

можно вычислить при помощи уравнения из работы [14] в виде  

(18) 
* ( )

( )
airNu Т

Т
l


  . 
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Здесь l – определяющий размер или высота вертикальной по-

верхности теплообмена, м; λair – это коэффициент теплопровод-

ности воздушной нагревающей среды, Вт/(м*К). Наибольшую 

сложность в расчетах представляет критерий Нуссельта, который 

описывается критериальной функцией [17]: 

(19) ( , , , ...),Nu f Re Pr Gr  

где Re – критерий Рейнольдса, Pr – критерий Прандтля,  

Gr – критерий Грасгофа. Каждый из критериев имеет свои извест-

ные формулы для расчета. В результате предполагаем, что в мо-

мент времени t в печи присутствует турбулентный поток воздуха, 

тогда (19) примет вид 

(20) 

0,25

0,8 0,430,021 * * .
sb

Pr
Nu Re Pr

Pr

 
   

 
 

При расчете критерия Прандтля (Pr) используются функции 

от температуры для теплопроводности и плотности воздуха, ко-

торые хорошо известны. Prsb – это критерий Прандтля, посчитан-

ный относительно параметров заготовки (на границе заготовки), 

а не воздуха. 

Поскольку сравнение моделей предполагалось делать на вы-

борке с реального технологического объекта для марки «Сталь 

20», то правые части системы (12) было решено описывать урав-

нениями (15)–(18). 

Для описания процесса нагрева в проходной печи, состоя-

щей из шести зон, расположенных попарно (I-я и II-я, III-я  

и IV-я, V-я и VI-я зоны), потребовалось три связанные друг с дру-

гом сеточные модели, выполняющиеся последовательно. По-

скольку модель, основанная на данных, прогнозирует темпера-

туру не сразу после выхода из печи, а на стане после того как за-

готовка какое-то время движется до пирометра, установленного 

в первой клети стана, то для адекватности сравнения было ре-

шено прогнозировать именно температуру заготовки в момент ее 

прихода на стан. Для этого был промоделирован период остыва-

ния. Таким образом, потребовалось четыре выполняющиеся по-

следовательно модели, где прогноз предыдущей модели высту-

пает начальным условием преследующей. 
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В результате была получена сеточная модель, реализованная 

на языке программирования C# с использованием средств Visual 

Studio Community Edition. 

4. Модель на основе технологических данных 

В качестве альтернативны для сравнения рассматривается 

модель на основе данных, полученных из АСУ ТП печей нагрева. 

Ранее в работах [4] и [21] подробно разбиралась данная модель и 

пути её получения. 

Для чистоты эксперимента было решено повторно обучить 

упомянутую модель на основе технологических данных. Для 

этого из системы слежения за металлом (части АСУ ТП управле-

ния печью) были получены данные по 21 018 заготовкам различ-

ных углеродистых марок стали приблизительно за 60 дней ра-

боты системы. Также были взяты данные из архивов сигналов 

нижнего уровня АСУ ТП печи нагрева за этот же временной про-

межуток. В результате был получен пространственный набор 

данных из 11 независимых переменных, которые в явном или не-

явном виде используются в конечно-разностной модели: 1) тем-

пературы левой части печи для каждой пары зон;  2) температуры 

правой части печи для каждой пары зон;  3) время нахождения за-

готовки в каждой паре зон;  4) время движения заготовки от печи 

до пирометра;  5) вес заготовки. В качестве целевой переменной 

выступала температура поверхности заготовки, снятая пиромет-

ром в стане. 

В результате подготовительных работ был получен массив 

данных размерностью 21 018 на 12, из которого были удалены 

15 заготовок марки Сталь 20, которые будут использоваться для 

сравнения моделей далее. Затем была произведена чистка строк, 

содержащих пустые значения, в результате которой осталось 

20 954 заготовки. Исходные данные были разбиты на обучающее 

и тестовое подмножества (рис. 3). 

Основным инструментом обучения модели выступила тех-

нология экстремального градиентного бустинга (она же 

XGBoost) [10], суть которой заключается в поэтапном итератив-
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ном уменьшении ошибки выхода конкретной модели путем по-

строения нисходящей решающей композиции из подобных (в ка-

чественной структуре) моделей. 

 

 
Рис 3. Диаграмма разбиения исходного набора данных на обуча-

ющее и тестовое подмножества 

В данном случае модель представляет собой структуру вида 

«Случайный лес», где в основе структуры используются не клас-

сические мульти-аддитивные деревья (MART) [11], а аддитивные 

деревья с Dropout функцией (DART) [20], которые реализуют од-

ноименную технологию. Логика работы Dropout, применительно 

к деревьям решений, схожа с подобной технологией, применяю-

щейся при обучении нейронных сетей. За одним исключением: 

деревья выпадают из цикла градиентного бустинга насовсем с по-

следующей компенсацией весов остальных деревьев. 

В качестве программного инструмента реализации исполь-

зовалась одноименная библиотека XGBoost для языка R.4.0.5. 

Параметризация модели (таблица 1), а также предварительная 

обработка данных выполнена в среде RStudio средствами языка 

программирования R.4.0.5. 
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Таблица 1. Параметризация DART-модели  
Параметр Значение 

Максимальная глубина одного дерева  

в структуре типа «лес» 

6 

Метод создания деревьев “Approx” [9] 

Шаг обучения 0,3 

Частота срабатывания метода Dropout (доля  

деревьев, которые будут отсеяны) 

0,1 

Коэффициент регуляризации L2 1,0 

Количество деревьев в одном «лесу» 50 

Количество раундов обучения 50 

Процент данных, которые доступны модели  

при обучении 

100% 

5. Сравнение моделей 

Для сравнения точности отдельных моделей, из данных АСУ 

ТП печей нагрева были выбраны 15 заготовок марки «Сталь 20» 

(таблица 2). 

Таблица 2. Данные по 11 входным параметрам для сравнения  

моделей 
Температурно-временная карта 

t1, с T1, T2, ℃ t2, с T3, T4, ℃ t3, с T5, T6, ℃ m, кг t4, c 

18053 996 7200 975 6541 1186 4970 225 

18053 996 7200 975 6727 1186 4980 159 

18448 996 6949 975 6855 1185 4930 138 

7387 992 4655 965 4002 1183 9760 140 

7348 992 4709 966 4034 1182 9680 180 

7377 992 4671 965 3886 1183 9680 161 

7353 991 4916 966 3820 1181 9800 197 

7405 991 4904 966 3905 1180 9780 153 

7388 991 4904 966 3820 1181 9790 220 

14533 990 7866 977 10635 1181 4990 148 

14531 990 7866 977 10565 1181 5000 158 

14135 989 8184 977 10295 1182 4990 156 

14136 989 8184 977 10366 1182 4990 145 

9554 991 5908 972 12702 1190 4970 133 

9554 991 5908 972 12798 1190 4910 157 
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В таблице 2 параметры t1–t3 отвечают за время, проведенное 

заготовкой в первой, второй и третьей паре зон; параметры T1, T3, 

T5 отвечают за температуры с левой стороны печи в данных зо-

нах, а T2, T4, T6 – с правой стороны, что соответствует параметрам 

Tслева и Tсправа из системы уравнений (3); параметр t4 отвечает за 

время, которое заготовка проходит от печи до пирометра, а m – 

за массу заготовки. 

Данные о времени, которое эти заготовки провели в пути от 

печи до пирометра, были рассчитаны на основании имеющихся 

временных меток в данных. Выбирались только те заготовки, ко-

торые добрались до пирометра в стане менее чем за 400 секунд, 

так как превышение этого значения означало бы отклонение от 

нормального технологического режима работы. Набор данных, 

представленный в таблице 2, не был задействован при обучении 

модели на данных или при её тестировании. 

Чтобы сравнить между собой полученные модели, необхо-

димо выбрать критерий качества. В данном случае сравниваются 

результаты, полученные на одном и том же наборе данных, по-

этому можно воспользоваться критерием абсолютной средней 

ошибки (MAE): 

(21) 
1

1
MAE | |

h

i

i

e
h 

  . 

Здесь h – это дистанция прогнозирования, ei – ошибка про-

гноза на i-м шаге. Или можно использовать абсолютную сред-

нюю процентную ошибку (MAPE): 

(22) 
1

| |1
MAPE

h
i

i i

e

h y

  . 

Использование оценки на основании среднеквадратичных от-

клонений (MSE), например, корень из среднеквадратичных оши-

бок (RMSE), здесь менее информативен, так как из-за квадратич-

ного преобразования не позволяет ответить на вопрос «насколько 

одна модель лучше, чем другая?» (в градусах Цельсия). 

Воспользовавшись метриками (21) и (22), были получены 

выходы двух моделей при однообразии входных данных, взятых 

из таблицы 2. 
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Моделью машинного обучения для упрощения будем назы-

вать DART-модель по её главной составляющей. Выходы моде-

лей, включая эталонные значения, на основании которых предпо-

лагается вести сравнение, приводятся к таблице 3. 

Результаты самого сравнения приводятся в таблице 4. Как 

можно заметить из результатов на одних и тех же входах, модель, 

построенная на данных, в среднем ошибается на 7,4 градуса 

Цельсия меньше, чем конечно-разностная модель. 

Чтобы судить об адекватности данного сравнения, необхо-

димо доказать, что полученные прогнозы моделей являются зна-

чениями из одной генеральной совокупности, для чего необхо-

димо доказать предположение об отсутствии статистически зна-

чимых различий между реальными данными и результатами про-

гноза моделью. Для этого необходимо сравнить дисперсии двух 

выборок, например, критерием Фишера. 

Таблица 3. Выходы моделей в сравнении с эталоном 
Эталонные  

значения, ℃ 

Выход DART-

модель, ℃ 

Выход сеточной  

модели, ℃ 

1012 1001 1008 

1038 1016 1043 

1018 1030 1055 

1030 1038 1049 

1038 1038 1026 

1035 1035 1037 

1024 1031 1017 

1034 1035 1041 

1029 1028 1005 

1035 1021 1045 

1011 1014 1039 

1004 1014 1041 

1041 1025 1047 

1016 1033 1062 

1037 1018 1048 

Таблица 4. Результаты сравнения 

 DART-модель Сеточная модель 

MAE, ℃ 9,57 16,9 

MAPE, % 0,0093 0,0162 
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В данном случае размерность выборки мала для того, чтобы 

опираться на P-значение, однако можно предположить, что две 

дисперсии равны друг другу, если их отношение дает единицу и  

95%-й доверительный интервал F-теста покрывает собой это зна-

чение. Формально данное заключение имеет вид  

(23) 
95 95

( )
1 .

ˆ( )

D Y
l u

D Y

  
   
  

 

Здесь Y – это эталонные значения температур, Ŷ – прогнозы 

модели, l95 и u95 – это верхнее и нижнее значение доверительного 

интервала. Для того чтобы применить критерий Фишера, необхо-

димо обеспечить допущение о нормальности остатков. Был при-

менен формальный тест Шапиро – Уилка [12] к остаткам моде-

лей. Его результаты приведены в таблице 5. 

Таблица 5. Результаты формального теста Шапиро – Уилка 

 W(Y) P-value 

Эталон 0,90095 0,1 

Выход DART-модели 0,92747 0,25 
Выход сеточной модели 0,90564 0,11 

 

Для всех выборок рассчитанное P-значение превышает кри-

тический показатель 0,05, а значит, можно судить о нормально-

сти распределения. 

В результате анализа были получены следующие интерваль-

ные оценки (таблица 6), на основе которых можно заключить, что 

для обеих моделей происходит перекрытие отношения довери-

тельными интервалами согласно (23). 

Таблица 6. Результаты теста на равенство дисперсий 

 l95 u95 

DART-модель 0,3956223 3,5099546 

Сеточная модель 0,1730184 1,5350168 

Полученный выше результат можно интерпретировать 

в пользу адекватности сравнения моделей. Прогноз и эталонные 



 

Управление большими системами. Выпуск 95 

96 

значения являются выборками из одной генеральной совокупно-

сти, а, следовательно, отклонения от эталона можно расценить 

как критерий качества моделей. 

6. Заключение 

В результате исследования и сравнения двух моделей было 

установлено, что модель на данных показывает лучшее качество 

прогноза, ошибаясь в абсолютных значениях на 7,4 градуса Цель-

сия меньше, чем модель конечных разностей. 

Такой результат может быть объяснен за счет сильного вли-

яния адаптации на конечную точность конечно-разностной мо-

дели. Сеточная модель требует более сильной привязки к объ-

екту, тогда как модель, построенная на данных с конкретного 

объекта, по умолчанию является адаптированной по отношению 

к нему из-за сохранения контекста (данные получены с конкрет-

ного объекта конкретного предприятия). 

Таким образом, можно выделить существенный недостаток 

классической математической модели, который заключается 

в потребности формализовывать контекст нагрева в конкретной 

печи, в частности выраженный нахождением оптимальных фор-

мул правой части системы (12). Авторы считают вышесказанное 

недостатком из-за того факта, что не всегда возможно получить 

с реального действующего производства все необходимые дан-

ные для проведения адаптации конечно-разностной модели. В то 

же время подобная процедура не требуется для модели, обучен-

ной на технологических данных. 

При этом как у сеточной модели, так и у модели на данных 

имеется ряд недостатков, наиболее критичным из которых явля-

ется потребность в самих данных. Модель машинного обучения 

не может быть применена в ситуациях, когда отсутствует доста-

точное количество информации с объекта или она слишком 

сильно зашумлена и не может быть очищена без нарушения внут-

ренней структуры данных. 

По мнению авторов, вклад данной работы заключается 

в обоснованном подтверждении предположения о том, что при-

менительно к решению выбранной задачи модель на основе дан-

ных является более перспективной, так как процесс адаптации 



 

Управление техническими системами  

и технологическими процессами 

97 

протекает непосредственно в процессе ее построения, не требуя 

ничего, кроме уже имеющихся данных. Идея моделирование фи-

зических процессов, протекающих в технологических объектах, 

в виде «черного ящика» не нова, однако данная работа показы-

вает, что такой подход применительно к задаче описания про-

цесса нестационарного нагрева оказывается как минимум не 

хуже «классического» подхода [2, 3], предлагаемого исследова-

телями в этой области. 
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Abstract: Within the whole cycle of technological conversion processes, which are 

widespread in the ferrous metallurgy, there are many energy-intensive technological 

units, energy-efficient control of which is a complicated task due to the non-station-

arity of technological processes within them. One of such units is a continuous flame 

furnace, which is used for simple heating, homogenization, annealing and other op-

erations. If the surface temperature of the billets at the furnace outlet could be known 

in advance (while they are still inside the furnace), it would be possible to adjust cer-

tain heating parameters, while staying within the technological instructions, in order 

to minimize the consumption of the combustible fuel. Therefore, in this paper we com-

pare two models to predict the temperature of the billet surface after a simple heating 

in such a furnace: a model based on numerical differentiation of transient heat con-

duction equation and a tree-like one, which is obtained by machine learning and 

based on the technological data from the lower level of the furnace automation. It is 

supposed that such models can become the basis for a "digital twin" of the unit, which 

can be further used in Advanced Process Control (APC) systems. As a result of com-

parison, it is obtained that the error of the data-based model is 7.4 degrees Celsius 

lower on average comparing to the finite-difference one. It is assumed that this result 

is a consequence of the advantage of the first model "natural adaptation" to the tech-

nological unit. 
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ПОСТРОЕНИЕ ДИФФЕРЕНЦИАТОРА ЗАДАЮЩИХ 

ВОЗДЕЙСТВИЙ ДЛЯ СИСТЕМЫ УПРАВЛЕНИЯ  

МОБИЛЬНЫМ РОБОТОМ 

Кокунько Ю. Г. 1 

(ФГБУН Институт проблем управления  

им. В.А. Трапезникова РАН, Москва) 

В рамках каскадного подхода к синтезу наблюдателей состояния динамиче-

ских объектов при воздействии внешних неконтролируемых возмущений пред-

ложен метод восстановления производных любого нужного порядка детер-

минированной функции времени по ее текущим значениям, который не требу-

ет знания аналитического вида функции и численного дифференцирования. 

В предположении, что функция является кусочно-гладкой и ее производные 

ограничены известными константами, вводится виртуальная динамическая 

модель канонического вида с неизвестным входом, которая порождает на 

выходе данную функцию. На основе этой модели, порядок которой зависит 

от порядка производных, подлежащих восстановлению, строится динамиче-

ский дифференциатор в виде наблюдателя состояния с кусочно-линейными 

корректирующими воздействиями. В данной работе указанные построения 

продемонстрированы на примере системы управления колесным роботом. 
Для синтеза обратной связи применяется нелинейный закон управления, ста-

билизирующий движение платформы вдоль допустимой криволинейной тра-

ектории. Для реализации обратной связи в задаче путевой стабилизации 

требуется текущая информация о переменных состояния модели объекта 

управления, задающих воздействиях и их производных первого и второго по-

рядка. В предположении, что переменные состояния доступны для измере-

ний, для оценивания производных задающих воздействий построены диффе-

ренциаторы третьего порядка. 

Ключевые слова: колесный робот, задача путевой стабилизации, дина-

мический дифференциатор, инвариантность, декомпозиция. 

1. Введение 

На современных складах и производствах активно исполь-

зуются мобильные роботы и беспилотные транспортные сред-

ства. Для реализации высокоточных алгоритмов автоматическо-

го управления, обеспечивающих движение объекта управления 

вдоль заданного пути, требуется информация не только о коор-

                                           
1 Юлия Георгиевна Кокунько, м.н.с. (juliakokunko@gmail.com). 
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динатах целевой точки, но и о ее производных старшего поряд-

ка, т.е. необходимо аналитическое описание заданной траекто-

рии как функции времени. Однако полное аналитическое опи-

сание сложной траектории является достаточно трудоемким 

процессом, требующим привлечения теории графов, сплайновой 

интерполяции и других методов [1, 3, 10]. В предположении, 

что задающие воздействия поступают в систему управления 

в реальном времени из автономного источника в виде детерми-

нированных сигналов, ставится задача восстановления их про-

изводных требуемого порядка с помощью вычислительных ал-

горитмов, реализуемых на бортовом компьютере. В качестве 

альтернативы реальному дифференцированию сигналов в дан-

ной работе предложен метод синтеза динамического дифферен-

циатора, который строится в виде наблюдателя состояния вир-

туальной канонической модели с неизвестным входом, выходом 

которой полагается задающий сигнал. 

Работа имеет следующую структуру. В разделе 2 описыва-

ется модель объекта управления, функционирующего в услови-

ях внешних возмущений, которые действуют в пространстве 

управления и полагаются неизвестными, ограниченными функ-

циями времени. В разделе 3 в рамках блочного подхода разра-

ботан закон комбинированного управления с линейной стабили-

зирующей составляющей, обеспечивающий отслеживание с за-

данной точностью выходными переменными заданных сигналов 

и ε-инвариантность по отношению к ограниченным возмущени-

ям. В разделе 4 представлен синтез динамического дифферен-

циатора, дающего оценки производных первого и второго по-

рядка целевого сигнала.  

2. Описание модели объекта управления  

При решении задачи слежения основной целью системы ав-

томатического управления является выведение объекта на целе-

вую кривую и обеспечение его движения по этой кривой. От-

клонение объекта от кривой обычно реализуется как отклонение 

объекта от некоторой точки на кривой, называемой целевой. 

В первоначальном (и простейшем) варианте в качестве целевой 
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выбирается ближайшая точка кривой. При этом линейная ско-

рость движения робота, которая служит частью управления 

в постановке данной задачи, а именно, в задаче путевой стаби-

лизации, полагается произвольной функцией времени, состоя-

ния или времени и состояния [1]. В данной работе проблема 

управления скоростью не рассматривается, скорость полагается 

постоянной положительной величиной. 

В качестве объекта управления рассматривается 

беспилотная трехколесная платформа, которая движется без 

проскальзывания, два задних колеса являются ведущими, 

переднее колесо является поворотным. Кинематические 

соотношения для платформы в неподвижной системе 

декартовых координат xOy без учета динамики привода 

переднего колеса имеют следующий вид [7–9] 

(1) 

,

,sin

,cos

Vu

VY

VX

c

c



















 

где XC(t), YC(t) – координаты базовой точки C, расположенной  в 

середине задней оси платформы; V(t) > 0 – скалярная линейная 

скорость базовой точки;  – угол между осью x и центральной 

линией платформы, которая совпадает с направлением вектора 

скорости (ориентация платформы относительно неподвижной 

системы координат); u – мгновенное значение кривизны линии 

движения базовой точки, которое трактуется как скалярное 

управляющее воздействие, связанное однозначно с углом 

поворота переднего колеса : 

(2) ,,/tg uulu    

где l – расстояние между задней осью и передним колесом,  – 

угол поворота переднего колеса (см. рис. 1), который, как 

предполагается, меняется мгновенно. 
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Рис. 1. Положение колесного робота  

относительно предписанной траектории 

3. Синтез базового закона управления 

Для системы (1)–(2) рассматривается задача путевой 

стабилизации. Требуется синтезировать закон управления 

в форме обратной связи, обеспечивающий вывод базовой точки 

на целевую (допустимую) траекторию и ее движение вдоль 

заданной кривой. 

В данной работе для синтеза базового закона управления 

используется подход, в рамках которого вводятся путевые коор-

динаты [7–9]: s – значение натурального параметра (длина дуги) 

для точки заданной кривой, ближайшей к роботу, которую бу-

дем называть целевой точкой CS(XS, YS); d – расстояние от базо-

вой точки платформы C до заданной траектории движения (рас-

стояние со знаком плюс, если базовая точка находится слева от 

кривой при движении в положительном направлении, и со зна-

ком минус, если справа);  – угол между центральной линией 

платформы и касательным вектором к заданной кривой в целе-

вой точке (угловое отклонение),   . 

Относительно путевых координат математическая модель 

движения объекта управления (1)–(2) принимает вид [7–9]: 
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(3) 
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где k := k(s) – кривизна заданной кривой в целевой точке. 

Предполагается, что kd  , функция k(s) является кусочно-

непрерывной и ограниченной uk  .  

Для синтеза линеаризующей обратной связи пространство 

путевых координат системы (3) расширяется путем ввода 

независимой переменной (t) и ее динамической модели: 

0cos)(   tV . Таким образом, заменив дифференцирование 

по времени в системе (3) дифференцированием по , получается 

искомая система: 

(4) 

.
),,(),,()1(

cos
'

,
),,(

sin
'

,
),,()1(

cos
'














ds

u

dskd

k

ds
d

dskd
s











 

В качестве регулируемых переменных принимаются 

линейное и угловое отклонения от заданной кривой: 

(5) .tg, 21  xdx   

Продифференцировав обе части второго уравнения, полу-

чим второе уравнение для канонического представления 

)1(coscos
'

232
kd

ku
x





. 

Преобразовав данное равенство с учетом тождества 




2

2
1

cos

1
tg ,  

получаем запись системы (4) относительно отклонений (5) 

в квазиканонческом виде: 
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(6) 
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Особенность системы (6) состоит в том, что правые части 

дифференциальных уравнений относительно канонических пе-

ременных x1, x2 не зависят явно от s и переменная s не является 

стабилизируемой. В терминах системы (6) формируется комби-

нированное управление с линейной стабилизирующей состав-

ляющей в виде (x) = c1x1 + c2x2, c1,2 > 0: 

(7) .
1

cos
cos)tg,(

)1(1)1(

)( 3

1
2
2

2/32
2 kd

k
d

kxx

k

x

x
u





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


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
 

Это обеспечивает асимптотическую устойчивость 

виртуальной системы (6), (7): 

2211221 , xcxcxxx    

и решение задачи путевой стабилизации. 

Для реализации закона управления (7) требуется вычислять 

в реальном времени кривизну заданной траектории в целевой 

точке k, отклонение d от целевого пути и угловое отклонение . 

Для этого надо знать текущие положение XC(t), YC(t), и ориента-

цию робота (t), а также задающее воздействие g(t) и его произ-

водные первого и второго порядка )(),( tgtg  . Задающее воздей-

ствие является двумерным вектором, элементами которого яв-

ляются текущие координаты целевой точки CS(XS(t), YS(t)) в не-

подвижной системе координат xOy.  

В предположении, что измерениям доступны только пере-

менные XC(t), YC(t), (t), XS(t), YS(t), ставится задача восстановле-

ния производных задающих сигналов по их текущих значениям.  

4. Синтез динамического дифференциатора  

В данном разделе представлен основной результат, разра-

ботанный метод излагается применительно к задаче восстанов-
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ления первой и второй производных первого элемента 

g1(t) = XS(t) вектора задающих воздействий. Для второго элемен-

та YS(t) следует использовать аналогичные построения.  

Пусть в режиме реального времени из внешнего 

автономного источника в систему управления поступает 

незашумленный детерминированный сигнал g1(t) = XS(t), 

который полагается непрерывной, кусочно-дифференцируемой 

функцией времени, аналитический вид которой не известен. 

Ставится задача восстановления текущих значений первой и 

второй производной данного сигнала в предположении, что 

функции )()( 1
)(

1 tgtg i
i

 , 3,1i , являются кусочно-

непрерывными и ограничены известными константами: 

(8) .0,4,2,)(  tiGtg ii  

Для формализации задачи в рассмотрение вводится вирту-

альная динамическая модель третьего порядка, представленная 

в канонической форме 

(9) ).(,, 433221 tgggggg    

Входом системы (9) является неизвестный ограниченный 

сигнал )()( 14 tgtg  , который трактуется как внешнее возмуще-

ние. Выходом является измеряемый сигнал g1(t). 

Для упрощения проблемы оценивания переменных g2(t), 

g3(t) для системы (8) предлагается использовать нестандартный 

наблюдатель (дифференциатор) без собственных движений в 

виде 

(10) ,,, 332211 vzvzvz    

где zi – переменные состояния, vi – управляющие воздействия 

дифференциатора. Задача наблюдения сводится к задаче стаби-

лизации ошибок наблюдения ,iii zg   3,1i , в системе 

(11) ,,, 343232121 vgvgvg     

где переменные )(tgi , 4,2i , трактуются как внешние ограни-

ченные возмущения. Учитывая, что значение g1(0) известно, мы 

можем установить в дифференциаторе (10) следующие началь-

ные условия: 

 )0()0( 11 gz ,0)0(1    )0()0(0)0( iii gz   
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.3,2,2,2)0(,)0(1  iGG iii   

Для обеспечения инвариантности по отношению к внешним 

возмущениям предлагается использовать процедуру каскадного 

синтеза кусочно-линейных управляющих воздействий: 

(12) 






























.3,2,/1),(

,/1),(sign
))((sat

;/1,

,/1,sign
)(sat

11

11

1

11111

1111

1111

ilzvzvlp

lzvzvp
zvlpv

llp

lp
lpv

iiiiiii

iiiiii

iiiii






 

Линейные функции с насыщением являются гибридом ли-

нейной и разрывной обратной связи и привносят в замкнутую 

систему преимущества обоих методов, но свободны от их недо-

статков и рекомендуются для практической реализации [2, 4–6, 

11]. Каждое корректирующее воздействие (12) имеет по два 

настраиваемых параметра: pi > 0 – амплитуду, от выбора кото-

рой зависит скорость оценивания, и li > 0 – большой коэффици-

ент, от выбора которого зависит точность оценивания. 

В силу уравнений (11) сигналы, формирующие корректи-

рующие воздействия i, i = 2, 3 (12), и замкнутую систему (11), 

(12) можно представить в виде  

(13) 
.3,2)),((sat),(sat

,3,2,

13211121

111









ilpglpg

izgzv

iiii

iiiiiii








 

Как видим, для решения задачи наблюдения нужно обеспе-

чить стабилизацию не только ошибок наблюдения в системе 

(10), но и их производных [12] путем выбора настраиваемых 

параметров p, l. Доказано следующее утверждение. 

Лемма.  Если в системе (11), (13) условия (8) и (12) выпол-

няются, то тогда для любых сколь угодно малых , T > 0 

найдутся такие положительные действительные числа 
ii lp , , 

что :, ii lp   ii pp ,  ii ll , 3,1i , выполнятся неравенства 

(14) ,)()()(   tgtzt iii 3,1i , .Tt   

Доказательство. Разделим заданный интервал времени 

[0; T] на 4 отрезка с помощью точек 0 = t0 < t1 < t2 < t3 < t4 = T 
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и формализуем во времени желаемое поведение ошибок наблю-

дения и их производных, обеспечивающих выполнение (14):  

(15) 

.,)(

;,,)(,,)(

;,,)(

,,,)(,,)(

43

2321222

122121

11111101

ttt

tttttt

ttt

tttttt























 

C учетом (13) конкретизируем неравенства для ошибок 

наблюдения (15) в предположении, что на предыдущих интер-

валах указанные соотношения были выполнены:  

(16) 

.3,2,,/1)(

/1)()()()(

;,/1)(

221,1

11

011











ittlt

ltttztv

ttlt

iiii

iiiii







  

Сходимость аргументов управляющих воздействий в ли-

нейные зоны (16) обеспечивается выбором амплитуд pi > 0, 

а размеры линейных зон и выполнение остальных, вспомога-

тельных неравенств (15) – выбором больших коэффициентов 

0il , 3,1i . 

В первом уравнении системы (13) равенство знаков управ-

ляемой и управляющей переменной sign1(t) = sign1(t), t  0 

справедливы по построению и |1(0)|   (11). Нижнюю оценку 

для выбора амплитуды, обеспечивающую выполнение первого 

неравенства (15), найдем из достаточных условий сходимости 

в линейную зону:  

(17) .0)()sign( 21121112111 GppGpg     

В остальных уравнениях системы (13) совпадение знаков  

(18) )(sign)(sign ttv ii  , 3,2i  

может не иметь места при 0  t  t2(i–1)–1. На указанных интерва-

лах эти уравнения в общем случае представимы в виде 

3,2,sign1   ipg iiii  . Эти системы неустойчивые, значе-

ния i(t) растут по модулю на интервале [0; t2(i–1)–1]: 

(19) .0,)(2)()( 1)1(211)1(2   ttpGGtt iiiiiii   
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При t > t2(i–1)–1 выполнение (18) гарантируется вне окрестно-

сти |i|  i–1,1 < , i = 2, 3, соответственно и на интервалах 

t  (t2(i–1)–1; t2(i–1)] два последних уравнения системы (13) прини-

мают вид 

(20) 3,2,sign1   ipg iiii  . 

Выбором pi, i = 2, 3, нужно обеспечить сходимость ошибок 

наблюдения в области (16) за время t2(i–1)t2(i–1)–1. В силу (19)–

(20) получим 

1

1)1(2)1(2

1)1(2

1

1)1(2)1(2

1)1(2 )()(
















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
 i
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i G
tt

t
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tt

t
p


,  

откуда имеем 

(21) 

.3,2,2,
2

2

)(2

)1(21)1(2

1)1(2)1(2

)1(21

1

1)1(2)1(2

1)1(21








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
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
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tt

tGG
p

G
tt

tpGG
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Зададим минимальный интервал времени, например, так 

(22) ,3,2,02 1)1(2)1(2231   itttttt ii  

(23) .9/094 TtTtt   

С учетом (17), (21)–(23) имеем нижние оценки для выбора 

амплитуд, обеспечивающих сходимость аргументов корректи-

рующих воздействий в линейные зоны (16) за заданное время: 

(24) 

.9
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,

4
343

3

3
232
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G
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tGG
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


 

Для настройки больших коэффициентов рассмотрим урав-

нения системы (13) в линейных зонах, куда они попадают в ука-

занные интервалы времени: 

(25) 

.,/1),(

,,/1),(

,0,/1,

4323233343

2212122232

1111121

ttllpg

ttllpg

tllpg






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


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Из достаточных условий сходимости 0ii   найдем ниж-

ние оценки для выбора 0il , 3,1i , обеспечивающих задан-

ную точность оценивания (14), а также установим точность, ко-

торую надо обеспечить при стабилизации первых производных 

ошибок оценивания (15), разделив заданную величину  на две 

части, например, пополам: 

(26) 







.
2

,
2

)()(

,
2

,
2

)()(

;)0()(

212

3

4
34

2/

2

2/

33

4
3

111

2

3
22

2/

1

2/

22

3
2

1

2
11
































p

G
ltt

lp

G
t

p

G
ltt

lp

G
t

p

G
ltt

i

 

Выбором li, i = 1, 2, нужно также обеспечить сходимость 

первых производных ошибок наблюдения )(ti  в установлен-

ные области (26) за время t2i–1  t2i–2 = t (15) из начальных усло-

вий iiii pGt   122 )(  (25). С этой целью оценим на указанных 

интервалах решения вспомогательной системы 

(27) )(; 12224211131    lpglpg  

и установим точность, которую надо обеспечить при стабилиза-

ции 1 : 

(28) 
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И, наконец, выбором l1 нужно также обеспечить сходи-

мость )(ti  в установленную область (28) за время t2t1 = 2t 

(15), (22) из начальных условий 131)( pGti   (27). С этой це-

лью оценим на указанных интервалах решения вспомогательной 

системы 11141   lpg  : 
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Неравенства для выбора больших коэффициентов (26), (28), 

(29), полученные из оценок решений на разных интервалах, 

должны выполняться одновременно. Таким образом, с учетом 

уже выбранных амплитуд (24) получим итоговые нижние оцен-

ки, при которых все неравенства (15) будут выполнены: 

3 3 12 4 2 1
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Лемма доказана. 

5. Моделирование 

Моделирование разработанных алгоритмов проводилось 

в среде MATLAB Simulink. В начале обособленно был проте-

стирован разработанный динамический дифференциатор на 

предмет восстановления производных задающего воздействия 

до 3 порядка включительно по сигналам без перенастройки па-

раметров.  

Для реализации закона управления (7) берутся такие дан-

ные, как вектор состояния, а именно координаты опорной точки 

C платформы, угол  между центральной линией платформы и 

осью Ox.  
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Для расчета управляющего воздействия также была разра-

ботана программа для минимизации функций для вычисления 

отклонения точки C от целевой кривой и параметра заданной 

кривой. 

Для численного моделирования движения колесного робота 

в качестве примера рассматривалось движение по окружности 

радиусом равным 4: 

(30) )4/cos(4)(),4/sin(4)(   CC YX , 

где  – параметр заданной траектории. 

Для наихудшего расчетного случая были приняты следую-

щие параметры корректирующих воздействий (12):  

2,3,4 321  ppp ; 12,12,12 321  lll , 

при которых проводилось оценивание производных целевого 

сигнала. 

На рис. 2–4 показаны графики задающих воздействий, про-

изводных задающих воздействий до второго порядка включи-

тельно и их оценки. 

Как видно из рис. 2–4, динамический дифференциатор за-

дающих воздействий работает корректно без перенастройки па-

раметров. Оценочные сигналы сходятся к истинным за 0,7 с, 

ошибки в установившемся режиме пренебрежимо малы. 

При синтезе базового закона управления (7) были приняты 

параметры f1 = f2 = 60, c1 = f1*f2, c1 =  f1  f2;  

 

Рис. 2. Графики задающих воздействий g1i(t) и их оценок 

z1i(t) [м] для траектории (30), i = 1, 2 
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Рис. 3. Графики задающих воздействий g2i(t) и их оценок 

z2i(t) [м] для траектории (30), i = 1, 2 

 

Рис. 4. Графики задающих воздействий g3i(t) и их оценок 

z3i(t) [м] для траектории (30), i = 1, 2 

На рис. 5–6 показаны графики ошибок слежения 

3,1],м[)()()( 11  itgtxte iii  (в предположении, что все зада-

ющие воздействия и их производные известны, а также с ис-

пользованием динамического дифференциатора соответствен-

но). На рис. 7 показан процесс сходимости центра масс к задан-

ной пространственной траектории без использования диффе-

ренциатора и с его использованием.  
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Как видно из рис. 5–7, изображающая точка сходится к за-

данной траектории и далее движется вдоль нее, ошибка слеже-

ния в установившемся режиме составляет 710–10 [м]. 

Таким образом, результаты моделирования подтверждают 

эффективность разработанных алгоритмов в условиях неполной 

информации. Предложенный динамический дифференциатор 

производных задающих воздействий позволит расширить об-

ласть применения известных методов синтеза динамической 

обратной связи для решения задач слежения и упростит процесс 

планирования режимов движения. 

 

Рис. 5. Графики ошибок слежения e1i(t) [м], i = 1, 2,  

без использования дифференциатора 

 

Рис. 6. Графики ошибок слежения e1i(t) [м], i = 1, 2  

с дифференциатором 
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Рис. 7. Процесс сходимости центра масс к заданной  

пространственной траектории (30) без использования  

дифференциатора и с использованием дифференциатора 

6. Заключение 

Основной результат работы – метод построения и процеду-

ра настройки динамического дифференциатора задающих воз-

действий, который позволит расширить область применения 

известных методов проектирования динамических обратных 

связей для решения задач следования по траектории и упростит 

процесс планирования режима движения. Результаты численно-

го моделирования подтвердили его эффективность. 
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DESIGNING A DIFFERENTIATOR FOR A CONTROL  

SYSTEM FOR A MOBILE ROBOT 

Julia Kokunko, junior researcher, V.A. Trapeznikov Institute of 

Control Sciences of RAS, Moscow, (juliakokunko@gmail.com). 

Abstract: In the framework of the cascade approach to state observers design for 

dynamic objects under the influence of external uncontrollable disturbances, a 

method for or reconstructing the derivatives of any desired order of a deterministic 

time function from its current values, which does not require knowledge of the ana-

lytical form of the function and numerical differentiation, is proposed. Assuming 

that the function is piecewise smooth and its derivatives are bounded by known 

constants, a virtual dynamic model of canonical form with an unknown input is 

introduced. On the basis of this model, whose order depends on the order of the 

derivatives to be recovered, a dynamic differentiator is constructed in the form of a 

state observer with piecewise linear corrective actions. In this paper, the above 

designs are demonstrated on the example of a control system for a wheeled robot. 

An nonlinear control law that stabilizes the motion of the platform along an admis-

sible curvilinear trajectory is used to synthesize the feedback.  The current infor-

mation about the state variables of the control plant model, the setting influences 

and their first- and second-order derivatives is required to implement the feedback 

in the problem of track stabilization. 

Keywords: wheeled robot, path following stabilization, dynamic differentia-

tor, invariance, decomposition. 
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ПРОЕКТИРОВАНИЕ СИСТЕМЫ УПРАВЛЕНИЯ 

НА ОСНОВЕ MPC ДЛЯ СТАБИЛИЗАЦИИ  

ДВУХКОЛЕСНОГО РОБОТА-БАЛАНСИРА 

Ткаченко А. А.1 

(ФГБУН Институт проблем управления  

им. В. А. Трапезникова РАН, Москва) 

Целью данной работы является решение задачи проектирования системы 

управления на основе Model Predictive Control (MPC) для линейной Multiple 

Input Multiple Output (MIMO)-системы двухколесного робота-балансира. 

В наши дни данные роботы стали популярными проектами многих крупных 

компаний. В их числе одна из самых известных компаний, занимающаяся раз-

работкой человекоподобных роботов, – Boston Dynamics. Но идея создания 

подобного типа роботов не обошла стороной и инженеров-любителей со 

всего мира, которые стали разрабатывать двухколесных балансирующих 

роботов для использования в качестве офисных помощников, средств пере-

движения и просто ради академического интереса. В работе рассмотрен 

процесс построения математической модели механической системы робота, 

а также выполнена линеаризация полученной модели. Представлены основ-

ные принципы построения системы управления на основе MPC для линейных 

систем без внешних возмущений, а также с использованием наблюдателя для 

оценки состояний модели при влиянии аддитивных белых гауссовских шумов. 

Приведен пример реализации данного алгоритма управления в среде 

Matlab Simulink для случая MIMO-системы, в качестве которой выступает 

модель двухколесного робота.  

Ключевые слова: модель управления с прогнозированием, система 

управления, робот-балансир, математическая модель. 

1. Введение 

Управление с прогнозированием (MPC) – это усовершен-

ствованный метод управления процессами, который использу-

ется при соблюдении набора ограничений. С инженерной точки 

зрения, MPC-метод проектирования систем управления является 

привлекательным по нескольким причинам. Во-первых, данный 

метод позволяет накладывать и обрабатывать как «мягкие» 

ограничения, так и более «жесткие» для многомерных систем 

                                           
1 Андрей Александрович Ткаченко, математик (tkachenko_aa10@mail.ru). 
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управления. Это особенно необходимо на промышленных объ-

ектах, где неизбежно присутствуют различного рода ограниче-

ния для технологических процессов.  

Во-вторых, с развитием и увеличением вычислительных 

способностей как ЭВМ, так и различных микроконтроллеров 

появилась возможность выполнять оптимизацию процессов 

в режиме реального времени. 

Третьим аспектом привлекательности MPC является срав-

нительная простота проектирования структуры системы управ-

ления при решении сложных производственных задач. 

MPC-метод схож с классическим синтезом системы управ-

ления на основе линейно-квадратичного регулятора (LQR). 

Ключевое различие между MPC и LQR заключается в том, что 

управление с прогнозированием решает задачу оптимизации 

в пределах скользящего временного горизонта, в то время как 

линейно-квадратичный метод использует для решения той же 

задачи фиксированное временное окно. 

Целью работы является синтез системы управления для 

двухколесного робота-балансира, а также моделирование пове-

дения робота в среде Matlab Simulink для дальнейшего тестиро-

вания алгоритма управления на реальной физической модели. 

2. Математическая модель робота 

Для описания динамики движения робота-балансира в про-

странстве необходимо вывести математическую модель. В каче-

стве обобщенных координат возьмем координату положения 

центра колеса x и угол отклонения робота от вертикали . Вы-

ражения, которые связывают их с декартовыми координатами 

центра масс «тела» робота (xcm, ycm) и центра масс колес (x, y), 

имеют следующий вид: 

(1) 
(0) ,

,

x x r

y r

 


 

(2) 
sin ,

cos ,

cm

cm

x x l

y y l





 

 
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где x(0) ‒ значение координаты x в начальный момент времени; 

r ‒ радиус колеса, l ‒ длина отрезка WB, θ ‒ угол поворота колес. 

На данном этапе предполагается, что робот способен со-

вершать два типа движения: поступательное вдоль оси x и вра-

щательное вокруг оси колеса.  

Применяя второй закон Ньютона для поступательного и 

вращательного движения [1] к «телу» робота, получим уравне-

ния 

(3) 

2 ,

2 ,

2 sin 2 cos 2 ,

b cm x

b cm y b

b y x

m x N

m y N m g

J N l N l M  



 

  

 

где mb ‒ масса «тела»; Jb ‒ момент инерции «тела» относительно 

центра масс колеса; Nx, Ny ‒ реакции связей, действующих меж-

ду колесом и «телом» в проекции на оси координат; M ‒ мо-

мент, создаваемый вращением вала мотора. 

Принимая во внимания (2), получим 

(4) 

2

2

( cos sin ) 2 ,

( sin cos ) 2 ,

2 sin 2 cos 2 .

b x

b y b

b y x

m x l l N

m l l N m g

J N l N l M

   

   

  

  

   

  

 

Теперь проделаем аналогичные действия для колеса робота. 

Имеем 

(5) 
,

,

w fr x

w fr

m x F N

J M F r

 

 
 

где mw ‒ масса одного колеса; Jw ‒ моменты инерции колеса; 

Nx, Ny ‒ реакции связей, действующих между колесом и «телом» 

в проекции на оси координат; M ‒ момент, создаваемый враще-

нием вала мотора; Ffr ‒ сила трения, действующая на колеса. 

Далее, производя поэтапное выражение необходимых ком-

понент и поочередно подставляя их в соответствующие выра-

жения, получим систему, являющуюся математической моде-

лью рассматриваемого робота. 

Полагая, что при малых значениях  имеют место равен-

ства 
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(6) sin , cos 1, 0,       

запишем систему следующим образом: 

(7) 

2

2 2

2

2 2

2
2

2

( ) 22

,
( )1

2

2
2

1
2

.
( )

1
2

b b

b b b b

b
b w w

b b

b
b

b w w

b
b b

b w w

m l g m l
M

rJ m l J m l
x

m l
m J m

r J m l

m l
m gl M

m r J m r
r

m l
J m l

m J m
r







  
    

   
  

    
 


 
 
  

         


  
  

   
 

 

Введем вектор состояний  

(8)  
T
.x x x    

Теперь, используя ряд обозначений для более компактной запи-

си, получим систему в матричной форме: 

(9) 
1 2

3 4

0 1 0 0 0

0 0 0
.

0 0 0 1 0

0 0 0

x x

C Cx x
M

C C

 

 

      
      
       
      
      

      

 

3. Уточнение модели 

Полученную математическую модель можно уточнить, по-

скольку управляющее воздействие, в качестве которого высту-

пает момент M, создаваемый вращением вала мотора, имеет за-

висимость от напряжения, подаваемого на двигатели [2].  

Для данного робота могут быть использованы разные типы 

силовых установок. Далее будет рассмотрен вариант уточнения 

математической модели при использовании в качестве такой 

установки двигателей постоянного тока с редуктором. 



 

Управление подвижными объектами и навигация 

123 

Основными элементами двигателя постоянного тока явля-

ются статор и ротор. Статор ‒ неподвижная часть двигателя, на 

которой располагаются постоянные магниты или электромагни-

ты с обмотками. Ротор же ‒ это та часть двигателя, которая при-

водится во вращение. Ротор может состоять из большого коли-

чества катушек, на которые подается питание, в зависимости от 

угла поворота ротора относительно статора. 

Схему электрической цепи двигателя постоянного тока 

можно представить в виде схемы, изображенной на рис. 1. 

 

Рис. 1. Схема электрической цепи DC двигателя 

В этой схеме U ‒ напряжение источника тока, R, L ‒ сопро-

тивление и индуктивность обмоток ротора соответственно,  

ε ‒ обратная ЭДС индукции, возникающая в обмотке ротора. 

Используя второй закон Кирхгофа, получим следующее 

выражение 

(10) ,
I

U RI L
t




  


 

где I ‒ сила тока в обмотках. 

Обратная ЭДС индукции связана с угловой скоростью тела 

робота и угловой скоростью колес следующим образом: 

(11) ( ),ek     

где величина ke ‒ конструктивная постоянная двигателя. 

Крутящий момент Mr, создаваемый ротором двигателя, 

пропорционален силе тока I в обмотках: 

(12) ,r mM k I  
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где km также является конструктивной постоянной двигателя. 

Поскольку используется редуктор, то связь между момен-

том M, порожденным внешним валом двигателя, и моментом Mr 

ротора внутри будет иметь вид 

(13) ,G rM N M  

где NG ‒ передаточное отношение. 

Принимая во внимание факт, что внешняя механическая 

система изменяет свое состояние во много раз медленнее, чем 

электрическая система внутри двигателя, можно пренебречь 

переходным процессом для силы тока. Таким образом, искомая 

зависимость имеет следующий вид: 

(14) ,G m e G m e G mN k k N k k N k
M x U

R rR R
    

Подставляя выражение для M в систему и вводя также ряд 

обозначений, получим 

(15) 
2 1 2 2

4 3 4 4

0 1 0 0 0

0
.

0 0 0 1 0

0

x x

C C C r Cx x
U

C C C r C

  

 

   

      
       
       
      
      

       

 

Таким образом, получена линейная модель системы робота 

с мотор-редуктором постоянного тока.  

4. MPC для системы робота 

Далее будет приводиться описание построения системы 

управления на основе MPC непосредственно для выведенной 

ранее математической модели робота с соответствующими мат-

рицами. При использовании модели пространства состояний 

текущая информация, необходимая для прогнозирования, пред-

ставлена переменной состояния в текущий момент времени. 

3.1. ФОРМИРОВАНИЕ РАСШИРЕННОЙ МОДЕЛИ 

Принцип построения системы управления на основе MPC 

базируется на формировании новой расширенной модели ис-

ходной системы [3]. 
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Пусть имеется система дискретного времени с m-мерным вхо-

дом u, выходом y размера q  и n-мерным вектором состояний xm: 

(16) [ 1] [ ] [ ],m m m mx k A x k B u k    

(17) [ ] [ ].m my k C x k  

Вычтем из (16) предыдущее состояние системы: 

(18) [ 1] [ ] ( [ ] [ 1]) ( [ ] [ 1]).m m m m mx k x k A x k x k B u k u k         

Введя обозначения для разностей 

(19) 
[ 1] [ 1] [ ],

[ ] [ ] [ 1],

m m mx k x k x k

u k u k u k

    

   
 

перепишем исходное уравнение пространства состояний следу-

ющим образом: 

(20) [ 1] [ ] [ ].m m m mx k A x k B u k       

Свяжем выходной сигнал y[k] с вектором состояний ∆xm[k]: 

(21) [ 1] [ ] [ 1] [ ] [ ].m m m m m m my k y k C x k C A x k C B u k          

Теперь определим новый вектор состояний  

(22) 
[ ]

[ ] .
[ ]

mx k
x k

y k

 
  
 

 

Таким образом, общий вид расширенной системы примет вид 

(23) 

T[ 1] [ ]
[ ],

[ 1] [ ]

[ ]
[ ] ,

[ ]

mm mm m

m mm m q q

m

m q q

Bx k x kA o
u k

C By k y kC A I

x k
y k o I

y k





        
        

        

 
    

 

 

где Iq×q ‒ единичная матрица размерности q  q, а om ‒ нулевая 

матрица размерности q  n. 

Перепишем систему в более удобном и привычном виде: 

(24) 
[ 1] [ ] [ ],

[ ] [ ],

x k Ax k B u k

y k Cx k

   


 

где A, B, C ‒ матрицы, соответствующие новой расширенной 

системе. 

Принимая во внимание то, что в нашем случае матрицы 

дискретного аналога системы (15) таковы, что 
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(25) 

1 0,0212 0,0007 0,0031 0,0183

0 0,1695 0,0637 0,0339 0,1928
, ,

0 0,4193 1,1833 0,0896 0,0973

0 4,8881 3,5254 0,9878 1,1348

1 0 0 0
,

0 0 1 0

m m

m

A B

C

   
   
    
   
   

   

 
  
 

 

искомые матрицы A, B, C, соответствующие расширенной мо-

дели, имеют вид 

(26) 

1 0,0212 0,0007 0,0031 0 0 0,0183

0 0,1695 0,0637 0,0339 0 0 0,1928

0 0,4193 1,1833 0,0896 0 0 0,0973
,

0 4,8881 3,5254 0,9878 0 0 1,1348

1 0,0212 0,0007 0,0031 1 0 0,0183

0 0,4193 1,1833 0,0896 0 1 0,0973

A B

  
  
  
  

   
  

  
  

    

,

0 0 0 0 1 0
.

0 0 0 0 0 1
C











 
  
 

 

3.2. РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ ПРОГНОЗИРУЮЩЕГО  

УПРАВЛЕНИЯ 

После формулировки расширенной модели следующим ша-

гом в проектировании системы прогнозирующего управления 

является расчет будущего выхода системы. Этот процесс опи-

сывается в окне оптимизации. Далее будет подробно рассмотре-

на оптимизация, выполняемая в этом окне. Будем полагать, что 

текущий момент ki, а Np ‒ длина оптимизационного окна (гори-

зонт прогнозирования), определяющая количество будущих со-

стояний. 

Пусть вектор состояний x[ki] полностью известен из изме-

рений. Прогнозируемую траекторию управления можно пред-

ставить следующим образом: 

(27) [ ], [ 1], , [ 1],i i i cu k u k u k N       
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где Nc – горизонт управления, определяющий количество пара-

метров, используемых для построения траектории управления.   

Набор значений 

(28) [ 1| ], [ 2 | ], , [ | ]i i i i i p ix k k x k k x k N k    

определяет прогнозируемые состояния системы с использова-

нием информации о текущем состоянии x[ki]. 

Важно отметить, что Nc ≤ Np. 

На основе расширенной модели выражения для вычисления 

набора будущих состояний системы имеют вид 

(29) 

2

1

[ 1| ] [ ] [ ],

[ 2 | ] [ ] [ ] [ 1],

[ | ] [ ] [ ]

[ 1].

p p

p c

i i i i

i i i i i

N N

i p i i i

N N

i c

x k k Ax k B u k

x k k A x k AB u k B u k

x k N k A x k A B u k

A B u k N





   

      

    

    

 

С помощью набора (25) можно спрогнозировать выходы 

для системы: 

(30) 

2

1

[ 1| ] [ ] [ ],

[ 2 | ] [ ] [ ] [ 1],

[ | ] [ ] [ ]

[ 1].

p p

p c

i i i i

i i i i i

N N

i p i i i

N N

i c

y k k CAx k CB u k

y k k CA x k CAB u k CB u k

y k N k CA x k CA B u k

CA B u k N





   

      

    

    

 

Определим векторы 

(31) 
T

[ 1| ] [ 2 | ] [ | ]i i i i i p iY y k k y k k y k N k       

и 

(32) 
T

TT[ ] [ 1] [ 1] ,T
i i i cU u k u k u k N        

  
 

где Np и Nc – размерности Y и ∆U соответственно. 

Таким образом, имеем 

(33) [ ] ,iY Fx k U   

где 
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(34) 

2

1 2

0 0

0
, .

p p p cp
N N N NN

CA CB

CAB CBCA
F

CA B CA B CA BCA
  

   
   
     
   
   
     

 

Оптимальный вектор управления в оптимизационном окне 

задается следующим образом [4]: 

(35) T 1 T T( ) ( [ ] [ ]),s i iU R R r k Fx k       

где R ‒ диагональная матрица, содержащая весовой параметр rw 

и определяемая как R = rwI, где матрица I, как и ΦTΦ, имеет раз-

мерность mNc  mNc, ΦTF имеет размерность mNc  n, а ΦTRs со-

ответствует последним q столбцам ΦTF. Матрица Rs определяет-

ся как Rs = [Iq×q Iq×q … Iq×q]T и имеет размер 1  Np. Желаемый 

сигнал уставки имеет вид: r[ki] = [r1[ki] r2[ki] … rq[ki]]T. 

Так как принцип управления со скользящим горизонтом 

подразумевает использование только первого элемента вектора 

∆U в момент времени ki в качестве управляющего воздействия, 

то получим 

(36) 

T 1

T T

[ ] [ ]( )

( [ ] [ ]) [ ] [ ].

i m m m

s i i y i mpc i

u k I o o R

R r k Fx k K r k K x k

     

    
 

Для проектирования системы управления воспользуемся 

полученными ранее выкладками. Положим Nc = 10, Np = 20, зна-

чение уставки на всем временном отрезке равно r = [1  0]T, т.е. 

наша цель – добиться нулевого отклонения тела робота от вер-

тикали и сместить его на 1  м. Вектор состояний исходной си-

стемы, а также вектор состояний расширенной модели примем 

в начальный момент нулевыми. Определим оптимальное реше-

ние ∆U при rw = 0,5.  

Для начала получим значения коэффициентов обратной 

связи Ky и Kmpc: 

(37) 

   

 

 

T 1 T

T 1 T

( ) 0,6831 0,0222 ,

( )

8,4162 9,6840 12,8237 1,9801 0,6831 0,0222 .

y m m m s

mpc m m m

K I o o R R

K I o o R F





      

     

     
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Тогда значения Δu[ki] оптимального управления могут быть 

определены исходя из выражения (36). 

Из приведенных на рис. 2 графиков следует, что выходной 

сигнал y достигает и принимает значение заданной величины 

параметра уставки, т.е. угол отклонения робота от вертикали 

φ = 0, а положения центра масс x = 1. 

 

Рис. 2. Изменение значений выходного сигнала y 

Теперь рассмотрим случай, когда в системе присутствуют 

шумы: 

(38) 
[ 1] [ ] [ ] [ ],

[ ] [ ] [ ].

m m m m

m m

x k A x k B u k d k

y k C x k k

   

 
 

Предполагается, что на вход объекта управления подается 

гауссовский белый шум d с нулевым математическим ожидани-

ем и дисперсией Qd = 10-3, который суммируется с управляю-

щим воздействием u. Измерение выходного сигнала объекта 

также содержит аддитивный белый шум ε с нормальным рас-

пределением, нулевым математическим ожиданием и дисперси-

ей Rε = 10-4. Для того чтобы оценить вектор состояния динами-

ческой системы, используя ряд зашумленных измерений, необ-

ходимо спроектировать наблюдатель. Наблюдатель на основе 
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фильтра Калмана задается с использованием матриц расширен-

ной системы и значений дисперсий шумов Qd и Rε. Результаты 

моделирования процесса стабилизации робота в среде 

Matlab Simulink отражены на графике (рис. 3), на котором отоб-

ражено изменение выхода системы y при значении весового па-

раметра rw = 0,5. 

 

Рис. 3. Изменение выходного сигнала y 

5. Имитационное моделирование 

Для визуализации проведенных расчетов выполним имита-

ционное моделирование. Для этого воспользуемся дополни-

тельным пакетом Simscape Multibody для Matlab Simulink. Эта 

среда моделирования для трехмерных механических систем, 

таких как роботы, подвески транспортных средств, строитель-

ного оборудование и т.д. Многосоставные системы моделиру-

ются при помощи блоков, описывающих тела, суставы, связи, 

ограничения, силы и датчики. Simscape Multibody позволяет 

формулировать и решать уравнения движения для всей механи-

ческой системы. С помощью гибкой настройки модели можно 

импортировать полные сборки из систем автоматизированного 

проектирования, включая все инертные свойства объектов: все 
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массы, инерции, соединения, ограничения и трехмерную гео-

метрию. Также пакет позволяет генерировать 3D-анимацию для 

демонстрации динамики системы. 

Для начала необходимо создать 3D-модель робота. При по-

строении модели будем учитывать все параметры системы ро-

бота. 

 

Рис. 4. Окно создания пластины основания 

В параметрах окна настроек необходимо также указать массу 

каждой пластины (рис. 4.). 

После создания всех трех частей основания нужно опреде-

лить их взаимное расположение относительно друг друга. Это 

возможно сделать при помощи блока Rigid Transform, который 

позволяет однозначно определить положение объектов в про-

странстве, перемещать, а также вращать заготовки.  

Креплениями, соединяющими платформы, будут служить 

четыре расположенных по углам стрежня. Их можно создать 

при помощи блоков Cylindrical Solid. Укажем параметры каждо-

го из стержней в блоке настроек, задав их размеры, а также мас-

сы. В итоге, вновь воспользовавшись Rigid Transform для рас-

становки всех элементов модели по местам, получим «тело» ро-

бота, как показано на рис. 5. 
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Рис. 5. Основание робота 

Когда основание готово, приступим к созданию колесной 

базы робота. Для этого с помощью Cylindrical Solid создадим 

два колеса с заданными параметрами, задаем зависимость рас-

положения колес друг относительно друга, а затем объединяем 

с основанием. В итоге получим 3D-модель робота с заданными 

инертными свойствами. Результат представлен на рис. 6. 

Для того чтобы добавить полученной системе две степени 

свободы, обеспечивающие вращение тела вокруг оси, проходя-

щей через центр колесной базы, и поступательного движения, 

воспользуемся блоками Prismatic Joint и Revolute Joint. Блок-

схема модели представлена на рис. 7. 
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Рис. 6. 3D-модель робота-балансира 

 
Рис. 7. Блок-схема для 3D-модели робота 

6. Заключение 

В данной работе была выведена и уточнена математическая 

модель, описывающая динамику движения двухколесного робо-

та-балансира. Затем был реализован синтез оптимального 

управления для стабилизации робота на основе Model Predictive 

Control (MPC) при влиянии аддитивных белых гауссовских шу-

мов.  
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Важной особенностью данной работы, подчеркивающей ее 

актуальность, является возможность применения данного мето-

да управления с использованием MPC к небольшим роботам-

помощникам. 
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DESIGN OF MPC-BASED CONTROL SYSTEM  

FOR STABILIZING A TWO-WHEELED SELF-BALANCING 

ROBOT 

Andrew Tkachenko, V.A. Trapeznikov Institute of Control Scienc-

es of RAS, Moscow, student (tkachenko_aa10@mail.ru) 

Abstract: The purpose of this work is solving the problem of designing a control 

system based on Model Predictive Control (MPC) for a linear Multiple Input Multi-

ple Output (MIMO) system of a two-wheeled self-balancing robot. These robots 

have become popular projects of many companies nowadays. One of the most fa-

mous companies engaged in the development of humanoid robots Boston Dynamics 

among them. Nevertheless, the idea of creating such type of robots did not pass by 

amateur engineers from all over the world, who began develop two-wheeled self-

balancing robot for use as office assistants, vehicles and just for academic interest. 

The paper considers the process of constructing a mathematical model of the ro-

bot's mechanical system and linearization of the resulting model is performed. The 

basic principles of constructing an MPC-based control system for linear systems 

without external disturbances, as well as using an observer to evaluate the states 

mailto:tkachenko_aa10@mail.ru
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of the model under the influence of additive white Gaussian noise are presented. 

Examples of implementation in the Matlab/Simulink environment for the case of 

a MIMO system, which is a model of a two-wheeled robot, are given. 

Keywords: model predictive control, control system, self-balancing robot, 

mathematical model. 
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ПОИСК ОПТИМАЛЬНЫХ ТОЧЕК РАСПОЛОЖЕНИЯ 
СЕТЕВЫХ УСТРОЙСТВ ДЛЯ БЕСПРОВОДНЫХ  
СЕТЕЙ С УЧЕТОМ ТРАЕКТОРИЙ ДВИЖЕНИЯ  

АБОНЕНТОВ И РАСПРОСТРАНЕНИЯ СИГНАЛА 

Блинова О. В.1 

(ФГБУН Институт проблем управления  

им. В.А. Трапезникова РАН, Москва)  

Использование беспроводных сетей в качестве временного решения для обеспе-

чения связью участников ряда работ или мероприятий затруднено сложно-

стью и дороговизной проектирования подобных сетей. Но отсутствие связи 

в экстремальных условиях может привести к гибели людей даже при наличии 

других ресурсов для обеспечения безопасности. Существуют сетевые устрой-

ства и оборудование, позволяющие обеспечить беспроводную связь даже в са-

мых труднодоступных районах, но для их эффективного использования нужен 

анализ целесообразности их расположения в конкретных местах и возмож-

ность оценить работоспособность сети в целом. Существующие средства ав-

томатизированного проектирования ориентированы на создание сетей 

внутри помещений и не имеют достаточных средств для проектирования се-

тей в условиях дефицита сетевого оборудования. Рассмотренная в работе си-

стема разработана для упрощения и ускорения проектирования беспроводных 

сетей на открытой местности со сложным рельефом. Решается проблема 

обеспечения связью абонентов, передвигающихся по заданным маршрутам, при 

ограниченном наборе сетевого оборудования путем поиска оптимальных мест 

его расположения и анализа обеспечиваемого уровня связи для каждой задан-

ной точки маршрута. Используется алгоритм на основе градиентного спуска 

и две фазы поиска оптимального расположения устройств. Результаты моде-

лирования отображаются графически на трехмерном рельефе, а также в таб-

личной форме, совместимой с табличными процессорами для дальнейшей об-

работки. Создан модуль оцифровки рельефа на основе топографических карт 

или схем.  

Ключевые слова: сети беспроводной связи, сети связи с неполным по-

крытием, связь на сложном рельефе, сети связи быстрого развертыва-

ния, расположение сетевых устройств. 

1. Введение 

Проектирование на местности систем с использованием бес-

проводной передачи сигналов – это сложная и ресурсоемкая за-
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дача, при решении которой необходимо учесть множество факто-

ров и условий. Существуют готовые решения для проектирова-

ния беспроводных сетей, но они охватывают ограниченный круг 

задач, в первую очередь проектирование беспроводных сетей 

в офисных помещениях. Примерами подобных моделей явля-

ются [10, 11, 14]. Обзор таких программных решений есть в [8, 9]. 

Ключевыми требованиями большинства целевых систем для дан-

ных программных продуктов является обеспечение полного по-

крытие территории и обеспечение устойчивой связи.  

Существует большой круг задач по проектированию и иссле-

дованию сетей с неполным покрытием. Это могут быть времен-

ные сети, резервные сети в случае поломки основной сети или 

с целью балансировки нагрузки, сети быстрого развертывания, 

системы с сильно ограниченным бюджетом и низкими требова-

ниями к качеству связи. Для их проектирования требуется про-

стой и универсальный инструмент, позволяющий оценить рабо-

тоспособность возможных решений и найти хорошие решения 

для конкретных условий. [1, 3]. Проектирование таких сетей мо-

жет быть связано с большим количеством дополнительных усло-

вий и ограничений, таких как проходимость местности, погодные 

условия, наличие или отсутствие источников электропитания, 

большой разброс по численности и плотности абонентов. 

При проектировании таких сетей хорошим решением явля-

ется использование комплектов сетевого оборудования или ис-

точников электропитания, адаптированных для использования 

в конкретных условиях. Они могут располагаться в спасательных 

пунктах, выдаваться в аренду туристическим, спортивным и ис-

следовательским группам, группам, находиться в резерве в оте-

лях и кемпингах на случай возникновения чрезвычайной ситуа-

ции. Наличие таких комплектов позволяет свести задачу проек-

тирования сети к задаче расстановке оборудования на местности. 

В такой постановке задача схожа с задачей расстановки ба-

зовых станций. Существует достаточно большое количество ра-

бот, посвященных этой проблеме. В [6] был применен генетиче-

ский алгоритм для поиска мест расположения базовых станций. 

Есть работы с учетом особенностей рельефа местности [5, 13, 15] 

и с учетом маршрутов движения абонентов [4, 11, 12]. Большин-

ство указанных моделей рассчитано на стационарное размещение 
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базовых станций для организации сети и предполагает более глу-

бокое исследование местности или трафика, так как именно эти 

критерии рассматриваются как основные. Сети быстрого развер-

тывания в первую очередь представлены моделями сетей, орга-

низованных с помощью беспилотных летательных аппаратов, и 

тогда меньше внимания уделяется рельефу местности и больше – 

координациями между устройствами. Рассматриваемые задачи 

весьма специфичны, так как рассчитаны на небольшое число або-

нентов и сильную ограниченность ресурсов для проектирования. 

При поиске расположения сетевых устройств необходимо 

учитывать особенности рельефа и типичные маршруты движения 

абонентов (например, тропы, дороги и т.п.).  

Разработана система, применяющая метод градиентного 

спуска для поиска оптимальных координат расположения сете-

вых устройств на рельефе с учетом маршрутов движения абонен-

тов и использующая в качестве целевой функции показатель, ха-

рактеризующий доступность сети для них [2, 8]. В его основе ле-

жит вероятность доступа абонента к каждому сетевому устрой-

ству с учетом расстояния, но итоговое значение целевой функции 

не несет конкретного физического смысла, так как полученные 

вероятности и суммарное значение умножаются на весовые ко-

эффициенты, позволяющие учесть условия и требования кон-

кретной задачи. В [2] была предложена система, решающая по-

ставленную задачу с использованием имитационного моделиро-

вания и генетических алгоритмов. В таком решении был обнару-

жен ряд недостатков. Принято решение изменить подход к по-

иску оптимальных мест расположения сетевых устройств.  

2. Анализ опыта разработки системы для поиска 
оптимальных мест расположения сетевых 
устройств 

В [2] описана система, разработанная для решения описан-

ного класса задач. При ее тестировании и использовании был вы-

явлен ряд серьезных недостатков. Применение целевой функции 

к постоянно перемещающимся узлам связи привело к отсутствию 

конечного решения. Использованный метод может быть успешно 

применен для позиционирования подвижных сетевых устройств, 
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но не позволяет найти конкретные координаты для статического 

размещения, только некоторую область. В связи с этим было при-

нято решение отказаться от динамического моделирования дви-

жения абонентов и задать маршруты статически в виде списка 

ключевых точек с заданными координатами и весовыми коэффи-

циентами. 

При таком задании маршрута нет необходимости в исполь-

зовании имитационного моделирования и генетических алгорит-

мов, при которых получаемое решение сильно зависело от произ-

водительности устройства, на котором производилось моделиро-

вание, и от эмпирически подбираемых параметров (вероятностей 

мутаций, кроссинговера и т.д.). Было принято решение об ис-

пользовании алгоритма градиентного спуска, позволяющего 

быстро получить оптимальное решение. Одним из недостатков 

этого алгоритма является возможность попадания в локальные 

минимумы. Для минимизации влияния этого недостатка на ко-

нечное решение было принято применение метода градиентного 

спуска к множеству конфигураций с различным исходным разме-

щением сетевых устройств (размещаются случайным образом). 

Наличие нескольких различных вариантов размещения обо-

рудования также позволяет рассмотреть альтернативные вари-

анты, уступающие по значению целевой функции, но, возможно, 

более целесообразные с учетом сложности размещения, времен-

ных затрат, необходимых для доставки сетевого оборудования на 

точки, и других параметров. 

3. Модуль построения рельефа на основе карты 
или схемы 

Ранее разработанная система тестировалась только на мате-

матически смоделированных рельефах и не имела возможностей 

для привязки к реальной местности. Для устранения этого недо-

статка был разработан модуль построения 3D-рельефа на основе 

изображения. В качестве исходного материала может выступать 

топографическая карта с цветовой дифференциацией высот или 

схема, на которой различными цветами будут обозначены высот-

ные характеристики местности, влияющие на распространение 

сигнала.  
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Например, на топографическую карту можно добавить раз-

личные объекты, влияющие на распространение сигнала: дома, 

стены и другие препятствия. Или, если в случае чрезвычайного 

происшествия был существенно изменен рельеф местности, из-

менения можно нанести на карту в любом графическом редак-

торе. При этом необходимо либо использовать соответствующие 

легенде цвета или любой другой цвет, который необходимо до-

бавить в легенду.  

Существует ряд программных продуктов, реализующий по-

строение цифрового рельефа местности на основе карт, какие как 

ZWCAD, ArcGIS, ArcView и др. Готовые программные решения 

не имеют единого стандартного формата, в большинстве своем 

защищены лицензионными ограничениями, требуют длитель-

ного времени для качественной обработки изображения, опыта 

работы и больших вычислительных мощностей. 

Разработанный модуль прост в применении и совместим 

с любыми графическими форматами. Интерфейс построения 

трехмерного рельефа на основе изображения представлен на 

рис. 1. 

 

Рис. 1. Работа модуля построения рельефа 
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В верхней части рисунка можно видеть исходное изображе-

ние (топографическая карта), справа – параметры оцифровки и 

легенда. Цвета легенды задаются путем выделения областей на 

рисунке, или можно загрузить созданную ранее легенду. Это мо-

жет быть полезно в случае использования стандартных карт для 

решения разных задач. Изображение разбивается на прямоуголь-

ные участки согласно заданному количеству строк и столбцов, 

цвет каждого участка усредняется, после чего высота всего 

участка приравнивается к высоте, заданной для наиболее близ-

кого к полученному цвету из легенды.  

На основе полученной карты высот генерируется трехмер-

ный рельеф. Пример такого рельефа можно видеть на рис. 2.  

 

Рис. 2. Расположение сетевых устройств и маршрутов  

на сгенерированном рельефе 
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Полученный рельеф возможно сохранить и использовать 

многократно. Стоит отметить что на рельеф в настоящий момент 

невозможно добавить объекты, частично затрудняющие прохож-

дение сигнала. Проблемой могут оказаться линии разметки при 

высокой степени детализации рельефа, например, линия или 

надпись на карте может быть распознана как возвышенность или 

впадина в зависимости от легенды.  

4. Постановка задачи и задание исходных данных 
для моделирования 

Задача формулируется следующим образом: задана некото-

рая прямоугольная территория, обладающая сложным рельефом. 

На территории задано множество точек, в которых необходимо 

обеспечить связью абонентов. Точки объединены в маршруты. 

Каждой точке маршрута задан весовой коэффициент, характери-

зующий вероятность нахождения абонента или приоритет обес-

печения связи в заданной точке. Сумма коэффициентов всех то-

чек маршрута не должна превышать единицы. Маршрут может 

состоять из одной точки. Задается количество и радиус действия 

сетевых устройств, обеспечивающих связь абонентам на марш-

руте. Необходимо найти такие координаты размещения сетевых 

устройств на местности, чтобы обеспечить максимальный уро-

вень обеспечения точек маршрута связью. О расчете целевой 

функции сказано ниже. 

Для задания рельефа местности используется описанный 

выше модуль. 

После создания рельефа необходимо задать базовые пара-

метры моделирования. В начале работы сетевые устройства раз-

мещаются на рельефе случайным образом. Работа алгоритма гра-

диентного спуска может приводить к локальным, а не глобаль-

ным минимумам. В связи с этим рекомендуется создавать не-

сколько конфигураций с разными вариантами случайных расста-

новок сетевых устройств – это приведет к большей эффективно-

сти работы алгоритма и разнообразию предлагаемых решений. 

Пользователю предлагается выбрать количество конфигура-

ций и задать параметры сетевых устройств (радиус действия). Да-

лее на сформированных конфигурациях необходимо задать 
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маршруты движения абонентов в виде списка точек, в которых 

необходимо обеспечить связь. Кроме того, необходимо задать па-

раметры моделирования и целевой функции или использовать 

значения по умолчанию (рис. 3).  

Созданную и подготовленную к моделированию модель 

можно сохранить в конфигурационном файле формата json. В ней 

сохраняется ссылка на файл рельефа, характеристики сетевых 

устройств (кроме координат), маршруты движения абонентов, 

все заданные настройки. 

 

Рис. 3. Меню настройки параметров целевой функции  

и градиентного спуска 

5. Расчет целевой функции 

Расчет значения целевой функции состоит из нескольких 

этапов. На первом этапе уровень доступа каждой точки к сете-

вому устройству без учета рельефа рассчитывается следующим 

образом: 

(1) 𝑝𝑖𝑗 = 𝑒−𝑑/2𝑅𝑖
2
,   𝑑 = (𝑥𝑖 − 𝑥𝑗)2 + (𝑦𝑖 − 𝑦𝑗)2 + (𝑧𝑖 − 𝑧𝑗)2, 
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где xj, yj, zj – координаты точки маршрута, xi, yi, zi – координаты 

сетевого устройства.  

Далее осуществляется проверка отсутствия препятствий ре-

льефа на пути распространения сигнала. Для этого строится трех-

мерный отрезок, соединяющий размещенные на рельефе точку 

маршрута и сетевое устройство. Отрезок разбивается на интер-

валы, привязанные по длине к степени дискретизации рельефа. 

На границах интервалов проверяется возможность распростране-

ния сигнала (отрезок не должен погружаться в рельеф).  

В случае наличия препятствия значение уровня доступа для 

данной точки и сетевого устройства приравнивается к нулю. Про-

верка осуществляется для всех точек маршрута для каждого се-

тевого устройства. Значение целевой функции получается путем 

суммирования всех полученных значений уровня доступа от каж-

дого сетевого устройства к каждому узлу.  

Использование суммирования уровней доступа для каждой 

точки маршрута от всех сетевых устройств является достаточно 

неоднозначным решением. Такой выбор сделан в связи с тем, что 

система не имеет возможности учесть все параметры реального 

мира, влияющие на распространение сигнала, поскольку разрабо-

тано как средство быстрого и примерного проектирования и как 

помощь работающим на местности экспертам. Если рассматри-

вать вместо условного уровня доступа вероятность доступа точки 

к сети, одно близко расположенное сетевое устройство может 

обеспечить расчетную 100% вероятность и связь с другими 

устройствами не будет учтена, а по факту на местности может 

оказаться уровень доступа намного меньше 100% и связь от дру-

гих сетевых устройств будет важна. Но необходимо дополни-

тельное исследование об эффективности использования разных 

целевых функций. 

На вход алгоритму градиентного спуска подается целевая 

функция, ограничения (координаты не должны выходить за пре-

делы рассматриваемой области, задаются ограничения на макси-

мальное количество итераций и максимальное время поиска ре-

шения для одной конфигурации), линейный список исходных ко-

ординат сетевых устройств.  

Работа алгоритма градиентного спуска реализована с помо-

щью свободно распространяемой библиотеки tf_gd_lib. Согласно 
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алгоритму на каждом шаге определяется вектор перемещения се-

тевого устройства с целью максимизации целевой функции. Уро-

вень доступа для каждого абонента от каждого сетевого устрой-

ства суммируется, это позволяет учесть возможность подключе-

ния к каждому из устройств и сгладить влияние неучтенных фак-

торов, но может привести к размещению всех сетевых устройств 

в одной и той же точке, что чаще всего противоречит здравому 

смыслу. Для компенсации этого эффекта включается дополни-

тельный компонент, названный функцией отталкивания. Он рас-

считывается следующим образом: 

(2) 𝑏𝑖𝑗 = 𝑥 ∙ 𝑒−0,004∙𝑙𝑖𝑗 ∙ (
100

1+0,25𝑙𝑖𝑗
), 

где lij – расстояние между двумя сетевыми устройствами, x – за-

даваемый пользователем в настройках коэффициент. Формула 

расчета функции отталкивания подобрана экспериментально, фи-

зического смысла коэффициенты не имеют. Значение функции 

отталкивания рассчитывается между всеми сетевыми устрой-

ствами. Итоговое перемещение устройства на каждом шаге моде-

лирования – это сложение вектора, рассчитанного оптимизацион-

ным алгоритмом, с векторами отталкивания от всех других сете-

вых устройств. Стоит отметить, что использование функции от-

талкивания усложняет и замедляет работу оптимизационного ал-

горитма. На точность итогового решения это влияние не оказы-

вает, но уменьшается количество конфигураций, в которых уда-

ется достичь решения в указанных ограничениях по времени и 

количеству итераций. 

6. Работа двух фаз оптимизационного алгоритма 
по поиску координат размещения сетевых 
устройств 

После того как заданы рельеф, маршруты абонентов, харак-

теристики сетевых устройств и параметры моделирования запус-

кается первая фаза моделирования. Если в результате поиска ре-

шения точка маршрута обеспечена связью, это отображается гра-

фически изменением ее цвета. Таким образом, первичную оценку 

эффективности найденного решения можно провести момен-

тально в процессе моделирования.  
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Сетевые устройства обозначаются окружностями соответ-

ствующего радиуса с точкой в центре. При изображении радиуса 

не учитывается распространение сигнала, поэтому графически 

точка маршрута может оказаться внутри радиуса действия сете-

вого устройства, но не быть обеспечена связью. Помимо целевой 

функции в результате запуска первой фазы моделирования со-

ставляется таблица узлов и маршрутов, которые обслуживает 

каждое сетевое устройство. Это необходимо для проведения вто-

рой фазы моделирования и помогает провести оценку результа-

тов. 

После завершения первой фазы можно провести вторую до-

полнительную фазу моделирования. Ее алгоритм аналогичен ра-

боте первой фазы за исключением того, что при расчете целевой 

функции для каждого сетевого устройства учитываются значения 

только для тех точек маршрутов, которые обслуживаются кон-

кретной точкой доступа. Это позволяет расположить устройство 

лучше с учетом требований конкретных точек.  

Полученные в процессе моделирования результаты можно 

предварительно оценить благодаря цветовой маркировке обеспе-

ченных связью точек на маршрутах, подробная информация фор-

мируется в виде таблиц, содержащих информацию как обо всех 

конфигурациях и модели в целом, так и подробно о каждой 

В них содержатся найденные координаты сетевых 

устройств, значения обеспечиваемого уровня связи для каждой 

точки и значения целевой функции для конфигурации. Данные из 

таблиц легко можно экспортировать в табличный процессор для 

последующей обработки. После каждой фазы моделирования 

конфигурации сортируются по значению целевой функции. 

7. Выводы 

Представленная система проектирования беспроводных се-

тей является переработкой ранее разработанной системы. Изме-

нен способ задания исходных данных: не учитывается скорость 

движения абонентов и изменение их положения с течением вре-

мени. Использован другой метод поиска оптимальных точек рас-

положения сетевых устройств. Предложенное решение позволяет 

получить конкретное решение более чем в 50% конфигураций 
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при правильной настройке параметров моделирования (в первую 

очередь достаточного количества времени на обработку и числа 

итераций).  

К недостаткам системы можно отнести требовательность 

к аппаратным ресурсам, связанную с большим количеством вы-

числительных операций на каждом шаге моделирования, осо-

бенно с учетом анализа распространения сигнала через рельеф. 

Необходимо рассмотрение возможности использования других 

алгоритмов для расчета возможности распространения сигнала. 

Также важно отметить, что настоящий способ расчета привязан 

к детализации рельефа, а, значит, одна и та же задача может по-

лучить разные решения в зависимости от выбранной пользовате-

лем детализации. Неочевидно, какая степень детализации может 

быть рекомендована. Качество полученного рельефа будет 

сильно зависеть от качества исходной карты. 

Целесообразность использования функции отталкивания и 

ее сложения с целевой функцией вызывает сомнения, так как мо-

жет приводить к нестабильности работы алгоритма градиентного 

спуска и невозможности нахождения оптимального решения. 

Необходимы дополнительные исследования и тестирование дру-

гих способов расчета целевой функции. Сейчас в системе могут 

использоваться только ненаправленные сетевые устройства, 

необходима доработка системы с целью добавления возможно-

сти использовать направленные антенны. Нет возможности ис-

пользования подвижных сетевых устройств. 

Переход к статическому рассмотрению задачи привел к не-

возможности рассмотреть реально обеспечиваемый уровень 

связи с учетом скорости движения абонентов по часам работы, 

которая была предусмотрена в предыдущем решении. Но при ста-

тичном размещении сетевых устройств и невозможности их пе-

ремещения в процессе движения абонентов учет изменения их 

положения во времени не приведет к улучшению качества 

найденного решения. Для получения подробных сведений об 

обеспечении связью абонентов в разных точках маршрутов необ-

ходимо делать анализ уже найденных решений, эта возможность 

находится в разработке. 
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8. Заключение 

Разработанная система позволяет решать широкий круг за-

дач по проектированию или исследованию беспроводных сетей 

связи с неполным покрытием сети и с сильно ограниченным вре-

менем или бюджетом для проектирования. Возможность исполь-

зовать весовые коэффициенты при расчете значений целевой 

функции повышает гибкость системы. Система обладает про-

стым и понятным интерфейсом, результаты моделирования мо-

гут быть сохранены и легко экспортированы. Система не имеет 

аналогов на рынке.  

Полученный программный продукт может быть применен 

для быстрого проектирования временных сетей связи для обеспе-

чения связью абонентов при чрезвычайных ситуациях, при про-

ведении спортивных и научно-исследовательских мероприятий. 

Целесообразно переработать данную систему для возможности 

предоставления по сети как сервис и создание базы данных гото-

вых решений, интеграция с конкретным оборудованием или его 

комплектами. Перспективной областью применения системы мо-

жет быть модернизация продукта для проектирования систем 

охраны и видеонаблюдения для решения задачи расположения 

камер или охранных датчиков для контроля ключевых участков, 

например, дорог или входов. 

Система требует дальнейшего развития и разработки, но уже 

применима для решения конкретных практических задач на мест-

ности. 
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Abstract: The use of wireless networks as a temporary solution for providing commu-

nication to participants of a number of works or events is complicated by the com-

plexity and high cost of designing such networks. But the lack of communication in 

extreme conditions can lead to the death of people even if other resources are avail-

able to ensure security. There are network devices and equipment that allow providing 

wireless communication even in the most inaccessible areas, but for their effective 

use, an analysis of the feasibility of their location in specific places and the ability to 

assess the performance of the network as a whole is needed. The existing computer-

aided design tools are focused on creating indoor networks and do not have sufficient 

funds for designing networks in conditions of a shortage of network equipment. The 

system discussed in the report is designed to simplify and accelerate the design of 

wireless networks in open areas with complex terrain. The problem of providing com-

munication to subscribers traveling along specified routes with a limited set of net-

work equipment is solved by searching for optimal locations and analyzing the pro-

vided communication level for each specified route point. An algorithm based on gra-

dient descent and two phases of searching for the optimal location of devices are used. 

The simulation results are displayed graphically on a three-dimensional relief, as well 

as in a tabular form compatible with tabular processors for further processing. A 

module for digitizing terrain based on topographic maps or diagrams has been cre-

ated. 
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