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Приведена модификация классического алгоритма адаптивного управления по
выходу с целью гарантии нахождения выходного сигнала в заданном разработ-
чиком множестве в любой момент времени. В отличие от классических схем
адаптивного управления, где нельзя повлиять на качество переходного про-
цесса, качество регулирования в установившемся режиме и время переходного
процесса, здесь для решения данных проблем предлагается дополнить клас-
сическую процедуру адаптивного управления нелинейным законом управления.
Нелинейный закон управления базируется на взаимообратном преобразовании
выходной переменной так, чтобы задача с ограничениями свелась к задаче
без ограничений. Для преобразованной системы без ограничений можно при-
менять любые существующие схемы адаптивного управления для ее стаби-
лизации. Причем в новых координатах не требуется гарантировать заданное
качество переходных процессов в любой момент времени и не важна величина
предельной ошибки. Это связано с тем, что обратные преобразования всегда
будут гарантировать нахождение исходных сигналов в заданных разработ-
чиком ограничениях. Решена задача для объектов с единичной относительной
степенью дабы избежать громоздких выводов. Однако все полученные резуль-
таты могут быть непосредственно распространены на объекты с произволь-
ной относительной степенью. Приведен пример, иллюстрирующий эффектив-
ность предложенного метода и подтверждающий теоретические выводы.

Ключевые слова: динамическая система, адаптивное управление, нели-
нейное управление, замена координат, устойчивость, управление.

1. Введение

Методы адаптивного управления хорошо зарекомендовали
себя в задачах управления с параметрической неопределенно-
стью и внешними возмущениями. Несмотря на то, что пер-
вые задачи по адаптивному управлению были поставлены еще
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в 50-х годах XX века, до сих пор публикуется множество раз-
личных схем адаптивного управления, что подтверждает интерес
к данным задачам.

Часто цель адаптивного управления состоит в стабилизации
выходной переменной объекта в заданном множестве в асимпто-
тике или за конечное время [2, 3, 6, 7, 8, 9, 11, 12, 14, 16, 17,
18, 20]. При этом оценки для расчета характеристик предельно-
го множества и времени переходного процесса либо достаточно
грубы, либо остаются в терминах существования. До сих пор нет
результатов по адаптивному управлению с обеспечением требу-
емого качества переходных процессов. Ранее были предложены
методы нелинейного управления [4, 13] с гарантией нахождения
выходных переменных в заданных множествах. Однако данные
методы применимы в условиях известных параметров объекта.
В настоящей статье результаты [4, 13] будут обобщены на адап-
тивное управление объектами с параметрической неопределен-
ностью.

Статья организована следующим образом. В разделе 2 ста-
вится задача адаптивного управления с ограничениями на вы-
ходную переменную. В частности, ограничения могут влиять на
качество переходных процессов и процессов в установившемся
режиме, а также ограничениями можно задать время переход-
ного процесса. В разделе 3 предложен метод решения, вклю-
чающий в себя методы классического адаптивного управления
[2, 3, 16, 17] и метод, гарантирующий нахождение выходных сиг-
налов в заданном множестве [4, 13]. В разделе 4 рассмотрен при-
мер моделирования, иллюстрирующий теоретические результаты
и подтверждающий сделанные выводы.

2. Постановка задачи

Рассмотрим динамическую систему
(1) 𝑄(𝑝)𝑦(𝑡) = 𝑅(𝑝)𝑢(𝑡) + 𝑓(𝑡),

где 𝑡 > 0, 𝑢 ∈ R, – сигнал управления; 𝑦 ∈ R – выходной сиг-
нал, доступный измерению; 𝑓 ∈ R – ограниченное возмущение;
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𝑄(𝑝) и 𝑅(𝑝) – линейные дифференциальные операторы с посто-
янными неизвестными коэффициентами и порядками 𝑛 и 𝑛 − 1
соответственно, 𝑅(𝜆) – гурвицевый полином, где 𝜆 – комплекс-
ная переменная, 𝑝 = 𝑑/𝑑𝑡.

Требуется разработать закон управления, который обеспечит
нахождение выходного сигнала объекта 𝑦(𝑡) в следующем мно-
жестве:
(2) 𝒴 =

{︀
𝑦 ∈ R : 𝑔(𝑡) < 𝑦(𝑡) < 𝑔(𝑡)

}︀
для любых 𝑡 > 0,

где 𝑔(𝑡) и 𝑔(𝑡) – ограниченные функции вместе со своими пер-
выми производными по времени. Данные функции выбираются
разработчиком исходя из требований работы системы. Например
(см. рис. 1), можно гарантировать переходные процессы в задан-
ной трубке, границы которой монотонно сходятся к окрестности
нуля за заданное время 𝑇 , в то время как в [2, 3, 16, 17] нельзя га-
рантировать заданное качество переходных процессов, заданную
окрестность в установившемся режиме и заданное время пере-
ходного процесса. Сказанное будет наглядно продемонстрирова-
но в примере в конце статьи.

Рис. 1. Частная иллюстрация цели управления
Замечание 1. В постановке задачи рассматривает-

ся объект (1) с единичной относительной степенью
(deg𝑄(𝑝) − deg𝑅(𝑝) = 1). Такие объекты часто исследуются в
литературе [1, 10, 16, 21] и могут описывать процесс заполнения
жидкости в наливных танках [15], динамику трансмиссии в меха-
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нической коробке передач [19], динамику колебательных систем
[5] и т.д. Важно, что для таких объектов различными методами
управления (метод непосредственной компенсации, метод ско-
ростного градиента [2, 3, 16, 17] и т.п.) можно получить одну и
ту же структуру закона адаптивного управления. Для объекта же
с относительной степенью больше единицы различные подходы
приводят к совершенно различным алгоритмам управления
[2]. Поэтому в статье акцентировано внимание на объекте с
единичной относительной степенью, чтобы продемонстрировать
применение единой структуры адаптивного управления для
решения задачи с гарантией заданного качества. Однако, как
будет видно из полученных результатов, решение легко может
быть обобщено на задачи управления с относительной степенью
больше единицы, в частности, с использованием метода расши-
ренной ошибки, алгоритмов адаптации высокого порядка, метод
бэкстеппинга [2] и т.д., где в каждом отдельном случае будут
получены различные алгоритмы управления.

3. Метод решения

Согласно [2, 16, 17], перепишем выражение (1) в виде

(3)
𝑦(𝑡) = 𝑘𝑚

𝑝+𝑎

[︁
𝑢(𝑡) + 𝑁1(𝑝)

𝑀(𝑝) 𝑢(𝑡) + 𝑁2(𝑝)
𝑀(𝑝) 𝑦(𝑡)+

+𝑘𝑦(𝑡) + 𝜃
𝑀(𝑝)𝑓(𝑡) + 𝜖(𝑡)

]︁
,

где 𝑘𝑚 > 0, 𝑎 > 0 и 𝜃 – известные коэффициенты; 𝑀(𝜆) из-
вестный гурвицевый полином порядка 𝑛 − 1; 𝑁1(𝑝) и 𝑁2(𝑝) –
линейные дифференциальные операторы порядков 𝑛 − 2 каж-
дый и с неизвестными коэффициентами; 𝑘 неизвестный пара-
метр; 𝜖(𝑡) – экспоненциально затухающая функция, обусловлен-
ная ненулевыми начальными условиями (1).

Обозначим

𝑁1(𝑝) = [𝑐1,0, 𝑐1,1, ...., 𝑐1,𝑛−2][1, 𝑝, ..., 𝑝
𝑛−2]⊤,

𝑁2(𝑝) = [𝑐2,0, 𝑐2,1, ..., 𝑐2,𝑛−2][1, 𝑝, ..., 𝑝
𝑛−2]⊤,

𝑐0 = −[𝑐1,0, 𝑐1,1, ..., 𝑐1,𝑛−2, 𝑐2,0, 𝑐2,1, ..., 𝑐2,𝑛−2, 𝑘],
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𝑤(𝑡) = 𝑐𝑜𝑙{𝑉𝑢(𝑡), 𝑉𝑦(𝑡), 𝑦(𝑡)},

где 𝑐0 – вектор постоянных неизвестных параметров;
𝑓(𝑡) = 𝜃

𝑀(𝑝)𝑓(𝑡) – новое ограниченное возмущение в силу
ограниченности исходной функции 𝑓(𝑡) и гурвицевости поли-
нома 𝑀(𝜆); 𝑤(𝑡) – вектор регрессии, составленный с помощью
следующих фильтров:

(4)
𝑉̇𝑢(𝑡) = 𝐹𝑉𝑢(𝑡) + 𝑏𝑢(𝑡), 𝑉𝑢(0) = 0,

𝑉̇𝑦(𝑡) = 𝐹𝑉𝑦(𝑡) + 𝑏𝑦(𝑡), 𝑉𝑦(0) = 0.

Здесь 𝑉𝑢, 𝑉𝑦 ∈ R𝑛−1, 𝐹 – матрица в форме Фробениуса с харак-
теристическим многочленом 𝑀(𝜆), 𝑏 = [0, 0, ..., 1]⊤.

Учитывая введенные обозначения, перепишем (3) как
(5) 𝑦̇(𝑡) = −𝑎𝑦(𝑡) + 𝑘𝑚

[︀
𝑢(𝑡) − 𝑐⊤0 𝑤(𝑡) + 𝑓(𝑡) + 𝜖(𝑡)

]︀
.

Согласно [4, 13], для решения задачи управления с заданны-
ми ограничениями введем замену выходной переменной 𝑦 в виде
(6) 𝑦(𝑡) = Φ(𝜀(𝑡), 𝑡),

где 𝜀(𝑡) ∈ R – непрерывно-дифференцируемая функция по 𝑡,
Φ(𝜀, 𝑡) удовлетворяет следующим условиям:

а) 𝑔(𝑡) < Φ(𝜀, 𝑡) < 𝑔(𝑡) для любых 𝑡 > 0 и 𝜀 ∈ R;
б) существует обратное отображение 𝜀 = Φ−1(𝑦, 𝑡) для лю-

бых 𝑦 ∈ 𝒴 и 𝑡 > 0;
в) функция Φ(𝜀, 𝑡) непрерывно-дифференцируемая по 𝜀 и 𝑡,

а также 𝜕Φ(𝜀,𝑡)
𝜕𝜀 ̸= 0 для любых 𝑦 ∈ 𝒴 и 𝑡 > 0;

г) функция 𝜕Φ(𝜀,𝑡)
𝜕𝑡 ограничена по 𝑡 > 0 для любых 𝜀 ∈ R.

Теперь определим динамику по переменной 𝜀 для исследова-
ния устойчивости замкнутой системы. Для этого найдем полную
производную по времени от (6) в виде

𝑦̇ =
𝜕Φ(𝜀, 𝑡)

𝜕𝜀
𝜀̇ +

𝜕Φ(𝜀, 𝑡)

𝜕𝑡
.

Так как 𝜕Φ(𝜀,𝑡)
𝜕𝜀 ̸= 0 (см. условие (в)), то, принимая во внимание

(5), перепишем последнее равенство как

(7)
𝜀̇(𝑡) =

(︁
𝜕Φ(𝜀,𝑡)

𝜕𝜀

)︁−1 (︁
− 𝑎𝑦(𝑡)+

+𝑘𝑚
[︀
𝑢(𝑡) − 𝑐⊤0 𝑤(𝑡) + 𝑓(𝑡) + 𝜖(𝑡)

]︀
− 𝜕Φ(𝜀,𝑡)

𝜕𝑡

)︁
.
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То есть с помощью преобразования координат (6) исходная
задача с ограничениями сведена к задаче без ограничений. Теперь
необходимо синтезировать закон управления 𝑢, обеспечивающий
устойчивость по вход-состоянию системы (7).

Зададим закон управления в виде

(8)

𝑢(𝑡) = 𝑢1(𝑡) + 𝑢2(𝑡),
𝑢1(𝑡) = 𝑐⊤(𝑡)𝑤(𝑡),

𝑢2(𝑡) = 1
𝑘𝑚

[︁
𝑎𝑦(𝑡) + 𝜕Φ(𝜀,𝑡)

𝜕𝑡 − 𝛼𝜀(𝑡)
]︁
.

Здесь 𝑢1(𝑡) – закон адаптивного управления; 𝑢2(𝑡) – закон управ-
ления, гарантирующий нахождение 𝑦(𝑡) в множестве (2); 𝑐(𝑡) –
вектор настраиваемых параметров; 𝛼 > 0.

Подставив (8) в (7), получим

(9) 𝜀̇ =
(︁
𝜕Φ(𝜀,𝑡)

𝜕𝜀

)︁−1
×

×[−𝛼𝜀 + 𝑘𝑚(𝑐(𝑡) − 𝑐0)
⊤𝑤(𝑡) + 𝑘𝑚𝑓(𝑡) + 𝑘𝑚𝜖(𝑡)].

Теорема 1. Пусть для преобразования (5) выполнены усло-

вия а)–г), 𝜕Φ(𝜀,𝑡)
𝜕𝜀 > 0 для любых 𝜀 и 𝑡, а также sup

𝑡

{︁
𝜕Φ(𝜀,𝑡)

𝜕𝜀

}︁
< ∞.

Тогда для любых 𝛼 > 0, 𝛽 > 0 и 𝛾 > 0 закон управления (7) вме-
сте с алгоритмом адаптации

(10) 𝑐̇(𝑡) = −𝛽
(︁
𝜕Φ(𝜀,𝑡)

𝜕𝜀

)︁−1
𝜀(𝑡)𝑤(𝑡) − 𝛾𝑐(𝑡)

обеспечивает принадлежность выходной переменной 𝑦(𝑡) мно-
жеству (2).

Замечание 2. Рассмотрим отличия классического адаптив-
ного закона управления [2, 3, 16, 17] от предложенного. Клас-
сический вид адаптивного закона управления выглядит как

(11)
𝑢(𝑡) = 𝑢1(𝑡) = 𝑐⊤(𝑡)𝑤(𝑡),
𝑐̇(𝑡) = −𝛽𝑦(𝑡)𝑤(𝑡) − 𝛾𝑐(𝑡).

Из (8) следует, что предложенный закон управления состоит из
классического 𝑢1, необходимого для компенсации параметриче-
ской неопределенности, и нелинейного 𝑢2 – для гарантии на-
хождения 𝑦 в множестве (2). Дополнительно алгоритм адапта-
ции (10), в отличие от классического (11), содержит нелинейный

коэффициент усиления
(︁
𝜕Φ(𝜀,𝑡)

𝜕𝜀

)︁−1
и переменную 𝜀 вместо 𝑦, по-

скольку стабилизируется система (9) вместо (5).
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Доказательство. Для анализа устойчивости замкнутой си-
стемы зададим функцию Ляпунова вида
(12) 𝑉 = 1

2𝜀
2 + 𝑘𝑚

2𝛽 (𝑐− 𝑐0)
⊤(𝑐− 𝑐0) + 𝜒

∫︀∞
𝑡 𝜖2(𝑠)𝑑𝑠,

где 𝜒 > 0. Найдя полную производную от (12) по времени вдоль
траекторий (8) и (10), получим

(13)
𝑉̇ =

(︁
𝜕Φ(𝜀,𝑡)

𝜕𝜀

)︁−1 [︀
−𝛼𝜀2 + 𝑘𝑚𝜀𝑓(𝑡) + 𝑘𝑚𝜀(𝑡)𝜖(𝑡)

]︀
−

−𝑘𝑚𝛾
𝛽 𝑐⊤(𝑐− 𝑐0) − 𝜒𝜖2(𝑡).

Воспользуемся следующими соотношениями:

(14)

𝜀𝑓 6 0,5
[︁
1
𝜇𝜀

2 + 𝜇𝑓2
]︁
,

𝜀𝜖 6 0,5
[︁
1
𝜇𝜀

2 + 𝜇𝜖2
]︁
,

−𝑐⊤(𝑐− 𝑐0) = −0,5[(𝑐− 𝑐0)
⊤(𝑐− 𝑐0) + 𝑐⊤𝑐− 𝑐⊤0 𝑐0].

С учетом (14), перепишем (13) как

(15)

𝑉̇ 6 −
(︁
𝜕Φ(𝜀,𝑡)

𝜕𝜀

)︁−1
(𝛼− 𝑘𝑚𝜇−1)𝜀2−

−𝑘𝑚𝛾
2𝛽 [(𝑐− 𝑐0)

⊤(𝑐− 𝑐0) + 𝑐⊤𝑐]−
−(𝜒− 0,5𝑘𝑚𝜇)𝜖2(𝑡)+
+ 𝛾

2𝛽 𝑐
⊤
0 𝑐0 + 0,5𝑘𝑚𝜇 sup{𝑓}2.

Из (15) следует, что при выполнении условий

(16)
|𝜀| >

√︂
𝜇(𝛾𝑐⊤0 𝑐0+𝑘𝑚𝛽𝜇 sup{𝑓}2)

2𝛽(𝛼𝜇−𝑘𝑚) sup
𝑡

{︁
𝜕Φ(𝜀,𝑡)

𝜕𝜀

}︁
,

𝛼 > 𝑘𝑚
𝜇 ,

𝜒 > 0,5𝑘𝑚𝜇,

имеем 𝑉̇ < 0. При этом из (16) видно, что всегда существуют
𝛼, 𝜇 и 𝜒, обеспечивающие 𝑉̇ < 0. Из условия (б) следует, что
преобразование (6) гарантирует выполнение условия (2). Теорема
доказана.

Замечание 3. Из (16) видно, что при уменьшении значе-
ния 𝛾 и при увеличении значения 𝛼 можно уменьшить предель-
ное значение по |𝜀|. В свою очередь, из условий б) и г) следует,
что преобразование (6) является строгого монотонной функци-
ей. Значит, с уменьшением предельного значения |𝜀| в переделе
уменьшается колебательность по переменной 𝑦 в множестве (2).
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4. Пример

Рассмотрим объект управления (1) с различными коэффици-
ентами в операторах 𝑄(𝑝) и 𝑅(𝑝):

a) 𝑄(𝑝) = (𝑝− 1)3 и 𝑅(𝑝) = (𝑝 + 1)2,
b) 𝑄(𝑝) = 𝑝3 − 5𝑝2 + 3𝑝− 1 и 𝑅(𝑝) = 0,5(𝑝 + 1)2,
c) 𝑄(𝑝) = 𝑝3 + 5𝑝2 − 7𝑝 + 5 и 𝑅(𝑝) = 0,5(𝑝 + 1)2,

начальными условиями 𝑝2𝑦(0) = 𝑝𝑦(0) = 𝑦(0) = 4 и возмущени-
ем

𝑓(𝑡) = 5 + 5 sin(1,5𝑡) + 3 cos(0,8𝑡) + 𝑑(𝑡),

где 𝑑(𝑡) = sat{𝑑(𝑡)}, sat{·} – функция насыщения, 𝑑(𝑡) – белый
шум, моделируемый в Matlab Simulink с помощью блока «Band-
Limited White Noise» с мощностью шума 1 и периодом дискрети-
зации 0,1.

Сформируем алгоритм управления. Преобразование коорди-
нат (6) зададим в виде

Φ(𝜀, 𝑡) =
𝑔(𝑡)𝑒𝜀 + 𝑔(𝑡)

𝑒𝜀 + 1
.

Качество управления определим функциями

𝑔(𝑡) = 4𝑒−3𝑡 + 0,1,

𝑔(𝑡) = 3,8𝑒−3𝑡 − 0,1.

Зададим в фильтрах (4)

𝐹 =

[︂
0 1
−1 −2

]︂
.

В законе управления (7) зададим 𝛼 = 1, 𝑎 = 1 и 𝑘𝑚 = 1.
В алгоритме адаптации (14) зададим 𝛽 = 1 и 𝛾 = 1.

Сравним предложенный алгоритм управления с адаптивным
управлением [2, 3, 16, 17], представленным в виде (11). Выберем
в данном адаптивном алгоритме те же параметры, что и в пред-
ложенном алгоритме.
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На рис. 3 приведены результаты переходных процессов для
алгоритма [2, 3, 16, 17] (пунктирные линии) и предложенного за-
кона управления при параметрах a), b) и c) (сплошные линии);
внизу пунктирными линиями изображены графики функций 𝑔(𝑡)
и 𝑔(𝑡), задающие качество переходных процессов, и сплошными
линиями – графики выходных сигналов с предложенным адап-
тивным законом управления

Рис. 2. Вверху: переходные процессы для классического
адаптивного управления и предложенного адаптивного

алгоритма (сплошные линии). Внизу: графики функций 𝑔(𝑡)
и 𝑔(𝑡) и графики выходных сигналов с предложенным

адаптивным законом управления
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Достоинство предложенного алгоритма, в отличие от [2,
3, 16, 17], очевидно: переходные процессы всегда содержатся
в трубке (2), границами которой можно задать качество переход-
ных процессов. Так, полученные процессы почти экспоненциаль-
но затухают в предельное множество (−0,1; 0,1) за время 1,5 с,
в то время как алгоритмы [2, 3, 16, 17] неконтролируемы в плане
переходного процесса и времени переходного процесса, а также
невозможно априори определить качество выходной переменной
в установившемся режиме.

Замечание 4. Предлагаемый метод напрямую зависит от на-
чальных условий объекта. Если 𝑦(0) не принадлежит заданно-
му множеству, то предлагаемый метод неприменим, поскольку из
преобразования (6) сигнал 𝑦(𝑡) должен быть определен внутри
заданного множества в любой момент времени. Указанный выше
недостаток можно устранить путем добавления к ограничиваю-
щим функциям аддитивной быстрой экспоненциально затухаю-
щей функции так, чтобы новые ограничения охватывали началь-
ные условия. На рис. 3 показан переходной процесс по 𝑦(𝑡) при
𝑦(0) = 1, не принадлежащем исходному множеству 𝒴 .

Рис. 3. Переходные процессы для предложенного адаптивного
алгоритма (сплошные линии) при 𝑦(0) = 1. Пунктирными
линиями изображены графики функций 𝑔(𝑡) и 𝑔(𝑡) + 𝑔

0
(𝑡),

задающие качество переходных процессов
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При этом к нижней ограниченной функции 𝑔(𝑡) добавлена
составляющая

𝑔
0
(𝑡) = −3𝑒−100𝑡,

чтобы начальное условие 𝑦(0) было ограничено снизу новой
функцией ограничения 𝑔(𝑡).

5. Заключение

В статье применены методы классического адаптивного
управления [2, 3, 16, 17] и метод нелинейного управления [4, 13],
которые позволили создать новый метод адаптивного управле-
ния, гарантирующий заданной качество переходных процессов.
Вначале используется метод [4, 13], позволяющий преобразовать
задачу с ограничениями к задаче без ограничений. Затем приме-
няется классический метод адаптивного управления [2, 3, 16, 17].
Результаты моделирования подтвердили теоретические выводы
и показали, что в классических схемах адаптивного управления
при различных параметрах объекта наблюдаются существенно
разные неконтролируемые переходные процессы, в то время как
в новой схеме управления при тех же параметрах гарантируется
почти заданное качество переходных процессов.
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Abstract: The paper presents a modification of the classical output adaptive control
algorithm in order to guarantee that the output signal belongs to a given set specified
by the developer at any time. Unlike classical adaptive control schemes, where
it is impossible to influence control performances, including transient and steady-
state performance, it is proposed here to supplement the classical adaptive control
procedure with a nonlinear control law to solve these problems. The nonlinear
control law is based on the special coordinate transformation of the output variable
so that the problem with constraints is reduced to the problem without constraints.
For a transformed system without constraints, any existing adaptive control schemes
can be applied to stabilize it. Moreover, in new coordinates, it is not required to
guarantee the specified performance of transient processes at any time, and the
value of the marginal error is not important. This is due to the fact that inverse
transformations will always guarantee that the original signals are within the limits
specified by the developer. The problem for plants with a relative degree one is solved
in order to avoid cumbersome conclusions. However, all the results obtained can be
directly extended to plants with an arbitrary relative degree. An example is given
that illustrates the effectiveness of the proposed method and confirms the theoretical
conclusions.

Keywords: dynamical system, change of coordinates, stability, control.
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