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ИЗМЕРЕНИЙ С ПОМОЩЬЮ ПРОНИ-АНАЛИЗА1
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Для современных электроэнергетических систем (ЭЭС) проблема исследования
их устойчивости продолжает быть особо актуальной в связи с тенденциями
развития структур генерации и потребления. Модальный анализ по Ляпунову
совмещает два подхода к оценке устойчивости систем и ЭЭС в частности:
модальный анализ и спектральные разложения функций Ляпунова. Существу-
ющие исследования, связанные с ним, предполагают наличие линейной модели
системы. В то же время существует большой интерес к методам исследо-
вания устойчивости ЭЭС, основанным на измерениях, а не моделях. Это мо-
тивирует изучить возможности модального анализа по Ляпунову на основе
измерений. Данная работа представляет пример реализации такого подхода
с помощью Прони-анализа. Получены выражения для вычисления модальных
вкладов по Ляпунову на основе данных, получаемых методом Прони из измере-
ний в нелинейной системе. Представлены результаты вычислительных экспе-
риментов, проведенных с помощью созданной программной реализации изме-
рительной модификации модального анализа по Ляпунову. Проведено исследо-
вание переходных процессов напряжения в узлах сети тестовой модели IEEE
68. Также представлены результаты сравнения измерительной и модельной
модификаций.

Ключевые слова: электроэнергетическая система, модальный анализ,
Прони-анализ, уравнение Ляпунова, спектральное разложение.

1. Введение

Современные электроэнергетические системы (ЭЭС) —
сложнейшие технические объекты, включающие большое число
генераторов электроэнергии, объединяемых на совместную ра-
боту электрической сетью и роторы которых в нормальном ре-
жиме вращаются с синхронной угловой скоростью. Со време-
ни создания первых ЭЭС одной из важнейших проблем было и
остается обеспечение их устойчивости. Для современных ЭЭС
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эта проблема особенно актуальна в связи с ростом влияния но-
вых факторов, определяемых нестационарностью генерации воз-
обновляемых источников электроэнергии, меняющейся активно-
стью потребителей, нарастающим использованием устройств на
базе силовой электроники в системе, что существенно ухудша-
ет свойства ЭЭС с точки зрения возможностей обеспечения их
устойчивости. Ситуацию усугубляет расширение использования
в ЭЭС установок распределенной генерации с малыми посто-
янными инерции роторов либо подключаемых к электрической
сети через выпрямительно-инверторные блоки, что существенно
снижает инерционность системы и повышает опасность наруше-
ний ее устойчивости. Нарушение устойчивости сложной систе-
мы может привести к каскадному развитию аварийного процесса
с массовым нарушением питания потребителей и тяжелыми по-
следствиями для системы [1, 8, 13, 17].

При исследовании устойчивости ЭЭС при малых возмуще-
ниях используется классический подход математической теории
устойчивости динамических систем, важным аспектом которого
является определение собственных чисел матрицы линейной или,
как в случае ЭЭС, линеаризованной системы. В широком смысле
как спектральный анализ, так и модальный анализ подразумева-
ют изучение свойств динамических систем в терминах частот и
связанных с ними величин, таких как энергии, собственные зна-
чения и векторы [1].

В общем случае существует два базовых подхода: методы,
основанные на модели, и методы, основанные на измерениях.
Важно помнить, что построение модели большой сложной энер-
госистемы является нетривиальной задачей. Так, в [12] отмеча-
ется, что во время аварии 10 августа 1996 года в американской
Западной Электроэнергетической системе (WSCC) данные, полу-
чаемые диспетчерским центром от модели, разнились с реальны-
ми данными измерений. Измерительные методы, напротив, мо-
гут обновлять оценки мод системы, исходя из потоков измери-
тельных данных в реальном времени. Таким образом, они имеют
определенные преимущества перед модельными в области мони-
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торинга системных мод в реальном времени [2, 16].
К измерительным методам, помимо прочего, относятся раз-

личные методы построения спектрограмм и периодограмм, од-
нако в рамках данной работы интересны методы, идентифици-
рующие систему, ее передаточную функцию или спектр. К та-
ковым относятся Прони-анализ [20], метод Юла – Уокера [14],
авторегрессионные алгоритмы [15], искусственные нейронные
сети [18], разложение по динамическим модам (dynamic mode
decomposition) [6] и алгоритм ERA (Eigensystem Realization
Algorithm) [19] и др. [5, 16].

Модальный анализ по Ляпунову совмещает два подхода
к оценке устойчивости: модальный анализ и спектральные раз-
ложения функций Ляпунова [4, 9]. Он позволяет оценивать коле-
бания в системе в терминах вариации энергии. Также существует
его обобщение для билинейных систем [10]. Существующие ис-
следования модального анализа по Ляпунову и предшествующие
им исследования методов спектрального разложения грамианов
требуют наличия линейной модели исследуемой системы. Одна-
ко на практике, в частности, в электроэнергетике широко распро-
странены методы, основанные не на моделях, а на измерениях.
Это и послужило основной мотивацией для выполнения иссле-
дования, представляемого в данной статье.

Применение модального анализа по Ляпунову совместно
с методами, идентифицирующими целиком систему в простран-
стве состояний или ее передаточную функцию не требует допол-
нительных исследований, так как формально работа с ними ни-
чем не отличается от работы с вручную созданной моделью. Для
первичного изучения совместного с измерительными методами
использования наиболее удачным представляется Прони-анализ.
Он сравнительно прост в использовании, при этом обладает уни-
кальной структурой результатов, требующей некоторой теорети-
ческой доработки. Также он предоставляет всю необходимую ин-
формацию для получения наиболее детализированных оценок,
которые можно получить с помощью модального анализа по Ля-
пунову.
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2. Постановка задачи

Пусть есть линеаризуемая система, представимая в виде воз-
мущаемой начальными условиями линейной системы с одним
выходом:

(1)
ẋ(𝑡) = 𝐴x(𝑡),x(0) = x0,
𝑦(𝑡) = 𝐶x(𝑡),

Пусть матрица 𝐴 диагонализируема и имеет простой спектр
{𝜆1, 𝜆2, . . . , 𝜆𝑛}:

(2) 𝐴 = 𝑈Λ𝑉 = (u1u1 . . .un)

⎛⎜⎜⎜⎝
𝜆1 0 . . . 0
0 𝜆2 0
...

...
. . . 0

0 0 . . . 𝜆𝑛

⎞⎟⎟⎟⎠
⎛⎜⎜⎜⎝
v⊤
1

v⊤
2
...

v⊤
n

⎞⎟⎟⎟⎠ ,

Добавим условие нормировки:
(3) 𝑈𝑉 = 𝑉 𝑈 = 𝐼.

Определение 1. Грамианом наблюдаемости системы (1) на-
зывается решение 𝑃 уравнения Ляпунова [3]
(4) 𝐴*𝑃 + 𝑃𝐴 = −𝐶⊤𝐶.

Определение 2. Субграмианы наблюдаемости 𝑃𝑖 и парные
субграмианы наблюдаемости 𝑃𝑖𝑗 являются элементами разло-
жения грамиана наблюдаемости 𝑃 по спектру Λ и определяют-
ся следующим образом [9]:

(5) 𝑃𝑖 =
∑︁
𝑗

𝑃𝑖𝑗 = −
∑︁
𝑗

v*
i (u⊤

i )*𝐶⊤𝐶ujv
⊤
j

𝜆*
𝑖 + 𝜆𝑗

, 𝑃 =
∑︁
𝑖

𝑃𝑖.

Определение 3. Модальный вклад по Ляпунову (МВЛ) �̂�𝑖

определяется так [9]:

(6)
∫︁ ∞

0
𝑦2(𝜏)𝑑𝜏 =

∑︁
𝑖𝑗

(x⊤
0 𝑃𝑖𝑗x0) =

=
∑︁
𝑖

(x⊤
0

∑︁
𝑗

𝑃𝑖𝑗x0) =
∑︁
𝑖

�̂�𝑖, �̂�𝑖 = x⊤
0 𝑃𝑖x0.

Определение 4. Парный модальный вклад по Ляпунову

�̂�𝑖𝑗 [9]:
(7) �̂�𝑖𝑗 = x⊤

0 𝑃𝑖𝑗x0.
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Определение 5. Конечные субграмианы наблюдаемости
𝑃𝑖(𝑡) и парные субграмианы наблюдаемости определяются как
𝑃𝑖𝑗(𝑡) [11]:

(8) 𝑃𝑖(𝑡) =
∑︁
𝑗

𝑃𝑖𝑗(𝑡) = −
∑︁
𝑗

v*
i (u⊤

i )*𝐶⊤𝐶ujv
⊤
j

𝜆*
𝑖 + 𝜆𝑗

(1− 𝑒(𝜆
*
𝑖+𝜆𝑗)𝑡),

𝑃 (𝑡) =
∑︁
𝑖

𝑃𝑖(𝑡).

Определение 6. Соотвествующие МВЛ на конечном интер-

вале времени �̂�𝑖(𝑡) и �̂�𝑖𝑗(𝑡) [11]:

(9)
∫︁ 𝑡

0
𝑦2(𝜏)𝑑𝜏 =

∑︁
𝑖

�̂�𝑖(𝑡), �̂�𝑖(𝑡) = x⊤
0 𝑃𝑖(𝑡)x0.

(10) �̂�𝑖𝑗(𝑡) = x⊤
0 𝑃𝑖𝑗(𝑡)x0.

Выражения (6)–(7) и (9)–(10) задают отношение между МВЛ
и выходным сигналом системы 𝑦. Для определения аналогичного
отношения, порождаемого методом Прони, рассмотрим его ос-
новные свойства ниже.

Классический метод Прони аппроксимирует дискретную по-
следовательность значений суммой комплексных экспоненци-
альных функций с различными амплитудами, коэффициентами
демпфирования, частотами и начальными фазами. Основная осо-
бенность классического метода заключается в замене задачи
нелинейной аппроксимации решением линейной системы урав-
нений и нахождением корней многочлена. Помимо классического
существуют модификации с решением переопределенной систе-
мы уравнений методами наименьших квадратов и полных наи-
меньших квадратов, а также метод пучка матриц, во многом сво-
дящий задачу аппроксимации к поиску собственных чисел. Мо-
дификации в основном различаются вычислительными свойства-
ми и характером чувствительности к шуму в аппроксимируемом
сигнале [7].

Хотя входными данными для Прони анализа является дис-
кретный сигнал, аппроксимация оказывается непрерывной. Та-
ким образом, метод Прони способен идентифицировать спектр
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непрерывной системы по переходному процессу. Одним из воз-
можных представлений результата работы Прони-анализа в иде-
альном случае является разложение выходного сигнала вида [20]:

(11) 𝑦(𝑡) =
∑︁
𝑖

𝑐𝑖𝑒
𝜆𝑖𝑡,

где 𝑐𝑖 – комплексная амплитуда экспоненты, а 𝜆𝑖 – показа-
тель комплексной экспоненты, т.е. элемент идентифицированно-
го спектра системы. Такое представление позволяет сформулиро-
вать задачу данной работы. Сформулируем теоретическую часть
задачи выполнения модального анализа по Ляпунову на основе
измерений с помощью Прони-анализа.

Задача 1. Выразить модальные вклады по Ляпунову �̂�𝑖, �̂�𝑖𝑗 ,
�̂�𝑖(𝑡) и �̂�𝑖𝑗(𝑡) через получаемые методом Прони амплитуды 𝑐𝑖 и
показатели 𝜆𝑖 аппроксимирущих экспоненциальных функций.

3. Решение задачи

Рассмотрим идеализированный случай, когда аппроксимиро-
ванный методом Прони сигнал полностью совпадает с оригина-
лом. В соответствии с (11) квадрат выходной реакции системы
можно выразить как

(12) 𝑦2(𝑡) = 𝑦*(𝑡)𝑦(𝑡) =
∑︁
𝑖

∑︁
𝑗

𝑐*𝑖 𝑐𝑗𝑒
(𝜆*

𝑖+𝜆𝑗)𝑡,

а его интеграл по времени –

(13)
∫︁ 𝑡

0
𝑦2(𝜏)𝑑𝜏 = −

∑︁
𝑖

∑︁
𝑗

1

𝜆*
𝑖 + 𝜆𝑗

𝑐*𝑖 𝑐𝑗(1 − 𝑒(𝜆
*
𝑖+𝜆𝑗)𝑡).

Прямая подстановка (13) в (9)–(10) дает

(14) −
∑︁
𝑖

∑︁
𝑗

1

𝜆*
𝑖 + 𝜆𝑗

𝑐*𝑖 𝑐𝑗(1 − 𝑒(𝜆
*
𝑖+𝜆𝑗)𝑡) =

= −
∑︁
𝑖

∑︁
𝑗

x⊤
0 v

*
i (u⊤

i )*𝐶⊤𝐶ujv
⊤
j x0

𝜆*
𝑖 + 𝜆𝑗

(1 − 𝑒(𝜆
*
𝑖+𝜆𝑗)𝑡),

из чего можно заключить, что
(15) 𝑐𝑖 = 𝐶𝑢𝑖𝑣

⊤
𝑖 𝑥0.
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Это позволяет вывести выражения для модального анализа
по Ляпунову на базе Прони-анализа:

(16) 𝐸𝑖𝑗 = − 1

𝜆*
𝑖 + 𝜆𝑗

𝑐*𝑖 𝑐𝑗 , 𝐸𝑖 =
∑︁
𝑗

𝐸𝑖𝑗 ,

∫︁ ∞

0
𝑦2(𝜏)𝑑𝜏 =

∑︁
𝑖

𝐸𝑖,

(17) 𝐸𝑖𝑗(𝑡) = − 1

𝜆*
𝑖 + 𝜆𝑗

𝑐*𝑖 𝑐𝑗(1 − 𝑒(𝜆
*
𝑖+𝜆𝑗)𝑡),

𝐸𝑖(𝑡) =
∑︁
𝑗

𝐸𝑖𝑗(𝑡),

∫︁ 𝑡

0
𝑦2(𝜏)𝑑𝜏 =

∑︁
𝑖

𝐸𝑖(𝑡).

В рассматриваемом случае идеально точной аппроксимации счи-
таем, что
(18) �̂�𝑖 = 𝐸𝑖, �̂�𝑖𝑗 = 𝐸𝑖𝑗 , �̂�𝑖(𝑡) = 𝐸𝑖(𝑡), �̂�𝑖𝑗(𝑡) = 𝐸𝑖𝑗(𝑡).

4. Практическое применение

4.1. МЕТОДОЛОГИЯ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОГО
ЭКСПЕРИМЕНТА
Отправной точкой в проведении модального анализа по Ля-

пунову на основе измерений является получение сигнала, по ко-
торому будет проводиться идентификация системы. В данной ра-
боте использовались измерения комплексного напряжения в уз-
лах ЭЭС, по которым отдельно определялись амплитуды на-
пряжения, непосредственно использовавшиеся в идентификации.
Сигналы снимались с нелинейной компьютерной модели ЭЭС,
вследствие чего, как зачастую бывает в реальных системах, по-
лучаемые переходные процессы имели характерные нелинейные
искажения. Одним таким искажением, наибольшим образом вли-
яющим на результаты идентификации, является различие между
точками равновесия до возмущения и после. Это приводит к оши-
бочной идентификации неустойчивых мод в устойчивой системе.
Для коррекции этого искажения мы вычитали из каждого исход-
ного сигнала его линейный тренд. Также на результаты Прони-
анализа оказывает существенное влияние соотношения доступ-
ных точек к количеству идентифицируемых мод, поэтому требу-
ется повторная дискретизация (resampling).
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Прони-анализ требует настройки некоторых параметров под
решаемую задачу. В данной работе исследуемый сигнал не был
зашумлен, поэтому выбран вариант Прони-анализа на основе ме-
тода наименьших квадратов как представившийся наименее чув-
ствительным к изменениям настроек в исследованном случае.
Временное окно было выбрано длиной в 10 с после возмущения.
Количество идентифицируемых мод установлено равным 20, что
позволяет стабильно идентифицировать 3 наиболее ярко выра-
женные низкочастотные моды без лишней вычислительной на-
грузки и не наполняя получаемые спектры слишком большим ко-
личеством избыточных результатов. Исследуемый сигнал после
предобработки должен обеспечивать количество точек, не менее
чем вдвое превышающее количество идентифицируемых мод.
При этом слишком большое количество точек способно нару-
шить вычислительную устойчивость алгоритма. В данной работе
выбран период повторной дискретизации в 0,2 секунды, обеспе-
чивающий новый сигнал из 51 точки. Указанные выше настройки
в итоге не позволяли получать высококачественные аппроксима-
ции, но существенные отклонения от них приводили к наруше-
нию вычислительной устойчивости метода Прони при обработке
сигналов из тех или иных узлов.

Данное исследование предполагает работу не с одним сигна-
лом, а сразу с набором сигналов, полученных в различных узлах
ЭЭС в ответ на одно и то же возмущение. Таким образом, в ис-
пользованной системе с 68 узлами получается 68 разных спек-
тров, которые в нашей задаче требуется так или иначе рассмат-
ривать как один. Для проведения модального анализа мы пользо-
вались эталонным спектром линеаризованной системы. Для вы-
бранной эталонной моды в каждом идентифицированном спек-
тре искалась мода, наиближайшая к эталонной среди входящих
в ее заданную окрестность. Если таковая не находилась, то МВЛ
в данном узле по данной моде считался нулевым.

В качестве тестовой модели использовалась стандартная мо-
дель IEEE 68. Она состоит из 16 генераторов, 68 узлов и 86 ли-
ний, образующих 5 энергорайонов (см. рис. 1). Модель реа-
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лизована с помощью пакета Power System Toolbox (PST) для
MATLAB.

Рис. 1. Диаграмма тестовой модели IEEE 68

Начальным возмущением во всех рассмотренных случаях
было возмущение угла ротора генератора №2 (узел 54 на гра-
фе) на 0,1 от равновесного значения. Для аналитического реше-
ния использовалась линеаризованная модель системы с выхода-
ми, показывающими амплитуду напрядежения в каждом узле се-
ти. Для решения по измерениям идентифицируемыми сигналами
были амплитуды напряжения, снятые в каждом узле сети нели-
нейной модели.

4.2. РЕЗУЛЬТАТЫ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОГО ЭКСПЕРИМЕНТА
После предобработки сигналы из всех узлов подвергаются

Прони-анализу. Первичным результатом, позволяющим оценить
качество работы, является идентифицированная часть спектра си-
стемы. Графическое сравнение интересующей в рамках решае-
мой задачи части эталонного спектра с результатами идентифи-
кации представлено на рис. 2. Данные результаты в целом не
выглядят точными, тем не менее, четыре наиболее ярко выражен-
ных слабоустойчивых колебания идентифицируются с приемле-
мой точностью.
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Рис. 2. Слабоустойчивые низкочастотные моды, полученные
аналитическим образом из модели и из измерений

(во всех узлах сразу)

Пример графического представления результатов приведен
на рис. 3.

Рис. 3. Нормированное распределение МВЛ 𝐸3 по графу сети
(по измерениям)
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На рис. 3 изображено нормированное распределение модаль-
ного вклада по Ляпунову моды 3 по графу сети исследуемой
ЭЭС. Оно позволяет оценить географию влияния этого колеба-
ния на вариацию амплитуды напряжения в узлах. Представлен-
ный граф получен для конкретного входного возмущения, однако
изменение точки входа приводит к достаточно слабым, визуально
неразличимым изменениям.

Рис. 4. Нормированное распределение МВЛ �̂�3 по графу сети
(по модели)

Граф на рис. 3 обладает высокой степенью визуальной схо-
жести со своим аналитически полученным аналогом на рис. 4.
Однако это справедливо для нормированных данных. При рас-
смотрении абсолютных величин (см. рис. 5) видна существенная
разница. Характер отклонений для моды 3 таков, что нормировка
способна существенно смягчить их влияние на результаты ана-
лиза в целом. Так, на рис. 6 графически представлены норми-
рованные ошибки вычисления МВЛ, которые позволяют заклю-
чить, что они существенно коррелируют с величинами МВЛ в уз-
лах и не должны качественно искажать результаты. Тем не менее
даже для корректно идентифицированных мод не гарантируется
хотя бы такой уровень однородности ошибок.
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Рис. 5. Отклонение МВЛ 𝐸3 по данным от модельного эталона
�̂�3 (в долях от эталона)

Рис. 6. Нормированное распределение ошибки МВЛ 𝐸3,
полученных по измерениям по графу сети
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При проведении аналогичного вычислительного экспери-
мента на другом наборе данных, основанном на иных настройках
той же модели, получены значительно более точные результаты.
Уровень ошибок был достаточно низким, чтобы было возможно
распознавание источника возмущения по измерениям путем срав-
нения с эталонными разложениями МВЛ по графу сети. Однако
при переходе к более реалистичным настройкам, использовав-
шимся для получения приведенных выше результатов, качество
итогового анализа серьезно пострадало.

Как уже показано на рис. 2, метод Прони позволяет адек-
ватно идентифицировать наиболее интересные для анализа коле-
бательные моды. Помимо собственных чисел также идентифи-
цируются соответствующие им комплексные амплитуды, содер-
жащие информацию о начальных действительных амплитудах и
начальных фазах колебаний. Логично допустить, что основной
источник ранее упомянутых ошибок заключен именно в этом ас-
пекте Прони-анализа. В рамках типичного использования метода
Прони для проведения модального анализа электроэнергетиче-
ских систем для идентификации потенциально опасных колеба-
ний ошибки в оценке амплитуд и фаз обычно не имеют значения
[20]. Для модального анализа по Ляпунову их корректная оценка,
напротив, имеет существенное значение. Это также важно при
использовании метода Прони для фильтрации сигналов. Напри-
мер, хотя авторам работы [7] удалось построить эффективную си-
стему аппроксимации и фильтрации определенного класса сигна-
лов с помощью метода Прони, они также указывают на большое
количество довольно разнообразных проблем с вычислительной
устойчивостью метода. Последнее наблюдалось и наших вычис-
лительных экспериментов и серьезно ограничивало множество
значений параметров, при которых метод Прони был работоспо-
собен.

5. Выводы и перспективы

Рассмотрена задача проведения модального анализа по Ля-
пунову на основе измерений.
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Получены выражения, позволяющие вычислять модальные
вклады по Ляпунову (МВЛ) исходя только из доступных после
применения метода Прони данных.

Проведены вычислительные эксперименты, реализующие
проведение модального анализа по Ляпунову по данным изме-
рений нелинейной модели ЭЭС.

По результатам вычислительных экспериментов можно за-
ключить, что:

1. Метод Прони способен устойчиво идентифицировать наи-
более выраженную часть спектра системы по переходному про-
цессу с умеренными ошибками. Этого достаточно для классиче-
ского модального анализа. Однако ошибки при оценке амплитуд
и начальных фаз колебаний оказались менее предсказуемы и ока-
зывают серьезное влияние на результаты модального анализа по
Ляпунову.

2. Предложенный подход принципиально жизнеспособен,
однако труднопредсказуемый характер влияния ошибок иденти-
фикации на результат анализа представляет собой существенное
препятствие для практического использования.

3. Повышение точности аппроксимации сигнала путем под-
бора оптимальных значений параметров может серьезно огра-
ничиваться недостаточной вычислительной устойчивостью рас-
смотренных модификаций метода Прони.

4. Целесообразно продолжать исследование, испытывая дру-
гие методы идентификации.
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MEASUREMENT-BASED LYAPUNOV MODAL
ANALYSIS USING PRONY ANALYSIS
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Abstract: Modern power grids are in need of advanced stability analysis tools due
to their generation and consumption development trends. Lyapunov modal analysis
combines two stability analysis approaches: modal analysis and Lyapunov functions
spectral decomposition. Related currently available research requires a linear model
of a studied system. Nevertheless, there is a significant interest in data-driven
stability analysis methods based on measurements rather than pre-existing models.
This motivates the presented study of measurement-based Lyapunov modal analysis
feasibility. We derived new formulas for Lyapunov modal contributions calculation
that based on data provided by Prony analysis of measurements captured in a
nonlinear models or systems. We also conducted case studies using our software
implementation of measurement-based Lyapunov modal analysis and node voltage
transients measured in IEEE 68 power system model. The paper concludes with
comparative analysis between measurement and model-based implementations.

Keywords: power system, modal analysis, Prony analysis, Lyapunov
equation, spectral decomposition.
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