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Предлагается новый подход к оценке квантилей распределения времени от-
клика системы массового обслуживания с разделением и параллельным обслу-
живанием заявок, для обозначения которой в англоязычной литературе ис-
пользуется термин fork-join. Рассматривается классический вариант данной
системы с пуассоновским входным потоком и экспоненциальными временами
обслуживания на однородных приборах. Заявки при поступлении в систему
мгновенно разделяются на фиксированное число подзаявок и отправляются
на обслуживание в соответствующие подсистемы с накопителем неограни-
ченной емкости и одним прибором. Заявка считается обслуженной после об-
служивания всех ее компонентов. Данная система позволяет смоделировать
множество реальных процессов, для которых с целью увеличения эффектив-
ности характерно разделение крупных задач на более мелкие составляющие,
например, системы параллельных или распределенных вычислений. Сложность
анализа систем заключается в наличии зависимости между временами пребы-
вания подзаявок, что значительно затрудняет анализ всех показателей про-
изводительности таких систем. Основным вкладом статьи является подход
к определению квантилей распределения времени отклика, оценка которых яв-
ляется не менее ценной по сравнению с оценкой среднего значения времени
отклика. При этом вычислению математического ожидания посвящено гораз-
до большее количество работ в данной области, что объясняется в том числе
сложностью проведения подобного анализа даже для данной характеристики,
а оценка квантилей представляется еще более трудоемкой задачей.
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1. Введение

В работе исследуется классическая fork-join система массового
обслуживания (СМО) с пуассоновским входным потоком и экс-
поненциальными временами обслуживания. Fork-join СМО явля-
ется математической моделью для множества реально существу-
ющих систем, в которых происходит распараллеливание задач.
При поступлении в систему заявка разделяется (fork point) на
число подзаявок, равное числу подсистем 𝐾 > 2. Все подсисте-
мы фактически представляют собой самостоятельные системы
массового обслуживания с бесконечной очередью и единствен-
ным прибором. Каждая из подзаявок поступает в одну из подси-
стем, обслуживается там, после чего попадает в условный буфер
синхронизации (join point), где ожидает обслуживания оставших-
ся частей заявки. После окончания обслуживания всех подзаявок
происходит мгновенная сборка целой заявки, и она может поки-
нуть систему.

Ранее такие системы изучались авторами в работах [10, 11].
Так, в статье [11] с помощью искусственных нейронных сетей
аппроксимируются математическое ожидание и среднеквадрати-
ческое отклонение времени отклика fork-join СМО для различ-
ного числа подсистем 𝐾. При этом был смоделирован большой
объем данных (который используется далее в [10] и в настоящей
работе) в форме наборов из 20 времен пребывания подзаявок от
каждой заявки при значениях загрузки от 0,1 до 0,9 с шагом 0,05,
по 5 миллионов заявок при загрузке менее 0,5 и по 10 милли-
онов при загрузке от 0,5 и выше. Наличие таких наборов поз-
волило оценить характеристики систем для всех 3 6 𝐾 6 20.
Приближение нейронной сетью показало среднюю абсолютную
относительную ошибку для среднего времени отклика 0,74%, а
для среднеквадратического отклонения – 0,36%, для рассмотрен-
ных в работе выборок.

В [10] для оценки аналогичных характеристик использова-
лось расширение предложенного подхода на основе комбинации
различных методов машинного обучения, кроме того обсужда-
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лись вопросы имитационного моделирования системы, а также
построения доверительных интервалов. С помощью выведенных
формул удалось повысить точность оценки среднего времени от-
клика более чем в 11 раз по сравнению с классической формулой
Нельсона – Тантави [16], а точность оценки среднеквадратиче-
ского отклонения – более чем в 25 раз по сравнению с приближе-
нием на основе независимых случайных величин. Была изучена
также корреляционная функция последовательности времен от-
клика заявок, зависимость которых приводит к увеличению дис-
персии оценки среднего, и выведена приближенная формула этой
дисперсии.

Текущая работа продолжает исследование зависимости вре-
мен пребывания подзаявок (частей одной заявки). С анализом
fork-join системы, но с более сложной архитектурой, можно озна-
комиться, например, в одной из последних работ [9]. Заметим,
что погрешность приближений различных характеристик оцени-
вается с помощью результатов имитационного моделирования си-
стемы, точность которых обеспечивается большим числом прого-
нов имитационной модели.

Интерес к исследованию fork-join систем объясняется нали-
чием множества реальных физических систем, функционирова-
ние которых может быть ими смоделировано, особенно в области
моделирования информационных систем и протекающих в них
процессов. Разумеется, область применения fork-join моделей не
ограничивается только информационно-вычислительными систе-
мами. Вопросы оптимизации процессов в производственных си-
стемах (например, сборка заказов в складских системах, изготов-
ление многокомпонентных изделий) или повышение эффектив-
ности организации процесса пребывания пациентов в медицин-
ских учреждения и т.д. продолжают оставаться востребованными
до настоящего момента [1, 2, 7, 12, 20].

Другой причиной актуализации исследований fork-join си-
стем является появление новых методов и подходов к анализу
сложных систем массового обслуживания, в частности, подхода,
основанного на применении методов машинного обучения и его
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различные модификации [3, 4, 5, 19]. В данном случае речь идет
о дальнейшем развитии названного подхода и включении в его
состав графического анализа и методов оптимизации.

Несмотря на кажущуюся простоту функционирования, ис-
следование fork-join СМО относится к труднорешаемым задачам.
Основная причина сложности заключается в общности моментов
появления подзаявок в подсистемах, что делает времена их пре-
бывания зависимыми случайными величинами. В этом и есть ос-
новное отличие fork-join системы от просто параллельно функци-
онирующих СМО того же типа, что и подсистемы fork-join СМО.
Поэтому точные результаты были получены только для средне-
го времени отклика в случае двух подсистем с пуассоновским
входным потоком и экспоненциальными временами обслужива-
ния [16]. Для других вариантов архитектур fork-join СМО, под
которыми подразумевается, например, увеличение числа подси-
стем или приборов в них, ограниченная емкость накопителей или
другие типы распределений для входных и обслуживающих пото-
ков, получены только аппроксимации математического ожидания
времени отклика различными способами.

Что касается оценки других характеристик производитель-
ности fork-join системы, то исследований в этом направлении го-
раздо меньше [6, 11]. Однако помимо первых или вторых момен-
тов случайной величины времени отклика интерес представля-
ют квантили ее распределения. Установление квантиля заданно-
го уровня вероятности означает, что система гарантирует обслу-
живание заявки не более чем за установленное время с данной
вероятностью. Такой подход к оценке работы системы уместен,
если важна срочность обслуживания (например, в медицине) или
если долгое обслуживание вызывает недовольство клиентов и это
не компенсируется быстрым обслуживанием других. Таким обра-
зом, оценка квантилями является более тонкой, чем оценка сред-
ним, в смысле качества обслуживания в современном мире.

В [18] с помощью векторно-матричной техники и фазовых
распределений получены теоретические оценки хвоста и кванти-
лей высоких уровней. В [17] были получены оценки для кванти-
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лей высоких уровней в условиях высокой загрузки системы для
нескольких типов распределений и архитектур fork-join СМО.

В данной работе предлагается подход для нахождения кван-
тилей времени отклика различного уровня для более широко-
го диапазона загрузок, что позволяет составить полноценное
представление о поведении исследуемой случайной величины.
Несмотря на то, что объектом исследования статьи является клас-
сическая fork-join СМО, предложенный в статье подход может
быть распространен и на другие архитектуры fork-join систем и
не только.

2. Математическая модель fork-join СМО

Опишем более подробно процесс функционирования fork-
join системы. Будем рассматривать частный случай двух подси-
стем (𝐾 = 2), однако заметим, что количество подсистем никак
не влияет на зависимость в любой паре времен пребывания под-
заявок одной заявки (рис. 1). В систему поступает пуассоновский
поток заявок с интенсивностью 𝜆 > 0. В момент поступления в
систему заявка мгновенно разделяется на 2 подзаявки, каждая из
которых попадает в соответствующую подсистему, имеющую на-
копитель неограниченной емкости и один прибор. Все приборы
являются однородными, время обслуживания имеет экспоненци-
альное распределение с параметром 𝜇 > 0.
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Рис. 1. Модель fork-join системы массового обслуживания
с подсистемами типа 𝑀𝜆|𝑀𝜇|1

10



Системный анализ

Таким образом, подсистемы представляют собой две иден-
тичных СМО типа 𝑀 |𝑀 |1. Поскольку заявка считается обслу-
женной только после окончания обслуживания обеих составля-
ющих ее подзаявок, то случайное время пребывания заявки в
СМО (время отклика) 𝑅 является максимумом из двух случай-
ных времен пребывания подзаявок 𝜉𝑖, 𝑖 = 1, 2, в каждой из двух
подсистем:
(1) 𝑅 = max{𝜉1, 𝜉2}.

Случайные величины 𝜉1 и 𝜉2 являются коррелированными в
силу того, что все подзаявки (части одной заявки) поступают в
подсистемы в одно и то же время.

Обозначим через 𝜌 = 𝜆/𝜇 коэффициент загрузки системы и
далее для простоты положим 𝜆 = 1, 𝜇 = 1/𝜌. Такие параметры
использовались при имитационном моделировании в [10, 11].

Отметим, что различные коэффициенты корреляции в общем
случае хотя и отражают зависимость, но лишь частично. В пол-
ной мере отражают зависимость только копулы.

3. Подход к оценке диагонального сечения
и квантилей распределения времени отклика

Для приближения квантилей распределения случайной вели-
чины времени отклика 𝑅 = max{𝜉1, 𝜉2} воспользуемся элемен-
тами теории копул.

Копулой 𝐶 называется функция многомерного распределе-
ния на [0, 1]𝑑, 𝑑 > 2, если все частные распределения являются
равномерными на [0, 1]. Согласно знаменитой теореме Скляра,
любая функция многомерного распределения в R𝑑 представима в
виде

𝐹 (𝑥1, . . . 𝑥𝑑) = 𝐶(𝐹1(𝑥1), . . . 𝐹𝑑(𝑥𝑑)),

где 𝐹𝑖, 1 6 𝑖 6 𝑑, — функции частных распределений. Таким об-
разом, всякому многомерному распределению можно поставить в
соответствие его копулу. Если частные распределения непрерыв-
ны, то такое представление единственно. В качестве классическо-
го учебника по копулам укажем [15], а в качестве работ авторов,
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связанных с копулами, можно указать [8, 13, 14]. Далее ограни-
чимся случаем двумерных копул (𝑑 = 2).

Диагональным сечением (двумерной) копулы называется
функция 𝛿(𝑢) = 𝐶(𝑢, 𝑢), 𝑢 ∈ [0, 1]. Она обладает следующими
(необходимыми и достаточными) свойствами:

(2)
max{2𝑢− 1, 0} 6 𝛿(𝑢) 6 𝑢;

0 6 𝛿(𝑢2)− 𝛿(𝑢1) 6 2(𝑢2 − 𝑢1), 0 6 𝑢1 6 𝑢2 6 1.
Смысл изучения диагональных сечений, например, в следу-

ющем. Если заданы случайные величины 𝑋1 и 𝑋2 с одинаковыми
частными распределениями 𝐹1 = 𝐹2 = 𝐹 и копулой совместного
распределения 𝐶, то их максимум 𝑋𝑚𝑎𝑥 = max{𝑋1, 𝑋2} имеет
функцию распределения
(3) 𝐹𝑚𝑎𝑥(𝑥) = 𝑃 (𝑋1 < 𝑥,𝑋2 < 𝑥) = 𝐶(𝐹 (𝑥), 𝐹 (𝑥)) = 𝛿(𝐹 (𝑥)),

так что для ее вычисления достаточно знать только диагональное
сечение, а не всю копулу.

Легко заметить, что условиям (2) удовлетворяет степенная
функция

𝛿(𝑢) = 𝑢𝛼, 1 6 𝛼 6 2,

тогда случаю 𝛼 = 1 соответствует совершенная положительная
зависимость (комонотонность), а случаю 𝛼 = 2 – независимость
случайных величин.

Будем рассматривать двумерную копулу 𝐶(𝑢1, 𝑢2) случай-
ных векторов времен пребывания в подсистемах (𝜉1, 𝜉2). Каждая
компонента случайного вектора имеет экспоненциальное распре-
деление с функцией распределения 𝐹 (𝑥) = 1 − 𝑒−(𝜇−𝜆)𝑥, 𝑥 > 0.
Тогда в соответствии с теоремой Скляра представление с по-
мощью копулы совместного распределения (𝜉1, 𝜉2) существует и
единственно:

𝐹𝜉1,𝜉2(𝑥1, 𝑥2) = 𝑃 (𝜉1 < 𝑥1, 𝜉2 < 𝑥2) = 𝐶(𝐹 (𝑥1), 𝐹 (𝑥2)).

В силу (3) получаем
(4) 𝐹𝑅(𝑥) = 𝐶(𝐹 (𝑥), 𝐹 (𝑥)) = 𝛿(𝐹 (𝑥)),
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где 𝛿(𝑢) = 𝐶(𝑢, 𝑢) — диагональное сечение копулы, что дает нам
уравнение для квантили уровня 𝑝 распределения времени откли-
ка

𝐹𝑅(𝑥𝑝) = 𝛿(𝐹 (𝑥𝑝)) = 𝑝,

поэтому
(5) 𝑥𝑝 = 𝐹−1

𝑅 (𝑝) = 𝐹−1(𝛿−1(𝑝)).

Учитывая метод обратного преобразования для генерации слу-
чайных величин с заданной функцией распределения, рассмот-
рим

𝑈𝑖 = 1− 𝑒−(𝜇−𝜆)𝜉𝑖 , 𝑖 = 1, 2.

Эти случайные величины будут иметь равномерное распределе-
ние на отрезке [0, 1], т.е. 𝑈𝑖 ∼ 𝑅[0, 1]. Тогда
(6) 𝑉 = max{𝑈1, 𝑈2} = 1− 𝑒−(𝜇−𝜆)·max{𝜉1,𝜉2} = 1− 𝑒−(𝜇−𝜆)𝑅.

Диагональное сечение копулы можно оценить следующим
образом. Имеем

𝛿(𝑢) = 𝐶(𝑢, 𝑢) = 𝑃 (𝑈1 < 𝑢,𝑈2 < 𝑢) =

= 𝑃 (max(𝑈1, 𝑈2) < 𝑢) = 𝑃 (𝑉 < 𝑢) = 𝑝,

т.е.
𝛿(𝑢𝑝) = 𝑃 (𝑉 < 𝑢𝑝) = 𝑝,

где 𝑢𝑝 — это квантиль распределения с. в. 𝑉 . С помощью реализа-
ций 𝑉𝑖 случайной величины 𝑉 , полученных посредством имита-
ционного моделирования значений случайных времен пребыва-
ния в fork-join СМО 𝑅𝑖 и дальнейшей подстановкой их в форму-
лу (6), строим оценку диагонального сечения 𝛿(𝑢), а фактически
вероятностей 𝑝. Иными словами, строим эмпирическую оценку
диагонального сечения с помощью квантилей распределения 𝑉 .

Для этого упорядочиваем полученные посредством симуля-
ции величины 𝑉 : 𝑉(1), 𝑉(2),..., 𝑉(𝑁), где 𝑉(𝑘) — это 𝑘-я поряд-
ковая статистика, 𝑘 = 1, ..., 𝑁 , и по точкам (𝑉(𝑘), 𝑘/(𝑁 + 1))
определяем оценки (𝑢𝑝, 𝑝) для значений вероятности из ин-
тересующего нас интервала 𝑝 ∈ {0,2; 0,25; 0,30; ...; 0,90}, при
конкретном фиксированном значении коэффициента загрузки
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𝜌 ∈ {0,10; 0,15; 0,20; ...; 0,90}. Выбор значений 𝑝 обусловлен тем,
что, как правило, больший интерес представляют квантили бо-
лее высокого уровня, поэтому значения 𝑝 начинаем рассматри-
вать с 0,2. Далее на основе имеющихся данных будем строить
прогноз вероятностей 𝑝 в зависимости от квантилей 𝑢𝑝 и коэф-
фициента загрузки 𝜌:

𝑝 ≈ ̂︀𝑝 = ̂︀𝛿(𝑢𝑝, 𝜌).
Теперь для определения вида функциональной зависимости

проведем графический анализ полученных данных. Прежде всего
было замечено, что зависимость 𝑝 от 𝑢𝑝 хорошо описывается сте-
пенной функцией, что соответствует линейной зависимости для
логарифмов (см. рис. 2).

Рис. 2. Зависимость (ln 𝑝/ ln𝑢𝑝) от 𝜌.

Зависимость показателя степени 𝛼 от 𝜌 также оказалась
близка к линейной (см. рис. 3). Отметим, что при 𝜌 → 0 вре-
мена пребывания подзаявок асимптотически независимы, откуда
𝛼 → 2.

14
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Рис. 3. Зависимость ln 𝑝 от ln𝑢𝑝

Как видно из рис. 3, график зависимости напоминает пучок
близких прямых, проходящих через точку (0, 2), поэтому есте-
ственно предположить (в качестве первого приближения), что

ln 𝑝

ln𝑢𝑝
≈ 2− 𝐶 · 𝜌,

а следовательно
(7) 𝑝 = 𝛿(𝑢𝑝, 𝜌) ≈ 𝑢2−𝐶·𝜌

𝑝 .

Остается только вычислить значение коэффициента 𝐶. Для
этого будем минимизировать методом Нелдера – Мида модуль
относительной погрешности аппроксимации относительно дан-
ных имитационного моделирования, в результате чего получим
значение
(8) 𝐶 ≈ 0,370608.

Таким образом, имеем
(9) 𝑝 = 𝛿(𝑢𝑝, 𝜌) ≈ 𝑢2−0,370608·𝜌

𝑝 .

Сравнение результатов имитационного моделирования ве-
роятностей или уровней 𝑝 квантилей 𝑢𝑝 случайной величины
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𝑉 = 𝐹 (𝑅) с результатами вычислений по аналитической фор-
муле (9) в диапазоне [0,20; 0,95] с шагом 0,05, т.е. фактически
для 272 рассчитанных значений 𝑝, позволяет говорить о хорошем
уровне приближения. Так, средняя погрешность приближения со-
ставляет около 0,44%, в то время как максимальное и минималь-
ное значение погрешности аппроксимации составляет 1,68% и
0,003% соответственно.

Теперь, учитывая (5), можем записать
(10) 𝛿−1(𝑝) = 𝐹 (𝑥𝑝),

при этом из (7) следует, что 𝛿−1(𝑝) ≈ 𝑝
1

2−𝐶·𝜌 . Подставляем оценку
𝛿−1(𝑝) в (10) и получаем соотношение

𝑝
1

2−𝐶·𝜌 = 1− 𝑒−(𝜇−𝜆)𝑥𝑝 ,

откуда следует, что квантиль уровня 𝑝 распределения случайной
величины времени отклика fork-join СМО 𝑅 определяется выра-
жением

(11) 𝑥𝑝 ≈ − ln(1− 𝑝
1

2−𝐶·𝜌 )

𝜇− 𝜆
.

Далее аналогично оценим качество аппроксимации получен-
ного выражения (11) для 272 рассчитанных значений квантилей
при 𝜌 ∈ {0,10; 0,15; ...; 0,90} и 𝑝 ∈ {0,20; 0,25; ...; 0,90}. Полу-
чаем, что максимум модуля относительной ошибки составляет
около 3,12%, а среднее значение этого модуля равно примерно
0,73%.

Ради уточнения аппроксимации квантилей, возвращаясь к
рис. 2, можно отметить зависимость наклона прямых от 𝑝. Это
наводит на мысль вместо константы 𝐶 в (11) использовать выра-
жения вида (𝐶1−𝐶2𝑝) или (𝐶1−𝐶2𝑝

2). Подбор констант методом
Нелдера – Мида и сравнительный анализ точности показывают,
что лучше второй вариант, а именно, приближение

(12) 𝑥𝑝 ≈ − ln(1− 𝑝
1

2−(𝐶1−𝐶2𝑝
2)𝜌 )

𝜇− 𝜆
,

где 𝐶1 ≈ 0,390327, 𝐶2 ≈ 0,237842. При этом погрешность (мак-
симум модуля относительной ошибки) составляет всего 0,62%,
что меньше прежнего в 4,6 раза.
16
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4. Заключение

Данная работа продолжает авторский цикл, посвященный
исследованию характеристик fork-join-систем с пуассоновским
входным потоком и экспоненциальными временами обслужива-
ния. Несмотря на простоту систем и давность их исследования
(с 1980-х годов) в этой области все еще много неясного. Точных
результатов здесь мало, многие оценки нуждаются в улучшении.
Есть вопросы, которыми мало кто или вообще никто не занимал-
ся. Исследования в основном сосредоточены на среднем времени
отклика, в то время как интерес представляют также дисперсия,
квантили и др.

Ключевой проблемой является наличие зависимости меж-
ду временами пребывания подзаявок (частей одной заявки), обу-
словленной общностью входного потока в подсистемы. Эта за-
висимость хотя и не очень сильная, но оказывает существенное
влияние на характеристики, при этом она далека от описания
классическими моделями (например, многомерным нормальным
распределением, линейной регрессией и т.п.). Поэтому авторы в
последних работах сосредоточились на изучении данной зави-
симости. Случай двух подсистем рассматривался исходя из того,
что при любом числе подсистем для любой их пары времена пре-
бывания подзаявок будут иметь такое же совместное распреде-
ление. В настоящей работе изучались приближения совместного
распределения времен пребывания подзаявок с помощью теории
копул. Получено хорошее соответствие с данными для степенных
диагональных сечений. На основе оценок диагональных сечений
выведены оценки квантилей времени отклика в широком диапа-
зоне уровней и загрузок.

Развитый при этом подход, основанный на теории копул,
можно попытаться обобщить на системы с большим числом под-
систем или случай более сложных подсистем (например, с тяже-
лыми хвостами распределений времен обслуживания).
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Abstract: The article proposes a new approach to estimating the quantiles of the
response time distribution of the fork-join queueing system. We consider a classic
version of this system with a Poisson input flow and exponential service times
on homogeneous servers. Upon receipt of tasks into the system, they are instantly
divided into a fixed number of subtasks and sent for service to the appropriate
subsystem with an unlimited capacity storage device and one server. The task is
considered served after all its components have been serviced. This system allows
you to simulate many real processes, which, in order to increase efficiency, are
characterized by dividing large tasks into smaller components, for example, parallel
or distributed computing systems. The difficulty of analyzing systems lies in the
presence of a dependence between the sojourn times of subtasks, which significantly
complicates the analysis of all performance characteristics of such systems. The
main contribution of the article is the approach to determining the quantiles of the
response time distribution, the assessment of which is no less valuable than the
assessment of the mean response time. At the same time, a much larger number of
works in this area are devoted to calculating the mean, which is explained, among
other things, by the complexity of carrying out such an analysis even for a given
characteristic, and estimating quantiles seems to be an even more laborious task.
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