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ТЕОРЕМА СУЩЕСТВОВАНИЯ РАВНОВЕСИЯ 
В БЕЗОПАСНЫХ СТРАТЕГИЯХ ПО РЕНИ 

Искаков М. Б.1, Искаков А. Б.2 

(ФГБУН Институт проблем управления  

им. В.А. Трапезникова РАН, Москва) 

Статья является продолжением цикла статей 2018, 2022, 2023 годов посвя-

щенного теоретическому обоснованию равновесия в безопасных стратегиях 

(РБС), как концепции решения игровых задач. Представлен метод конструиро-

вания теорем существования РБС из известных теорем существования равно-

весия Нэша (РН). При этом исходная теорема существования РН приводится 

к стандартной формулировке, которая, как условие, вставляется в текст 

мета-теоремы существования РБС. Согласно данному методу из теоремы 

Рени (1999) существования равновесий Нэша получены и доказаны две альтер-

нативных теоремы существования РБС. Общая схема вывода теорем суще-

ствования выглядит следующим образом. В разделе 2 кратко изложены тео-

ремы, опубликованные в предыдущих работах автора. В разделе 3 приводятся 

две оригинальные теоремы из работы Рени. В разделе 4 дается подробная ин-

терпретация условий теорем Рени в сравнении с условиями теоремы Дебре. 

В разделе 5 дается подробный анализ теоремы Рени. На ряде примеров условие 

теоремы интерпретируется как условие отсутствия точек перескока или то-

чек, гарантирующих наилучший ответ. В разделе 6 формально, методом мета-

теоремы, строятся два критерия существования для РБС, использующие ис-

ходные теоремы существования РН. В разделах 7 и 8 сформулированы и дока-

заны две теоремы, специально доработанные для решения прикладных задач 

(пространственная конкуренция Хотеллинга, конкуренция за ренту Таллока, 

олигополия Бертрана – Эджворта). Все рассмотренные теоремы сведены 

в итоговую таблицу. 
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1. Введение 

Концепция РБС была предложена в статье [1, 2]. Поскольку 

модель равновесия была более широкой, чем РН, то первоначаль-

ное направление исследований сводилось к поиску задач, для ко-

торых оно работает. Сначала проверялось наличие РБС для от-

дельных задач. 

Если рассматривать РН как базовую классическую модель 

решения в теории игр, то для очень многих задач оно не просто 

существует, но имеется большое множество РН, причем возни-

кает проблема выбора из этого множества предпочтительных ре-

шений. Противоположный случай менее распространен, но име-

ется ряд классических задач, для которых РН не существует. Та-

кой ряд наиболее известных и важных задач был рассмотрен 

в классической статье [9], и именно он был взят за основу для те-

стирования модели РБС.  

В работе Дасгупты и Маскина рассматриваются задачи: про-

странственной конкуренции Хотеллинга [5, 13], дуополия Бер-

трана – Эджворта [6, 11], модель рынка страхования Рот-

шильда – Стиглица – Вильсона [15, 20]. Кроме них была также 

рассмотрена задача конкуренции за ренту Таллока – Скапердаса 

[17, 18, 19]. Оказалось, что весь рассмотренный ряд наиболее из-

вестных задач без РН имеет решение РБС, причем с хорошими 

свойствами, сравнительно с альтернативными подходами к их ре-

шению: равновесием Нэша в смешанных стратегиях, ad hoc ре-

шениями для частного случая конкретной задачи, стратегий нака-

зания при переходе к динамической модели повторяющихся игр, 

коллективно оптимальных моделей решения (оптимальность по 

Парето, кооперативные, коалиционные игры и т.д.). Все РБС ре-

шения этого ряда задач представлены в итоговой статье [12].  

Сравнение с альтернативами проведено в [4]. В качестве 

РБС-решений были найдены принципиально новые решения 

с убедительными интерпретациями; другие методы не давали та-

ких решений. Сравнительно с решениями в смешанных страте-

гиях, достоинством РБС является простота и возможность полу-

чить решение в явном виде. Сравнительно с народными теоре-

мами – единственность равновесий или их небольшое количество 

(одно-два). Сравнительно с ad hoc методами – универсальная 
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применимость к многим разным задачам. Сравнительно с мето-

дами решения в угрозах и контругрозах (которые кажутся наибо-

лее близкими по идеологии к РБС) получались совершенно дру-

гие решения, которые проявили различие в подходе к возникаю-

щим игровым угрозам. Подход РБС стремится найти устойчивые 

профили не на основе стратегий наказания, а через введение до-

полнительных правил индивидуального поведения игроков, сле-

дующих принципу осторожности. 

Поскольку для представительной выборки задач без РН 

были найдены РБС решения, то естественно возник вопрос, 

можно ли получить какие-то общие условия существования РБС, 

очертить круг задач, к которым применимы данные решения, 

т.е. построить теорию существования РБС. Данная статья явля-

ется непосредственным продолжением статей [3, 4]. Статьи напи-

саны по плану, сформулированному совместно с Клодом д’Апре-

моном и Алексеем Искаковым во время работы над статьей [12]. 

Автор выражает глубокую благодарность своим соавторам.  

План теоретического обоснования равновесия в безопасных 

стратегиях как концепции решения игровых задач предполагал 

преодоление ряда проблем. В настоящий момент разрешены сле-

дующие из них.  

1.  В качестве теоретической основы метода сформулирован 

вывод определения равновесия в безопасных стратегиях (РБС) 

как развитие концепции теоретико-игрового равновесия по Нэшу 

(РН).  

2.  На этой основе разработан метод конструирования теорем 

существования РБС из известных теорем существования РН. При 

этом исходная теорема существования РН приводится к стан-

дартной формулировке, которая вставляется в текст мета-тео-

ремы существования РБС как условие.  

3.  Метод конструирования теорем существования опробован 

на трех исходных теоремах: Дебре (1952) [10], Рени (1999) [14], 

Бика (2009) [8].  

4.  Полученные теоремы существования РБС опробованы 

и доработаны на хрестоматийных задачах Хотеллинга [13, 5], 

Таллока – Скапердаса [17, 18, 19], Бертрана – Эджворта [6, 11], 

не имеющих РН при некоторых значениях параметров. При этом 
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если условия стандартной формулировки не выполняются для те-

стовых задач, слишком жесткие, то разрабатывается смягченный 

вариант теоремы, под условия которого попадают тестовые за-

дачи.  

5.  Таким образом, в рамках общего метода сформулированы 

три рабочих теоремы существования РБС решений, применимые 

на тестовых эталонных задачах. Разрешение первого пункта 

плана опубликовано в [4], второго – в [3]. В первой из статей да-

ется система определений РБС, выведенная из определения РН, 

а также обсуждается место концепции РБС среди других моделей 

ограниченной рациональности. Во второй статье на основе этой 

аналогии строится метод конструирования теорем существова-

ния РБС из известных теорем существования РН. Теорема суще-

ствования РБС по теории существования социального равновесия 

Дебре с тестированием на указанных задачах опубликована в сов-

местной работе [12]. В данной статье предложенный метод полу-

чения теорем существования РБС тестируется на теории суще-

ствования РН Рени. 

2. Необходимые исходные понятия, утверждения 
и теоремы 

Приведем введенные определения и доказанные результаты 

из предыдущих статей [3, 4], используемые в этой. Система опре-

делений равновесия в безопасных стратегиях. Рассматривается 

некооперативная игра n участников 𝐺 = (𝑖 ∈ 𝑁, 𝑠𝑖 ∈ 𝑆𝑖, 𝑢𝑖 ∈ ℝ) 
в нормальной форме. 

Определение 2.1.  Угрозой игрока j игроку i в профиле стра-

тегий s называется такая пара профилей {𝑠, (𝑠𝑗
′, 𝑠−𝑗)}, что 

𝑢𝑗(𝑠𝑗
′, 𝑠−𝑗) > 𝑢𝑗(𝑠) и 𝑢𝑖(𝑠𝑗

′, 𝑠−𝑗) < 𝑢𝑖(𝑠). Профиль стратегий s 

называется содержащим угрозу, а 𝑠′  – угрожающим игроку i со 

стороны игрока j.   

Определение 2.2.  Стратегия 𝑠𝑖 игрока i называется безопас-

ной стратегией для этого игрока при заданных стратегиях 𝑠−𝑖 
всех других игроков, если профиль s не содержит угроз игроку i. 

Профиль стратегий s называется безопасным профилем, если 

все его стратегии безопасны. 
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Определение 2.3.  Безопасным отклонением игрока i в про-

филе s называется такая стратегия 𝑠𝑖′, что 𝑢𝑖(𝑠𝑖
′, 𝑠−𝑖) > 𝑢𝑖(𝑠) и 

𝑢𝑖(𝑠𝑖
′, 𝑠𝑗

′, 𝑠−𝑖𝑗) ≥ 𝑢𝑖(𝑠) для любой угрозы  {(𝑠𝑖
′, 𝑠−𝑖), (𝑠𝑖

′, 𝑠𝑗
′, 𝑠−𝑖𝑗)} 

любого игрока 𝑗 ≠ 𝑖 игроку i. 

Определение 2.4.  Безопасный профиль стратегий называ-

ется равновесием в безопасных стратегиях (РБС), если ни один 

игрок не может увеличить свой выигрыш безопасным отклоне-

нием. 

Первое важное свойство РБС вытекает непосредственно из 

его определения. 

Утверждение 2.1.  Любое равновесие Нэша является равно-

весием в безопасных стратегиях. 

Доказательство.  В равновесии Нэша нет угроз, поэтому он 

является безопасным профилем. Никакой игрок в равновесии 

Нэша не может увеличить свой выигрыш никаким отклонением. 

Оба условия РБС выполнены. □ 

Чтобы охарактеризовать содержащиеся в игре угрозы коли-

чественно, можно поставить в соответствие исходной игре та-

кую, в которой функции выигрышей учитывают ожидание 

наихудшей имеющейся в профиле угрозы. Обозначим как 𝑄𝑖(𝑠−𝑖) 
множество безопасных стратегий игрока i при заданных страте-

гиях 𝑠−𝑖 других игроков. Заметим, что 𝑄𝑖(𝑠−𝑖) может оказаться 

пустым, если все стратегии игрока i небезопасны при 𝑠−𝑖. Обо-

значим как 𝑄(𝑖) множество безопасных профилей игрока в игре. 

Определение 2.5.  Безопасный выигрыш игрока i в профиле 

стратегий s равен его выигрышу при реализации наихудшей 

угрозы в небезопасном профиле и совпадает с его выигрышем 

в безопасном профиле, т.е.  

𝑣𝑖(𝑠) = {
𝑖𝑛𝑓

𝑖≠𝑗,𝑠𝑖
′:𝑢𝑗(𝑠𝑗

′,𝑠−𝑗)>𝑢𝑗(𝑠)

𝑢𝑖(𝑠𝑗
′, 𝑠−𝑗), 𝑠𝑖 ∉ 𝑄𝑖(𝑠−𝑖 ),

𝑢𝑖(𝑠), 𝑠𝑖 ∈ 𝑄𝑖(𝑠−𝑖 ).

 

Соответствующей игре G игрой угроз называется игра  

�̃� = (𝑆𝑖, 𝑣𝑖)𝑖=1
𝑁 . 

Введённая функция 𝑣𝑖(𝑠) позволяет охарактеризовать без-

опасность профиля и безопасность отклонений простым спосо-

бом. Будем рассматривать только такие отклонения 𝑠
𝑖
→𝑠′, для 
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которых 𝑢𝑖(𝑠′) ≥ 𝑢𝑖(𝑠) (будем называть их выгодными отклоне-

ниями). 

Утверждение 2.2.  Профиль s безопасен для игрока i ⟺
𝑢𝑖(𝑠) = 𝑣𝑖(𝑠). 

Профиль s небезопасен для игрока i ⟺ 𝑢𝑖(𝑠) > 𝑣𝑖(𝑠). 

Выгодное отклонение 𝑠
𝑖
→𝑠′ безопасно для игрока i ⟺

𝑣𝑖(𝑠′) ≥ 𝑢𝑖(𝑠).  

Выгодное отклонение 𝑠
𝑖
→𝑠′ небезопасно для игрока i ⟺

𝑣𝑖(𝑠
′) < 𝑢𝑖(𝑠). 
Утверждение 2.3.  Если безопасный профиль 𝑠∗ является 

строгим равновесием Нэша в игре угроз �̃�, то он является РБС 

в исходной игре. Если 𝑠∗ является РБС в исходной игре G, то 𝑠∗ 
является он является равновесием Нэша в игре угроз �̃�.  

Слабое равновесие в безопасных стратегиях. 

Определение 2.6.  Безопасное отклонение 𝑠𝑖′ игрока i в про-

филе s называется тривиальным, если существует такая угроза 

{(𝑠𝑖
′, 𝑠−𝑖), (𝑠𝑖

′, 𝑠𝑗
′, 𝑠−𝑖𝑗)} игрока 𝑗 ≠ 𝑖 игроку i, что 𝑢𝑖(𝑠𝑖

′, 𝑠𝑗
′, 𝑠−𝑖𝑗) =

𝑢𝑖(𝑠). 
Определение 2.7.  Безопасный профиль стратегий называ-

ется слабым равновесием в безопасных стратегиях, если ни 

один игрок не может сделать не тривиальное безопасное откло-

нение.  

Утверждение 2.3 ставит в соответствие РБС и равновесие 

Нэша. Теорема утверждает более сильный результат, как необхо-

димое и достаточное условие. 

Теорема 2.1.  Профиль 𝑠∗ является равновесием в безопас-

ных стратегиях тогда и только тогда, когда выполняются три 

условия: 

1) 𝑠∗ – безопасный профиль; 

2) 𝑠∗ – равновесие Нэша в игре угроз �̃�; 

3) ∀𝑖, ∀𝑠𝑖
′: 𝑣𝑖(𝑠𝑖

′, 𝑠−𝑖
∗ ) = 𝑣𝑖(𝑠

∗) ⟹ 𝑢𝑖(𝑠𝑖
′, 𝑠−𝑖

∗ ) = 𝑢𝑖(𝑠
∗). 

Доказательство приведено в [3] как «теорема 1». □ 

Следствие.  Профиль в игре G является слабым равнове-

сием в безопасных стратегиях тогда и только тогда, когда он без-

опасен в игре G и является равновесием Нэша в игре угроз �̃�.  
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Метатеорема.  Теоремы существования РБС строятся, как 

конструктор, из известных теорем существования РН, приведен-

ных к стандартному виду. В литературе формулировки этих тео-

рем различны. Требуется эквивалентно переформулировать их 

так, чтобы они различались только определенным условием, ко-

торое будет переменной частью в метатеореме. 

Рассмотрим произвольную игру в нормальной форме:  

𝐺 = (𝑁, 𝑆𝑖, 𝑢𝑖(𝑠1, … , 𝑠𝑛), 𝑖 ∈ 𝑁, 𝑠𝑖 ∈  𝑆𝑖). Обозначим как «(#)» не-

которое ограничивающее условие, однозначно определяющее 

подмножество множества всех возможных игр G. Это условие и 

будет переменной частью в метатеореме. 

Пример 2.1.  Определим функцию наилучшего ответа: 

),(maxarg)( iii
Ss

ii ssusBR
ii




  . Пусть условие задается так:  

(#1):= « )(!,, iii sBRsi   , функции )( ii sBR   непрерывны по 

is ». Это условие является достаточным условием для суще-

ствования РН в игре. 

Метод конструирования теорем существования РБС основан 

на двух идеях. Первой составляющей является понятие сильной 

угрозы.  

Определение 2.8.  Угроза игроку i в профиле s является 

сильной, если существует безопасная стратегия 𝑠′ = (𝑠𝑖
′, 𝑠−𝑖) та-

кая, что 𝑢𝑖(𝑠
′) = 𝑣𝑖(𝑠

′) > 𝑣𝑖(𝑠). Для игрока i в игре G выполня-

ется условие сильных угроз, если для него содержащиеся в лю-

бом опасном профиле угрозы являются сильными. Игра G назы-

вается игрой с сильными угрозами, если для всех игроков в ней 

выполняется условие сильных угроз.  

Вторая составляющая идеи метатеоремы существования 

РБС состоит в том, что если для игры выполняется требование 

сильных угроз и имеется некоторая известная теорема существо-

вания равновесия Нэша, то можно потребовать выполнения усло-

вий этой теоремы только на безопасном множестве (или даже на 

некотором предпочтительном подмножестве этого множества, 

содержащего в себе наилучшую безопасную альтернативу – до-

стигаемое максимальное значение безопасного выигрыша), 

и этого будет достаточно для существования РБС. 
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Пусть имеется некоторое верное утверждение (исходная тео-

рема, приведенная к стандартному виду): «Если для игры выпол-

няется условие (#), то в игре существует равновесие Нэша». 

Пусть это условие (#) выполняется на множествах безопасных 

стратегий игроков. Такое предположение надо сформулировать 

строго. Введем константу 𝐶min ≤ 𝑢𝑖(𝑠), ∀𝑖, 𝑠, которая обозначает 

некоторое штрафное значение выигрыша. 

Определение 2.9.  Пусть дана игра 𝐺(𝑆𝑖, 𝑢𝑖)𝑖=1
𝑁  с множе-

ствами безопасности 𝑄(𝑖) ⊆ 𝑆. Игра �̅�𝑄(𝑖)(𝑆𝑖, �̅�𝑖), �̅�𝑖(𝑠) =  

= {
𝑢𝑖(𝑠), 𝑠 ∈ 𝑄

(𝑖),

𝐶𝑚𝑖𝑛, 𝑠 ∉ 𝑄
(𝑖)

 называется соответствующей ей обрезанной 

игрой. Условие (#) существования равновесия Нэша выполня-

ется для игры G на безопасных множествах 𝑄(𝑖) ⊆ 𝑆, если оно 

выполняется для соответствующей обрезанной игры. 

Таким образом, если для игры выполняются два условия: 

условие теоремы существования равновесия Нэша на безопасном 

множестве и условие сильных угроз, то можно ожидать, что 

в данной игре имеется РБС. Условие исходной теоремы (#) обес-

печивает наличие равновесия в нужном множестве, а условие 

сильных угроз гарантирует его устойчивость в смысле РБС для 

всей игры. Метатеорема: 

Теорема 2.2.  Пусть верно утверждение: «Если для игры 

выполняется условие (#), то в игре существует равновесие 

Нэша». Если для игры 𝐺(𝑆𝑖, 𝑢𝑖)𝑖=1
𝑁  выполняется условие сильных 

угроз, а на её безопасных множествах 𝑄(𝑖) ⊆ 𝑆 выполняется 

условие (#) существования равновесия Нэша, тогда в игре G су-

ществует равновесие в безопасных стратегиях.   

Доказательство приведено в [3] как «теорема 2». □ 

Для рассмотренного выше примера 2.1 полученная при по-

мощи метатеоремы 2.2 теорема существования РБС будет форму-

лироваться так: «Если для игры 𝐺(𝑆𝑖, 𝑢𝑖)𝑖=1
𝑁  выполняется условие 

сильных угроз, а на её безопасных множествах 𝑄(𝑖) ⊆ 𝑆 выполня-

ется условие ! ( )i i ii s BR s    , функции )( ii sBR   непрерывны 

по is , тогда в игре G существует равновесие в безопасных 

стратегиях». 
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Локальный вариант теоремы. Утверждение теоремы но-

сит общий характер и содержательно слабо, так как требуемые 

в ней условия достаточно сильны. Ослабление условия сильных 

угроз заключается в том, что его выполнение требуется только по 

отношению к некоторому множеству 𝐵 =×𝑖=1
𝑁 𝐵𝑖, где множе-

ства 𝐵𝑖 предполагаются компактными выпуклыми подмноже-

ствами 𝑆𝑖. 
Определение 2.10.  Для игрока i выполняется условие силь-

ных угроз в B, если для каждого 𝑠−𝑖 ∈ 𝐵−𝑖 существует непустое 

подмножество �̃�𝑖(𝑠−𝑖) ⊆ 𝑄𝑖(𝑠−𝑖) ∩ 𝐵𝑖 такое, что для каждой стра-

тегии 𝑠𝑖 ∉ �̃�
(𝑖) существует стратегия 𝑠𝑖

′ ∈ �̃�(𝑖) такая, что 

𝑢𝑖(𝑠𝑖
′, 𝑠−𝑖) = 𝑣𝑖(𝑠𝑖

′, 𝑠−𝑖) > 𝑣𝑖(𝑠𝑖, 𝑠−𝑖). Игра G называется игрой 

с сильными угрозами по отношению к B, если для всех игроков 

выполняется условие сильных угроз в B.  

Теорема 2.3.  Пусть верно утверждение: «Если для игры 

выполняется условие (#), то в игре существует равновесие 

Нэша». Если игра 𝐺(𝑆𝑖, 𝑢𝑖)𝑖=1
𝑁  является игрой с сильными угро-

зами по отношению к B, а на её безопасных множествах  

𝑄(𝑖) ⊂ 𝑆 выполняется условие (#) существования равновесия 

Нэша, тогда в игре G существует равновесие в безопасных стра-

тегиях.   

Доказательство приведено в [3] как «теорема 3». □ 

3. Теорема Рени (1999) 

Статья Рени [14] предлагает результат существования равно-

весий по Нэшу в чистых стратегиях для большого класса разрыв-

ных игр. Покажем подробно на ее примере, как работает метатео-

рема. Результаты Рени основаны на условии, называемом гаран-

тией лучшего ответа. Игра гарантирует лучший ответ, если для 

каждой неравновесной стратегии 𝑠∗ и каждого предела вектора 

выигрыша 𝑢∗, возникающего при приближении стратегий игро-

ков к 𝑠∗, у некоторого игрока i имеется стратегия, приносящая 

выигрыш строго выше ui, даже если другие игроки слегка откло-

няются от 𝑠∗. Главный результат заключается в том, что игры 

с компактными выпуклыми пространствами стратегий и с выиг-

рышами, которые являются квазивогнутыми по собственным 
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стратегиям, обладают равновесием по Нэшу в чистых стратегиях, 

если при этом они гарантируют лучший ответ. 

Гарантия лучшего ответа объединяет и обобщает два усло-

вия: взаимную верхнюю полунепрерывность и гарантию выиг-

рыша. Игра взаимно верхнеполунепрерывна, если всякий раз, ко-

гда выигрыш какого-либо игрока прыгает вниз, выигрыш какого-

то другого игрока прыгает вверх. Игра гарантирует выигрыш, 

если для каждого вектора стратегий s у каждого игрока есть стра-

тегия, которая фактически гарантирует ему выигрыш, который 

он получает в s, даже если другие игроки сыграют немного иначе, 

чем в s. Оба условия выполняются во многих экономических иг-

рах, и их часто довольно просто проверить.  

Формально эти понятия задаются следующим образом. Име-

ется N игроков. Каждый игрок i = 1, 2, ..., N имеет множество чи-

стых стратегий Si – непустое компактное подмножество тополо-

гического векторного пространства, а также ограниченную функ-

цию 𝑢𝑖: 𝑆 → ℝ, где 𝑆 =×𝑖=1
𝑁 𝑆𝑖. При этих условиях игра  

𝐺 = (𝑆𝑖, 𝑢𝑖)𝑖=1
𝑁  называется компактной игрой. 

Вектор выигрышей игроков обозначается как u: 𝑆 → ℝ𝑁 и 

определяется как u(s) = (u1(s), ..., uN (s)) для каждого 𝑠 ∈ 𝑆. Гра-

фиком вектора выигрышей является подмножество множества 

𝑆 × ℝ𝑁, определяемое как {(𝑠, 𝑢) ∈ 𝑆 × ℝ𝑁| 𝑢 = 𝑢(𝑠)}. Наконец, 

если каждое Si выпукло и для каждого i и каждого 𝑠−𝑖 ∈ 𝑆−𝑖, 

𝑢𝑖(∙, 𝑠−𝑖) квазивогнута на Si, то определяется, что 𝐺 = (𝑆𝑖, 𝑢𝑖)𝑖=1
𝑁  

квазивогнута. 

Определение 3.1. (Рени-1).  Игрок i может гарантировать 

выигрыш 𝛼 ∈ ℝ при 𝑠 ∈ 𝑆, если существует 𝑠𝑖
′ ∈ 𝑆𝑖, такое что 

𝑢𝑖(𝑠𝑖
′, 𝑠−𝑖

′ ) ≥ 𝛼 для всех 𝑠−𝑖
′  в некоторой открытой окрестно-

сти 𝑠−𝑖. 
Таким образом, выигрыш может быть гарантирован игроком 

i в профиле s, если игрок i имеет стратегию, которая гарантирует 

по крайней мере этот выигрыш, даже если другие игроки немного 

отклоняются от s. 

Определим множество графика вектора выигрышей игры 

как 𝛤(𝐺) = {(𝑠, 𝑢(𝑠)), 𝑠 ∈ 𝑆}. Дальнейшее определение исполь-

зует понятие замыкания графика вектора выигрышей игры. 

В контексте метрического пространства под этим понимается 
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следующее: пара (𝑠∗, 𝑢∗) ∈ 𝛤(𝐺)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ находится в замыкании графика 

вектора выигрышей, если предельные значения вектора выигры-

шей 𝑢∗ являются пределом последовательности векторов выиг-

рышей (𝑠𝑖
𝑘 , 𝑢𝑖(𝑠𝑖

𝑘))
𝑘→∞
→   (𝑠∗, 𝑢∗), некоторой последовательности 

стратегий, сходящейся к 𝑠∗. При этом может быть 𝑢(𝑠∗) ≠ 𝑢∗.  
Определение 3.2.  (Рени-2).  Игра 𝐺 = (𝑆𝑖, 𝑢𝑖)𝑖=1

𝑁  гаранти-

рует лучший ответ (better-reply secure – BRS), если всякий раз, 

когда (𝑠∗, 𝑢∗) находится в замыкании графика её вектора выигры-

шей и 𝑠∗ не является равновесием, некоторый игрок i может га-

рантировать выигрыш строго больше 𝑢𝑖
∗ в профиле 𝑠∗. 

Таким образом, игра гарантирует лучший ответ, если для лю-

бого неравновесного профиля стратегий 𝑠∗ и любого вектора вы-

игрышей 𝑢∗, возникающего как предел при последовательности 

стратегий, приближающихся к 𝑠∗, некоторый игрок i имеет стра-

тегию, дающую выигрыш строго больше 𝑢𝑖
∗, даже если другие иг-

роки немного отклоняются от 𝑠∗. 
Теперь можно сформулировать основную теорему Рени. 

Теорема 3.1 (Рени, т. 3.1 [14]).  Если игра 𝐺 = (𝑆𝑖, 𝑢𝑖)𝑖=1
𝑁  

компактна, квазивогнута и гарантирует лучший ответ, то она 

обладает равновесием Нэша в чистых стратегиях. 

Соответствующее условие (#2):= «игра 𝐺 = (𝑆𝑖, 𝑢𝑖)𝑖=1
𝑁  ком-

пактна, квазивогнута и гарантирует лучший ответ». 

В то время как гарантия лучшего ответа проверяется непо-

средственно, иногда проще проверить другие приводящие к ней 

условия. Рени предложил также два довольно полезных условия, 

которые в совокупности подразумевают гарантию лучшего от-

вета. 

Определение 3.3. (Рени-3). Игра 𝐺 = (𝑆𝑖, 𝑢𝑖)𝑖=1
𝑁  гарантирует 

выигрыш (payoff secure – PS), если для каждого 𝑠 ∈ 𝑆 и каждого 

𝜀 > 0 каждый игрок i может гарантировать выигрыш 𝑢𝑖(𝑠) − 𝜀 
в (профиле стратегий) s.  

Гарантия выигрыша требует, чтобы для каждого профиля 

стратегий s каждый игрок имел (такую) стратегию, которая фак-

тически гарантирует ему выигрыш, который он получает в 

точке s, даже если остальные игроки слегка отклонятся от s.  
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Определение 3.4. (Рени-4).  Игра 𝐺 = (𝑆𝑖, 𝑢𝑖)𝑖=1
𝑁  взаимно 

верхнеполунепрерывна (в.в.п.н.) (reciprocally upper semicontin-

uous – RUSC), если всякий раз, когда (s, u) находится в замыкании 

графа её вектора выигрышей и 𝑢𝑖(𝑠) ≤ 𝑢𝑖 для каждого игрока i, 

тогда 𝑢𝑖(𝑠) = 𝑢𝑖 для каждого игрока i. 

Взаимная в.п.н. была впервые предложена под названием 

свойства дополняющих разрывностей. Она означает, что выиг-

рыш некоторого игрока должен прыгать вверх всякий раз, когда 

выигрыш некоторого другого игрока прыгает вниз. 

Утверждение 3.1. (Рени).  Если игра 𝐺 = (𝑆𝑖, 𝑢𝑖)𝑖=1
𝑁  вза-

имно верхнеполунепрерывна и гарантирует выигрыш, то она га-

рантирует лучший ответ.  

Следствие 3.1 (Рени, сл. 3.3 [14]]).  Если игра 𝐺 = (𝑆𝑖, 𝑢𝑖)𝑖=1
𝑁  

компактна, квазивогнута, взаимно верхнеполунепрерывна и га-

рантирует выигрыш, то в ней имеется равновесие Нэша в чистых 

стратегиях. 

Соответствующее условие (#3):= «игра 𝐺 = (𝑆𝑖, 𝑢𝑖)𝑖=1
𝑁  ком-

пактна, квазивогнута, взаимно верхнеполунепрерывна и гаран-

тирует выигрыш» 

Результаты Рени были развиты в статье [5], которые также 

использованы при разработке теоремы существования РБС, так 

что здесь их также следует привести. 

Определение 3.5. (Баг, Джофр).  Игра 𝐺 = (𝑆𝑖, 𝑢𝑖)𝑖=1
𝑁  слабо 

взаимно верхнеполунепрерывна (с.в.в.п.н.) (weakly recipro-

cally upper semicontinuous – WRUSC), если для любого  

(𝑠∗, 𝑢∗) ∈ 𝛤(𝐺)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅\𝛤(𝐺) существует игрок i и 𝑠𝑖
′ ∈ 𝑆𝑖, такие что 

𝑢𝑖(𝑠𝑖
′, 𝑠−𝑖

∗ ) > 𝑢𝑖
∗.  

Утверждение 3.2. (Баг, Джофр, утв. 1 [7]). Если игра  

𝐺 = (𝑆𝑖, 𝑢𝑖)𝑖=1
𝑁  слабо взаимно верхнеполунепрерывна и гаранти-

рует выигрыш, то она гарантирует лучший ответ. 

Соответствующее условие (#4):= «игра 𝐺 = (𝑆𝑖, 𝑢𝑖)𝑖=1
𝑁  ком-

пактна, квазивогнута, слабо взаимно верхнеполунепрерывна и га-

рантирует выигрыш» 

Таким образом, для существования равновесия Нэша в игре 

достаточно компактности, квазивогнутости, свойств гарантии 

выигрыша и с.в.в.п.н. 
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4.  Анализ и интерпретация условий теоремы Рени. 
Сравнение с теоремой Дебре  

Чтобы продемонстрировать соотношения между разными 

теоремами существования, рассмотрим несколько примеров. 

Хотя теорема Рени более мощная, но следствие Рени оперирует 

более понятными и легко проверяемыми условиями, поэтому 

именно следствие, как правило, становится основой для дальней-

ших исследований. То, что применимость теоремы Рени суще-

ственно шире, чем её следствия, иллюстрирует следующий при-

мер. 

Пример 4.1. Игра 𝐺 = (𝑆𝑖, 𝑢𝑖)𝑖=1
𝑁 , где N = 2, 𝑆𝑖 = [0, 1],  

 𝑢𝑖(𝑠𝑖, 𝑠−𝑖) = {
1 − (𝑠𝑖 −

1+𝑠−𝑖

2
)
2
, 𝑠𝑖 ∈ [𝑠−𝑖,

3+𝑠−𝑖

4
] ,

0, 𝑠𝑖 ∉ [𝑠−𝑖,
3+𝑠−𝑖

4
] .

 

Игра имеет единственное равновесие Нэша (𝑠1
∗, 𝑠2

∗) = (1, 1). 
Она компактна, квазивогнута, верхнеполунепрерывна. Игра га-

рантирует лучший ответ, так как для ∀(𝑠𝑖, 𝑠−𝑖) ≠ (1, 1) либо один, 

либо другой игрок могут отклониться в точку максимума своей 

целевой функции 𝑠𝑖 =
1+𝑠−𝑖

2
 так, что малое отклонение игрока 

(−𝑖) не выведет исход игры в область, где 𝑢𝑖(𝑠𝑖, 𝑠−𝑖) = 0, т.е. 

условие определения Рени-2 выполняется. Но игра не гаранти-

рует выигрыш, так как для точек 𝑠𝑖 < 1,  𝑠−𝑖 = 1 игрок i может 

отклониться в единственную точку с ненулевым выигрышем 

(𝑠𝑖
∗, 𝑠−𝑖

∗ ) = (1,1), а любое малое отклонение игрока (−𝑖) выведет 

исход игры в область, где 𝑢𝑖(𝑠𝑖, 𝑠−𝑖) = 0, т.е. условие определе-

ния Рени-3 гарантированного выигрыша не выполняется. То есть 

для этой игры выполняются условия теоремы Рени, где ограни-

чение накладывается на хотя бы одного из двух игроков, но ни 

следствие Рени, ни утверждение Бага – Жофра с ограничением на 

обоих игроков не могут быть применены. 

В задаче Хотеллинга возникает именно такая ситуация, что 

заставило сформулировать более сложные варианты теорем в по-

следующих разделах 7 и 8. 
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Сравнение теорем Дебре и Рени.   

Теорема Дебре (1952) формулируется следующим образом 

[10]. 

Полигедрон – множество в ℝ𝑛 гомеоморфное геометриче-

скому полигедрону (т.е. объединению конечного числа выпук-

лых оболочек в ℝ𝑛). Он очевидно замкнут.  

Пусть при заданном  𝑠−𝑖 (т.е. действиях всех остальных) вы-

бор i-го агента ограничен непустым компактным множеством 

𝐴𝑖(𝑠−𝑖) ⊂ 𝑆𝑖. Агент i выбирает  𝑠𝑖 из 𝐴𝑖(𝑠−𝑖) так, чтобы максими-

зировать 𝑢𝑖( 𝑠−𝑖,  𝑠𝑖), которая предполагается непрерывной по  𝑠𝑖 
в 𝐴𝑖(𝑠−𝑖). Множества 𝐴𝑖(𝑠−𝑖) интерпретируется как задающие со-

вокупность социально приемлемых выборов. Это делает интуи-

тивным следующее определение социального равновесия по Де-

бре. 

Определение (Дебре). 𝑠∗ является точкой социального рав-

новесия, если для всех 𝑖 = 1,… , 𝑛 : 𝑠𝑖
∗ ∈ 𝐴𝑖(𝑠−𝑖

∗ ) и  

𝑢𝑖(𝑠
∗) = 𝑚𝑎𝑥

𝑠𝑖∈𝐴𝑖(𝑠−𝑖
∗ )
𝑢𝑖(𝑠−𝑖

∗ ,  𝑠𝑖). 

График функции 𝐴𝑖(𝑠−𝑖
∗ ) определяется как подмножество 

𝑆−𝑖 ×  𝑆𝑖 следующего вида: Γ𝑖 = {(𝑠−𝑖, 𝑠𝑖) | 𝑠𝑖 ∈ 𝐴𝑖(𝑠−𝑖)}. Для лю-

бого 𝑠−𝑖, множество 𝐴𝑖(𝑠−𝑖) всегда предполагается непустым. 

Теорема 4.1. (Дебре, т.1 [10]).  Пусть для всех 𝑖 = 1,… , 𝑛 

множества 𝑆𝑖 – стягиваемые полигедроны, 𝐴𝑖(𝑠−𝑖) – многознач-

ные функции из 𝑆−𝑖 в 𝑆𝑖 с замкнутыми графиками 𝛤𝑖, 𝑢𝑖 – непре-

рывные функции из 𝛤𝑖 в дополненную ось действительных чисел 

такие, что 𝜑𝑖(𝑠−𝑖) = 𝑚𝑎𝑥
𝑠𝑖∈𝐴𝑖(𝑠−𝑖)

𝑢𝑖(𝑠−𝑖, 𝑠𝑖) непрерывна. Если для 

каждого 𝑖 и 𝑠−𝑖 множество 𝑀𝑠−𝑖 = {𝑠𝑖 ∈ 𝐴𝑖(𝑠−𝑖) | 𝑢𝑖(𝑠−𝑖 , 𝑠𝑖) =

𝜑𝑖(𝑠−𝑖) } стягиваемо, то существует точка социального равно-

весия. 

Если взять в качестве множества социально приемлемых вы-

боров все множество стратегий 𝐴𝑖(𝑠−𝑖) = 𝑆𝑖, то из теоремы Дебре 

получается теорема существования РН. 

Теорема 4.2.  Пусть для всех 𝑖 = 1,… , 𝑛 множества 𝑆𝑖 – 

стягиваемые полигедроны, графики 𝛤𝑖
𝑆 = {(𝑠−𝑖, 𝑠𝑖) | 𝑠𝑖 ∈ 𝑆𝑖} за-

мкнуты, 𝑢𝑖 – непрерывные функции из 𝛤𝑖 в дополненную ось дей-
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ствительных чисел такие, что 𝜑𝑖(𝑠−𝑖) = 𝑚𝑎𝑥
𝑠𝑖∈𝑆𝑖

𝑢𝑖(𝑠−𝑖, 𝑠𝑖) непре-

рывна. Если для каждого 𝑖 и 𝑠−𝑖 множество 𝑀𝑠−𝑖 = 
= {𝑠𝑖 ∈ 𝑆𝑖 | 𝑢𝑖(𝑠−𝑖, 𝑠𝑖) = 𝜑𝑖(𝑠−𝑖) } стягиваемо, то существует 

точка РН. 

Если взять в качестве множества социально приемлемых выбо-

ров множество безопасных стратегий стратегий 𝐴𝑖(𝑠−𝑖) = 𝑄𝑖(𝑠−𝑖), 
то из теоремы Дебре получается теорема существования РБС. Со-

ответствующее условие (#5):= «в игре 𝐺 = (𝑆𝑖, 𝑢𝑖)𝑖=1
𝑁  для всех 𝑖 =

1,… , 𝑛 множества 𝑆𝑖 – стягиваемые полигедроны, 𝑄𝑖(𝑠−𝑖) – мно-

гозначные функции из 𝑆−𝑖 в 𝑆𝑖 с замкнутыми графиками 𝛤𝑖,  
𝑢𝑖 – непрерывные функции из 𝛤𝑖 в дополненную ось действитель-

ных чисел такие, что 𝜑𝑖(𝑠−𝑖) = 𝑚𝑎𝑥
𝑠𝑖∈𝑄𝑖(𝑠−𝑖)

𝑢𝑖(𝑠−𝑖, 𝑠𝑖) непрерывна. 

Если для каждого 𝑖 и 𝑠−𝑖 множество 𝑀𝑠−𝑖 = 
{𝑠𝑖 ∈ 𝑄𝑖(𝑠−𝑖) | 𝑢𝑖(𝑠−𝑖, 𝑠𝑖) = 𝜑𝑖(𝑠−𝑖) } стягиваемо» 

Теорема 4.3.  Пусть для всех 𝑖 = 1,… , 𝑛 множества 𝑆𝑖 – 

стягиваемые полигедроны, 𝑄𝑖(𝑠−𝑖) – многозначные функции из 

𝑆−𝑖 в 𝑆𝑖 с замкнутыми графиками 𝛤𝑖, 𝑢𝑖 – непрерывные функции 

из 𝛤𝑖 в дополненную ось действительных чисел такие, что 

𝜑𝑖(𝑠−𝑖) = 𝑚𝑎𝑥
𝑠𝑖∈𝑄𝑖(𝑠−𝑖)

𝑢𝑖(𝑠−𝑖, 𝑠𝑖) непрерывна. Если для каждого 𝑖 

и 𝑠−𝑖 множество 𝑀𝑠−𝑖 = {𝑠𝑖 ∈ 𝑄𝑖(𝑠−𝑖) | 𝑢𝑖(𝑠−𝑖, 𝑠𝑖) = 𝜑𝑖(𝑠−𝑖) } 

стягиваемо, то существует точка РБС. 

В качестве частного, более простого, вытекающего из тео-

ремы Дебре утверждения можно взять пример 2.1: если функции 

наилучшего ответа игроков непрерывны, то они пересекутся 

и в этой точке будет существовать равновесие Нэша или точка 

социального равновесия Дебре. 

Доказанные Дебре и Рени результаты пересекаются, но не 

совпадают и не вкладываются друг в друга. Приведём два при-

мера игр, для которых действует одна теорема и не действует 

другая.  

Пример 4.2.  Игра 𝐺 = (𝑆𝑖, 𝑢𝑖)𝑖=1
𝑁 , где N = 2, 𝑆𝑖 = [0, 1],  

𝑢𝑖(𝑠𝑖, 𝑠−𝑖) = {
1, 𝑠𝑖 = 𝑠−𝑖,
0, 𝑠𝑖 ≠ 𝑠−𝑖.
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Здесь выполняются условия теоремы Дебре, функции 

наилучшего ответа игроков непрерывны. Условие гарантирован-

ного выигрыша Рени не выполняется, поскольку максимумы це-

левых функций достигаются на разрывах функций выигрыша, 

в выколотых вверх точках. 

Пример 4.3.  Игра 𝐺 = (𝑆𝑖, 𝑢𝑖)𝑖=1
𝑁 , где N = 2, 𝑆𝑖 = [0,  1],  

𝑢1(𝑠1, 𝑠2) = {
1 − (

3

4
− 𝑠1)

2

, 𝑠2 ≤
1

3
,

1 − (
1

4
− 𝑠1)

2

, 𝑠2 >
1

3
;
    𝑢2(𝑠1, 𝑠2) = 1 − (

1

2
− 𝑠2)

2

.  

Здесь условия теоремы Дебре не выполняются, непрерывно-

сти наилучшего ответа нет. Все условия теоремы Рене выпол-

нены, в том числе и свойство гарантированного выигрыша. 

Тем не менее следует прояснить, насколько подходы Дебре 

и Рени пересекаются, степень их общности. Для этого поясним 

на примере и в последующем теоретическом обобщении, как 

принцип непрерывности функции наилучшего ответа проявля-

ется в рамках подхода Рени. 

Пример 4.4.  Рассмотрим две игры 𝐺 = (𝑆𝑖, 𝑢𝑖)𝑖=1
𝑁 , где N = 2, 

𝑆𝑖 = [0, 1]. Вариант А: 

𝑢1(𝑠1, 𝑠2) =

{
 
 

 
 
1 − (

3

4
− 𝑠1)

2

, 𝑠2 ≤
1

2
,

1 − (
1

4
− 𝑠1)

2

, 𝑠2 >
1

2
;

 

 𝑢2(𝑠1, 𝑠2) =

{
 
 

 
 
1 − (

1

4
− 𝑠2)

2

, 𝑠2 ≤
1

2
,

1 − (
3

4
− 𝑠2)

2

, 𝑠1 >
1

2
.

 

Вариант Б: 

𝑢1(𝑠1, 𝑠2) = {
1 − (

3

4
− 𝑠1)

2
, 𝑠2 ≤

1

2
,

1 − (
1

4
− 𝑠1)

2
, 𝑠2 >

1

2
;
   𝑢2(𝑠1, 𝑠2) = 1 − (𝑠1 − 𝑠2)

2.  

В этих играх нет равновесных по Нэшу точек, нет непрерыв-

ности функций наилучшего ответа (см. рис. 1), не выполняется 

свойство лучшего гарантированного ответа. Если рассмотреть 

более подробно, то условие лучшего гарантированного ответа не 
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выполняется в обеих играх только на одной точке:  

(𝑠1, 𝑠2) = (0,5;  0,5). Именно в этой точке в обоих случаях проис-

ходит «перескок одной через другую» функций наилучшего от-

вета. То есть если сравнить примеры 4.3 и 4.4, получается, что 

условие лучшего гарантированного ответа Рени «ловит» не все 

разрывы данных функций, а только те, в которых функции пере-

скакивают друг через друга, создавая предпосылку для отсут-

ствия решения игры по Нэшу. Вывод из этого наблюдения надо 

сформулировать строго. 

 
Рис. 1. Примеры 4.3, 4.4, функции наилучшего ответа  

и точки перескока 

BR1(s2)  

s1 

s2  

BR2(s1)  

1  

1  

BR1(s2) 

s1  

s2  

BR2(s1) 

1  

1  
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5. Точки перескока 

Точки перескока. Интересно было бы узнать ответ на во-

прос, насколько общими являются условия утверждений из п. 3. 

Чтобы получить его, рассмотрим более подробно условие гаран-

тированного лучшего ответа Рени в примерах 4.3 и 4.4, обращая 

внимание прежде всего на точки, где оно нарушается. Если запи-

сать отрицание определения Рени-2 гарантирования лучшего от-

вета, привязанное к профилю 𝑠∗, то получится следующее. 

Определение 4.1.  Профиль 𝑠∗, не являющийся равновесием 

Нэша, называется  негарантирующим лучший ответ в игре 

𝐺(𝑆𝑖, 𝑢𝑖)𝑖=1
𝑁 , если ∃(𝑠∗, 𝑢∗) ∈ 𝛤(𝐺)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅: ∀𝑖, ∀𝛼 > 𝑢𝑖

∗, ∀ 𝑠𝑖
′ ∈ 𝑆𝑖, ∀ 

окрестности 𝑈(𝑠−𝑖
∗ ) ⊂ 𝑆−𝑖 (т.е. открытого множества, содержа-

щего 𝑠−𝑖
∗ ), ∃𝑠−𝑖

′ ∈ 𝑈(𝑠𝑖
′, 𝑠−𝑖

∗ ) такое, что 𝑢𝑖(𝑠𝑖
′, 𝑠−𝑖

′ ) < 𝛼.  

В примере 4.3 второй игрок не может гарантировать лучший 

ответ во всех профилях s, где 𝑠2 =
1

2
, при этом его стратегии яв-

ляются лучшими ответами. Первый игрок не может гарантиро-

вать лучший ответ на множестве профилей: (𝑠2 ≤
1

3
, 𝑠1 =

3

4
) ∪ 

∪ (𝑠2 >
1

3
, 𝑠1 =

1

4
) ∪ (

1

4
≤ 𝑠1 <

3

4
, 𝑠2 =

1

3
). При этом на первых 

двух подмножествах стратегия первого игрока является наилуч-

шим ответом. В профилях третьего подмножества в точке раз-

рыва своей функции лучшего ответа, по стратегии партнёра, стра-

тегия первого игрока лежит между предельными значениями 

этой функции справа и слева. Единственная точка  

(𝑠1, 𝑠2) = (0,25; 0,5), где ни один игрок не может гарантировать 

лучший ответ, является равновесием Нэша. 

В примере 4.4, рассуждая аналогично, можно увидеть, что 

единственной точкой, где оба игрока не могут гарантировать луч-

ший ответ, есть точка (𝑠1, 𝑠2) = (0,5; 0,5). При этом в случае А 

стратегии обоих игроков лежат между предельными значениями 

своих функций лучшего ответа, в точке разрыва. А в случае Б это 

верно только для одного первого игрока, а второй игрок выбирает 

стратегию наилучшего ответа. 

Следует заметить, что нарушения условия гарантирования 

лучшего ответа не всегда связано с точкой перескока. Это может 
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получиться, например, из-за того, что лучший ответ является вы-

колотой вверх точкой разрыва функции выигрыша, что демон-

стрирует пример 4.2. 

Для игр двух участников с одномерными стратегиями и ку-

сочно-непрерывными функциями лучшего ответа возможны 

только два случая перескока, показанные на примере: перескок 

одной функции через непрерывную другую и встречный пере-

скок двух функций (см. рис. 2). Только при наличии таких точек, 

в которых нарушается условие лучшего гарантированного ответа 

Рени, в игре возможно отсутствие равновесия Нэша. Соответ-

ствующие точки однозначно определяются либо как точка раз-

рыва функции одного игрока и значение функции другого, либо 

как точки разрыва функции обоих игроков.  

Подводя итог, можно сказать, что теорема Рени развивает 

идею теоремы Дебре, хотя на первый взгляд это не очевидно. Она 

является «в целом» более тонким и мощным необходимым усло-

вием существования равновесия Нэша, хотя далеко не достаточ-

ным. Слова «в целом» означают, что формально условия теоремы 

Рени не вкладываются полностью в условия теоремы Дебре, что 

было показано выше на примерах. Для того чтобы поймать одну 

и ту же содержательную ситуацию, используются различные 

формальные инструменты. Поэтому и строго вложения получен-

ных результатов нет. 

Такое далёкое отступление от РБС к теме сравнения теорем 

Рени и Дебре и перескоков функций наилучшего ответа друг че-

рез друга потребовалось, чтобы прояснить далеко не очевидный 

содержательный смысл сложных конструкций теоремы Рени и 

некоторые их тонкости, которые окажутся полезными на следу-

ющем этапе конструирования теоремы существования РБС на ос-

нове теоремы Рени и приведения всех требуемых этой теоремой 

условий. Следует заметить, что теорема Рени требует аккуратной 

работы с предельными точками, а это требует серьёзной дора-

ботки условий, сформулированных в теоремах 2.1, 2.2 и 2.3. 
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Рис. 2. Функции лучшего ответа и точки перескока  

для двух игроков 

6. Теоремы существования РБС по Рени 

Воспользуемся теоремой 2.3, подставив в неё в качестве ис-

ходных утверждения, сформулированные Рени. В качестве базо-

вых формулировок можно взять собственно основную теорему 

BRi(s-i)  

si  

s-i  

BR-i(si)  

BRi(s-i)  

si  

s-i  
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Рени и следствие (из утверждения) Рени. Поскольку второй вари-

ант имеет условия, которые, хотя и более слабы по существу, но 

проверяются легче, то на практике, в публикациях развивающих 

подход Рени, как правило используется именно следствие Рени. 

Оба варианта требуют ввести уточняющие формулировки соот-

ветствующих определений. 

Конкретизируем условие (#2) из теорем 2.2, 2.3 для случая 

теоремы Рени. Игра должна быть компактна, квазивогнута и га-

рантировать лучший ответ на безопасных множествах. Ком-

пактная игра, естественно, будет компактной и на безопасных 

множествах. 

Определение 6.1.  Игра 𝐺(𝑆𝑖, 𝑢𝑖)𝑖=1
𝑁  квазивогнута на без-

опасных стратегиях, если для любого игрока i при любом окру-

жении 𝑠−𝑖 функции 𝑢𝑖(𝑠) квазивогнуты по 𝑠𝑖 при  𝑠𝑖 ∈ 𝑄𝑖(𝑠−𝑖 ). 
Это определение неявно предполагает, что множества без-

опасных стратегий 𝑄𝑖(𝑠−𝑖) ⊆ 𝑆𝑖 являются выпуклыми, так как 

если 𝑄𝑖(𝑠−𝑖) не выпуклы, то функции 𝑢𝑖(𝑠) не могут быть опре-

делены как квазивогнутые. 

Чтобы применить условие гарантирования лучшего ответа 

к обрезанной функции в теореме 2.3 (определение 2.9), удобно 

разделить его на два случая: безопасных и небезопасных для иг-

рока профилей. Для этого сначала следует ввести определение 

понятия, исходно данного для игры в целом, привязанное к иг-

року, его конкретному окружению (ситуации игры для него), 

либо даже к отдельному профилю. 

Определение 6.2.  Игрок i имеет гарантированный без-

опасный ответ при окружении 𝑠−𝑖, если ∃𝑠𝑖
′ ∈ 𝑆𝑖, ∃ открытая 

окрестность 𝑈𝑠−𝑖 ⊆ 𝑆−𝑖, ∀𝑠−𝑖
′ ∈ 𝑈𝑠−𝑖: 𝑠

′ = (𝑠𝑖
′, 𝑠−𝑖

′ ) ∈ 𝑄(𝑖). Игрок i 

имеет гарантированный безопасный ответ в игре 𝐺, если он 

его имеет при любых окружениях.  

Это определение требует подробного комментария. На пер-

вый взгляд, оно искусственно переусложнено, но это необхо-

димо. В теореме Рени требуется очень тонкая работа со всеми не-

достигаемыми предельными точками (𝑠∗, 𝑢∗) ∈ Γ(𝐺)̅̅ ̅̅ ̅̅ \Γ(𝐺). При 

этом небольшие различия в обозначениях множеств безопасных 

стратегий при введении РБС, при взятии их замыканий обретают 

различное значение. Напомним, что множество 𝑄(𝑗) ⊆ 𝑆 было 
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определено при введении обрезанной игры (определение 3.2) как 

множество профилей безопасных для игрока j в игре, т.е. 𝑄(𝑗) =
{𝑠: 𝑠𝑗 ∈ 𝑄𝑗(𝑠−𝑗) ⊆ 𝑆𝑗}. Хотя сами обозначаемые множества про-

филей идентичны, но замыкание множества 𝑄(𝑗)̅̅ ̅̅ ̅ ⊆ 𝑆 и совокуп-

ность замыканий множеств 𝑄𝑗(𝑠−𝑗)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ⊆ 𝑆𝑗 образуют различные 

множества. Таким образом, «𝑠∗ – безопасные профили» является 

более узким множеством, чем «𝑠𝑗
∗ ∈ 𝑄𝑗(𝑠−𝑗)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ⊆ 𝑆𝑗», которое со-

держит предельные точки множества при его замыкании в изме-

рении 𝑆𝑗, а это множество, в свою очередь, является более узким, 

чем множество 𝑠∗ ∈ 𝑄(𝑗)̅̅ ̅̅ ̅ ⊆ 𝑆, где замыкание берётся уже на мно-

жестве S и где содержатся также предельные точки и по измере-

ниям 𝑆−𝑗. Теорема Рени требует рассмотрения именно послед-

него, самого широкого множества предельных точек (𝑠∗, 𝑢∗) ∈

Γ(𝐺)̅̅ ̅̅ ̅̅ . 

Поскольку для случая небезопасных профилей дополнитель-

ные ограничения накладываются на множество безопасных для 

игрока профилей, куда происходит безопасный переход игрока, 

то имеет смысл соединить в отдельном термине требования усло-

вия сильных угроз и требования, вытекающие из подхода Рени. 

Определение формулируется для всех частных вариантов: для 

профиля, окружения, игрока, игры в целом.  

Определение 6.3.  Небезопасный для игрока i профиль s до-

минируется безопасными стратегиями, если угроза игроку i 

в нём является сильной и у него имеется гарантированный без-

опасный ответ. Для игрока i безопасные стратегии доминируют 

при окружении 𝒔−𝒊 (в игре G), если любая небезопасная для него 

стратегия при окружении 𝑠−𝑖 (в игре G) доминируется безопас-

ными стратегиями. Игра G называется доминирующей в без-

опасных стратегиях, если безопасные стратегии доминируют 

для всех игроков.  

Для безопасных профилей условие выглядит следующим об-

разом. 

Определение 6.4.  Безопасная стратегия 𝑠𝑖 игрока i в профиле 

s, не являющимся РБС, имеет гарантированный лучший ответ 

в безопасных стратегиях, если  ∀(𝑠, 𝑢) ∈ 𝛤(𝐺(𝑠, �̅�(𝑠))̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅   ∃𝛼 > 𝑢𝑖  
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∃𝑠𝑖
′ ∈ 𝑄𝑖(𝑠−𝑖), ∃ открытая окрестность 𝑈𝑠−𝑖 ⊆ 𝑆−𝑖:   ∀𝑠−𝑖

′ ∈ 𝑈𝑠−𝑖: 

 𝑠′ = (𝑠𝑖
′, 𝑠−𝑖

′ ) ∈ 𝑄(𝑖) (безопасен для i) и 𝑢𝑖(𝑠
′) ≥ 𝛼 > 𝑢𝑖.  

Теперь, наконец, можно собрать то условие, которое требу-

ется теоремой Рени, – гарантию лучшего ответа, помня о том, 

что в каждом профиле требуется его выполнение хотя бы для од-

ного игрока. 

Определение 6.5.  Игра 𝐺(𝑆𝑖, 𝑢𝑖)𝑖=1
𝑁  гарантирует лучший 

ответ в безопасных стратегиях, если ∀𝑠 ∈ 𝑆, ∃ игрок i такой что: 

он имеет гарантированный безопасный ответ, если его стратегия 

𝑠𝑖 не безопасна, и гарантированный лучший ответ в безопасных 

стратегиях, если его стратегия 𝑠𝑖 безопасна.  

Итак, сформулированный «в лоб» вариант теоремы Рени, 

применённый для задачи поиска РБС, будет иметь следующий 

вид. 

Теорема 6.1.  Предположим, игра 𝐺(𝑆𝑖, 𝑢𝑖)𝑖=1
𝑁  компактна, 

квазивогнута на безопасных стратегиях, все множества без-

опасных стратегий в ней являются выпуклыми компактными 

множествами, гарантирует лучший ответ в безопасных стра-

тегиях, с сильными угрозами, тогда в игре G существует РБС. 

Доказательство.  Условия «компактна, квазивогнута на 

безопасных стратегиях, имеет лучший ответ в безопасных 

стратегиях» являются ослаблением условий Рени на безопасные 

стратегии. Условие «гарантированного безопасного ответа» 

обеспечивает соблюдение условий теоремы Рени для не безопас-

ных профилей. Условие «выпуклости безопасных множеств» 

необходимо для корректности условия квазивогнутости на без-

опасных стратегиях. А условие «с сильными угрозами» обеспечи-

вает, что острожные игроки не будут выходить за пределы без-

опасных стратегий. Общая схема доказательства следующая: вве-

дение обрезанной функции; применение к ней теоремы Рени; до-

казательство, что равновесие Нэша обрезанной игры будет РБС 

исходной игры. 

Рассмотрим обрезанную игру �̅� = (𝑆𝑖, �̅�𝑖)𝑖=1
𝑁 , где  

�̅�𝑖(𝑠) = {
𝑢𝑖(𝑠), 𝑠 ∈ 𝑄

(𝑖),

𝐶min, 𝑠 ∉ 𝑄
(𝑖).
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Проверкой определений 6.1, 6.2, 6.4 показываем, что обре-

занная игра �̅� = (𝑆𝑖, �̅�𝑖)𝑖=1
𝑁  компактна, квазивогнута, имеет луч-

ший гарантированный ответ. Рассмотрим определение 6.1. Ква-

зивогнутость игры означает квазивогнутость функции выигрыша 

𝑢𝑖(𝑠𝑖, 𝑠−𝑖) по 𝑠𝑖 при любом окружении 𝑠−𝑖. То есть квазивогну-

тость на выпуклом множестве 𝑄𝑖(𝑠−𝑖) означает, что для любой кон-

станты C множество 𝑀𝐶
𝑢𝑖(𝑠−𝑖) = {𝑠𝑖 ∈ 𝑄𝑖(𝑠−𝑖): 𝑢𝑖(𝑠𝑖, 𝑠−𝑖) ≥ 𝐶} ⊆ 

⊆ 𝑆𝑖 выпукло. Это же является условием квазивогнутости 

игры �̅�. 

Определение 6.2 для игры G эквивалентно выполнению тре-

бований определения Reny-2 лучшего гарантированного ответа 

для игры �̅�, для небезопасных профилей игры G: если  

𝑠𝑖 ∉ 𝑄𝑖(𝑠−𝑖), то игрок i может в игре �̅� гарантировать себе выиг-

рыш 𝑢𝑖(𝑠𝑖′, 𝑠−𝑖) ≥ 𝐶𝑚𝑖𝑛 = 𝑢�̅�(𝑠𝑖, 𝑠−𝑖) выбором 𝑠𝑖
′: (𝑠𝑖′, 𝑠−𝑖) ∈ Q

(i) ∖

Q(i)̅̅ ̅̅ ̅. 
Определение 6.4 для игры G эквивалентно выполнению тре-

бований определения Reny-2 лучшего гарантированного ответа 

для игры �̅�, для безопасных профилей игры G: если 𝑠𝑖 ∈ 𝑄𝑖(𝑠−𝑖), 
то игрок i может в игре �̅� гарантировать себе выигрыш 

𝑢𝑖(𝑠𝑖′, 𝑠−𝑖) ≥ 𝑢𝑖(𝑠𝑖 , 𝑠−𝑖) = 𝑢�̅�(𝑠𝑖, 𝑠−𝑖) выбором 𝑠𝑖
′: (𝑠𝑖′, 𝑠−𝑖) ∈ 𝑄

(𝑖) ∖

𝑄(𝑖)̅̅ ̅̅ ̅. 
Выполняются условия теоремы Рени, => в игре  

�̅� = (𝑆𝑖, �̅�𝑖)𝑖=1
𝑁  имеется равновесие Нэша 𝑠∗. Согласно условию 

сильных угроз, это есть безопасный профиль игры G.  

Применим условие сильных угроз. Пусть 𝑠∗ равновесие 

Нэша в игре  �̅�. Для любого i рассмотрим отклонение 

𝑠𝑖
′: 𝑣𝑖(𝑠𝑖

′, 𝑠−𝑖
∗ ) > 𝑢𝑖(𝑠

∗), где 𝑣𝑖 – безопасный выигрыш. Безопас-

ным для i профиль (𝑠𝑖
′, 𝑠−𝑖

∗ ) не может быть, так как 𝑠∗ – равновесие 

Нэша в игре �̅�. То есть 𝑣𝑖(𝑠𝑖
′, 𝑠−𝑖

∗ ) > 𝑢𝑖(𝑠𝑖
′, 𝑠−𝑖

∗ ). По определению 

игры с сильными угрозами, ∃𝑠𝑖
′′: 𝑢𝑖(𝑠𝑖

′′, 𝑠−𝑖
∗ ) > 𝑣𝑖(𝑠𝑖

′, 𝑠−𝑖
∗ ), где 𝑠𝑖

′′ – 

безопасная для i стратегия. => 𝑢𝑖(𝑠𝑖
′′, 𝑠−𝑖

∗ ) > 𝑣𝑖(𝑠𝑖
′, 𝑠−𝑖

∗ ) > 𝑢𝑖(𝑠
∗), 

чего не может быть, так как 𝑠∗ – равновесие Нэша в игре �̅�. Зна-

чит отклонение 𝑠𝑖
′ невозможно, для ∀𝑠𝑖

′: 𝑣𝑖(𝑠𝑖
′, 𝑠−𝑖

∗ ) ≤ 𝑢𝑖(𝑠
∗), для 

безопасных отклонений, и 𝑣𝑖(𝑠𝑖
′, 𝑠−𝑖

∗ ) < 𝑢𝑖(𝑠
∗), для не безопасных 

отклонений. То есть, согласно теореме 2.1, 𝑠∗ – РБС игры 

𝐺(𝑆𝑖, 𝑢𝑖)𝑖=1
𝑁 . □ 
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Аналогично строим условие (#3) из теоремы 2.2 для след-

ствия Рени. Игра должна быть компактна, квазивогнута, гаран-

тировать выигрыш и быть взаимно верхнеполунепрерывной на 

безопасных множествах. Выполнение двух последних свойств 

следствия Рени является более узким частным случаем выполне-

ния условия гарантирования лучшего ответа теоремы Рени 

и теоремы 6.1.  

Аналогично сформулируем требуемое понятие гарантиро-

ванного выигрыша сначала для профиля. 

Определение 6.6.  Безопасная стратегия  𝑠𝑖 игрока i в про-

филе s имеет гарантированный выигрыш в безопасных стра-

тегиях, если ∀𝜀 > 0, ∃𝑠𝑖
′ ∈ 𝑄𝑖(𝑠−𝑖), ∃ открытая окрестность 

𝑈𝑠−𝑖 ⊆ 𝑆−𝑖:  ∀𝑠−𝑖
′ ∈ 𝑈𝑠−𝑖:  𝑠

′ = (𝑠𝑖
′, 𝑠−𝑖

′ ) ∈ 𝑄(𝑖) (безопасен для i) и 

𝑢𝑖(𝑠
′) ≥ 𝑢𝑖(𝑠) − 𝜀 . 
Теперь можно сформулировать понятие для игры, помня, что 

в этом случае оно должно соблюдаться для всех игроков. 

Определение 6.7.  Игра 𝐺(𝑆𝑖, 𝑢𝑖)𝑖=1
𝑁  гарантирует выигрыш 

в безопасных стратегиях, если для ∀𝑠 ∈ 𝑆, ∀ игрока i: имеется 

гарантированный безопасный ответ, если его стратегия 𝑠𝑖 не без-

опасна, и гарантированный выигрыш в безопасных стратегиях, 

если его стратегия 𝑠𝑖 безопасна.  

Взаимная верхняя полунепрерывность на содержательном 

уровне формулируется как следующее свойство игры в точках 

разрыва целевых функций игроков: если в такой точке выигрыш 

какого-либо игрока скачком падает вниз, то должен найтись хотя 

бы один игрок, у которого в этой же точке выигрыш скачком из-

меняется вверх [5, 8, 9]. 

Определение 6.8.  Игра 𝐺(𝑆𝑖, 𝑢𝑖)𝑖=1
𝑁  взаимно-верхнеполуне-

прерывна в безопасных стратегиях (в.в.п.н.б.с.) в профиле s, 

если для соответствующей этой игре обрезанной игры 

�̅�(𝑆𝑖, �̅�𝑖)𝑖=1
𝑁 , для ∀(𝑠, 𝑢) ∈ 𝛤(�̅�)̅̅ ̅̅ ̅̅  выполняется условие: 𝑢𝑖(𝑠) ≤ 𝑢𝑖,  

∀𝑖 ⇒  𝑢𝑖(𝑠) = 𝑢𝑖, ∀𝑖. Игра 𝐺(𝑆𝑖, 𝑢𝑖)𝑖=1
𝑁  в.в.п.н.б.с., если она 

в.в.п.н.б.с. любом профиле 𝑠 ∈ 𝑆. 

А формально, если при просто верхней непрерывности зна-

чения всех функций в точках разрыва определяются по верхнему 

предельному значению, то для взаимной верхней полунепрерыв-

ности достаточно, чтобы это свойство выполнялось хотя бы для 
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одного игрока (из тех, у кого в этой точке имеется разрыв целевой 

функции). Возвращаясь к играм в безопасных стратегиях, можно 

заметить, что, во-первых, безопасные выигрыши игроков как раз 

часто разрывны на границах их множеств безопасности и эти 

множества безопасности часто незамкнуты, не содержат своих 

границ. А во-вторых, почти во всех рассмотренных играх с не-

прерывными множествами стратегий свойства взаимной верхней 

полунепрерывности и просто верхней полунепрерывности либо 

выполняются, либо не выполняются одновременно. Поэтому 

было сочтено возможным ослабить ограничение взаимной верх-

ней полунепрерывности до простой верхней полунепрерывности, 

при которой каждого игрока можно рассматривать отдельно, 

и это намного удобнее, так как множества безопасности у всех 

игроков разные, границы их не совпадают и формулировать для 

них взаимность показалось слишком сложным и громоздким. Но 

здесь сначала получим формулировку теоремы «в лоб», по след-

ствию Рени, с точным соблюдением всех условий. 

Теорема 6.2.  Предположим, игра 𝐺(𝑆𝑖, 𝑢𝑖)𝑖=1
𝑁  компактна, 

квазивогнута на безопасных стратегиях, все множества без-

опасных стратегий в ней являются выпуклыми компактными 

множествами, гарантирует выигрыш на безопасных страте-

гиях, взаимно-верхнеполунепрерывна в безопасных стратегиях, с 

сильными угрозами, тогда в игре G существует РБС. 

Доказательство.  Рассмотрим игру �̅�. Определение 6.7 => �̅� 

гарантирует выигрыш. Определение 6.8 => верхняя полунепре-

рывность в безопасных стратегиях �̅�. То есть �̅� компактна, ква-

зивогнута, гарантирует выигрыш, взаимно-верхнеполунепре-

рывна => {утверждение Рени и следствие из него} => �̅� ком-

пактна, квазивогнута, имеет лучший гарантированный ответ => 

�̅� имеет равновесие по Нэшу. Далее – как в предыдущей тео-

реме. □ 

Чтобы получить локальный вариант теорем в множестве 

𝐵 =×𝑖=1
𝑁 𝐵𝑖 , 𝐵𝑖 ⊆ 𝑆𝑖 , достаточно использовать определение 2.10 

сильных угроз по отношению к B и переписать определения 6.1–

6.8 «в множестве B»: на множествах 𝑠𝑖 ∈ 𝑄𝑖(𝑠−𝑖 ) ∪ 𝐵𝑖 вместо 

𝑠𝑖 ∈ 𝑄𝑖(𝑠−𝑖 ) для стратегий окружения 𝑠−𝑖 ∈ 𝐵−𝑖. Тогда теоремы 

6.1 и 6.2 предстанут в следующем виде. 
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Теорема 6.1′.  Предположим, игра 𝐺(𝑆𝑖, 𝑢𝑖)𝑖=1
𝑁  компактна, 

квазивогнута на безопасных стратегиях в B, все множества без-

опасных стратегий в ней являются выпуклыми компактными 

множествами в B, имеет лучший ответ в безопасных страте-

гиях в B, имеет лучший ответ в безопасных стратегиях в B, 

с сильными угрозами по отношению к B, тогда для игры G суще-

ствует РБС в B. 

Теорема 6.2′.  Предположим, игра 𝐺(𝑆𝑖, 𝑢𝑖)𝑖=1
𝑁  компактна, 

квазивогнута на безопасных стратегиях в B, все множества без-

опасных стратегий в ней являются выпуклыми компактными 

множествами в B, гарантирует выигрыш на безопасных стра-

тегиях в B, верхнеполунепрерывна в безопасных стратегиях в B, 

с сильными угрозами по отношению к B, тогда для игры G суще-

ствует РБС в B. 

Доказательство теорем 6.1′ и 6.2′.  Введём игру �̅�𝐵 =,  

= (𝐵𝑖 , �̅�𝑖)𝑖=1
𝑁 , определённую на множествах 𝑠𝑖 ∈ 𝐵𝑖. В этой игре 

согласно теоремам 6.1 и 6.2 существует равновесие Нэша 𝑠∗, сов-

падающее с РН в игре �̅� = (𝑆𝑖, �̅�𝑖)𝑖=1
𝑁 . Это равновесие 𝑠∗ игры 

�̅�𝐵(𝐵𝑖, �̅�𝑖)𝑖=1
𝑁  при условии сильных угроз по отношению к B явля-

ется РБС исходной игры 𝐺(𝑆𝑖, 𝑢𝑖)𝑖=1
𝑁 .  □ 

Итак, получены теоремы 6.1 и 6.2, как формальное примене-

ние теоремы 2.2 к теореме Рени и следствию Рени. Но требования 

условий этих теорем оказываются слишком жёсткими для многих 

прикладных задач. Хотелось бы иметь такие утверждения, кото-

рые позволили бы применять их к задачам, рассматриваемым 

ниже. С другой стороны, желательно, чтобы эти условия были 

просты и легко проверяемы, формулировались бы в терминах 

простых свойств функций выигрыша или безопасного выигрыша. 

Также желательно, чтобы было достаточно выполнения этих 

условий только на локальном узком подмножестве безопасных 

стратегий, не привлекая значения целевых функций за их преде-

лами. То есть чтобы достаточно было бы для всей игры выполне-

ния локального условия сильных угроз, которые сами по себе га-

рантируют, что игра не выйдет из положения устойчивости, за 

пределы желаемого хорошего множества, а за этими пределами 

игра может вести себя сколь угодно плохо. Таким образом, 
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в дальнейших более сложных формальных конструкциях реали-

зуется план коррекции теорем 6.1 и 6.2 в соответствии с этими 

пожеланиями, при этом доказательство полученных результатов 

существенно усложнилось. 

7. Большая теорема. Первый вариант  

Этот раздел написан в соавторстве с А.Б. Искаковым. 

Строим теорему на основе теоремы 6.2 и следствия Рени. 

Сначала сформулируем модифицированный вариант условий 

Рени на безопасных множествах из этих утверждений: квазиво-

гнутость, гарантирование выигрыша, верхнюю полунепрерыв-

ность. Для начала в качестве критерия существования равнове-

сия Нэша в «безопасной области» воспользуемся стандартными 

условиями непрерывности и квазивогнутости функций выиг-

рыша. В компактной и квазивогнутой игре с непрерывными 

функциями выигрыша существует равновесие Нэша (см. напри-

мер, Дебре (1952) [10]). 

Ещё раз сформулируем соответствующие понятия на множе-

ствах безопасности игроков, уделяя особенное внимание грани-

цам этих множеств, причём как той части граничного множества, 

которая входит в ограничиваемое им множество, так и той, что не 

входит. В качестве данных множеств рассматриваются множе-

ства безопасных стратегий и являющиеся их совокупностью мно-

жества безопасных профилей игроков. Но при этом совокупность 

границ множеств безопасных стратегий хотя и вложена в границу 

множества безопасных профилей, но часто с ней не совпадает. 

Кроме того, на этих множествах определены функции выигрыша 

и безопасного выигрыша игроков, в которых, особенно на грани-

цах множеств безопасности, встречаются точки недостигаемых 

пределов. Для работы с ними будут рассматриваться (аналогично 

конструкциям у Рени (1999) [14]) графики этих функций, взятые 

как множества, и предельные точки этих множеств, в особенно-

сти не принадлежащие этим множествам. Теперь зададим эти 

конструкции формально. 

Пусть 𝑄𝑖(𝑠−𝑖) ⊆ 𝑆𝑖 обозначает множество безопасных стра-

тегий игрока i при заданных стратегиях других игроков 𝑠−𝑖, 
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а 𝑄(𝑖) ⊆ 𝑆 – множество всех профилей, в которых стратегии иг-

рока i безопасны {𝑠: 𝑠𝑖 ∈ 𝑄𝑖(𝑠−𝑖)}. Будут рассматриваться от-

дельно случаи внутренних безопасных стратегий 𝑠 ∈ 𝑄(𝑖)\𝜕𝑄(𝑖) 
и граничных безопасных стратегий 𝑠 ∈ 𝑄(𝑖) ∩ 𝜕𝑄(𝑖). При рас-

смотрении условия квазивогнутости также потребуется понятие 

выпуклой оболочки множества безопасных стратегий  

𝑠𝑖 ∈ co(𝑄𝑖(𝑠−𝑖)).  
График функции безопасного выигрыша определяется как 

подмножество 𝑆 × ℝ следующего вида: Γ(𝑣𝑖) = {(𝑠, 𝑣𝑖):  
𝑣𝑖 = 𝑣𝑖(𝑠)}. При этом существенным будет рассмотрение точек, 

принадлежащих замыканию графика функции, (𝑠, 𝑣𝑖
∗) ∈ Γ(𝑣𝑖)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅, и 

точек недостигаемых пределов функции безопасного выигрыша 

(𝑠, 𝑣𝑖
∗) ∈ Γ(𝑣𝑖)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅\Γ(𝑣𝑖). 
Теперь, переходя к рассмотрению условия Рени, прежде 

всего остановимся на условии непрерывности. Естественно ожи-

дать, что функция выигрыша 𝑢𝑖(𝑠) и особенно безопасного выиг-

рыша 𝑣𝑖(𝑠) игрока i может быть разрывной на границах множе-

ства его безопасных стратегий 𝜕𝑄(𝑖). Поэтому можно наложить не-

сколько усиленное требование непрерывности на 𝑢𝑖(𝑠) = 𝑣𝑖(𝑠) 
только во внутренних безопасных стратегиях, когда 𝑠 ∈ 𝑄(𝑖)\𝜕𝑄(𝑖), 

а случай границы безопасных стратегий, где 𝑠 ∈ 𝑄(𝑖) ∩ 𝜕𝑄(𝑖), рас-

смотреть особо.  

Определение 7.1.  Игра 𝐺(𝑆𝑖, 𝑢𝑖)𝑖=1
𝑁  является непрерывной 

во внутренних безопасных стратегиях (continuous at interior 

secure strategies), если функция выигрыша 𝑢𝑖(𝑠) каждого игрока 

i непрерывна при 𝑠 ∈ 𝑄(𝑖)\𝜕𝑄(𝑖). 
Условие гарантированности выигрыша, предложенное Рени, 

будет наложено только на границе безопасных стратегий,  

𝑠 ∈ 𝑄(𝑖) ∩ 𝜕𝑄(𝑖). Разумеется, непрерывность игры во внутренних 

безопасных стратегиях также означает, что игра гарантирует там 

выигрыш в том же смысле, что и определение 6.6 для границы без-

опасных стратегий, поскольку 𝑢𝑖(𝑠) = 𝑣𝑖(𝑠) при 𝑠 ∈ 𝑄(𝑖)\𝜕𝑄(𝑖) 
(в соответствии с утверждением 2.2). 

Определение 7.2.  Игра 𝐺(𝑆𝑖, 𝑢𝑖)𝑖=1
𝑁  гарантирует выигрыш 

на границе безопасных стратегий (payoff secure at boundary 

secure strategies), если для каждого игрока i для каждого 𝑠 ∈
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𝑄(𝑖) ∩ 𝜕𝑄(𝑖) и для каждого 𝜀 > 0 существует 𝑠𝑖
′ такое, что 

𝑣𝑖(𝑠𝑖
′, 𝑠−𝑖

′ ) ≥ 𝑢𝑖(𝑠) − 𝜀 для всех 𝑠−𝑖
′  в некоторой окрестности 𝑠−𝑖. 

Рассмотрим теперь квазивогнутость. Определение квазиво-

гнутости 6.1 (к теореме 6.1) неявно предполагало выпуклость 

множеств безопасности. Теперь следует дать более точное и бо-

лее сложное определение этого понятия при предположении, что 

этой выпуклости нет. Следуя стандартным определениям выпук-

лого анализа, определим квазивогнутую оболочку функции вы-

игрыша 𝑢𝑖(𝑠𝑖, 𝑠−𝑖) игрока i на множестве его безопасных страте-

гий 𝑠𝑖 ∈ 𝑄𝑖(𝑠−𝑖) при заданных стратегиях других игроков 𝑠−𝑖 
в форме следующей функции, определённой при  

𝑠𝑖 ∈ 𝑐𝑜(𝑄𝑖(𝑠−𝑖)): �̂�𝑖(𝑠𝑖, 𝑠−𝑖) = inf {ℎ(𝑠𝑖): ℎ: 𝑐𝑜(𝑄𝑖(𝑠−𝑖)) → ℝ, та-

ких, что h квазивогнута и на 𝑄𝑖(𝑠−𝑖)  𝑢𝑖(∙, 𝑠−𝑖) ≤ ℎ(∙)}, т.е. квази-

вогнутой оболочки обрезанной функции. Тогда квазивогнутость 

игры в безопасных стратегиях можно определить следующим об-

разом. 

Определение 7.3.  Игра 𝐺(𝑆𝑖, 𝑢𝑖)𝑖=1
𝑁  квазивогнута в безопас-

ных стратегиях (quasiconcave in secure strategies), если функ-

ция выигрыша каждого игрока i совпадает с ее квазивогнутой 

оболочкой на множестве безопасных стратегий этого игрока, т.е. 

∀𝑖, ∀𝑠: 𝑠𝑖 ∈ 𝑄𝑖(𝑠−𝑖) выполняется 𝑢𝑖(𝑠) = �̂�𝑖(𝑠). 
Итак, выполнение условий данных определений даёт выпол-

нение следующих из условий Рени: квазивогнутость, гарантиро-

вание выигрыша на безопасных множествах, (верхняя полу-) не-

прерывность на внутренних безопасных множествах.  

Теперь определим формально условие, аналогичное усло-

вию сильных угроз, согласно которому игроки с небезопасными 

стратегиями всегда могут отклониться в безопасные стратегии и 

увеличить при этом свой выигрыш, защищённый от угроз. В этом 

случае будем говорить, что игроки имеют лучшую безопасную 

альтернативу (a better secure alternative). 

Определение 7.4.  При заданных стратегиях других игроков 

𝑠−𝑖 игрок i имеет лучшую безопасную альтернативу (a better se-

cure alternative) (BSA) в непустом множестве �̃�𝑖(𝑠−𝑖) ⊆ 𝑄𝑖(𝑠−𝑖), 

если для каждого ((𝑠𝑖, 𝑠−𝑖), 𝑣𝑖
∗) ∈ 𝛤(𝑣𝑖)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅, 𝑠𝑖 ∉ �̃�𝑖(𝑠−𝑖) и для каж-

дого ((𝑠𝑖, 𝑠−𝑖), 𝑣𝑖
∗) ∈ 𝛤(𝑣𝑖)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅\𝛤(𝑣𝑖), (𝑠𝑖, 𝑠−𝑖) ∈ 𝜕𝑄

(𝑖) существует  

𝑠𝑖
′ ∈ �̃�𝑖(𝑠−𝑖) такое, что 𝑢𝑖(𝑠𝑖

′, 𝑠−𝑖) > 𝑣𝑖
∗. 
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Заметим, что в условие BSA включены также предельные 

значения функции 𝑣𝑖(𝑠) в точках разрывности, которые могут 

возникать на границе безопасных стратегий при 𝑠 ∈ 𝑄(𝑖) ∩ 𝜕𝑄(𝑖) 
и 𝑠 ∈ 𝜕𝑄(𝑖)\𝑄(𝑖). 

Определение 7.5.  Игра 𝐺(𝑆𝑖, 𝑢𝑖)𝑖=1
𝑁  предоставляет лучшую 

безопасную альтернативу (или является BSA-игрой) (provides 

better secure alternative or is a BSA-game), если для всех 𝑠 ∈ 𝑆 

каждый игрок i имеет лучшую безопасную альтернативу в неко-

тором непустом множестве �̃�𝑖(𝑠−𝑖) ⊆ 𝑄𝑖(𝑠−𝑖). Кроме того, если 

для всех 𝑠 ∉×𝑖=1
𝑁 �̃�𝑖(𝑠−𝑖) существует игрок j такой, что 

𝑠𝑗 ∉ 𝑐𝑜(�̃�𝑗(𝑠−𝑗))
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ , то игра 𝐺(𝑆𝑖, 𝑢𝑖)𝑖=1

𝑁  предоставляет лучшую 

безопасную альтернативу в выпуклом множестве. 

Если попытаться нестрого-словесно охватить в целом требо-

вания, налагаемые всеми определениями, то можно сказать сле-

дующее. Квазивогнутость на невыпуклых безопасных множе-

ствах должна выполняться в смысле, обобщённым на этот слу-

чай. Лучшая безопасная альтернатива даёт игрокам возмож-

ность отклониться в безопасные стратегии и при этом увеличить 

свой выигрыш, защищённый от угроз. При этом в точке отклоне-

ния безопасный выигрыш игрока должен быть непрерывным по 

стратегиям окружения других игроков, чтобы выполнялось тре-

бование гарантированного выигрыша. Это особенно важно для 

граничных точек множества безопасных профилей, откуда 

должна быть обеспечена возможность отклонения туда, где есть 

непрерывность безопасного выигрыша по стратегиям окружения, 

даже если точка отклонения находится на границе множества 

безопасных стратегий или профилей. То есть необходимо обес-

печить игроку в точке его отклонения как безопасность от одно-

сторонних угроз других игроков по отдельности, так и гаранти-

рованность от малых отклонений других игроков во всей их со-

вокупности. Теперь можно сформулировать и доказать теорему 

существования. 

Теорема 7.1.  Если игра 𝐺(𝑆𝑖, 𝑢𝑖)𝑖=1
𝑁  компактна, квазиво-

гнута в безопасных стратегиях, непрерывна во внутренних без-

опасных стратегиях, гарантирует выигрыш на границе безопас-

ных стратегий и предоставляет лучшую безопасную альтерна-

тиву в выпуклом множестве, то в игре G существует РБС. 
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Доказательство. 

Общий план доказательства, состоящего из шести частей. 

(1) В специальной лемме доказывается представление для квази-

вогнутой оболочки функции, которое является основным рабо-

чим инструментом, используемым для доказательства основного 

результата. (2) Вводится модифицированная игра, функцией вы-

игрыша в которой принимается квазивогнутая оболочка безопас-

ного выигрыша исходной игры. Для этой функции доказываются 

условия Баг, Джофр [7], из выполнения которых следует суще-

ствование равновесия Нэша в этой игре. А именно, доказываются 

свойства гарантирования выигрыша (3) и слабой взаимной верх-

ней полунепрерывности (4). Далее доказывается, что существую-

щее равновесие Нэша модифицированной игры является безопас-

ным профилем исходной игры (5). После чего доказывается, что 

этот профиль является РБС в исходной игре (6). В конце каждой 

части и всего доказательства приводится краткий конспект хода 

рассуждений без формальных выкладок, выделенный курсивом. 

(1).  Прежде всего докажем представление для квазивыпуклой 

оболочки функции (по аналогии с представлением, полученным 

в Бик, [8]), которое нам понадобится при доказательстве. 

Лемма 7.1.  Квазивогнутую оболочку функции f, определяе-

мую в виде: 

(1) 𝑠 ∈ 𝑌 ⊆ ℝ𝑑: 𝑓(𝑠) = inf {ℎ(𝑠): ℎ: 𝑌 → ℝ, таких, что h квазиво-

гнута и на Y   𝑓(∙) ≤ ℎ(∙)},   
можно представить в следующей форме: 

(2) 𝑓(𝑠) = sup {min {𝑓(𝑠(1)),… , 𝑓(𝑠(𝑑+1))}}, 
где d – это размерность множества 𝑌 ⊆ ℝ𝑑 и supremum берётся 

по всем семействам точек  {𝑠(1), … , 𝑠(𝑑+1)} из Y таким, что  

𝑠 ∈ 𝑐𝑜{𝑠(1), … , 𝑠(𝑑+1)}. 
Доказательство Леммы. 

В соответствии с (Бик [8], Утверждение 2.2) квазивогнутую 

оболочку (1) можно представить в форме 

(3) 𝑓(𝑠) = sup
∀𝑘∈ℕ,{𝑠(1),…,𝑠(𝑘)}∈𝑌𝑘:

𝑠∈𝑐𝑜{𝑠(1),…,𝑠(𝑘)}

{min {𝑓(𝑠(1)),… , 𝑓(𝑠(𝑘))}}. 
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Докажем, что (2) и (3) совпадают, т.е. 𝑓 = 𝑓. Очевидно, что 

𝑓 ≥ 𝑓, поскольку supremum в (3) берётся по более широкому мно-

жеству, чем в (2). С другой стороны, для всех ∀𝑘 ∈ ℕ и для всех 

таких семейств точек {𝑠(1), … , 𝑠(𝑘)} ∈ 𝑌𝑘, что 𝑠 ∈ 𝑐𝑜{𝑠(1), … , 𝑠(𝑘)}, 
в соответствии с теоремой Каратеодори (1911) о выпуклой обо-

лочке, из множества точек {𝑠(1), … , 𝑠(𝑘)} всегда можно выбрать 

d + 1 таких точек {�̃�(𝑙)} ∈ {𝑠(1), … , 𝑠(𝑘)}, 𝑙 = 1,… , 𝑑 + 1, (быть мо-

жет повторно), что 𝑠 ∈ 𝑐𝑜{�̃�(1), … , �̃�(𝑑+1)}. В этом случае, оче-

видно, выполняется 

min {𝑓(�̃�(1)),… , 𝑓(�̃�(𝑑+1))} ≥ min {𝑓(𝑠(1)),… , 𝑓(𝑠(𝑘))}.  

Переходя в этом неравенстве к supremum по всем 𝑘 ∈ ℕ и по 

всем соответствующим семействам точек {𝑠(1), … , 𝑠(𝑘)}, полу-

чаем 𝑓(𝑠) ≥ 𝑓(𝑠). Таким образом, равенство 𝑓 = 𝑓доказано, 

и представление квазивогнутой оболочки в виде (2) выполня-

ется. □ 

(2).  Определим модифицированную игру �̃̂�(𝑆𝑖, 𝑣𝑖)𝑖=1
𝑁 , где 

𝑣𝑖(𝑠𝑖, 𝑠−𝑖) – квазивогнутая оболочка функции 𝑣𝑖(𝑠𝑖, 𝑠−𝑖) на мно-

жестве 𝑠𝑖 ∈ 𝑆𝑖. По построению игра �̂̃� квазивогнутая. Она также 

компактная, поскольку исходная игра G компактная. Для даль-

нейшего доказательства нам понадобится представление для ква-

зивогнутой оболочки 𝑣𝑖(𝑠) полученное в Лемме 7.1.: 

(4) 𝑣𝑖(𝑠𝑖, 𝑠−𝑖) =

= sup
{𝑠
𝑖
(1)
,…,𝑠

𝑖
(𝑑+1)

}∈(𝑆𝑖)
(𝑑+1):

𝑠𝑖∈𝑐𝑜{𝑠𝑖
(1)
,…,𝑠𝑖

(𝑑+1)
}

{min {𝑣𝑖 (𝑠𝑖
(1), 𝑠−𝑖) ,… , 𝑣𝑖 (𝑠𝑖

(𝑑+1), 𝑠−𝑖)}} ,  

∀𝑠𝑖 ∈ 𝑆𝑖 ⊆ ℝ
𝑑 , 

где d – размерность множества 𝑆𝑖 ⊆ ℝ
𝑑 и супремум берётся по 

всем семействам точек {𝑠𝑖
(1), … , 𝑠𝑖

(𝑑+1)
} из 𝑆𝑖 таким, что  

𝑠𝑖 ∈ 𝑐𝑜 {𝑠𝑖
(1), … , 𝑠𝑖

(𝑑+1)
}.  

В соответствии с утверждением 2.2,  

∀𝑠𝑖 ∈ 𝑄𝑖(𝑠−𝑖): 𝑢𝑖(𝑠𝑖, 𝑠−𝑖) = 𝑣𝑖(𝑠𝑖, 𝑠−𝑖). Введём определённую 

на {𝑠: 𝑠𝑖 ∈ 𝑐𝑜(𝑄𝑖(𝑠−𝑖))} функцию �̂�𝑖(𝑠) квазивогнутой оболочки 
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обрезанной функции. Используя приведённое выше представле-

ние леммы 7.1 получаем для этой функции следующее неравен-

ство: 

(5) �̂�𝑖(𝑠𝑖, 𝑠−𝑖) =

= sup
{𝑠𝑖
(1)
,…,𝑠𝑖

(𝑑+1)
}∈(𝑄𝑖(𝑠−𝑖))

(𝑑+1)
:

𝑠𝑖∈𝑐𝑜{𝑠𝑖
(1)
,…,𝑠𝑖

(𝑑+1)
}

{min {𝑣𝑖 (𝑠𝑖
(1), 𝑠−𝑖) ,… , 𝑣𝑖 (𝑠𝑖

(𝑑+1), 𝑠−𝑖)}} ≤

≤ sup
{𝑠𝑖
(1)
,…,𝑠𝑖

(𝑑+1)
}∈(𝑆𝑖)

(𝑑+1):

𝑠𝑖∈𝑐𝑜{𝑠𝑖
(1)
,…,𝑠

𝑖
(𝑑+1)

}

{min {𝑣𝑖 (𝑠𝑖
(1), 𝑠−𝑖) ,… , 𝑣𝑖 (𝑠𝑖

(𝑑+1), 𝑠−𝑖)}} =

= 𝑣𝑖(𝑠𝑖, 𝑠−𝑖).  
То есть квазивогнутая оболочка обрезанной функции огра-

ничена сверху квазивогнутой оболочкой функции безопасного 

выигрыша. 

Мы докажем, что в модифицированной игре �̂̃� существует 

равновесие Нэша, используя теорему существования, предложен-

ную Рени (1999) [14] и улучшенную Баг, Джофр (2006) [7]. 

Напомним еще раз определения из этих работ. 

Определение 7.6 (Рени-3).  Игра 𝐺 = (𝑆𝑖, 𝑢𝑖)𝑖=1
𝑁  гарантирует 

выигрыш (payoff secure – PS), если для любого игрока i, для лю-

бого 𝑠 ∈ 𝑆 и любого 𝜀 > 0, существует 𝑠𝑖
′ ∈ 𝑆𝑖, такое что 

𝑢𝑖(𝑠𝑖
′, 𝑠−𝑖

′ ) ≥ 𝑢𝑖(𝑠) − 𝜀 для всех 𝑠−𝑖
′  в некоторой открытой окрест-

ности 𝑠−𝑖. 
Определение 7.7 (Баг, Джофр [7]).  Игра 𝐺 = (𝑆𝑖, 𝑢𝑖)𝑖=1

𝑁  

слабо взаимно верхнеполунепрерывна (с.в.в.п.н.) (weakly re-

ciprocally upper semicontinuous – WRUSC), если для любого  

(𝑠∗, 𝑢∗) ∈ 𝛤(𝑢)̅̅ ̅̅ ̅̅ \𝛤(𝑢) существует игрок i и 𝑠𝑖
′ ∈ 𝑆𝑖, такие что 

𝑢𝑖(𝑠𝑖
′, 𝑠−𝑖

∗ ) > 𝑢𝑖
∗.  

Баг, Джофр [7] доказали, что в каждой компактной, квазиво-

гнутой, (PS) и (WRUSC) игре существует равновесие Нэша. Мы 

докажем, что модифицированная игра �̃̂� удовлетворяет этим 

условиям, а затем покажем, что каждое равновесие Нэша в �̃̂� яв-

ляется РБС в исходной игре G. 

(3).  Докажем, что �̃̂� гарантирует выигрыш (определение 7.6). 

Выберем любого игрока i, любой профиль 𝑠 = (𝑠𝑖, 𝑠−𝑖) ∈ 𝑆 и любое 



 

Управление большими системами. Выпуск 111 

40 

𝜀 > 0. Из (4) следует, что существует  𝑠𝑖
′ ∈ 𝑆𝑖 такое, что 

𝑣𝑖(𝑠𝑖
′, 𝑠−𝑖) > 𝑣𝑖(𝑠) − 𝜀/2. Либо 𝑠𝑖

′ ∈ 𝑄𝑖(𝑠−𝑖) и мы имеем 

𝑢𝑖(𝑠𝑖
′, 𝑠−𝑖) = 𝑣𝑖(𝑠𝑖

′, 𝑠−𝑖), либо 𝑠𝑖
′ ∉ 𝑄𝑖(𝑠−𝑖), и поскольку 

((𝑠𝑖
′, 𝑠−𝑖), 𝑣𝑖(𝑠𝑖

′, 𝑠−𝑖)) ∈ Γ(𝑣𝑖)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅, то из BSA условия (определения 7.4 

и 7.5) для игрока i следует, что существует 𝑠𝑖
′′ ∈ 𝑄𝑖(𝑠−𝑖) такое, что 

𝑢𝑖(𝑠𝑖
′′, 𝑠−𝑖) > 𝑣𝑖(𝑠𝑖

′, 𝑠−𝑖). Таким образом, в обоих случаях суще-

ствует 𝑠𝑖
′′ ∈ 𝑄𝑖(𝑠−𝑖) такое, что 𝑢𝑖(𝑠𝑖

′′, 𝑠−𝑖) = 𝑣𝑖(𝑠) − 𝜀/2. Игра G 

по условию теоремы непрерывна во внутренних безопасных 

стратегиях (определение 7.1) и гарантирует выигрыш на границе 

безопасных стратегий (определение 7.2). Отсюда следует, что 

условие гарантированности выигрыша (в смысле определе-

ния 6.6) для 𝑢𝑖 удовлетворяется во всех безопасных стратегиях, 

и в частности для 𝑠𝑖
′′ ∈ 𝑄𝑖(𝑠−𝑖). Используя это условие для 𝜀/2, 

мы получаем, что существует 𝑠𝑖
′′′ ∈ 𝑄𝑖(𝑠−𝑖) такое, что 

𝑣𝑖(𝑠𝑖
′′′, 𝑠−𝑖

′ ) = 𝑢𝑖(𝑠𝑖
′′, 𝑠−𝑖) − 𝜀/2 > 𝑣𝑖(𝑠) − 𝜀 для всех 𝑠−𝑖

′  в некото-

рой окрестности 𝑠−𝑖. Из представления квазивогнутой оболочки 

(4) следует, что 𝑣𝑖(𝑠𝑖
′′′, 𝑠−𝑖

′ ) ≥ 𝑣𝑖(𝑠𝑖
′′′, 𝑠−𝑖

′ ), и мы получаем условие 

гарантированности выигрыша для функции 𝑣(𝑠), т.е. по опреде-

лению Рени �̃̂� гарантирует выигрыш (определение 7.6 (Рени-3)). 

Таким образом, для получения требуемой определением 

Рени-3 гарантированного выигрыша оценки требуется ряд пере-

ходов: от квазивогнутой оболочки безопасного выигрыша 𝑣𝑖(𝑠) 
к безопасному выигрышу 𝑣𝑖(𝑠), к выигрышу в исходной игре 𝑢𝑖(𝑠) 
и обратно, к 𝑣𝑖(𝑠) и 𝑣𝑖(𝑠). Оценка гарантированного выигрыша 

получается следующим образом: 𝑣𝑖(𝑠𝑖
′′′, 𝑠−𝑖

′ ) ≥ {представление 

(4) квазивогнутой оболочки по лемме 7.1} ≥ 𝑣𝑖(𝑠𝑖
′′′, 𝑠−𝑖

′ ) ≥ {усло-

вия теоремы непрерывности во внутренних безопасных страте-

гиях и гарантирования выигрыша на границе безопасных стра-

тегий, определения 7.1, 7.2} ≥ 𝑢𝑖(𝑠𝑖
′′, 𝑠−𝑖) − 𝜀/2 > {определения 

7.4, 7.5 лучшей безопасной альтернативы} > 𝑣𝑖(𝑠𝑖
′, 𝑠−𝑖) − 𝜀/2 ≥  

 {представление (4) квазивогнутой оболочки по лемме 7.1} ≥ 

≥ 𝑣𝑖(𝑠) − 𝜀. 

(4).  Докажем, что �̃̂� является WRUSC. Рассмотрим произ-

вольный вектор (𝑠∗, 𝑣∗) ∈ Γ(𝑣)̅̅ ̅̅ ̅̅ \Γ(𝑣). Существует последователь-
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ность профилей {𝑠𝑛} → 𝑠∗: {�̂�(𝑠𝑛)} → 𝑣∗. Для произвольного i ис-

пользуем выражение (4) для 𝑣𝑖(𝑠
𝑛) и выберем последователь-

ность семейств точек {𝑠𝑖
𝑛(1), … , 𝑠𝑖

𝑛(𝑑+1)
} такую, что 

∀𝑛: 𝑠𝑖
𝑛 ∈ 

∈ 𝑐𝑜{𝑠𝑖
𝑛(1), … , 𝑠𝑖

𝑛(𝑑+1)},min {𝑣𝑖(𝑠𝑖
𝑛(1), 𝑠−𝑖

𝑛 ),… , 𝑣𝑖(𝑠𝑖
𝑛(𝑑+1), 𝑠−𝑖

𝑛 )}
𝑛→∞
→   �̂�𝑖

∗.  

Поскольку игра �̃� компактна, то из этой последовательности 

можно выбрать такую подпоследовательность {�̃�𝑖
𝑛(1), … , �̃�𝑖

𝑛(𝑑+1)
}, 

что все её члены и соответствующие величины функций схо-

дятся: 

{�̃�𝑖
𝑛(𝑙)
} → 𝑠𝑖

(𝑙)
, {𝑣𝑖 (�̃�𝑖

𝑛(𝑙), �̃�−𝑖
𝑛 )} → 𝑣𝑖

(𝑙)
≥ 𝑣𝑖

∗, 𝑙 = 1,… , 𝑑 + 1.  

Поскольку для всех n мы имеем �̃�𝑖
𝑛 ∈ 𝑐𝑜 {�̃�𝑖

𝑛(1), … , �̃�𝑖
𝑛(𝑑+1)

} 

и {�̃�𝑖
𝑛} → 𝑠𝑖

∗, то в пределе мы получаем 𝑠𝑖
∗ ∈ 𝑐𝑜 {𝑠𝑖

(1)
, … , 𝑠𝑖

(𝑑+1)
}. 

Возможны два случая. Либо существуют такие i и l, что 

точка ((𝑠𝑖
(𝑙), 𝑠−𝑖

∗ ) , 𝑣𝑖
(𝑙)
) ∈ Γ(𝑣𝑖)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ удовлетворяет BSA условию для 

игрока i (определение 7.4). В таком случае в соответствии с этим 

условием существует такая 𝑠𝑖
′ ∈ �̃�𝑖(𝑠−𝑖

∗ ) ⊆ 𝑄𝑖(𝑠−𝑖
∗ ), что 

𝑢𝑖(𝑠𝑖
′, 𝑠−𝑖

∗ ) > 𝑣𝑖
(𝑙)
≥ 𝑣𝑖

∗. Учитывая (5) и условие квазивогнутости 

�̂�𝑖(𝑠𝑖
′, 𝑠−𝑖

∗ ) = 𝑢𝑖(𝑠𝑖
′, 𝑠−𝑖

∗ ) для 𝑠𝑖
′ ∈ �̃�𝑖(𝑠−𝑖

∗ ) ⊆ 𝑄𝑖(𝑠−𝑖
∗ ), получаем 

𝑣𝑖(𝑠𝑖
′, 𝑠−𝑖

∗ )  ≥ �̂�𝑖(𝑠𝑖
′, 𝑠−𝑖

∗ ) = 𝑢𝑖(𝑠𝑖
′, 𝑠−𝑖

∗ ) > 𝑣𝑖
∗, т.е. условие WRUSC 

выполняется для точки (𝑠∗, 𝑣∗) (определение 7.7 Баг, Джофр [7]). 

Во втором случае для любых i и l точка ((𝑠𝑖
(𝑙), 𝑠−𝑖

∗ ) , 𝑣𝑖
(𝑙)) ∈ 

∈ Γ(𝑣𝑖)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ не удовлетворяет BSA условию для игрока i (определе-

ние 7.4). Отрицание условий определения означает, что 

∀𝑖, ∀𝑙: 𝑠𝑖
(𝑙) ∈ 𝑄𝑖(𝑠−𝑖

∗ ), т.е. 𝑣𝑖 (𝑠𝑖
(𝑙), 𝑠−𝑖

∗ ) = 𝑢𝑖 (𝑠𝑖
(𝑙), 𝑠−𝑖

∗ ). Кроме того, 

по BSA-условию, это означает, что либо ((𝑠𝑖
(𝑙), 𝑠−𝑖

∗ ) , 𝑣𝑖
(𝑙)) ∈ 

∈ Γ(𝑣𝑖); либо (𝑠𝑖
(𝑙), 𝑠−𝑖

∗ ) ∉ 𝜕𝑄(𝑖), т.е. 𝑣𝑖 = 𝑢𝑖 в некоторой окрест-

ности (𝑠𝑖
(𝑙), 𝑠−𝑖

∗ ), и из непрерывности 𝑢𝑖 во внутренних безопас-

ных стратегиях также следует непрерывность 𝑣𝑖 в (𝑠𝑖
(𝑙)
, 𝑠−𝑖
∗ ). 
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В обоих случаях имеем: ∀𝑙: 𝑣𝑖
∗ ≤ 𝑣𝑖

(𝑙)
= lim
𝑛→∞

𝑣𝑖 (�̃�𝑖
𝑛(𝑙)
, �̃�−𝑖
𝑛 ) = 

= 𝑣i (𝑠𝑖
(𝑙), 𝑠−𝑖

∗ ) = 𝑢𝑖 (𝑠𝑖
(𝑙)
, 𝑠−𝑖
∗ ).          

Поскольку 𝑠𝑖
∗ ∈ 𝑐𝑜 {𝑠𝑖

𝑛(1), … , 𝑠𝑖
𝑛(𝑑+1)

}, отсюда, согласно ква-

зивогнутости 𝑢𝑖(𝑠) на безопасных стратегиях, получаем: 

�̂�𝑖(𝑠
∗) ≥ min {𝑢𝑖 (𝑠𝑖

(1)
, 𝑠−𝑖
∗ ) ,… , 𝑢𝑖 (𝑠𝑖

(𝑑+1)
, 𝑠−𝑖
∗ )} =

= min {𝑣𝑖 (𝑠𝑖
(1), 𝑠−𝑖

∗ ) ,… , 𝑣𝑖 (𝑠𝑖
(𝑑+1), 𝑠−𝑖

∗ )} ≥  𝑣𝑖
∗.   

Учитывая, что согласно (5), �̂�𝑖(𝑠𝑖, 𝑠−𝑖) ≤ 𝑣𝑖(𝑠𝑖, 𝑠−𝑖), имеем 

𝑣𝑖(𝑠
∗) ≥  �̃�𝑖

∗ для любых i. Но поскольку с самого начала мы пред-

полагали (𝑠∗, 𝑣∗) ∉ Γ(𝑣), то существует такое j, что 𝑣𝑗(𝑠
∗) >  𝑣𝑗

∗. 

Это означает, что условие WRUSC (определение 7.7 Баг, Джофр 

[7]) удовлетворяется для игрока j и 𝑠𝑗
′ = 𝑠𝑗

∗. 

Таким образом, чтобы получить оценку слабой взаимной 

верхней полунепрерывности для произвольной точки недостига-

емого предела (𝑠∗, 𝑣∗) из замыкания графика игры, требуется 

следующий ряд шагов: для каждого игрока i построить последо-

вательность окружающих профиль 𝑠∗ семейств точек  

{𝑠𝑖
𝑛(1), … , 𝑠𝑖

𝑛(𝑑+1)
}, сходящихся к ней: {𝑠𝑛} → 𝑠∗: {𝑣(𝑠𝑛)} → 𝑣∗; 

выделить из неё предельное семейство (набор) ((𝑠𝑖
(𝑙), 𝑠−𝑖

∗ ) , 𝑣𝑖
(𝑙)
) 

окружающий 𝑠∗ и ограничивающих сверху значение недостигае-

мого предела 𝑣𝑖
(𝑙)
≥ 𝑣𝑖

∗; рассмотреть два случая выполнения 

хотя бы для одной из точек предельного семейства и хотя бы 

одного игрока / (невыполнения для всех точек и игроков) условий 

BSA; в первом случае оценкой будет значение совпадающих функ-

ций выигрыша в точке отклонения в безопасную область  

𝑣𝑖 = 𝑢𝑖 = �̂�𝑖 = 𝑣𝑖(𝑠𝑖
′, 𝑠−𝑖

∗ ); во втором случае оценка 𝑣𝑖(𝑠𝑖
′, 𝑠−𝑖

∗ ) по-

лучается через минимальное значение из предельных точек окру-

жающего семейства 𝑣𝑖 (𝑠𝑖
(𝑙)
, 𝑠−𝑖
∗ ) = 𝑣𝑖

(𝑙)
, лежащих в безопасном 

множестве; строгое выполнение неравенства 𝑣𝑗(𝑠
∗) >  𝑣𝑗

∗ хотя 

бы для одного игрока следует из того, что что профиль (𝑠∗, 𝑣∗) 
является точкой недостигаемого предела. 
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(5).  Покажем, что равновесие игры �̃̂� является безопасным 

профилем. Мы доказали, что игра �̃̂� квазивогнута, гарантирует 

выигрыш (PS) и является WRUSC. По теореме Баг, Джофр [7] 

в ней существует равновесие Нэша 𝑠∗.  
Предположим, что 𝑠∗ является не безопасным профилем. То-

гда 𝑠∗ ∉×𝑖=1
𝑁 �̃�𝑖(𝑠−𝑖

∗ ) и в соответствии с BSA условием суще-

ствует игрок j со стратегией 𝑠𝑗
∗ ∉ 𝑐𝑜(�̃�𝑗(𝑠−𝑗

∗ ))̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ в профиле 𝑠∗. Ис-

пользуя представление (4) для 𝑣𝑗(𝑠
∗), выберем такую последова-

тельность семейств точек {𝑠𝑗
𝑛(1)
, … , 𝑠𝑗

𝑛(𝑑+1)
}, чтобы 

∀𝑛: 𝑠𝑗
∗ ∈ 

∈ 𝑐𝑜{𝑠𝑗
𝑛(1), … , 𝑠𝑗

𝑛(𝑑+1)},min {𝑣𝑗(𝑠𝑗
𝑛(1), 𝑠−𝑗

∗ ), … , 𝑣𝑗(𝑠𝑗
𝑛(𝑑+1), 𝑠−𝑗

∗ )}

𝑛→∞
→   �̂�𝑗(𝑠

∗).  

Существует некоторое положительное расстояние  

𝜌0 = 𝑑𝑖𝑠𝑡 ({𝑠𝑗
∗}, 𝑐𝑜 (�̃�𝑗(𝑠−𝑗

∗ ))
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

) > 0 между точкой {𝑠𝑗
∗} и замкну-

тым множеством 𝑐𝑜 (�̃�𝑗(𝑠−𝑗
∗ ))

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅
⊆ 𝑆𝑗. Для каждого n выберем та-

кую точку {𝑠𝑗
𝑛(𝑙)
} ∈ {𝑠𝑗

𝑛(1), … , 𝑠𝑗
𝑛(𝑑+1)

}, чтобы расстояние 

𝑑𝑖𝑠𝑡 ({𝑠𝑗
𝑛(𝑙)
} , 𝑐𝑜 (�̃�𝑗(𝑠−𝑗

∗ ))
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

) ≥ 𝜌0 > 0. Её можно выбрать благо-

даря выпуклости множества 𝑐𝑜 (�̃�𝑗(𝑠−𝑗
∗ ))

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅
. Выберем из последо-

вательности {𝑠𝑗
𝑛(𝑙)
} сходящуюся подпоследовательность {�̃�𝑗

𝑛(𝑙)
} →

𝑠𝑗
′ так, чтобы значения соответствующих величин 𝑣𝑗 также схо-

дились: {𝑣𝑗 (�̃�𝑗
𝑛(𝑙)
, 𝑠−𝑗
∗ )} → 𝑣𝑗

′ ≥ 𝑣𝑗(𝑠
∗). Для каждого n расстояние 

𝑑𝑖𝑠𝑡 ({�̃�𝑗
𝑛(𝑙)
} , 𝑐𝑜 (�̃�𝑗(𝑠−𝑗

∗ ))
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

) ≥ 𝜌0 > 0 и потому 𝑠𝑗
′ ∉ �̃�𝑗(𝑠−𝑗

∗ ). Из 

условия BSA (определение 7.4) для точки ((𝑠𝑗
′, 𝑠−𝑗

∗ ), 𝑣𝑗
′) ∈ Γ(𝑣𝑗)

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

существует такая стратегия 𝑠𝑗
′′ ∈ �̃�𝑗(𝑠−𝑗

∗ ) ⊆ 𝑄𝑗(𝑠−𝑗
∗ ), что 

𝑢𝑗(𝑠𝑗
′′, 𝑠−𝑗

∗ ) > 𝑣𝑗
′ ≥ 𝑣𝑗(𝑠

∗). Поскольку (𝑠𝑗
′′, 𝑠−𝑗

∗ ) является безопас-

ным профилем для игрока j, то 𝑢𝑗(𝑠𝑗
′′, 𝑠−𝑗

∗ ) = 𝑣𝑗(𝑠𝑗
′′, 𝑠−𝑗

∗ ) ≤ 

≤ 𝑣𝑗(𝑠𝑗
′′, 𝑠−𝑗

∗ ), т.е. мы получаем 𝑣𝑗(𝑠𝑗
′′, 𝑠−𝑗

∗ ) > 𝑣𝑗(𝑠
∗) в противоре-

чии с условием, что 𝑠∗ является равновесием в �̃̂�. Поэтому наше 
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предположение было неверным и 𝑠∗ является безопасным профи-

лем. 

Таким образом эта часть доказательства проводится от 

противного: принимается допущение, что существующее равно-

весие Нэша 𝑠∗ игры �̃̂� не является безопасным профилем, и из 

него выводится противоречие. Согласно условию лучшей без-

опасной альтернативы в выпуклом множестве, это равновесие 

должно хотя бы для одного игрока находится вне выпуклой обо-

лочки его множества безопасных стратегий, на некотором рас-

стоянии 𝜌0 от него. Дальнейшее рассуждение строится при по-

мощи тех же приёмов, что и в предыдущих частях доказатель-

ства: через построение последовательности окружающих 𝑠∗ се-

мейств точек и выделение предельного семейства из этой после-

довательности осуществляется переход от функции квазивогну-

той оболочки безопасного выигрыша к безопасному выигрышу; 

потом из безопасного множества выбирается лучшая безопас-

ная альтернатива, в которой все функции выигрыша, безопас-

ного выигрыши и их квазивогнутые оболочки равны 𝑣𝑖 = 𝑢𝑖 = 
= �̂�𝑖 = 𝑣𝑖 и выигрыш в которой превосходит выигрыш в точке 

равновесия 𝑣𝑗(𝑠
∗). Полученное противоречие опровергает сде-

ланное предположение.  

(6).  Докажем существование РБС в исходной игре. Покажем, 

что 𝑣(𝑠∗) = 𝑣(𝑠∗). Выберем произвольное i и воспользуемся 

опять выражением (4) для 𝑣𝑖(𝑠
∗). Возможны два случая.  

В первом случае из любой последовательности семейств то-

чек {𝑠𝑖
𝑛(1)
, … , 𝑠𝑖

𝑛(𝑑+1)
} ∈ (𝑆𝑖)

𝑑+1, удовлетворяющих условиям  

(6) ∀𝑛: 𝑠𝑖
∗ ∈ 

∈ 𝑐𝑜{𝑠𝑖
𝑛(1), … , 𝑠𝑖

𝑛(𝑑+1)},min {𝑣𝑖(𝑠𝑖
𝑛(1), 𝑠−𝑖

∗ ), … , 𝑣𝑖(𝑠𝑖
𝑛(𝑑+1), 𝑠−𝑖

∗ )}
𝑛→∞
→   �̂�𝑖(𝑠

∗) 

можно выбрать такую подпоследовательность  

(7) {�̃�𝑖
𝑛(1), … , �̃�𝑖

𝑛(𝑑+1)}: {�̃�𝑖
𝑛(𝑙)} → 𝑠𝑖

(𝑙), {𝑣𝑖(�̃�𝑖
𝑛(𝑙), 𝑠−𝑖

∗ )} → 𝑣𝑖
(𝑙) ≥ �̂�𝑖(𝑠

∗); 

𝑙 = 1,… , 𝑑 + 1 
что для всех l BSA условия не выполняются для 

((𝑠𝑖
(𝑙), 𝑠−𝑖

∗ ) , 𝑣𝑖
(𝑙)) ∈ Γ(𝑣𝑖)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ (определение 7.4). Это означает, что 
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∀𝑙: 𝑠𝑖
(𝑙)
∈ �̃�𝑖(𝑠−𝑖

∗ ) ⊆ 𝑄𝑖(𝑠−𝑖
∗ ), и также, что либо ((𝑠𝑖

(𝑙)
, 𝑠−𝑖
∗ ) , 𝑣𝑖

(𝑙)
) ∈ 

∈ Γ(𝑣𝑖), либо (𝑠𝑖
(𝑙)
, 𝑠−𝑖
∗ ) ∉ 𝑄(𝑖), т.е. 𝑢𝑖 = 𝑣𝑖 в некоторой окрестно-

сти (𝑠𝑖
(𝑙), 𝑠−𝑖

∗ ), и из непрерывности 𝑢𝑖 во внутренних безопасных 

стратегиях также следует непрерывность 𝑣𝑖(𝑠) в (𝑠𝑖
(𝑙), 𝑠−𝑖

∗ ). 

В обоих случаях мы имеем 𝑣𝑖 (𝑠𝑖
(𝑙)
, 𝑠−𝑖
∗ ) = 𝑣𝑖

(𝑙)
, и следовательно,  

∀𝑙: 𝑢𝑖(𝑠𝑖
(𝑙), 𝑠−𝑖

∗ ) = 𝑣𝑖(𝑠𝑖
(𝑙), 𝑠−𝑖

∗ ) = 𝑣𝑖
(𝑙) и �̂�𝑖(𝑠

∗) ≥ min{𝑣𝑖
(1), … , 𝑣𝑖

(𝑑+1)} ≥ 

≥ 𝑣𝑖(𝑠
∗). Но из (5) мы имеем �̂�𝑖(𝑠

∗) ≤ 𝑣𝑖(𝑠
∗), и потому  

�̂�𝑖(𝑠
∗) = 𝑣𝑖(𝑠

∗). Из квазивогнутости игры G в 𝑠∗ и безопасности 

профиля 𝑠∗ мы получаем 𝑣𝑖(𝑠
∗) = 𝑢𝑖(𝑠

∗) = �̂�𝑖(𝑠
∗) = 𝑣𝑖(𝑠

∗), и 

требуемое равенство 𝑣𝑖(𝑠
∗) = 𝑣𝑖(𝑠

∗) доказано. 

Во втором случае существует последовательность семейств 

точек {𝑠𝑖
𝑛(1), … , 𝑠𝑖

𝑛(𝑑+1)
} ∈ (𝑆𝑖)

𝑑+1, удовлетворяющих (6) и таких, 

что в любой подпоследовательности (7) существует такое l, что 

BSA условие удовлетворяется для точки ((𝑠𝑖
(𝑙), 𝑠−𝑖

∗ ), 𝑣𝑖
(𝑙)) ∈ Γ(𝑣𝑖)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅. 

В соответствии с определением 7.4 мы получаем 

∃𝑠𝑖
′′ ∈ 𝑄𝑖(𝑠−𝑖

∗ ): 𝑢𝑖(𝑠𝑖
′′, 𝑠−𝑖

∗ ) > 𝑣𝑖
(𝑙) ≥ 𝑣𝑖(𝑠

∗), 𝑣𝑖(𝑠𝑖
′′, 𝑠−𝑖

∗ ) ≥ 
≥ 𝑢𝑖(𝑠𝑖

′′, 𝑠−𝑖
∗ )       

в противоречие с тем, что 𝑠∗ является равновесием Нэша в �̃̂�. Та-

ким образом, равенство 𝑣𝑖(𝑠
∗) = 𝑣𝑖(𝑠

∗) доказано для каждого i. 

Поскольку ∀𝑖, ∀𝑙: 𝑣𝑖(𝑠
∗) ≥ 𝑣𝑖(𝑠

∗), отсюда следует, что 𝑠∗ – 

равновесие Нэша не только в игре �̃̂�, но также равновесие Нэша 

в игре угроз �̃� = (𝑆𝑖, 𝑣𝑖)𝑖=1
𝑁 . Рассмотрим отклонение 𝑠𝑖

′ произ-

вольного игрока i. Если 𝑠𝑖
′ ∈ 𝑄𝑖(𝑠−𝑖

∗ ), то 𝑢𝑖(𝑠𝑖
′, 𝑠−𝑖

∗ ) = 𝑣𝑖(𝑠𝑖
′, 𝑠−𝑖

∗ ) ≤ 
≤ 𝑣𝑖(𝑠

∗) = 𝑢𝑖(𝑠
∗) и отклонение не выгодное. Если 𝑠𝑖

′ ∉ 𝑄𝑖(𝑠−𝑖
∗ ), 

то ((𝑠𝑖
′, 𝑠−𝑖

∗ ), 𝑣𝑖(𝑠𝑖
′, 𝑠−𝑖

∗ )) ∈ Γ(𝑣𝑖)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅, и в соответствии с BSA условием 

существует такое 𝑠𝑖
′′ ∈ 𝑄𝑖(𝑠−𝑖

∗ ), что 𝑢𝑖(𝑠𝑖
′′, 𝑠−𝑖

∗ ) > 𝑣𝑖(𝑠𝑖
′, 𝑠−𝑖

∗ ). По-

скольку 𝑢𝑖(𝑠𝑖
′′, 𝑠−𝑖

∗ ) = 𝑣𝑖(𝑠𝑖
′′, 𝑠−𝑖

∗ ) ≤ 𝑣𝑖(𝑠
∗) = 𝑢𝑖(𝑠

∗), мы получаем 

𝑣𝑖(𝑠𝑖
′, 𝑠−𝑖

∗ ) < 𝑢𝑖(𝑠
∗), и в соответствии с утверждением 2.2 откло-

нение 𝑠𝑖
′ не безопасно. Таким образом, в безопасном профиле 𝑠∗ 

ни один игрок не имеет выгодных безопасных отклонений, т.е. 𝑠∗ 
является РБС в исходной игре G. 
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Таким образом, для доказательства 𝑣(𝑠∗) = 𝑣(𝑠∗) снова 

были рассмотрены всевозможные последовательности окружа-

ющих равновесный профиль наборов точек (𝑠, 𝑣), из них выделя-

ются предельные наборы, ограничивающие сверху значение 

𝑣𝑖(𝑠
∗); далее применяется условие BSA, если оно не выполняется 

для всех последовательностей и предельных точек, то 𝑠∗ нахо-

дится во внутренних безопасных стратегиях, если выполняется 

хотя бы в одном случае, то из BSA-условия получается противо-

речие. Из того, что 𝑣(𝑠∗) = 𝑣(𝑠∗) = 𝑢(𝑠∗) = �̂�(𝑠∗) во внутрен-

них безопасных стратегиях из элементарных свойств РБС сле-

дует, что 𝑠∗ – РБС. 

Итак, результат во всех частях доказательства достига-

ется переходами между функциями 𝑣, 𝑣, 𝑢, �̂� и обратно, которые 

осуществлялись посредством формулы представления 

леммы 7.1, отклонения в безопасную область по условиям опре-

деления лучшей безопасной альтернативы и через построение 

последовательности окружающих семейств профилей и выделе-

ния из них предельного набора. □ 

Заметим, что условие квазивогнутости в безопасных стра-

тегиях может быть ослаблено. Доказательство практически не 

изменяется, если потребовать выполнения условия квазивогнуто-

сти функций выигрыша не на множествах безопасных стратегий, 

а только на их подмножествах �̃�𝑖(𝑠−𝑖) ⊆ 𝑄𝑖(𝑠−𝑖) из BSA условия. 

Назовем их BSA-множествами. 

Определение 7.8.  BSA-Игра 𝐺(𝑆𝑖, 𝑢𝑖)𝑖=1
𝑁  называется квази-

вогнутой на BSA-множествах, если функция выигрыша каждого 

игрока i совпадает со своей квазивогнутой оболочкой на BSA-

множествах, т.е. ∀𝑖, ∀𝑠: 𝑠𝑖 ∈ �̃�𝑖(𝑠−𝑖) выполняется 𝑢𝑖(𝑠) = �̂�𝑖
′(𝑠), 

где �̂�𝑖
′(𝑠𝑖, 𝑠−𝑖) = 𝑖𝑛𝑓 {ℎ(𝑠𝑖): 𝑐𝑜(�̃�𝑖(𝑠−𝑖)) → ℝ: квазивогнутая, 

𝑢𝑖(𝑠𝑖, 𝑠−𝑖) ≤ ℎ(𝑠𝑖), 𝑠𝑖 ∈ �̃�𝑖(𝑠−𝑖)}. 
Отсюда получаем следующее Следствие. 

Следствие 7.1.  Если игра 𝐺(𝑆𝑖, 𝑢𝑖)𝑖=1
𝑁  компактна, непре-

рывна во внутренних безопасных стратегиях, гарантирует выиг-

рыш в границе безопасных стратегий и предоставляет лучшую 

безопасную альтернативу в выпуклом множестве и квазивогнута 

на BSA-множествах, то в игре G существует РБС. 
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Доказательство.  Будем проводить его по схеме доказатель-

ства теоремы 7.1, отмечая необходимые изменения, заключаю-

щиеся в замене множества безопасных стратегий на его BSA-

подмножество из определения 7.4: 𝑄𝑖(𝑠−𝑖) → �̃�𝑖(𝑠−𝑖); а также 

квазивогнутой оболочки функции обрезанной на безопасном 

множестве на соответствующую функцию на BSA-множестве из 

определения 7.6: �̂�𝑖(𝑠) → �̂�𝑖
′(𝑠). 

(1).  Основным инструментом доказательства является пред-

ставление (2) квазивогнутой оболочки функции (1) из леммы 7.1 

без изменений. 

(2).  Для модифицированной игры �̃̂�(𝑆𝑖, 𝑣𝑖)𝑖=1
𝑁 , определяемой 

равенством (4), при помощи представления леммы 7.1 вместо 

оценки (5) получаем оценку 

(8) �̂�𝑖
′(𝑠𝑖, 𝑠−𝑖) =

= sup
{𝑠
𝑖
(1)
,…,𝑠

𝑖
(𝑑+1)

}∈(�̃�𝑖(𝑠−𝑖))
(𝑑+1)

:

𝑠𝑖∈𝑐𝑜{𝑠𝑖
(1)
,…,𝑠

𝑖
(𝑑+1)

}

{min {𝑣𝑖 (𝑠𝑖
(1)
, 𝑠−𝑖) ,… , 𝑣𝑖 (𝑠𝑖

(𝑑+1)
, 𝑠−𝑖)}} ≤

≤ sup
{𝑠
𝑖
(1)
,…,𝑠

𝑖
(𝑑+1)

}∈(𝑆𝑖)
(𝑑+1):

𝑠𝑖∈𝑐𝑜{𝑠𝑖
(1)
,…,𝑠𝑖

(𝑑+1)
}

{min {𝑣𝑖 (𝑠𝑖
(1), 𝑠−𝑖) ,… , 𝑣𝑖 (𝑠𝑖

(𝑑+1), 𝑠−𝑖)}} =

= 𝑣𝑖(𝑠𝑖, 𝑠−𝑖)     
То есть квазивогнутая оболочка обрезанной на BSA-

множестве функции ограничена сверху квазивогнутой оболочкой 

функции безопасного выигрыша. 

(3).  Доказательство, что �̃̂� гарантирует выигрыш – иден-

тично соответствующему доказательству теоремы, учитывая, что 

используемые там отклонения 𝑠𝑖
′, 𝑠𝑖

′′, 𝑠𝑖
′′′ определяются по BSA-

условию, а это означает, что эти отклонения принадлежат не 

только безопасному множеству, но и его BSA-подмножеству: 

𝑠𝑖
′, 𝑠𝑖

′′, 𝑠𝑖
′′′ ∈ �̃�𝑖(𝑠−𝑖). 

(4).  Доказательство, что �̃̂� является WRUSC. Как в теореме, 

для произвольного вектора (𝑠∗, 𝑣∗) ∈ Γ(𝑣)̅̅ ̅̅ ̅̅ \Γ(𝑣) строится после-

довательность окружающих профиль 𝑠∗ семейств точек 

{𝑠𝑖
𝑛(1), … , 𝑠𝑖

𝑛(𝑑+1)
}, сходящихся к ней, и выделяется набор точек 
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((𝑠𝑖
(𝑙)
, 𝑠−𝑖
∗ ) , 𝑣𝑖

(𝑙)
) , 𝑖 = 1,… , 𝑁, 𝑙 = 1,… , 𝑑. Если в наборе суще-

ствует точка, удовлетворяющая BSA-условию, то по нему ∃𝑠𝑖
′ ∈ 

∈ �̃�𝑖(𝑠−𝑖
∗ ): 𝑢𝑖(𝑠𝑖

′, 𝑠−𝑖
∗ ) > 𝑣𝑖

(𝑙) ≥ 𝑣𝑖
∗. В соответствии с (8) и условием 

квазивогнутости следствия �̂�𝑖
′(𝑠𝑖

′, 𝑠−𝑖
∗ ) = 𝑢𝑖(𝑠𝑖

′, 𝑠−𝑖
∗ ), 𝑠𝑖

′ ∈ �̃�𝑖(𝑠−𝑖
∗ ), 

получается условие WRUSC для точки (𝑠∗, 𝑣∗): 𝑣𝑖(𝑠𝑖
′, 𝑠−𝑖

∗ )  ≥ 
≥ �̂�𝑖(𝑠𝑖

′, 𝑠−𝑖
∗ ) = �̂�𝑖

′(𝑠𝑖
′, 𝑠−𝑖

∗ ) > 𝑣𝑖
∗. Если ни одна точка набора не 

удовлетворяет BSA-условию, то соответствующая часть доказа-

тельства идентична теореме. 

(5).  Доказательство, что равновесие Нэша игры �̃̂� является 

безопасным профилем. В доказательстве теоремы при предполо-

жении, что профиль 𝑠∗ (равновесие Нэша) не является безопас-

ным, получено противоречие. При этом доказательство прове-

дено для профиля 𝑠∗ ∉×𝑖=1
𝑁 �̃�𝑖(𝑠−𝑖

∗ ), т.е. к данным профилям при-

надлежат не только небезопасные, но также и любые профили, не 

принадлежащие BSA-подмножеству, что и требуется для доказа-

тельства следствия. 

(6).  Доказательство существования РБС в исходной игре. 

Так как в предыдущем пункте уже доказано, что профиль 𝑠∗ при-

надлежит BSA-подмножеству, то это значит, что и на этом более 

узком множестве по условию (следствия) квазивогнутости на 

BSA-подмножествах выполняется 𝑢𝑖(𝑠
∗) = �̂�𝑖

′(𝑠∗), которое тре-

буется для доказательства равенства 𝑣𝑖(𝑠
∗) = 𝑣𝑖(𝑠

∗). Дальнейшее 

доказательство идентично доказательству теоремы. □ 

Ослабим условия существования ещё на один шаг и пока-

жем, что для существования РБС будет достаточно, чтобы усло-

вия теоремы 7.1 выполнялись на более узком множестве страте-

гий. Рассмотрим компактную область профилей игры в некото-

ром прямоугольном множестве 𝑠 ∈ 𝐵 =×𝑖=1
𝑁 𝐵𝑖, где 𝐵𝑖 ⊆ 𝑆𝑖 – не-

пустое замкнутое выпуклое множество стратегий игрока i. Пе-

реопределим условия теоремы 7.1, если их брать только по отно-

шению к множеству B. 

Определение 7.1′.  Игра 𝐺(𝑆𝑖, 𝑢𝑖)𝑖=1
𝑁  является непрерывной 

во внутренних безопасных стратегиях в B (continuous at inte-
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rior secure strategies in B), если функция выигрыша 𝑢𝑖(𝑠) каж-

дого игрока i непрерывна в множестве {𝑠: 𝑠 ∈ 𝑄(𝑖)\𝜕𝑄(𝑖), 𝑠−𝑖 ∈
𝐵−𝑖}. 

Определение 7.2′.  Игра 𝐺(𝑆𝑖, 𝑢𝑖)𝑖=1
𝑁  гарантирует выигрыш 

на границе безопасных стратегий в B (payoff secure at bound-

ary secure strategies in B), если для каждого игрока i для каждого 

𝑠 ∈ 𝑄(𝑖) ∩ 𝜕𝑄(𝑖) ∩ 𝐵 и для каждого 𝜀 > 0 существует 𝑠𝑖
′ ∈ 𝐵𝑖 та-

кое, что 𝑣𝑖(𝑠𝑖
′, 𝑠−𝑖

′ ) ≥ 𝑢𝑖(𝑠) − 𝜀 для всех 𝑠−𝑖
′  в некоторой окрестно-

сти 𝑠−𝑖 в 𝐵−𝑖. 

Определение 7.5′.  Игра 𝐺(𝑆𝑖, 𝑢𝑖)𝑖=1
𝑁  предоставляет лучшую 

безопасную альтернативу в выпуклом множестве в B 

(provides better secure alternative in convex set in B), если (i) каж-

дый игрок i при заданных стратегиях других игроков 𝑠−𝑖 ∈ 𝐵−𝑖 
имеет лучшую безопасную альтернативу в некотором непустом 

множестве �̃�𝑖(𝑠−𝑖) ⊆ 𝑄𝑖(𝑠−𝑖) ∩ 𝐵𝑖, и (ii) для всех 𝑠 ∉×𝑘=1
𝑁 �̃�𝑘(𝑠−𝑘) 

таких, что 𝑠−𝑖 ∈ 𝐵−𝑖 для некоторого i, существует такой игрок j, 

что 𝑠𝑗 ∉ 𝑐𝑜(�̃�𝑗(𝑠−𝑗))
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ .  

Определение 7.6′.  BSA-Игра 𝐺(𝑆𝑖, 𝑢𝑖)𝑖=1
𝑁  называется квази-

вогнутой на BSA-множествах в B, если функция выигрыша 

каждого игрока i совпадает со своей квазивогнутой оболочкой на 

BSA-множествах при 𝑠−𝑖 ∈ 𝐵−𝑖, т.е. ∀𝑖, ∀𝑠: 𝑠𝑖 ∈ �̃�𝑖(𝑠−𝑖), 𝑠−𝑖 ∈ 𝐵−𝑖 
выполняется 𝑢𝑖(𝑠) = �̂�𝑖

′(𝑠), где �̂�𝑖
′(𝑠𝑖, 𝑠−𝑖) =

𝑖𝑛𝑓 {ℎ(𝑠𝑖): 𝑐𝑜(�̃�𝑖(𝑠−𝑖)) → ℝ: квазивогнутая, 𝑢𝑖(𝑠𝑖, 𝑠−𝑖) ≤
ℎ(𝑠𝑖), 𝑠𝑖 ∈ �̃�𝑖(𝑠−𝑖)}. 

Тогда теорему 7.1 можно переформулировать следующим 

образом. 

Теорема 7.1′.  Если существует такое множество страте-

гий 𝐵 =×𝑖=1
𝑁 𝐵𝑖, где 𝐵𝑖 ⊆ 𝑆𝑖 – непустые замкнутые выпуклые 

множества, что игра 𝐺(𝑆𝑖, 𝑢𝑖)𝑖=1
𝑁  компактна, непрерывна 

во внутренних безопасных стратегиях в B, гарантирует выиг-

рыш в граничных безопасных стратегиях в B, предоставляет 

лучшую безопасную альтернативу в выпуклом множестве в B 

и квазивогнута на BSA-множествах в B, то в игре G существует 

РБС 𝑠∗ ∈ 𝐵. 
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Доказательство.  Буквально повторяет доказательство тео-

ремы 7.1, за исключением того, что в качестве модифицирован-

ной игры следует рассматривать �̃̂�𝐵 = (𝐵𝑖, 𝑣𝑖)𝑖=1
𝑁 , где 𝑣𝑖(𝑠𝑖 , 𝑠−𝑖) – 

квазивогнутая оболочка функции  𝑣𝑖(𝑠𝑖, 𝑠−𝑖) на множестве 𝑠𝑖 ∈ 𝑆𝑖. 
Также во всех соответствующих местах доказательства следует 

выбирать отклонения 𝑠𝑖
′ ∈ 𝑄𝑖(𝑠−𝑖) ∩ 𝐵𝑖 вместо 𝑠𝑖

′ ∈ 𝑄𝑖(𝑠−𝑖). □ 

Чтобы использовать теоремы 7.1 и 7.1′, необходимо исследо-

вать структуру безопасных стратегий игроков. Такой шаг ка-

жется неизбежным при поиске РБС. Тем не менее в некоторых 

хорошо известных играх множества безопасных стратегий устро-

ены достаточно просто. Показано на задачах, что предложенные 

теоремы хорошо работают. Соответствующий материал предпо-

лагается опубликовать в отдельной статье. 

8. Большая теорема. Второй вариант  

Второй подход к построению большой теоремы, как альтер-

нативы первому. При этом хотелось бы избежать недостатков 

теоремы 7.1. Первый, самый очевидный из них, – её сложность 

и неочевидность конструкций как в системе требующихся опре-

делений и понятий, так и при доказательстве результата. 

Более формальная претензия к ней заключается в том, что 

она использует значения функции безопасного выигрыша за пре-

делами множеств безопасных стратегий игроков и даже их гра-

ниц. Для применения теоремы 7.1 требуются значения этих функ-

ций в малых окрестностях особых точек границы множеств без-

опасности, где безопасные выигрыши должны быть непрерывны 

по окружению, т.е. угрозы в них не должны появляться скачком. 

А хотелось бы, чтобы для применения теоремы было достаточно 

условия сильных угроз или его небольшого усиления и значений 

выигрышей игроков строго в рамках их безопасного множества. 

И даже если за рамками безопасных множеств есть точки недо-

стигаемого предела функций безопасного выигрыша, равного 

максимуму выигрыша на безопасном множестве, то всё равно 

при наличии равновесия Нэша в безопасной области (= РБС) 
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и условия сильных угроз такие особые точки не будут препят-

ствием для существования этого равновесия. Все эти пределы бу-

дут «убиваться» условием сильных угроз. 

Основная идея второго варианта большой теоремы заключа-

ется в совмещении подходов теоремы Рени (=> теорема 6.1) 

и следствия Рени (=> теорема 6.2). Условия следствия просты 

и легко проверяемы, но они намного жёстче условий теоремы 

Рени и не всегда выполняются. Условия теоремы не так очевидны 

и применять их сложнее, а если сложность проверки условий тео-

ремы существования и сложность прямой непосредственной про-

верки её вывода сравнимы, то такая теорема не очень полезна. 

Казалось бы, объединяющий подход тавтологичен: зачем 

объединять в одном утверждении две формулировки, одна из ко-

торых является следствием другой? Но на практике было бы 

удобно иметь такой способ проверки, при котором можно было 

бы сначала убедиться, что более слабые условия выполняются 

почти везде, кроме некоторых особых точек, и только для этих 

особых отдельных случаев уже необходимо было бы проверять 

более сложное условие. 

Условия и теоремы, и следствия Рени сформулированы как 

свойства игры (функций выигрыша) в целом. Чтобы применить 

комбинацию этих условий, достаточно показать, что их можно 

применять и к отдельным профилям, и что для отдельных профи-

лей условие теоремы так же вытекает из условия следствия, как 

и для всей игры. 

В основу теоремы также необходимо включить обобщённое 

условие квазивогнутости. В теореме 7.1, чтобы обеспечить его 

выполнение, в определение лучшей безопасной альтернативы 

было включено условие «в выпуклом множестве». Оно формули-

ровалось так: «∀𝑠 ∉×𝑖=1
𝑁 𝑄𝑖(𝑠−𝑖), ∃𝑗: 𝑠𝑗 ∉ 𝑐𝑜(𝑄𝑗(𝑠−𝑗))

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ». Теперь 

необходимо извлечь это свойство из определения лучшей без-

опасной альтернативы и сформулировать более удобным обра-

зом, как свойство совокупности множеств безопасности игроков. 

Это можно сделать в следующей лемме. 

Лемма 8.1.  Пусть дана игра 𝐺(𝑆𝑖, 𝑢𝑖)𝑖=1
𝑁  с множествами 

безопасных стратегий 𝑄𝑖(𝑠−𝑖), тогда два условия являются эк-

вивалентными:  
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– ∀𝑠 ∉×𝑖=1
𝑁 𝑄𝑖(𝑠−𝑖), ∃𝑗: 𝑠𝑗 ∉ 𝑐𝑜(𝑄𝑗(𝑠−𝑗))

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ; 

– {𝑠: 𝑠𝑖 ∈  𝑄𝑖(𝑠−𝑖), ∀𝑖} = {𝑠: 𝑠𝑖 ∈  𝑐𝑜(𝑄𝑖(𝑠−𝑖))̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅, ∀𝑖}. 
Доказательство.  Рассмотрим любой профиль 𝑠∗ . 
𝑠∗ ∉×𝑖=1

𝑁 𝑄𝑖(𝑠−𝑖) ⇔ 𝑠∗ ∉  {𝑠: 𝑠𝑖 ∈  𝑄𝑖(𝑠−𝑖), ∀𝑖}. 

∃𝑗: 𝑠𝑗 ∉ 𝑐𝑜(𝑄𝑗(𝑠−𝑗))
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ⇔ 𝑠∗ ∉  {𝑠: 𝑠𝑖 ∈  𝑐𝑜(𝑄𝑖(𝑠−𝑖))̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅, ∀𝑖}. 

Значит, первое условие леммы можно переписать следую-

щим образом. 

𝑠∗ ∉  {𝑠: 𝑠𝑖 ∈  𝑄𝑖(𝑠−𝑖), ∀𝑖} ⇒ {𝑠: 𝑠𝑖 ∈  𝑐𝑜(𝑄𝑖(𝑠−𝑖))̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅, ∀𝑖}. 
Поскольку множество безопасных профилей  {𝑠: 𝑠𝑖 ∈

 𝑄𝑖(𝑠−𝑖), ∀𝑖} ⊆ {𝑠: 𝑠𝑖 ∈  𝑐𝑜(𝑄𝑖(𝑠−𝑖))̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅, ∀𝑖} , то первое условие будет 

эквивалентно следующему: 

𝑠∗ ∈ {𝑠: 𝑠𝑖 ∈  𝑄𝑖(𝑠−𝑖), ∀𝑖} ⇒ 𝑠
∗ ∈ {𝑠: 𝑠𝑖 ∈  𝑐𝑜(𝑄𝑖(𝑠−𝑖))̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅, ∀𝑖}. 

А это и означает, что второе условие леммы выполнено. □ 

Доказанная лемма позволяет выделить и определить нужное 

свойство множеств безопасности игроков.  

Определение 8.1.  В игре 𝐺(𝑆𝑖, 𝑢𝑖)𝑖=1
𝑁  с множествами безопас-

ности игроков 𝑄𝑖(𝑠−𝑖) множество безопасных профилей нерас-

ширяемо (выпуклыми оболочками безопасных стратегий), если 

{𝑠: 𝑠𝑖 ∈  𝑄𝑖(𝑠−𝑖), ∀𝑖} = {𝑠: 𝑠𝑖 ∈  𝑐𝑜(𝑄𝑖(𝑠−𝑖))
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅, ∀𝑖}.  

Ещё два усиливающих теорему условия – ослабление на под-

множества безопасных стратегий  �̃�𝑖(𝑠−𝑖) ⊆ 𝑄𝑖(𝑠−𝑖) и на подмно-

жества стратегий 𝐵𝑖 ⊆ 𝑆𝑖 – будут сформулированы как локаль-

ный вариант теоремы вместе с уточнёнными для этого случая ва-

риантами определений. Базовый вариант теоремы будет иметь 

следующий вид. 

Теорема 8.1.  Игра 𝐺(𝑆𝑖, 𝑢𝑖)𝑖=1
𝑁  компактна; квазивогнута на 

безопасных стратегиях; её множество безопасных профилей не-

расширяемо; с сильными угрозами; для любого профиля 𝑠 ∈ 𝑆: 

либо гарантирует выигрыш на безопасных стратегиях и вза-

имно-верхнеполунепрерывна в безопасных стратегиях; либо га-

рантирует лучший ответ в безопасных стратегиях; тогда 

в игре G существует РБС. 

Доказательство.  Сведём условия теоремы 8.1 к условиям 

теоремы 6.1 (построенной на условиях теоремы Рени). Для этого 
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надо сделать две вещи. Во-первых, доказать, что можно рассмат-

ривать условия гарантирования лучшего ответа, взаимной верх-

ней полунепрерывности и гарантирования выигрыша на отдель-

ных профилях, а не только в игре в целом, как доказано Рени 

в [14], и показать, что и для отдельных профилей из первого 

и второго следует третье. Для этого надо привести соответствую-

щую часть доказательства из статьи Рени и убедиться, что оно 

действительно и на отдельных точках. Во-вторых, необходимо 

свести условия теоремы 8.1 к случаю с выпуклыми множествами 

безопасности и потом доказать, что найденное для них равнове-

сие попадает в множества безопасности и для новой теоремы. 

1.  В условии теоремы «либо – либо» одна из альтернатив, взя-

тая в целом для игры, строго сильнее другой. Если выполняется 

первая, то выполняется и вторая (но первую для задач проверять 

легче). То есть если мы покажем, что для всех профилей игры 

верна вторая альтернатива, то эта часть будет доказана. Приведём 

рассуждения из доказательства утверждения Рени примени-

тельно к нашему случаю. Пусть для профиля 𝑠∗ игра гарантирует 

выигрыш на безопасных стратегиях и взаимно-верхнеполунепре-

рывна на безопасных стратегиях. То есть в профиле 𝑠∗   ∀𝑖, ∀𝜀 > 0: 
игрок i может гарантировать себе выигрыш  𝑢𝑖(𝑠

∗) − 𝜀 в 𝑠∗. Если 𝑠∗ 

не является равновесием Нэша, то рассмотрим ∀(𝑠∗, 𝑢∗) ∈ Γ(�̅�)̅̅ ̅̅ ̅̅ . 

Тогда либо ∃𝑖: 𝑢𝑖(𝑠
∗) > 𝑢𝑖

∗, либо ∀𝑖: 𝑢𝑖(𝑠
∗) = 𝑢𝑖

∗. В первом случае, 

согласно взаимной верхней полунепрерывности, берём 𝑠𝑖
′ = 𝑠𝑖

∗. 

Во втором случае, согласно той же взаимной верхней полунепре-

рывности и потому, что  𝑠𝑖
∗ не является равновесием Нэша, 

∃𝑖, ∃ 𝑠𝑖
′: 𝑢𝑖(𝑠𝑖

′, 𝑠−𝑖
∗ ) > 𝑢𝑖

∗. В обоих случаях, согласно свойству га-

рантирования выигрыша, игрок i может гарантировать себе 

в (𝑠𝑖
′, 𝑠−𝑖

∗ ), а значит, и в 𝑠∗, выигрыш 𝑢𝑖(𝑠𝑖
′, 𝑠−𝑖

∗ ) > 𝑢𝑖
∗. Свойство га-

рантирования лучшего ответа для 𝑠∗ доказано.  

Итак, для любого профиля из более сильного условия тео-

ремы вытекает более слабое, а этого более слабого достаточно 

для выполнения утверждения теоремы. Более слабое условие, та-

ким образом, выполняется для всех профилей игры и, соответ-

ственно, для игры в целом. 

2.  Обобщённая казивогнутость. В теореме 6.1 результат был 

доказан для случая выпуклых множеств безопасных стратегий. 
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Рассмотрим игру, обрезанную на выпуклых замыканиях безопас-

ных множеств: �̅̅�(𝑆𝑖, �̅̅�𝑖), �̅̅�𝑖(𝑠) = {
�̂�𝑖(𝑠), 𝑠𝑖 ∈  𝑐𝑜(𝑄𝑖(𝑠−𝑖)),

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

𝐶min, 𝑠𝑖 ∉ 𝑐𝑜(𝑄𝑖(𝑠−𝑖))
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅,

 где 

�̂�𝑖(𝑠) – квазивогнутая оболочка выигрыша 𝑢𝑖(𝑠) игрока i на мно-

жестве 𝑐𝑜(𝑄𝑖(𝑠−𝑖))
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅. Для этой игры теорема 6.1 верна, т.е. в этой 

игре существует равновесие Нэша 𝑠∗. Теперь остаётся доказать, 

что это равновесие Нэша попадает в множества безопасных страте-

гий всех игроков: 𝑠𝑖
∗ ∈ 𝑄𝑖(𝑠−𝑖

∗ ), ∀𝑖. Это следует из того, что множе-

ство безопасных стратегий расширяемо: {𝑠: 𝑠𝑖 ∈  𝑐𝑜(𝑄𝑖(𝑠−𝑖))
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅, ∀𝑖} =  

= {𝑠: 𝑠𝑖 ∈  𝑄𝑖(𝑠−𝑖), ∀𝑖}. Действительно, если допустим, что 

∃𝑖: 𝑠𝑖
∗ ∉ 𝑄𝑖(𝑠−𝑖

∗ ), то, по лемме 8.1 найдётся игрок j, для которого 

𝑠𝑗
∗ ∈  𝑐𝑜(𝑄𝑗(𝑠−𝑗

∗ ))̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ . Для этого игрока �̅̅�𝑗(𝑠
∗) = 𝐶𝑚𝑖𝑛 и, по условию 

сильных угроз, ∃𝑗: �̅̅�𝑗(𝑠𝑗
′, 𝑠−𝑗

∗ ) > �̅̅�𝑗(𝑠
∗). Получено противоречие. 

Таким образом, все отличия теоремы 8.1 от условий тео-

ремы 6.1 устранены и новое утверждение доказано сведением 

к уже доказанному предыдущему. □  

Локальный вариант теоремы 8.1. Практически работаю-

щий вариант теоремы должен быть локальным, так как гло-

бально, на всём множестве 𝑆𝑖, требования теоремы не выполня-

ются почти нигде, ни на одной из рассмотренных задач. Для того 

чтобы получить его, надо внести в имеющуюся формулировку 

два изменения, две поправки в множества, на которых ищутся 

равновесные точки. Совершить два перехода. Во-первых, пе-

рейти от множества безопасных стратегий к некоторому его под-

множеству: 𝑄𝑖(𝑠−𝑖) ⊆ 𝑆𝑖 → �̃�𝑖(𝑠−𝑖) ⊆ 𝑄𝑖(𝑠−𝑖). Во-вторых, для 

окружения рассматривать не всё множество стратегий, а только 

его подмножество: 𝑆−𝑖 → 𝐵−𝑖 ⊆ 𝑆−𝑖. 
Локальный вариант условия в прямоугольном подмножестве 

𝑠 ∈ 𝐵 =×𝑖=1
𝑁 𝐵𝑖 , 𝐵𝑖 ⊆ 𝑆𝑖 был введён в определении 2.10 как усло-

вие сильных угроз в B, и на его основе сформулирована тео-

рема 2.3 как локальный вариант теоремы 2.2. Локальный вариант 

двух малых теорем 6.1 и 6.2 по теореме и следствию Рени был 

дан как теоремы 6.1′ и 6.2′. Для первого варианта большой тео-

ремы случай подмножества безопасных стратегий был оформлен 

через определения 7.4, 7.5 лучшей безопасной альтернативы 
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на BSA множествах для базового варианта теоремы и уточнён 

через определение 7.6 квазивогнутости на BSA множествах как 

следствие этой теоремы. Окончательный локальный вариант этой 

большой теоремы потребовал уточнения определений 3.1′, 3.2′, 

3.5′, 3.6′ и был представлен как теорема 7.1′. 

Аналогичным образом соберём и перепишем для случая «на 

безопасном подмножестве �̃� в множестве B» все определения, 

прямо или косвенно требуемые условиями теоремы 8.1. Соби-

раем в единый блок все упоминаемые там понятия, определения: 

2.8 сильной угрозы (для профиля, игрока, игры), 6.2 гарантиро-

ванного безопасного ответа (для окружения, игрока), 6.4 гаран-

тированного лучшего ответа в безопасных стратегиях (для 

стратегии, = для профиля & игрока), 6.5 гарантированного луч-

шего ответа в безопасных стратегиях (для игры), 6.6 гаранти-

рованного выигрыша в безопасных стратегиях (для стратегии), 

6.7 гарантированного выигрыша в безопасных стратегиях (для 

игры), 6.8 взаимной верхней полунепрерывности в безопасных 

стратегиях (для игры), 7.3 квазивогнутости в безопасных стра-

тегиях (для игры), 8.1 нерасширяемости множества безопасных 

профилей (для игры). 

Итак, пусть для игры 𝐺(𝑆𝑖, 𝑢𝑖)𝑖=1
𝑁  заданы прямоугольные 

подмножества стратегий 𝐵 =×𝑖=1
𝑁 𝐵𝑖 , 𝐵𝑖 ⊆ 𝑆𝑖 и подмножества без-

опасных стратегий �̃�𝑖(𝑠−𝑖) ⊆ 𝑄𝑖(𝑠−𝑖) ∩ 𝐵𝑖 ⊆ 𝑆𝑖, ∀𝑖, ∀𝑠−𝑖 ∈ 𝐵−𝑖 , 
а также соответствующие подмножества безопасных профилей 

�̃�(𝑖) = {𝑠: 𝑠𝑖 ∈  �̃�𝑖(𝑠−𝑖), ∀𝑖}. 

Определение 2.8′.  Угроза игроку i в профиле 𝑠 ∈ (𝑆𝑖, 𝐵−𝑖) 
является сильной по отношению к подмножеству безопасных 

стратегий �̃�, если существует безопасная стратегия  

𝑠′ = (𝑠𝑖
′, 𝑠−𝑖), 𝑠𝑖 ∈  �̃�𝑖(𝑠−𝑖)  такая, что 𝑢(𝑠′) = 𝑣(𝑠′) > 𝑣(𝑠). Для 

игрока i в игре G выполняется условие сильных угроз относи-

тельно подмножества безопасных стратегий �̃� в B, если для 

него содержащиеся в любом профиле 𝑠 ∈ (𝑆𝑖, 𝐵−𝑖), не содержа-

щимися в подмножестве безопасных стратегий, угрозы являются 

сильными по отношению к подмножеству безопасных страте-

гий �̃�. Игра G называется игрой с сильными угрозами относи-

тельно подмножества безопасных стратегий �̃� в B, если для 
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всех игроков в ней выполняется условие сильных угроз относи-

тельно подмножества безопасных стратегий �̃� в B.  

Определение 6.2′.  Игрок i имеет гарантированный без-

опасный ответ на подмножестве безопасных стратегий �̃� в B 

при окружении  𝑠−𝑖 ∈ 𝐵−𝑖, если ∃𝑠𝑖
′ ∈ 𝐵𝑖, ∃ открытая окрестность 

𝑈𝑠−𝑖 ⊆ 𝐵−𝑖, ∀𝑠−𝑖
′ ∈ 𝑈𝑠−𝑖: 𝑠

′ = (𝑠𝑖
′, 𝑠−𝑖

′ ) ∈ �̃�(𝑖). Игрок i имеет гаран-

тированный безопасный ответ на подмножестве безопасных 

стратегий �̃� в B в игре 𝑮, если он его имеет при любых окруже-

ниях.  

Определение 6.4′.  Безопасная стратегия 𝑠𝑖 игрока i в про-

филе 𝑠 ∈ (𝑆𝑖, 𝐵−𝑖), не являющемся РБС, имеет гарантирован-

ный лучший ответ на подмножестве безопасных стратегий �̃� 

в B, если  ∀(𝑠, 𝑢) ∈ 𝛤(�̅�)̅̅ ̅̅ ̅̅ , ∃𝛼 > 𝑢𝑖, ∃𝑠𝑖
′ ∈ �̃�𝑖(𝑠−𝑖), ∃ открытая 

окрестность 𝑈𝑠−𝑖 ⊆ 𝐵−𝑖:  ∀𝑠−𝑖
′ ∈ 𝑈𝑠−𝑖:  𝑠

′ = (𝑠𝑖
′, 𝑠−𝑖

′ ) ∈ �̃�(𝑖) (без-

опасен для i) и 𝑢𝑖(𝑠
′) ≥ 𝛼 > 𝑢𝑖.  

Определение 6.5′.  Игра  𝐺(𝑆𝑖, 𝑢𝑖)𝑖=1
𝑁  гарантирует лучший 

ответ на подмножестве безопасных стратегий �̃� в B, если  

∀𝑠 ∈ 𝐵   ∃ игрок i такой что: он имеет гарантированный безопас-

ный ответ на подмножестве безопасных стратегий �̃� в B, если его 

стратегия 𝑠𝑖 не безопасна, и гарантированный лучший ответ на 

подмножестве безопасных стратегий �̃� в B, если его стратегия 𝑠𝑖 
безопасна.  

Определение 6.6′.  Безопасная стратегия 𝑠𝑖 игрока i в про-

филе 𝑠 ∈ (𝑆𝑖, 𝐵−𝑖) имеет гарантированный выигрыш на под-

множестве безопасных стратегий �̃� в B, если  ∀𝜀 > 0, 
∃𝑠𝑖
′ ∈ �̃�𝑖(𝑠−𝑖), ∃ открытая окрестность 𝑈𝑠−𝑖 ⊆ 𝐵−𝑖:  ∀𝑠−𝑖

′ ∈ 𝑈𝑠−𝑖 : 

 𝑠′ = (𝑠𝑖
′, 𝑠−𝑖

′ ) ∈ �̃�(𝑖) (безопасен для i) и 𝑢𝑖(𝑠
′) ≥ 𝑢𝑖(𝑠) − 𝜀 . 

Определение 6.7′.  Игра  𝐺(𝑆𝑖, 𝑢𝑖)𝑖=1
𝑁  гарантирует выигрыш 

на подмножестве безопасных стратегий �̃� в B, если для  

∀𝑠 ∈ 𝐵, ∀ игрока i: имеется гарантированный безопасный ответ 

на подмножестве безопасных стратегий �̃� в B, если его стратегия 

𝑠𝑖 не безопасна, и гарантированный выигрыш на подмножестве 

безопасных стратегий �̃� в B, если его стратегия 𝑠𝑖 безопасна.  

Определение 6.8′.  Игра 𝐺(𝑆𝑖, 𝑢𝑖)𝑖=1
𝑁  взаимно-верхнеполуне-

прерывна в подмножестве безопасных стратегий (в.в.п.н.п.б.с.) 



 

Системный анализ 

57 

в профиле 𝑠 ∈ 𝐵, если для соответствующей этой игре обрезан-

ной на подмножестве безопасных стратегий игры �̅�(𝑆𝑖, �̅�𝑖)𝑖=1
𝑁  для 

∀(𝑠, 𝑢) ∈ 𝛤(�̅�)̅̅ ̅̅ ̅̅  выполняется условие: 𝑢𝑖(𝑠) ≤ 𝑢𝑖, ∀𝑖 ⇒   
𝑢𝑖(𝑠) = 𝑢𝑖, ∀𝑖. Игра 𝐺(𝑆𝑖, 𝑢𝑖)𝑖=1

𝑁  в.в.п.н.п.б.с. в B, если она 

в.в.п.н.п.б.с. любом профиле 𝑠 ∈ 𝐵. 

Определение 7.3′.  Игра 𝐺(𝑆𝑖, 𝑢𝑖)𝑖=1
𝑁  квазивогнута на под-

множестве безопасных стратегий �̃� в B, если функция выиг-

рыша каждого игрока i совпадает с ее квазивогнутой оболочкой 

на подмножестве безопасных стратегий этого игрока, т.е. 

∀𝑖, ∀𝑠: 𝑠𝑖 ∈ �̃�𝑖(𝑠−𝑖) выполняется 𝑢𝑖(𝑠) = �̂�𝑖(𝑠). 

Определение 8.1′.  В игре 𝐺(𝑆𝑖, 𝑢𝑖)𝑖=1
𝑁  с подмножествами без-

опасности игроков �̃�𝑖(𝑠−𝑖) подмножество безопасных профи-

лей нерасширяемо (выпуклыми оболочками безопасных страте-

гий), если: 

{𝑠: 𝑠𝑖 ∈  �̃�𝑖(𝑠−𝑖), ∀𝑖} = {𝑠: 𝑠𝑖 ∈  𝑐𝑜 (�̃�𝑖(𝑠−𝑖))
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

, ∀𝑖}.  

Теперь есть всё необходимое, чтобы сформулировать ло-

кальный вариант теоремы 8.1, т.е. её окончательный вариант, хо-

рошо работающий на прикладных задачах. 

Теорема 8.1′.  Игра 𝐺(𝑆𝑖, 𝑢𝑖)𝑖=1
𝑁 : компактна; квазивогнута 

на подмножестве безопасных стратегий �̃� в B; её подмноже-

ство безопасных профилей нерасширяемо; с сильными угрозами 

относительно подмножества безопасных стратегий �̃� в B; для 

любого профиля 𝑠 ∈ 𝑆: либо гарантирует выигрыш на подмно-

жестве безопасных стратегий �̃� в B и взаимно-верхнеполунепре-

рывна на подмножестве безопасных стратегий �̃� в B; либо га-

рантирует лучший ответ на подмножестве безопасных стра-

тегий �̃� в B; – тогда в игре G существует РБС. 

Комментарий.  Утверждение теоремы остаётся корректным 

при переходе от множества безопасных стратегий к их подмно-

жеству, – это следует из того, что при переходе от определения 

2.8 к 2.8′ это более узкое множество оказывается в точно таком 

же отношении ко всем не входящим в него профилям, как более 

широкое множество в прежнем глобальном варианте теоремы. 

Все последующие понятия и рассуждения строятся на конструк-

ции обрезанной функции, которая изначально намеренно была 
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сформулирована безотносительно к тому, что отсекаемые ей зна-

чения функции выигрыша имеют именно небезопасную природу. 

Поэтому все рассуждения сохраняют свою силу и при переносе 

на более узкое множество при условии, что выполняется опреде-

ление 2.8′. 

Доказательство.  Рассмотрим игру 𝐺𝐵
′ (𝐵𝑖, �̂�𝑖

′(𝑠))𝑖=1
𝑁  , где 

�̂�𝑖
′(𝑠) – функция выигрыша обрезанная на BSA-множестве 

�̃�𝑖(𝑠−𝑖). Эта игра компактна, квазивогнута (так как исходная игра 

G квазивогнута на BSA-множестве). По условию теоремы исход-

ная игра G: либо гарантирует выигрыш на подмножестве безопас-

ных стратегий �̃� в B и взаимно-верхнеполунепрерывна на под-

множестве безопасных стратегий �̃� в B; либо гарантирует луч-

ший ответ на подмножестве безопасных стратегий �̃� в B. Из этого 

следует, что игра 𝐺𝐵
′  гарантирует лучший ответ. 

Игра 𝐺𝐵
′  компактна, квазивогнута, гарантирует лучший от-

вет; следовательно, по теореме 3.1. (Рени): ∃𝑠∗ ∈ 𝐵 – равновесие 

Нэша этой игры. 

Рассмотрим профиль 𝑠∗ в исходной игре, произвольное от-

клонение 𝑠𝑖
′ произвольного игрока i от него, профиль (𝑠𝑖

′, 𝑠−𝑖
∗ ). 

Рассмотрим безопасный выигрыш в этом профиле 𝑣𝑖(𝑠𝑖
′, 𝑠−𝑖

∗ ). Так 

как 𝑠∗ – равновесие Нэша в игре 𝐺𝐵
′  и по условию теоремы игра 

G – с сильными угрозами относительно подмножества безопас-

ных стратегий �̃� в B, то из этого следует, что 𝑣𝑖(𝑠𝑖
′, 𝑠−𝑖

∗ ) ≤ 𝑣𝑖(𝑠
∗). 

То есть 𝑠∗– равновесие Нэша игры угроз игра �̃�(𝑆𝑖, 𝑣𝑖)𝑖=1
𝑁 . При 

этом если 𝑠𝑖
′ ∉ �̃�𝑖(𝑠−𝑖

∗ ), то 𝑣𝑖(𝑠𝑖
′, 𝑠−𝑖

∗ ) < 𝑣𝑖(𝑠
∗). Профиль 𝑠∗ безопа-

сен. Из этого, по теореме 2.1, следует, что 𝑠∗ является РБС исход-

ной игры G. □  

В заключение рассмотрения теоремы 8.1′ можно добавить, 

что хотя её формулировка выглядит очень тяжеловесно, но тем 

не менее она весьма полезна. Дело в том, что локальная теорема 

требует выполнения намного меньших условий, чем теорема 8.1. 

А именно, условие сильных угроз должно выполняться на мно-

жествах 𝑠 ∈ (𝑆𝑖, 𝐵−𝑖)   ∀𝑖, а для всех других условий теоремы до-

статочно выполнения на локальном множестве B. Чего и хотелось 

изначально добиться. Это позволяет рассматривать игры на ма-

леньком подмножестве, имеющем внутри себя хорошие свойства 
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и обладающем преимуществом сильных угроз при любых одно-

сторонних отклонениях за его пределы. За этими границами игра 

может вести себя как угодно плохо (ну разве что компактность 

игры там требуется), но если в игровой задаче удастся найти та-

кое удобное подмножество, которое можно интерпретировать 

как область неантагонистичности игры, то к ней можно приме-

нять теорему и делать вывод о существовании в игре РБС. 

9. Заключение  

Целью статьи является продемонстрировать метод констру-

ирования теорем существования РБС из имеющихся в литературе 

теорем существования равновесий Нэша (в чистых стратегиях). 

Приведен весь ряд необходимых утверждений – от метатеоремы 

и исходных теорем из источников до рабочих теорем, которые 

могут применяться к задачам. Чтобы объединить и привести в од-

ной публикации всю цепочку теоретических результатов, потре-

бовался достаточно большой объем статьи. Тестирование рабо-

чих теорем на задачах планируется вынести в отдельную публи-

кацию. 

Общая схема получения рабочих теорем следующая. В раз-

деле 2 приведены теоремы, опубликованные ранее в статьях 

[3, 4]. В теореме 2.1 представлено необходимое и достаточное 

условие существования РБС, которое проясняет необходимость 

использования игры угроз с безопасным выигрышем, взятом в ка-

честве целевой функции. Метатеорема 2.1 представляет цен-

тральный теоретический результат, положенный в основу ме-

тода. В теореме 2.3 представлен локальный вариант теоремы, ко-

торый является рабочим, т.е. достаточен для применения к зада-

чам. 

Существенным новым материалом, опубликованным в дан-

ном разделе, является описание метода приведения исходной тео-

ремы (который в источниках может быть сформулирован различ-

ными способами) к стандартному виду, что позволило построить 

предлагаемый метод в форме метатеоремы. Все различия исход-

ных теорем были свернуты внутри переменной части, обозначен-

ной как (#). После этого все соответствующие конкретные фор-

мулировки, приведенные к стандартному виду, могут далее 
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вставляться в гнездо внутри метатеоремы. Применение метода, 

приведение исходной теоремы к стандартному виду и получение 

из него конкретной теоремы существования РБС было пояснено 

примером 2.1. 

В разделе 3 приведены две исходные теоремы из работы [14], 

теорема 3.1 и следствие 3.1. Они изложены нарочито подробно, 

с обильным цитированием источника, что необходимо для иллю-

страции метода. 

В разделе 4 приводится подробная интерпретация условий 

теорем Рени, в сравнении с так же подробно приведенным слу-

чаем теоремы Дебре (теорема 4.1), приведенным к стандартному 

виду (теорема 4.2), и полученной теоремой существования РБС 

(теорема 4.4). Эта теорема была первоначально сформулирована 

и опубликована в статье [12]. Далее в завершение раздела 4 и раз-

деле 5 приводится подробный анализ теоремы Рени, на ряде при-

меров, условие теоремы трактуется как условие отсутствия точек 

перескока или точек, гарантирующих лучший ответ. 

В разделе 6 строятся формально, по методу метатеоремы два 

критерия существования РБС по исходной теореме Рени (тео-

рема 6.1) и по следствию Рени (теорема 6.2). По ним сформиро-

ваны локальные варианты теорем 6.1′ и 6.2′. 

Первоначально предполагалось этим и ограничиться. Но при 

попытках применить эти теоремы к прикладным задачам выясни-

лись многочисленные трудности и проблемы. Оказалось, что 

требуемые построенными формально теоремами условия для за-

дач (Хотеллинга и Таллока – Скапердаса) не выполняются, ни 

одно из них (!). 

1. Квазивогнутость (на безопасных стратегиях) не выполня-

ется даже для самой простой из моделей – задачи Хотеллинга, так 

как не выполняется условие выпуклости для множеств безопас-

ных стратегий: они часто даже не являются связными. Множе-

ство безопасных профилей в задаче Хотеллинга не выпукло за 

счёт безопасных профилей с нулевым выигрышем. 

2. Гарантированность выигрыша также не выполняется, 

например для игры цен в задаче Хотеллинга при определённых 

условиях: при сильно несимметричном расположении игроков на 

отрезке и случая, когда максимум безопасных стратегий одного 
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игрока лежит на границе безопасных стратегий, а другого – на 

максимуме целевой функции. 

3. Компактность множества безопасных профилей и страте-

гий не выполняется почти на всех задачах за счёт тех областей 

безопасных профилей, которые не содержат свою границу. 

4. Верхняя полунепрерывность также не выполняется, так 

как встречаются точки недостигаемых пределов, принадлежащие 

замыканию графика целевой функции, но не принадлежащие са-

мому графику. 

Таким образом, чтобы довести теоремы до применимости, 

пришлось провести их существенную доработку. При этом ста-

вилась цель, чтобы новая усложнённая теорема была применима 

ко всем тестовым задачам. Были внесены следующие изменения. 

А.  Было введено подмножество множества безопасных 

стратегий �̃�𝑖(𝑠−𝑖) вместо 𝑄𝑖(𝑠−𝑖 ). Это минимальное, самое про-

стое изменение можно было ввести чисто формально. 

Б.  Были введены (для теоремы 7.1) дополнительные условия 

и определения непрерывности во внутренних безопасных стра-

тегиях и гарантирования выигрышей на границе безопасных 

стратегий для корректной работы с граничными точками мно-

жеств безопасных стратегий. 

В.  Вместо обрезанной функции выигрыша была использована 

функция безопасного выигрыша, которая вела себя непрерывно, 

по крайней мере на рассмотренных задачах, т.е. угрозы в окрест-

ности особой краевой точки, где нарушалось условие гарантиро-

ванного выигрыша, были малы (это не обязательно должно быть 

так). 

Г.  В некоторых случаях альтернативой функции безопасного 

выигрыша (для несимметричной задачи Хотеллинга) оказалось 

использование в качестве исходной теоремы не следствия Рени, 

как это фактически общепринято, а исходной теоремы Рени. То 

есть соответствующий аналог теоремы 3.1 сильнее следствия 3.1. 

Д.  Очень много пришлось поработать над условием выпукло-

сти множеств безопасных стратегий, заменив исходные неквази-

вогнутые функции их минимальными квазивогнутыми оболоч-

ками, введя сложное условие на выпуклость внутрь определения 

лучшей гарантированной альтернативы (лучшая безопасная аль-

тернатива в выпуклом множестве).  
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Е.  В качестве альтернативного подхода (для теоремы 8.1) был 

применён комбинированный вариант одновременного примене-

ния условий следствия Рени (для почти всех точек, где он выпол-

нялся) и более сложных условия теоремы Рени (там, где более 

простые и одновременно более жёсткие условия не проходили). 

При реализации этого плана и сами применяемые конструк-

ции, и доказательство результатов существенно усложнилось, 

тем не менее удалось получить две работающие теоремы. Если 

попытаться сравнить их, то однозначного преимущества ни од-

ной из них не видно, у каждой есть и достоинства, и недостатки: 

в теореме 7.1 приходится обращаться к значениям функций за 

пределами безопасных множеств; в теореме 8.1 приходится при-

менять тяжёлые для проверки условия теоремы Рени к отдельным 

профилям, где не проходят условия следствия Рени, но по край-

ней мере только для отдельных плохих точек. В итоге получено 

две мощных теоремы с хорошей применимостью. По мощности 

они одинаково проходят этот тест на прикладных задачах (в ло-

кальном варианте). Но получить идеал всё-таки не удалось – по-

лучено два компромиссных, как бы дополнительных друг по от-

ношению к другу варианта. Итак, в разделах 7 и 8 приведены фор-

мулировки и доказательства теорем, модифицированные под тре-

бования задач (7.1 и 8.1), а также их локальные (рабочие) вари-

анты (7.1′ и 8.1′). Тестирование полученных теорем на задачах 

будет рассмотрено в отдельной статье. Все предложенные в ста-

тье теоремы можно свести в таблицу:  

 

 Мета- 

теорема 

Дебре Рени,  

теорема 

Рени, 

следствие 

Исходные  

теоремы 

2.2 4.1, 4.2 3.1 Следствие 

3.1 

Теоремы сущ. РБС 

(формальн.) 

2.3 4.3 6.1 6.2 

Локальные  

варианты 

  6.1′ 6.2′ 

Модиф. под  

задачи вариант 

  7.1, след-

ствие 7.1 

8.1 

Рабочий вариант 2.3 4.3 7.1′ 8.1′ 
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Abstract: The paper is a continuation of the cycle of papers in 2018-2023 devoted to 

the theoretical justification of equilibrium in secure strategies (EinSS) as a concept 

of solving non-cooperative games in pure strategies.A method for constructing EinSS 

existence theorems from known Nash equilibrium (NE) existence theorems is pre-

sented. In particular, theorems for the existence of Nash equilibria are formulated in 

a standard form and are inserted as a condition into the meta-theorem for the exist-

ence of EinSS. According to this method, two theorems for the existence of EinSS are 

derived and proven based on the theorem of Reny (1999) on the existence of Nash 

equilibria. The general scheme of deriving existence theorems is as follows.  Section 

2 summarizes the theorems published in the author's previous papers. Section 3 pre-

sents two original theorems from Reny's paper. Section 4 gives a detailed interpreta-

tion of the conditions of Reni's theorems, compared to the conditions of Debre's the-

orem. Section 5 gives a detailed analysis of Reni's theorem. Using a number of ex-

amples, the condition of the theorem is interpreted as the condition that there are no 

jump points or points that guarantee the best answer. Section 6 constructs formally, 

by the method of meta-theorem, two existence criteria for EinSS that use the original 

NE existence theorems. In Sections 7 and 8, two theorems are formulated and proved, 

which are specifically refined for solving applied problems (Hotelling's spatial com-

petition, Tullock's rent competition, Bertrand – Edgeworth oligopoly). All considered 

theorems are summarized in a final table. 

Keywords: equilibrium in secure strategies, Nash equilibrium, existence the-

orems, Reny’s existence theorem, Hotelling's spatial competition, 

Tullock – Skaperdas rent-seeking contest. 
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