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Выбранный класс математических моделей определяет методы, применяемые
при исследовании системы или процесса, подходы к управлению ими. Одним
из направлений управления структурой модели является ее редукция, понима-
емая как сокращение числа факторов с целью построения менее ресурсоемкой
с точки зрения использования вычислительных ресурсов модели. Данная зада-
ча может быть отнесена к понятию математического ремоделирования —
построения новой модели на основе известной. Среди способов решения та-
кой задачи стоит выделить анализ чувствительности модели по факторам,
который можно провести различными способами. Один из таких способов ос-
нован на применении метода анализа конечных изменений для нахождения мер
чувствительности. В основе этого метода — использование теоремы Лагран-
жа о промежуточной точке. Указанная теорема позволяет получить точное
разложение конечного приращения отклика модели как взвешенной суммы ко-
нечных приращений ее факторов. В статье описывается подход, позволяю-
щий произвести анализ чувствительности такого типа на каждом из уровней
иерархической системы, а также сквозной анализ, предполагающий нахожде-
ние оценок мер влияния выходов моделей предшествующих уровней на выход
модели верхнего уровня. Представлены численные примеры, демонстрирую-
щие применимость метода. В качестве класса моделей, описывающих уровни
иерархии системы, использованы классические полносвязные нейронные сети.
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1. Введение

Выбранный класс математических моделей определяет мето-
ды, применяемые при исследовании системы или процесса, под-
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ходы к управлению ими. Методы оценки построенной модели
(квалиметрирования) могут быть разделены на две группы [4]:
управление свойствами выборки и управление свойствами самой
математической модели. Управление свойствами выборки позво-
ляет решить задачу построения несмещенных выборок экспери-
ментальных данных, нахождения несмещенных оценок диспер-
сий случайных величин, построения доверительных интервалов
и проверки статистических гипотез. Решению таких задач по-
священо большое количество классических работ, среди которых
необходимо отметить работы Эфрона [7]. Управление свойствами
модели может преследовать решение задач редуцирования, функ-
ционального, структурного и параметрического преобразования
модели, агрегации, декомпозиции. Под редуцированием понима-
ется процесс снижения размерности модели и трудоемкости вы-
числений по ней. Направлениями решения этой задачи являют-
ся методы планирования эксперимента, методы анализа чувстви-
тельности, а также достаточно большие классы статистических
и аналитических подходов [13]. Многие реальные процессы мо-
гут быть представлены в виде заданной последовательности под-
процессов, находящихся в иерархическом подчинении [2]. Также
редукция модели интерпретируется как один из подходов мате-
матического ремоделирования [11].

Анализ чувствительности — это исследование того, как
неопределенность входных данных влияет на неопределенность
выходов системы [3, 10]. Такое определение предполагает иссле-
дование связи поведения отклика системы с изменениями ее фак-
торов с целью определить, какой вклад каждый из факторов вно-
сит в изменение отклика. В зависимости от используемых ин-
струментов предложены различные подходы к оценке чувстви-
тельности модели. Некоторые из них универсальны, другие могут
быть применены только в том случае, если модель имеет заранее
определенную структуру. Следует отметить, что в последнее де-
сятилетие интерес к исследованию чувствительности в приклад-
ных задачах возрос. Среди примеров таких задач можно приве-
сти применение анализа чувствительности в медицине. В работе
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[9] параметрический метод локального анализа чувствительности
применяется к модели кровеносной системы человека для выяв-
ления наиболее важных ее электрических и структурных фак-
торов. В работе [15] используются индексы Соболя, применен-
ные к модели коронавирусной инфекции для изучения индиви-
дуальных эффектов ее факторов, а также их взаимного влияния
параметров на выходные переменные модели. В работе [8] про-
веден глобальный анализ чувствительности на основе коэффи-
циента корреляции частичных рангов для выявления ключевых
параметров, вносящих наиболее существенный вклад в абсорб-
цию и распределение лекарств и наночастиц в различных органах
человеческого тела. Еще одна область, где широко применяется
анализ чувствительности, — экологические исследования. Напри-
мер, исследование [12] направлено на решение проблемы выбора
размера выборки и нахождения пороговых значений для выявле-
ния нечувствительных входных факторов для экологических мо-
делей.

Пусть задана векторная переменная (факторы, входы)
x = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛), влияющая на скалярную функцию (отклик, вы-
ход) 𝑦, которая описывается с помощью некоторого соотношения:
(1) 𝑦 = 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) = 𝑓(x).

Глобальный анализ чувствительности предполагает получе-
ние результатов с учетом одновременных изменений всех фак-
торов модели с целью учета возможных взаимодействий между
ними. Наиболее известным примером глобальных мер чувстви-
тельности является индекс чувствительности первого порядка,
предложенный Соболем (см. [13]):

(2) 𝑆𝑖 =
𝑉𝑥𝑖(𝐸x∼𝑖(𝑦|𝑥𝑖))

𝑉 (𝑦)
,

где 𝑉 (𝑦) — безусловная дисперсия 𝑦, получаемая при варьиро-
вании всех факторов 𝑥𝑖; 𝐸x∼𝑖(𝑦|𝑥𝑖) — среднее значение 𝑦 при
фиксированном одном факторе. Глобальный подход применяет-
ся, когда модель (1) имеет нелинейный характер и ее факторы
независимы друг от друга.

Иерархические системы в настоящее время широко ис-
пользуются для описания сложных (многоступенчатых) объек-
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тов и систем [14]. Среди существующих стратегий проведения
анализа чувствительности для таких систем можно выделить ряд
подходов.

Первая группа предполагает, что сложная модель рассматри-
вается как «черный ящик», существующие связи между ее компо-
нентами игнорируются. Это очевидный сценарий, который может
быть применен для относительно небольших и вычислительно
«недорогих» моделей. В случае наличия связей между входами
сложных систем такой подход может оказаться неэффективным.
Когда модель требует больших вычислительных ресурсов, боль-
шое количество запусков может сделать анализ чувствительности
невыполнимым. В таком случае для сокращения количества вхо-
дов модели можно провести анализ чувствительности для подмо-
делей, а затем выбрать наиболее чувствительные входы из всего
множества возможных.

Возможно также использование подхода, при котором каж-
дая подмодель анализируется независимо, оцениваются коэффи-
циенты чувствительности для каждого входа до того, как рас-
сматривается иерархическая связь. Однако такой анализ не может
полностью объяснить поведение факторов вне контекста. Чтобы
устранить эту проблему, можно провести анализ чувствительно-
сти, изменяя только определенные входы выбранных подмоде-
лей, но при этом оценивая связанные составные части иерархии
или даже всю модель. Такой подход отличается от предыдуще-
го тем, что модель не рассматривается как «черный ящик», ее
составные части рассматриваются как отдельные, но взаимодей-
ствующие компоненты. Входы и выходы можно сравнивать для
нескольких возможных комбинаций, что позволяет понять пове-
дение всей системы.

Третья группа подходов может быть использована, когда си-
стема имеет четкую иерархическую структуру, каждый уровень
получает входные данные только от связанных подмоделей ниж-
него уровня. Тогда применяется стратегия «сверху вниз». При
таком подходе анализ чувствительности выполняется на каждом
уровне иерархии для каждой подмодели независимо, при этом
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следует отметить, что анализ на более высоком уровне может
выполняться без анализа связанных подмоделей нижнего уровня,
но с заменой их на входы, имитирующие их наличие. Результаты
чувствительности каждого уровня иерархии могут быть объеди-
нены в глобальный индекс чувствительности.

В данной работе предлагается метод анализа чувствительно-
сти по факторам математической модели иерархической систе-
мы, соотвествующий двум типам стратегий: рассмотрение всего
множества входов всех подмоделей иерархической структуры и
стратегии «сверху вниз». Такой подход может быть использован
для редукции входов сложной иерархической модели. Использо-
вание информации о чувствительности моделей позволяет при-
менить подход к построению множества данных для математиче-
ского ремоделирования. Для факторов, по которым модель более
чувствительна, целесообразно включить в обучающее множество
большее количество уровней данных.

2. Метод анализа чувствительности, основанный
на применении анализа конечных изменений

Задача анализа конечных изменений заключается в постро-
ении для имеющейся математической модели новой модели за-
висимости конечного изменения отклика от конечных изменений
оказывающих на него влияние факторов. Такую задачу можно
рассматривать как процесс перехода от исходной формы модели
к форме, описываемой в терминах приращений; в этом смысле
процесс имеет аналогию с ремоделированием [11].

Обычно значение величины 𝑥 измеримо, и его измерение
𝜇(𝑥) может иметь различные формы. Наиболее часто используе-
мые из них:

– абсолютное приращение 𝜇(𝑥) = ∆𝑥 = 𝑥1 − 𝑥0;

– индекс 𝜇(𝑥) = 𝑖(𝑥) =
𝑥1

𝑥0
;

– относительное приращение 𝜇(𝑥) = 𝛿𝑥 =
𝑥1 − 𝑥0

𝑥0
=

∆𝑥

𝑥0
=

= 𝑖(𝑥) − 1.
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В этом исследовании представлены результаты применения
абсолютного приращения в качестве основной формы конечного
изменения величины.

Задача анализа конечных изменений в таком случае может
быть сформулирована следующим образом: пусть имеется струк-
турно и параметрически идентифицированная модель
(3) 𝑦 = 𝑓(x) = 𝑓(𝑥1, ..., 𝑥𝑛), x ∈ R𝑛,
определяющая связь между откликом 𝑦 и его аргументами 𝑥𝑖.
Необходимо привести модель (3) к виду
(4) 𝜇(𝑦) = 𝜑(x) = 𝜑(𝜇(𝑥1), ..., 𝜇(𝑥𝑛)),
описывающему связь между конечными изменениями отклика
𝜇(𝑦) и конечными изменениями 𝜇(𝑥𝑖) его аргументов 𝑥𝑖.

С одной стороны, во многих практических задачах конеч-
ные приращения можно считать малыми. В случае же бесконеч-
но малых приращений, если функция 𝑦 = 𝑓(x), описывающая
рассматриваемую модель, определена и непрерывна в замкнутой
области и имеет непрерывные частные производные в этой обла-
сти, приближенная связь между конечным приращением отклика
и малыми приращениями его аргументов имеет вид

∆𝑦 = 𝑓(x0 + ∆x) − 𝑓(x0) ≈
𝑛∑︁

𝑖=1

𝜕𝑓(𝑥0)

𝜕𝑥𝑖
· ∆𝑥𝑖,

где 𝑥0 – начальное значение фактора; ∆𝑥 – конечное приращение
фактора.

Но с другой стороны, в некоторых прикладных задачах при-
ращения не могут рассматриваться как малые величины, однако
могут интерпретироваться как конечные. В такой ситуации воз-
можно применить модель, которая позволяет привести (3) к виду
(4), являясь при этом точной связью между конечными прираще-
ниями отклика и его аргументов. Эта модель определена теоре-
мой Лагранжа о промежуточной точке для функций нескольких
переменных и может быть представлена следующим образом:

(5)
∆𝑦 =

𝑛∑︀
𝑖=1

𝜕𝑓(𝑥𝑖𝑛𝑡)

𝜕𝑥𝑖
· ∆𝑥𝑖,

𝑥𝑖𝑛𝑡 = (𝑥𝑖𝑛𝑡1 , ..., 𝑥𝑖𝑛𝑡𝑛 ), 𝑥𝑖𝑛𝑡𝑖 = 𝑥0𝑖 + 𝛼 · ∆𝑥𝑖, 0 < 𝛼 < 1.
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Здесь средние (или промежуточные) значения аргументов 𝑥𝑖𝑛𝑡𝑖

определяются значением параметра 𝛼.
Пусть в текущий момент времени аргументы находятся

в некотором начальном состоянии x0 = (𝑥01, . . . , 𝑥
0
𝑛) и, соот-

ветственно, отклик имеет вид 𝑦0 = 𝑓(x0). В следующий мо-
мент фиксации аргументы претерпели изменения и представи-
мы как x1 = (𝑥11, . . . , 𝑥

1
𝑛), соответственно отклик принимает вид

𝑦1 = 𝑓(x1).
Таким образом, абсолютное приращение отклика можно

определить, с одной стороны, как разность нового и предыду-
щего значений, а с другой стороны, по теореме Лагранжа (5),
т.е. составить и решить следующее уравнение относительно па-
раметра 𝛼:

(6) 𝑦1 − 𝑦0 =
𝑛∑︁

𝑖=1

𝜕𝑦

𝜕𝑥𝑖
(. . . , 𝑥0𝑖 + 𝛼 · ∆𝑥𝑖, . . . ) · ∆𝑥𝑖,

что позволяет оценить влияние конечных изменений аргументов
на конечное изменение отклика и получить модель вида

(7)
∆𝑦 =

𝑛∑︁
𝑖=1

𝜕𝑦

𝜕𝑥𝑖
(. . . , 𝑥

(0)
𝑖 + 𝛼 · ∆𝑥𝑖, . . . ) · ∆𝑥𝑖 =

= 𝑆𝑥1∆𝑥1 + · · · + 𝑆𝑥𝑛∆𝑥𝑛.
Описанная выше процедура повторяется 𝑡 раз (где 𝑡 – коли-

чество доступных наблюдений); численные результаты анализа
должны быть усреднены для построения меры чувствительно-
сти [6]. В частности, можно применить процедуру нахождения
среднего взвешенного Тьюки для построения точечной и интер-
вальной оценки множества найденных мер чувствительности.

3. Иерархический анализ чувствительности
на основе анализа конечных изменений

Для описания сложных многоуровневых систем и процес-
сов могут быть использованы иерархические системы различ-
ной структуры. В зависимости от характера подсистем (подпро-
цессов), являющихся частями основной системы (процесса), для
описания каждого компонента может быть использована модель
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своей заданной структуры. Математически такая система может
быть построена с помощью набора функций, каждая из которых
зависит от определенного набора факторов.

Подход, основанный на применении анализа конечных изме-
нений, учитывает, что каждый подпроцесс (функция, узел в графе
системы) имеет свой индивидуальный набор входов.

Предположим, что существует 𝑚×𝑛 факторов (входов), обо-
значим их через 𝑥𝑖𝑗 , 𝑖 = 1, ...,𝑚, 𝑗 = 1, ..., 𝑛. Функции 𝑓𝑗 зависят
от этих факторов, т.е. определены вектор-функции, зависящие от
вектор-аргументов, каждая функция имеет свой уникальный на-
бор входов: 𝑓 = 𝑓(x), x ∈ R𝑚×𝑛, 𝑓 ∈ R𝑛; 𝑓𝑗 – скалярная функ-
ция, зависящая от векторного аргумента.

Рассмотрим переход системы из состояния x0 в состояние
x1, т.е. входы испытывали конечные приращения x1 − x0 = ∆𝑥𝑖𝑗 .
Соответственно, функции (выходы подпроцессов) также получи-
ли свои конечные приращения, определяемые как ∆𝑓𝑗 = 𝑓𝑗(𝑥𝑖𝑗+
+∆𝑥𝑖𝑗) − 𝑓𝑗(𝑥𝑖𝑗).

Предположим, что функции 𝑓𝑗 дифференцируемы и можно
применить теорему Лагранжа о промежуточной точке в форме
(5):

(8) ∆𝑓𝑗 =
(︀
(∆𝑓𝑗)𝐿

)︀
𝛼𝑗

=

𝑚∑︁
𝑖=1

𝜕𝑓𝑗
𝜕𝑥𝑗𝑖

(x + 𝛼𝑗 · ∆x) · ∆𝑥𝑗𝑖,

где 𝛼𝑗 ∈ (0, 1) в соответствии с условием теоремы Лагранжа.
Здесь и далее 𝐿 ассоциируется с Lagrange.

Пусть 𝑝 – показатель, агрегирующий выходы подсистем 𝑓𝑗
в виде скалярной функции, зависящей от векторного аргумента
и представленной в виде 𝑝 = 𝑝(𝑓) = 𝑝(..., 𝑓𝑗 , ...). Ее конечное
приращение ∆𝑝 = 𝑝(𝑓 + ∆𝑓)− 𝑝(𝑓) может быть также представ-
лено в соответствии с (5) следующим образом:

(9) ∆𝑝 = ((∆𝑝)𝐿)𝛽 =

𝑛∑︁
𝑗=1

𝜕𝑝

𝜕𝑓𝑗
(𝑓 + 𝛽 · ∆𝑓) · ∆𝑓𝑗 , 𝛽 ∈ (0, 1).

Напомним, что каждый выход 𝑓𝑗 имеет свое конечное при-
ращение и выражение (9) может быть предтсавлено следующим
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образом:

(10) ∆𝑝 = ((∆𝑝)𝐿)𝛽 =
𝑛∑︁

𝑗=1

𝜕𝑝

𝜕𝑓𝑗
(..., 𝑓𝑗 + 𝛽 · ∆𝑓𝑗 , ...) · ∆𝑓𝑗 .

Подстановка выражения (8) в (10) дает:

∆𝑝 =
(︁(︁

((∆𝑝)𝐿)𝛽

)︁
𝐿

)︁
(...,𝛼𝑗 ,...)

=

=

𝑛∑︁
𝑗=1

[︂
𝜕𝑝

𝜕𝑓𝑗

(︁
..., 𝑓𝑗 + 𝛽 ·

(︀
(∆𝑓𝑗)𝐿

)︀
𝛼𝑗

, ...
)︁
×

×

(︃
𝑚∑︁
𝑖=1

𝜕𝑓𝑗
𝜕𝑥𝑗𝑖

(x + 𝛼𝑗∆x)

)︃
· ∆𝑥𝑗𝑖

]︃
,

и после изменения порядка суммирования получаем следующее:

(11)

∆𝑝 =
(︁(︁

((∆𝑝)𝐿)𝛽

)︁
𝐿

)︁
(...,𝛼𝑗 ,...)

=

=
𝑚∑︁
𝑖=1

⎡⎣ 𝑛∑︁
𝑗=1

𝜕𝑝

𝜕𝑓𝑗

(︁
..., 𝑓𝑗 + 𝛽 ·

(︀
(∆𝑓𝑗)𝐿

)︀
𝛼𝑗

, ...
)︁
×

× 𝜕𝑓𝑗
𝜕𝑥𝑗𝑖

(x + 𝛼𝑗∆x) · ∆𝑥𝑗𝑖

]︂
.

Пусть 𝑝(𝑥) = 𝑝(𝑓(𝑥)), тогда

∆𝑝 = 𝑝(𝑥+∆𝑥)−𝑝(𝑥) =

𝑚∑︁
𝑖=1

𝑛∑︁
𝑗=1

𝜕𝑝

𝜕𝑥𝑗𝑖
(𝑥+𝛾∆𝑥)·∆𝑥𝑗𝑖 = ((∆𝑝)𝐿)𝛾 ,

где 𝛾 ∈ (0, 1) может быть вычислена для каждой функции.
Применяя свойство инвариантности формы дифференциала

сложной функции к функции 𝑝(𝑥) = 𝑝(𝑓(𝑥)), получим следую-
щее представление ее производных:

𝜕𝑝

𝜕𝑥𝑗𝑖
(x) =

𝜕𝑝

𝜕𝑥𝑗𝑖
(𝑓(x)) =

𝜕𝑝

𝜕𝑓𝑗
(𝑓(x)) · 𝜕𝑓𝑗

𝜕𝑥𝑗𝑖
(x).
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Теперь конечное приращение отклика подсистемы верхнего
уровня, представленное в виде теоремы Лагранжа (5), имеет вид

(12)

∆𝑝 = ∆𝑝 = ((∆𝑝)𝐿)𝛾 =

=

𝑚∑︁
𝑖=1

⎡⎣ 𝑛∑︁
𝑗=1

𝜕𝑝

𝜕𝑓𝑗
(𝑓(x) + 𝛾∆x) · 𝜕𝑓𝑗

𝜕𝑥𝑗𝑖
(x + 𝛾∆x) · ∆𝑥𝑗𝑖

⎤⎦ .

Чтобы найти параметры 𝛼𝑗 , 𝑗 = 1, ..., 𝑛, 𝛽 и 𝛾, нужно при-
равнять (11) и (12):

𝑚∑︁
𝑖=1

⎡⎣ 𝑛∑︁
𝑗=1

𝜕𝑝

𝜕𝑓𝑗

(︁
..., 𝑓𝑗 + 𝛽 ·

(︀
(∆𝑓𝑗)𝐿

)︀
𝛼𝑗

, ...
)︁
×

× 𝜕𝑓𝑗
𝜕𝑥𝑗𝑖

(x + 𝛼𝑗∆x) · ∆𝑥𝑗𝑖

]︂
=

=
𝑚∑︁
𝑖=1

⎡⎣ 𝑛∑︁
𝑗=1

𝜕𝑝

𝜕𝑓𝑗
(𝑓(x + 𝛾∆x)) · 𝜕𝑓𝑗

𝜕𝑥𝑗𝑖
(x + 𝛾∆x) · ∆𝑥𝑗𝑖

⎤⎦ .

Полученная модель связывает параметры 𝛼𝑗 , 𝛽, 𝛾 ∈ (0, 1).
Если предположить, что 𝑝(𝑥) описывает всю сложную систему
с ее входами 𝑥𝑖𝑗 и одновременно с ее узлами (подсистемами) 𝑓𝑗 ,
а 𝑓𝑗 описывает зависимость каждой подсистемы от ее входов, то
полученное выражение может связать конечные приращения от-
клика подсистемы верхнего уровня с конечными приращениями
подсистем на нижних уровнях.

4. Численный пример

4.1. Описание исходных данных и анализируемых моделей
Предположим, иерархическая система состоит из двух уров-

ней. Ее структура представлена на рис. 1.
Как на верхнем, так и на нижнем уровне подсистемы моде-

лируются нейросетевыми структурами. Все три модели (подмо-
дели 𝑦1 и 𝑦2, модель 𝑧) представляют собой классические полно-
связные нейронные сети структуры:
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Рис. 1. Модельный пример иерархической системы

(13) 𝑦 = 𝜑1

⎛⎝𝑏0 +
𝑚∑︁
𝑖=1

𝑤𝑖𝜑2

⎛⎝𝑏𝑖 +
𝑛∑︁

𝑗=1

𝑤𝑖𝑗𝑥𝑗

⎞⎠⎞⎠ ,

где 𝑦 ∈ R – значение выхода; x ∈ R𝑛 – вектор входов; 𝑤𝑖

и 𝑤𝑖𝑗 – весовые коэффициенты выходного и скрытого слоев соот-
ветственно; 𝑏0 и 𝑏𝑖 – свободные коэффициенты выходного и скры-
того слоев соответственно; 𝜑1(𝑛𝑒𝑡) = 𝜑2(𝑛𝑒𝑡) =

1

(1 + exp(−𝑛𝑒𝑡))
–

логистические функции активации.
Для моделей определены следующие метапараметры:
– подмодель 𝑦1: 1 скрытый слой, состоящий из 2 нейронов;
– подмодель 𝑦2: 1 скрытый слой, состоящий из 1 нейрона;
– модель 𝑧: 1 скрытый слой, состоящий из 2 нейронов;

для всех нейронов использованы логистические функции актива-
ции.

В качестве данных для параметрической идентификации ис-
пользовался набор данных neuraldat из пакета NeuralNetTools
среды обработки данных R [5]. Набор содержит 2000 реализа-
ций, что позволяет получить 1999 конечных приращений откли-
ка и соответствующие им аргументы. Описанный набор данных
содержит три независимые и две зависимые переменные (для
построения модели и исследования на данном этапе в качестве
выходных данных использовалась только одна зависимая пере-
менная). Количество входов было увеличено до 5, использова-
лась нелинейная связь между выходами для имитации структуры
рассматриваемой системы (предполагалось, что модель 𝑧 имеет
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следующий вид: 𝑧 = 𝑒𝑥𝑝(𝑦1) · 𝑦2). Средняя абсолютная ошибка
аппроксимации составила 3,78%.

Следуя описанной выше стратегии «сверху вниз», снача-
ла были оценены меры чувствительности выходов подмоделей
𝑦1 и 𝑦2 в качестве входов модели 𝑧. Результаты представлены
на рис. 2. Полученные оценки чувствительности усреднены и
нормированы в соотвествии с подходом, представленным в [6].
В данном случае можно говорить о большем вкладе изменении
выходов подмодели 𝑦2 в изменение модели 𝑧.

Рис. 2. Результат анализа чувствительности для модели
верхнего уровня

Аналогичная ситуация наблюдается и при анализе чувстви-
тельности подмоделей 𝑦1 и 𝑦2 (см. рис. 3).

Предлагаемый подход к оценке мер чувствительности не ис-
пользует аппроксимационную процедуру для моделирования ста-
тистических параметров исследуемой структуры и оперирует как
с параметрами, так и с факторами модели. Таким образом, пред-
лагаемый подход к оценке чувствительности не включает в се-
бя источник неопределенности, что позволяет построить точные
меры чувствительности выхода модели верхнего уровня (в пред-
ставленном примере выход модели 𝑧) в зависимости от входов
моделей нижнего уровня (подмоделей 𝑦1(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) и 𝑦2(𝑥4, 𝑥5)).
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Результаты сквозного анализа представлены на рис. 4.

Рис. 3. Результат иерархического анализа чувствительности
для подмоделей 𝑦1 и 𝑦2

Рис. 4. Результаты сквозного иерархического анализа
чувствительности для модели верхнего уровня по входам

моделей нижнего уровня

Анализируя результаты исследования чувствительности мо-
дели верхнего уровня и подмоделей, можно сделать следующие
выводы. Несмотря на то, что наиболее значимым является выход
подмодели 𝑦2, сквозной анализ показывает, что непосредственно

33



Управление большими системами. Выпуск 113

большее влияние на выход модели 𝑧 оказывают входы подмодели
𝑦1. При этом присутствуют два входа (𝑥3 и 𝑥4), влияние которых
минимально. Полученная информация быть использована в це-
лях редукции модели.

5. Выводы и перспективы

В данном исследовании представлен метод иерархического
анализа чувствительности, основанный на использовании анали-
за конечных изменений в качестве инструмента для оценки зна-
чимости исследуемых переменных. В работе также синтезирован
подход к измерению чувствительности иерархических моделей,
когда в качестве факторов выступают структурные элементы си-
стемы. Проведенные численные эксперименты показывают воз-
можность применения подхода в случаях, когда элементы рас-
сматриваемой иерархической системы представлены нейронны-
ми сетями. Перспективным направлением исследований является
применение различных классов моделей для описания структур-
ных элементов иерархических систем, включая ситуации, когда
некоторые подмодели заданы таблично. В таком случае потребу-
ется аппроксимировать соотвествующие производные для даль-
нейшей процедуры анализа чувствительности.
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Abstract: The selected class of mathematical models determines the methods used
in the study of a system or process and approaches to their control. One of the
directions of model structure control is its reduction, understood as a reduction in
the number of factors in order to build a less computationally expensive model. This
problem can be referred to the concept of mathematical remodeling — building a
new model on the basis of a known one. Among the ways of solving such a problem
is the Sensitivity Analysis of the model by factors, which can be carried out in
various ways. One of these ways is based on applying the method of Analysis of
Finite Fluctuations to estimate sensitivity measures. This method is based on the
use of Lagrange mean value theorem. The mentioned theorem delivers an exact
decomposition of the finite increment of a model’s response as a weighted sum of
the finite increments of its factors. The paper describes an approach that allows
performing Sensitivity Analysis of this type at each of the levels of a hierarchical
system, as well as an end-to-end analysis that involves finding estimates of the
influence measures of the model outputs of the preceding levels on the output of
the model of the upper level. Numerical examples demonstrating the applicability
of the method are presented. Classical full-connected neural networks are used as a
class of models describing the hierarchical levels of the system.

Keywords: mathematical modeling, reduction, remodeling, sensitivity
analysis, analysis of finite fluctuations.
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