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Рассматривается многошаговая игра двух лиц с фиксированной 
последовательностью ходов при информации на каждом ходу о 
сложившейся к моменту принятия решения предыстории игры 
и агрегированной информации о выборе игрока 2 на этом ходу. 
Игрок 1, обладая на каждом шаге этой информацией, первым 
выбирает на этом шаге свою стратегию и сообщает её вто-
рому только на очередной ход. Игрок 2, получая информацию о 
выборе игрока 1, действует осторожно, т.е. выбором страте-
гии на этом ходе стремится к увеличению своей функции выиг-
рыша. Найдены максимальные гарантированные результаты и 
соответствующие оптимальные (эпсилон-оптимальные) стра-
тегии первого игрока на каждом шаге.  
 
Ключевые слова: игра, агрегирование, оптимальная страте-
гия, максимальный гарантированный результат.  

1. Введение 

При решении адекватных математических моделей соци-
ально-экономических систем одним из методов преодоления 
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трудностей, связанных с большой размерностью, является заме-
на исходной задачи другой задачей, более агрегированной (ук-
рупненной). Здесь агрегированием называется переход от неко-
торого вектора экономических показателей к вектору 
интегральных показателей гораздо меньшей размерности.  

В результате решения агрегированной задачи определяются 
значения укрупненных переменных, которые обычно не совпа-
дают со значениями аналогичных агрегатов, получаемых при 
укрупнении точного решения первоначальной задачи. Разность 
между укрупненными переменными решения агрегированной 
задачи и значениями аналогичных агрегатов, получаемых при 
укрупнении точного решения первоначальной задачи, называет-
ся ошибкой агрегирования. Классическая теория агрегирования 
изучает методы нахождения наилучшего способа агрегирования, 
которые максимально уменьшали бы ошибку агрегирования. 

Методы классического агрегирования применялись для ре-
шения весьма широкого круга задач. Однако, несмотря на это, 
теория классического агрегирования, за исключением конкрет-
ных случаев, не решила проблемы устранения ошибки агреги-
рования и, главное, – проблемы дезагрегирования, т.е. получе-
ние решения исходной задачи. Для устранения этих недостатков 
в экономико-математических исследованиях появились методы 
итеративного агрегирования, позволяющие получать значения 
укрупненных и детализированных показателей плана с любой 
заранее заданной точностью.  

Исследование социально-экономических систем и моделей 
с помощью теории агрегирования и теории игр как аппарата 
анализа иерархических систем управления велось параллельно, 
независимо друг от друга.  

Вопросы агрегирования, исследованные для управляемых 
динамических систем, оптимизационных задач, активных сис-
тем, можно рассматривать как продукт синтеза этих двух на-
правлений решения задач с большой размерностью. Однако ни в 
классической теории игр, ни в дифференциальных играх и играх 
с непротивоположными интересами, вопросы агрегирования не 
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рассматривались. Впервые вопросы агрегирования в игровых 
задачах рассматривались автором в работах [1-7].  

Настоящая работа посвящена вопросам принятия решений в 
многошаговых играх двух лиц с фиксированной последователь-
ностью ходов при агрегированной информации о выборе игро-
ка 2 на этом ходу и информации о сложившейся к моменту 
принятия решения предыстории игры. Она отличается от игры, 
рассмотренной в [7] тем, что игрок 1 сообщает второму свою 
стратегию последовательно, т.е. только на очередной ход. В 
этой игре процедура принятия решений для каждого из игроков 
существенно многошаговая.  

2. Постановка задачи 

Рассматривается многошаговая игра двух лиц. Функции 
выигрыша игроков, соответственно, fi(x, v), i = 1, 2, к увеличе-
нию значения которых каждый из них стремится, предполага-
ются непрерывными, а x, v выбираются из соответствующих 
множеств  
 ,,

11

m
n

i
i

k
n

i
i EVVEXX ⊂=⊂= ∏∏

==

 

где x = (x1, x2, …, xn), v = (v1, v2, …, vn), ,, im
ii

ik
ii EVvEXx ⊂∈⊂∈  

ni ,1= , n < m, k1 + k2 + … + kn = k, m1 + m2 + … + mn = m; X, V, 

Xi, Vi, i = 1, …, n – компактные множества; Ek, Em, imik
EE , , 

i = 1, …, n – евклидовы пространства соответствующей размер-
ности. 

В отличие от [6, 7] будем предполагать, что агрегирован-
ный вектор выбора игрока 2 y = (y1, ..., yn) = (T1(v1), …, Tn(vn)) 
при отсутствии информации о выборе v будет известен игроку 1 

последовательно в n шагов, где vi ∈ Vi, ir
i Ey ∈ , ri < mi, 

i = 1, …, n, а irim
i EET →⋅ :)(  – известные игрокам непрерыв-

ные на Vi операторы, i = 1, …, n.  
Введем следующие обозначения:  
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 ),...,( 1 ii xxx = , ),...,( 1 ii yyy = , ),...,( 1 ii vvv = ;  

))(),...,(()( 11 iiii vTvTvT = , 

)))(()),...,((())(( 111 iiiiii vTxvTxvTx = ;  
 Yi(Ti) = Ti(Vi) – образ множества Vi;  
 ∩ iiiiii VyTTyV )(),( 1−=  – пересечение прообраза yi ∈ Yi(Ti) 
 с множеством Vi; 
 ∏

=
=

i

k
kkkiii TyVTyV

1
),(),( , ∏

=
=

i

k
ki VV

1

; 

 ∏
=

=
i

k
ki XX

1

, ∏
=

=
i

k
kkii TYTY

1

)()( , i = 1, …, n;  

 ))(),...,(()( 1 ⋅⋅=⋅ nTTT , ∏
=

=
n

i
iii TyVTyV

1

),(),( .  

Будем предполагать, что множеством стратегий игрока 1 на 
i-м ходу является множество произвольных функций ( )ix ⋅% , 
аргументами которых являются сложившаяся к моменту приня-
тия решения агрегированная предыстория 11, −− ii yx  и агрегиро-
ванный выбор игрока 2 на i-м ходу yi, где iniiii XTyxx ∈− ),,(~

,1 . 

Обозначим это множество через iX~ .  
Стратегией игрока 2 на i-м ходу (1 ≤ i ≤ n) является vi ∈ Vi, а 

агрегированной стратегией yi ∈ Yi(Ti).  
Введем следующие обозначения: 

 ),(),( iiiiiii TT yVvyv == , yi∈Yi(Ti), i = 1, …, n;  

 )()( )()( ,2,1 nnnnnnnnnn
n
n Tyv,xf,TT,yv,xL =+

; 

(1) )( ,1,112 )( niiiiii
i T,,yTyv,xF −−− =  

 = )( ,11,11 )),(
)( niiiii

i
T,vTyv,xL

,TyVv i
n
i

iii
+−−−∈

max ; 

(2) )( ,1,11 ),(11 niiii TTyv,xL i
n
i −−−−− = 

 = )( ,1,112 ),(,min
)(

max niiiii
i

iiiii
T,yTyvxF

XxTYy i−−−∈∈
, 
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 ),,, nini TTT L(= , i = 1, …, n. 
В нашем изложении обозначения z0 (для произвольного ар-

гумента z0) и ,nnT 1+  означают отсутствие таких аргументов. 
Рассмотрим агрегированный аналог игры, исследованный в 

[8], и назовем его игрой )(2 T Γ n .  
В отличие от игры, рассмотренной в [7], будем предпола-

гать, что игрок 1 сообщает второму свои стратегии xi(⋅) последо-
вательно, т.е. только на очередной ход, n,i 1= . Кроме того, 
предположим, что игрок 2 не знает интересов игрока 1 и на 
каждом i-м ходе (1 ≤ i ≤ n), получая информацию о выборе xi(⋅) 
игрока 1, не имея информации о его намерениях и последующих 
стратегиях, будет действовать осторожно, т.е. выбором страте-
гии на i-м ходе он будет стремиться к увеличению агрегирован-
ной функции выигрыша для i-го хода 

)( ,1,112 )( niiiiii
i T,,yTyv,xF −−− . Такая информированность и пове-

дение игрока 2 известна первому. 
На i-м ходу (1 ≤ i ≤ n) игрок 2 в соответствии со своим пра-

вилом поведения стратегию vi выбирает из множества  
 )~,( ,1,111 ),(,)( niiiiiii

n
i T,yTyvxxR −−−− ⋅  =  

 = ),,,,(| ,11,11,111 ),()),((~{ niiiiiniiiiiii
n
iii T,vTyvTvTyxxxLVv

+−−−−−−∈  = 

 ≥= −−−−−− ),,~,( ,1,11,,1112 ,),(),)(( niiiiiniiiiiii
i TyTyvTvTyxxxF  

 ;),(max
,1,1111 ,)({
niiiii

n
i TTyvxL −−−−−≥  

 −
+−−−−−−

∈
),,,(~,(sup

,11,11,111 ,),()),(
niiiiiniiiiiii

n
i

ii

TTyTvTyx
Vv

vvxxL

 }}),~,( ,1,111 ,)()( niiiiiii TTyvxx −−−− ⋅−δ ,  

где δi(⋅) – известный игроку 1 функционал, причем δi(⋅) = 0, если 
в определении )(⋅n

iR  супремум достигается, и равен числу δi > 0 
в противном случае.  

Введем обозначения: 
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 )()( )(,)( ,1,1, nnnnnnnnnn
n
n Tyv,xfTTyv,x =

+
γ ;  

 )( ,11111 ,),( niiiii-
n
i TTyv,x −−−−γ  = 

 = ,i
n
i

niiiiiiii
n
iiii

x
TvTTyvxxRvXx

1
,1111

(
)( ),(),,(,)(~,

inf~)(~
sup −

−−−− ⋅∈∈⋅
γ  

 ))( ,1111,,11 ,),,(),(~
niiiiiniii-i TvTyv,TvTy,xx ii +−−−− , i = 1, …, n.  

Отметим, что здесь ) ( ,1,),( niiiii
n
i TTy,x v

+
γ  является промежу-

точной функцией выигрыша, а )( ,11111 ),,( niiiii
n
i TTy,x v −−−−−γ  – 

максимальным гарантированным результатом игрока 1 на i-м 
ходу, i = 1, …, n.  

В соответствии с [2, 6, 7], введем следующие обозначения: 
)()( ,1,112,1,111

, ,),(,min,),(, niiiiii
i

ii
niiiiii

нn
i TyTyvxF

Xx
ArgTyTyvxX −−−−−−− ∈

= ,  

)( ,1,11
, ,)( niiiiii

n
i T,yTy,vxV −−−

+ = )( ,11,11 ,),(
)( niiiii

n
i

i
TvTyv,xL

,TyVv
Arg i

iii
+−−−∈

max , 

)()( ,1,112,1,111 ,),(,min
)(

max,)(, niiiiii
i

iiiii
niiiii

n
i TyTyvxF

XxTYy
ArgTTyvxE −−−−−−− ∈∈

= ,  

 ) () ( )(,)( ,1,1,1 nnnnnnnnnn
n Tyv,xTTyv,x ff =

+
,  

 )( ,1,111 ,),( niiiiii
i TyTyv,xF −−−  = 

 = ), (
)(

inf ,1,111

,111
,

,),(
,),( niiiiii

i

niiiiii
n

ii

TvTyv,x
T,yTyv,xVv

f −−−
−−−

+∈
 

 ),( ,1111 ),( niiiii-
n
i TTyvxM , −−−  =  

 = ,),,(sup
)(

inf ,111
,1111

,)(
),,( 1 niiiiii

iiniiiii-
n
i

TTy
xTTyvEy

yv,xF
X

i

,xi
−−−

−−− ∈∈
 

 ),( ,1111 ),( niiiii-
n
i TTyv,x D −−−  =  

= }{ ),(),,()()( 
,11111,1112 ),(,)(
niiiii-

n
i-niiiiii

i
iiiii TTyTTy v,x Lyv,x  | FTYX ,yx −−−−−− >×∈ ,  

 ),(
,1111 ),( niiiii-

n
i TTyvx ,K −−−  =  
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 = ),(
)(

sup ,1111

,1111

),(
),,()(

niiiiii
i

niiiii- n
iii

T,yTyv,x
TTyv,xD,yx

F −−−

−−−∈
,  

 )( ,1111
1

1 ),,( niiiii
i TTyvx ,f −−−−
−  =  

= }{ )()(max ,1111,1111 ),,(  ,),,( niiiii
n
iniiiii-

n
i TTyv,xTTyv,x MK −−−−−−−

, i = 1, …, n.  

Введем малые числа εi (εi > 0) и определим точки 
),,( )),(()),(( ,1111,1111 niiiii-

i
iniiiii-

i
i TTyv,xyTTyv,xx , −−−−−−

εε , 

)),(( ,1111
, ,,, niiiiii

a
i TyTyvx ,x i

−−−−
ε , )),(,( ,,1111 , niiiiii

i TyTyvxн,ε
ix −−−− , 

i = 1, …, n, следующим образом:  

 ),,( )),(()),(( ,1111,1111 niiiii-
iε

iniiiii-
iε

i TTyv,xyTTyv,xx , −−−−−−  ∈ 

 ∈ ),( ,1111 ),( niiiii-
n
i TTyv,x D −−− : 

)( ,,1111111,111111 ,),()(),( ),(,),( niniiiii-
ε
iiiiniiiii-

ε
ii

i TTTyv,x ,yTyv,TTyv,x,xx F −−−−−−−−−−
 ≥ 

 ≥ ),( ,1111 ),( niiiii-
n
i TTyvx ,K −−−  – εi,  

 :~)( iX
а, ε
ix i ∈⋅ ),,( ,1,11,1,111

,
1 ,)(),)((1 niiiiiniiiiii

ia
ii TTyv,TTyvx yy,,xxF i

−−−−−−−−
ε  ≥ 

 ≥ iniiiiii
i

i

εF TyTyv,x
Xix

−−−−
∈

),),( ,1,111 (sup ,  

 :)()( ,1,111
,

,1,111 ,),(,,),(, niiiiii
нn

iniiiiii
i TyTyvxXTyTyvx

н,ε
ix −−−−−−−− ∈  

 ))(( ,111,111111 ,),,(,),,(, niiiiniiiiii
iн,ε

ii-
i TyTyvTyTyvx  i,,xx F −−−−−−−  ≥  

 ≥
iniiiiii

i

niiiiii

-εTyTyv,x
TyTyvxнn

iXx
 

i

F )(sup ,1111

,
,1111

,),,(
)),,(,(, −−−

−−−−∈
,  

 i = 1, …, n. 
Здесь и в дальнейшем везде принято соглашение, что для 

любой функции ψ(⋅) выполняются следующие равенства:  
 −∞==

∅∈∅∈
)(sup)(max uu

uu
ψψ , +∞==

∅∈∅∈
)(inf)(min uu

uu
ψψ , 

где ∅ – пустое множество. 
Точно так же, как лемму 1 из [6], можно доказать следую-

щую лемму.  
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Лемма. Множества V i ( y i , T i ) ,  )( ,1,11
, ,)( niiiiii

n
i T,yTy,vxV −−−

+ , 
Y i ( T i ) , i = 1, …, n, являются компактными; функции 

)( ,1,112 ,),(, niiiiii
i TyTyvxF −−− , i = 1, …, n, непрерывны по )( 1−ii v,x  и 

полунепрерывны сверху по yi соответственно на множествах 
1−× ii VX  и )( ii TY ; максимумы и минимумы в (1), (2) достигают-

ся.  
Теорема. В сформулированных условиях максимальный 

гарантированный результат )(0 Tnγ  игрока 1 в игре )( 2 TГ n  равен 
})( ),(max 11

0
10 {)()( TMTKTfT nnn ==γ , при этом его максималь-

ный гарантированный результат на i-м ходу равен 
)( ,11111 ,),( niiiii-

n
i TTyv,x −−−−γ  = )( ,1111

1
1 ),,( niiiii
i TTyvx ,f −−−−
−  = 

][ )()(max ,1111,1111 ),,( ,),,( niiiii
n
iniiiii-

n
i TTyv,xTTyv,x MK −−−−−−− , 

i = 1, …, n. Эти результаты на i-м ходу гарантируют ему (может 
быть, с εi-точностью) стратегии:  

1 1 1 1 ,

1 1 1 1 ,

1 1 1 1 1 1 1 1, ,

, ,1 1 1 1 1, ,

,

( ( ), )

( ),

( ( ), )  M ( ( ), );

( ( ) ),

, ,

если ( , )

и , ,

( , ) ,

если

i- i i i i n

i i- i i i i n

n n
i i- i i i i i- i i ii n i n

i- i i- i i i ii n i n

i i

i
i

i
i

ai i
i i

x , y T T

x , y T T

K x , y T T x , y T T

x , T x , y T y T

E

x v

y y v

v v

x y x v

y

ε

ε

ε ε

− − −

− − −

− − − − − −

− − −

≥

=

=

∈

%

1 1 1 1 ,

1 1 1 1 1 1 1 1, ,

, ,1 1 1 1 ,

,

( ( ), )

( ( ), )  M ( ( ), );

( ( ) )    

,

и , ,

, в остальных случаях ;

n
i- i i i i n

n n
i i- i i i i i- i i ii n i n

i- i i i i i n

н i
i

x , y T T

K x , y T T x , y T T

x , y T y T

v

v v

x vε

− − −

− − − − − −

− − −

<
















  i = 1, …, n. 
Доказательство теоремы. Сначала докажем некоторые со-

отношения, которые будут необходимы для доказательства того, 
что при достаточно малых положительных числах εi > 0 страте-
гия )(~ ⋅i

ix ε  гарантирует игроку 1 выигрыш 

max[ )( ,1111 ),,( niiiii-
n
i TTyv,xK −−− , )( ,1111 ),,( niiiii

n
i TTyv,xM −−−− ] – εi. 
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Пусть ),(
,1111 ),( niiiii-

n
i TTyvx ,K −−−  ≥ ),( ,1111 ),( niiiii-

n
i TTyvxM , −−− , тогда 

стратегия )(~ ⋅i
ixε  гарантирует использование игроком 2 такой 

стратегии vi ∈ Vi, что выполняются условия 

yi = ))(( 1111 , i,niiii- ,TTy,x vy i
i −−−
ε , vi ∈ ))(( 111

, , i,n
i

iiiii
n

i ,T,yTyv,xV ε
−−−

+ . 
Действительно, в этом случае он получит выигрыш  

 )( ,1111,1 ),,()(~
1 niiiiiniii-

i
i

n
i ,TvTyv,,Ty,xx,xiL +−−−−

ε
 = 

 = )( ,111,12 ),()(~
1 niiiiiniii-

i
i

i ,T,yTyv,,Ty,xx,x iF −−−−

ε . 

А при выборе vi ∈ )),(( 111
,\ i,niiiii

n
ii ,T,yTyv,xVV −−−

+  игрок 2 
может обеспечить себе лишь выигрыш  
 )( ,11,11,1 ),()(~

1 niiiiiniii-
i

i
n
i ,TvTyv,,Ty,xx,xiL +−−−−

ε  < 

 < )( ,1,11,12 )()(~
1 niiiiiniii-

i
i

i ,T,yTyv,,Ty,xx,xiF −−−−

ε .  

В самом деле, при yi = ))(( 1111 , i,niiii- ,TTy,x vy i
i −−−
ε , 

vi ∈ ),( iii Ty iV ε
 \ )),(( 111

,
i,n

i
iiiii

n
i ,T,yTyv,xV

ε
−−−

+  игрок 2 может 
обеспечить себе выигрыш  
 ),,( ,1111,1111 ),()),((1 niiiiiniiii,i-

i
i

n
i ,TvTyv,TTyvx,xxiL +−−−−−−−

ε  <  

 < ),,,( ,,1111111,11112 )),(()()),((1 niniiii,i-
i

iiiiniiii,i-
i

i
i ,TTTyvx,yTyv,TTyvx,xxiF −−−−−−−−−−

εε , 

а при yi ≠ ))(( 1111 , i,niiii- ,TTy,x vy i
i −−−
ε , vi ∈ Vi(yi, Ti) – выигрыш  

 ),),(( ,1111,,1111
,

),()(1 niiiiiniiiii,i-
iн

i
n
i ,TvTyv,T,yTyvx,xx iL +−−−−−−−

ε ≤ 

 ≤ ),,( ,111,,1111
,

2 )())((1 niiiiniiiii,i-
iн

i
i ,T,yTyv,T,yTyvx,xx iiF −−−−−−−

ε  ≤  

 ≤ ),( ,1111 )(1 niiii
n
i ,TTyv,x iL −−−− −

 <  

 < )),(,),(( ,,1111111,11112 )()()(1 niniiii,i-
i

iiiiniiii,i-
i

i
i ,T,TTyvx,yTyv,,TTyvx,xxiF −−−−−−−−−−

εε . 

Получаем, что в случае ),(
,1111 ),(
niiiii-

n
i TTyvx ,K −−−  ≥ 
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),( ,1111 ),( niiiii-
n
i TTyvxM , −−−  справедливы следующие соотношения: 

 0),,,( ,1111 ),()(~ =−−−− ⋅ niiii
i

iii Tx Tyvx εδ ,  

 ),,,( ,1,111 ),()(~
niiiii

i
ii

n
i TR yTyvxx −−−− ⋅

ε = 

= )))(()())((( 1111111,11111
, ,,, i,ni,niiii-

i
iiiii,niiii-

i
ii

n
i ,T,TTyv,x,yTyv,TTyv,x,xxV −−−−−−−−−−

+ εε ,  

(3) )( ,11111 ,),( niiiii-
n
i TTyv,x −−−−γ  ≥  

≥ ),111111

1111
,

),()),((
),(,

inf ,(
)( niiiii-i-i-i-

i
ii-

n
i

i,n
i

iiii
i

ii
n
ii

,TTyvi,n,TTyv,x,xx
,T,yTyv,xxVv

+
−−−−

+∈

ε

εε
γ .  

Если же ),(
,1111 ),(
niiiii-

n
i TTyvx ,K −−−  < ),( ,1111 ),( niiiii-

n
i TTyvxM , −−− , то-

гда стратегия )(~ ⋅i
ix ε  гарантирует использование игроком 2 стра-

тегии  
 ∪

)),((
)),(,)(~(

,1111
11111

,

niiiii
n
ii

iiiii,nii
i

ii
n

ii
,TTy,vxEy i,n,T,yTyv,Ty,xx,xVv

−−−−
−−−−−

+

∈
∈ ε . 

Действительно, в этом случае ему обеспечивается выигрыш  
 ),)(( ,1111,,1 ),(~

1 niiiiinii,i-
i

i
n
i ,TvTyv,Tyxx,xiL +−−−−

ε  =  

 = ),,( ,111,,1111
,

2 )())((1 niiiiniiiii,i-
ia

i
i ,T,yTyv,T,yTyvx,xx iiF −−−−−−−

ε  ≥  

 ≥ ),( ,1111 )(1 niiii
n
i ,TTyv,x iL −−−− − .  

При выборе стратегии 
 ∪

)),((
),(

,1111
1

, (\
niiiii

n
ii

i
n

iiiii
,TTy,vxEy

,xVTyVv
−−−−

−
+

∈
∈  

 )),(,)(~
1111 i,n,T,yTyv,Ty,xx iiiii,nii

i
i −−−−
ε  

игрок 2 может получить выигрыш  
 ))(( ,1111,1111

,
,),,(,),,(,,1 niiiiiniiiiii-

ia
i

n
i TvTyv,TyTyvxxx iL

+−−−−−−−

ε <  

 < ),,( ,111,,1111
,

2 )())((1 niiiiniiiii,i-
ia

i
i ,T,yTyv,T,yTyvx,xx iiF −−−−−−−

ε ,  
в противном случае – выигрыш 
 ))(( ,1111,1111

,
,),,(,),,(,,1 niiiiiniiiiii-

iн
i

n
i TvTyv,TyTyvxxx iL +−−−−−−−

ε  ≤  
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 ≤ ),,( ,111,,1111
,

2 )())((1 niiiiniiiii,i-
iн

i
i ,T,yTyv,T,yTyvx,xx iiF −−−−−−−

ε  < 

 < ),( ,1111 )(1 niiii
n
i ,TTyv,x iL −−−− −

. 
Поэтому в силу определения множества получаем, что при 

1 1 1 1 ,( , )( , )n
i i- i i i i n,x v y T TK − − −  < ),( ,1111 ),( niiiii-

n
i TTyvx ,M −−−  справедливы сле-

дующие соотношения:  
 ,1 1 1 1 ,( ), ( ),( , )n i

i i i i i i i i nv y T y ,TR x xε
− − − −⋅%  ⊆  

⊆ ,
1 1 1 1 1

1 1 1 1 ,

( ( ), ( , ) )
( ( , ) )

n i
i i i i i i i i ii,nn

i i i i ii i n

V x ,x x ,y ,T v y T ,y ,Ti,ny E x ,v y T ,T

ε+
− − − − −

− − − −∈
%∪ , 

(4) )( ,11111 ,),( niiiii-
n
i TTyv,x −−−−γ  ≥ 

)),((
,1111

inf
niiiii

n
ii ,TTy,vxEy −−−−∈

 

,(
),(,),,),,(,(

1
,

1

1111111
,

1
,

(
)(

inf i-
ia

ii-
n
i

i,niiiii-i-i-i-
ia

ii
n

ii

x,xx
,T,yTyvniTiyTyvx,xxVv

ε

ε
γ

−−−−
+∈

 

 ), ,1,111 ),(),),,( niiiiniii-i-i- ,TTyvTyTyv +
.  

Теперь докажем некоторые соотношения, необходимые для 
доказательства того, что игрок 1 при любой стратегии 

),(~
1 iii yxx − ∈ iX~  не может гарантированно получить выигрыш 

более чем  
 max [ )( ,1111 ),,( niiiii-

n
i TTyv,xK −−− , )( ,1111 ),,( niiiii

n
i TTyv,xM −−−− ]. 

Предположим, что  
 )(sup ,111,12 ),()(~

)(
1 niiiiiniii-i

i

iii

,T,yTyv,,Ty,xx,x
TYy

iF −−−−
∈

 >  

 > ),( ,1111 )(1 niiii
n
i ,TTyv,x iL −−−− − .  

Тогда существует такая агрегированная стратегия y′∈Yi(Ti), что  
 )( ,111,1112 ),(),(~

niiiiiniiii-ii
i ,Ty,Tyv,Ty,y,xx,xF ′′ −−−−− >  

 > ),( ,11111 )( niiiii
n
i ,TTyv,xL −−−−−  

и такая стратегия )~,( ,1,111
* ),(,)( niiiiiii

n
ii T,yTyvxxRv ′⋅ −−−−∈ , что 

справедливо включение  
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 ),( )()),((~ *
,

*
11 iiniiiii-i vTTvTy,xx ,−  ∈ ),( ,1111 ),( niiiii-

n
i TTyv,x D −−− . 

 Действительно, в противном случае для любых 
)~,( ,1,111

* ),(,)( niiiiiii
n
ii T,yTyvxxRv ′⋅ −−−−∈  

и )),(,)(~( 111111
,

i,niiiii,niiiii
n

ii ,Ty,Tyv,Ty,y,xx,xVv ′′′ −−−−−−
+∈  справедливы 

следующие соотношения:  
 ),)(( ,1111,,,11 ),()(~

1 niiiiiniiii,i-i
n
i ,TvTyv,TvTyxx,x iL +−−−− ′′

−  =  

 = ),)(( ,111,,112 )()~
1 niiiiniii,i-i

i ,Ty,Tyv,Ty,yxx,x iiF ′′ −−−−−  ≥  

 ≥ ),( ,1111 )(1 niiii
n
i ,TTyv,x iL −−−− −  ≥  

 ≥ ),)(( ,
*

111,,
*

112 )()()(~
1 niiiiiiniiii,i-i

i ,Tv,TTyv,Tv,Tyxx,xiF −−−−−  =  

 = ),)(( ,1
*

111,,
*

,11 ),()(~
1 niiiiiniiii,i-i

n
i ,TvTyv,TvTyxx,x iL

+−−−−− .  
Таким образом, можно делать вывод, что  

 )),(,)(~( 111111
,

i,niiiii,niiiii
n

i ,Ty,Tyv,Ty,y,xx,xV ′′ −−−−−−
+  ⊆ 

 )~,( ,1,111 ),(,)( niiiiiii
n
i T,Tyv yxxR ′⊆ −−−− ⋅  

и для любого )),(,)(~( 111111
,

i,niiiii,niiiii
n

ii ,Ty,Tyv,Ty,y,xx,xVv ′′′ −−−−−−
+∈  

справедливо включение  
 ),( ),(~

,11 iniiii-i yTyy,xx , ′′−  ∈ ),( ,1111 ),( niiiii-
n
i TTyv,x D −−− . 

Полученное противоречие показывает, что такая страте-
гия *

iv  существует и справедливы следующие соотношения: 
(5) ))(),(,))((~( *

111
*

111
,

i,niiiiii,niiiiii
n

i ,Tv,TTyv,Tv,Ty,xx,xV −−−−−−
+  ⊆ 

 )~,( ,
*

1,111 )(),(,)( niiiiiiii
n
i T,vTTyvxxR −−−− ⋅⊆ ; 

 ,x
T,vTTyvxxRv i-

n
i

niiiiiiii
n
ii

1

,
*

1111

(inf
))(),,(,)(~,(
γ

−−−− ⋅∈
 

 ≤+−−− ),1111,11 ,),(,)),(,,(~
niiiiiniiii-i-i T,vTyvTvTyxx  

 ,x
,Tv,TTyvTvTyxx,xVv i-

n
i

i,niiiiiniiiiiii
n

ii
1*

111,
*

111
,

(
)(

inf
)(),(,)),(,,(~ γ

−−−−−−
+∈

≤  
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 ), 111111 )(),(,,(~
,niiiiiiii-i-i T,vTyvvTyxx ,

+−−− . 
Теперь предположим, что 

 )(sup ,111,112 ),()(~
)( niiiiiniii-ii

i

iii

,T,yTyv,,Ty,xx,x
TYy

F −−−−
∈

 =  

 = ),( ,1111 )(1 niiii
n
i ,TTyv,ixL −−−− − .  

(по определению функции ),( ,1111 )(1 niiii
n
i ,TTyv,x iL −−−− −

, в этом 
соотношении знака «больше» (>) не может быть). Тогда для 
любого )),(( ,1111 niiiii

n
ii ,TTy,vxEy −−−−∈  справедливы следующие 

соотношения: 
 ),( ,1111 )(1 niiii

n
i ,TTyv,x iL −−−− −

 =  

 = ),~( ,11,11,,,111 )),(),)(( niiiiiniiiiiii
n
i

ii

T,vTyvTvTy,x
Vv

xxL
+−−−−−−

∈
sup  ≥  

 ≥ ),( ,11,11,,11 )),(),)(~
),( niiiiiniiiii

n
i

iiii

T,vTyvTyxx,x
TyVv

L
+−−−−−

∈
sup  ≥ 

 ≥ )(min ,1112 ),( niiiiii
i

ii
,T,yTyv,,x

Xx
F −−−∈

 =  

 ),( ,1111 )(1 niiii
n
i ,TTyv,x iL −−−− −

. 
Отсюда получаем, что в этом случае для любого 

)),(( ,1111 niiiii
n
ii ,TTy,vxEy −−−−∈  справедливы следующие соотноше-

ния: 
 ),~,( ,1,111 ,)()( niiiiiii TTyvxx −−−− ⋅δ  = 0,  

 )),(,)(~( 11111
,

i,niiiii,niiii
n

i ,T,yTyv,Ty,xx,xV −−−−−
+  ⊆  

 ⊆ ),( ,1,111 ),(,)(~
niiiiiii

n
i T,yTyvxxR −−−− ⋅ ,  

 )(~
1 i,niii ,Ty,xx − ∈ )( ,1,111

, ,),(, niiiiii
нn

i TyTyvxX −−−− .  
Тогда справедливы следующие неравенства: 

(6) ,x
T,yTyvxxRv i-

n
i

niiiiiii
n
ii

1
,1111

(inf
)),,(,)(~,(

γ
−−−− ⋅∈

 

 ≤
+−−− )

,1111,11 ,),(,)),(,,(~
niiiiiniiii-i-i T,vTyvTvTyxx  
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)),((

,1111

inf
niiiii

n
ii ,TTy,vxEy −−−−∈

≤  

 ,x
,T,yTyvTvTyxx,xVv

i-
n
i

i,niiiiniiiiiii
n

ii
1

111,111
,

(
)(

inf
),(,)),(,,(~ γ

−−−−−−
+∈

 

 ), 111111 )(),(,,(~
,niiiiiiii-i-i T,vTyvvTyxx ,

+−−− . 
Пусть i = n. Сначала докажем, что для достаточно малых 

чисел εn > 0 стратегия )(~ ⋅n
nxε  гарантирует игроку 1 выигрыш 

][ )()(max ,1111,1111 ),,( ,),,( nnnnnn-
n
nnnnnnn-

n
n TTyv,xTTyv,x MK −−−−−−  – εn. 

Из (3) получим 
(7) )( ,11111 ,),( nnnnnn-

n
n TTyv,x −−−−γ  ≥  

 )(~(
)(

,),(
),(,

inf 1111

1111
, n,nnnnn

n
nn

n

n,n
n

nnnn
n

nn
n
nn

T,Ty,xxf v,x
,T,yTyv,xxVv

−−−

−−−−
+∈

≥
ε

εε
 

 =+−−− ),11,11 ,,)( nnnnnn TvTyv  

 = ),(),),(( 1,11,111111 ,( −−−−−−− nnnnnnnnn-
n

ni
n TyvTTy,x,x vxF ε  

 ), ,,1111 ,)),(( nnnnnnnn-
n

n TTTy,xy v −−−
ε  ≥ ),( ,1111 ),( nnnnnn-

n
n TTyvx ,K −−−  – εn.  

А из (4) получим следующие соотношения: 
(8) )( ,11111 ,),( nnnnnn-

n
n TTyv,x −−−−γ  ≥  

 
)),((

,1111

inf
nnnnnn

n
nn ,TTy,vxEy −−−−∈

≥  

 ,x
,T,yTyvTyTyvx,xxVv

n
n

nnn-n-n-nnnn-n-n-n-
na

nn
n

nn

f 11

111,1111
,

1
,

(
)(

inf
),(,),),,(,(

−

−
+∈ ε

 

 ) ),,,( ,11,11,1,111
, ,,)(,)( nnnnnnnnnnnnn-

a
n TvTyvTyTyvxx n

+−−−−−−
ε  =  

 =
)),(( 1111

inf
nnnnn

n
nn ,TTy,vxEy −−−−∈

 

 )),,(( ,1,11,1111
,

11 ,),(,,)( nnnnnnnnn-n-n-n-
na

ni
n TyTyvT,x TyvxxF −−−−

ε ≥  

 ≥ ),( ,1111 ),( nnnnnn-
n
n TTyvx ,M −−−  – εn.  

Из (7) и (8) получим 
(9) )( ,11111 ,),( nnnnnn-

n
n TTyv,x −−−−γ  ≥  
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 ≥ max [ ),( ,1111 ),( nnnnnn-
n
n TTyvx ,K −−− , ),(

,1111 ),( nnnnnn-
n
n TTyvx ,M −−− ] – εn. 

Учитывая (5), можно получить следующие соотношения: 
(10) ,x

T,vTTyvxxRv n
n
n

nnnnnnnnn
n
nn

1
,

*
1111

(inf
))(),,(,)(~,( −

−−−− ⋅∈
γ  

 ≤+−−−−− ),1111,11 ,),(,)),(,,(~
nnnnnnnnnnnnn T,vTyvTvTyxx  

 ≤ )( ,
*

1,11,,
*

1111 ),(),(),,)),(,,(~
nnnnnnnnnnnnnnnnn

n TvTTyvTTvTyxx,xF −−−−−− ≤  

 ≤ ),( ,1111 ),( nnnnnn-
n
n TTyvx ,K −−− .  

А если учесть (6), можно записать следующие неравенства: 
(11) ,x

T,vTTyvxxRv
n

n
n

nnnnnnnnn
n
nn

1
,

*
1111

(inf
))(),,(,)(~,(

−
−−−− ⋅∈

γ  

 ≤
+−−−−− ),1111,11 ,),(,)),(,,(~

nnnnnnnnnnnnn T,vTyvTvTyxx  

≤
)),((

,1111

inf
nnnnnn

n
nn ,TTy,vxEy −−−−∈

)( ,1,11,,111 ,),(),,),,(~
nnnnnnnnnnnnnn

n TyTyvTTyxx,xF −−−−−
≤ 

 ≤ ),( ,1111 ),( nnnnnn-
n
n TTyvx ,M −−− .  

В силу произвольности стратегии )(~ ⋅nx  из (10), (11) полу-
чим  
(12) )( ,11111 ,),( nnnnnn-

n
n TTyv,x −−−−γ  ≤  

 ≤ max[ ),( ,1111 ),( nnnnnn-
n
n TTyvx ,K −−− , ),( ,1111 ),( nnnnnn-

n
n TTyvx ,M −−− ].  

В силу произвольности εn и выполнения соотношений (9), 
(12) получим 
(13) )( ,11111 ,),( nnnnnn-

n
n TTyv,x −−−−γ  = max [ ),( ,1111 ),( nnnnnn-

n
n TTyvx ,K −−− ,  

 ),( ,1111 ),( nnnnnn-
n
n TTyvx ,M −−− ] = )( ,1111

1
1 ),,( nnnnnn
n TTyvx ,f −−−−

− . 
Это результат на n-м ходу гарантирует игроку 1 (может 

быть, с εn-точностью) стратегия ),(~
,1 nnnn- T,x yx n

n
ε , сформулирован-

ная в теореме 1. 
Аналогично, выполняя процесс доказательства соотноше-

ний (7)-(13) для i = n – 1, n – 2, …, 1, получим 
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(14) )( ,11111 ,),( nii-i-i-i-
n
i TTyv,x−γ  = max[ ),( ,1111 ),( niiiii-

n
i TTyvx ,K −−− ,  

),( ,1111 ),( niiiii-
n
i TTyvx ,M −−− ] = ),( ,1111

1
1 ),( niiiii-
i TTyvx ,f −−−
− , i = 1, …, n.  

Эти результаты на i-м ходу гарантируют игроку 1 (может 
быть, с εi-точностью) стратегии ),(~

,1 niii- T,x yx i
i
ε , i = 1, …, n, 

сформулированные в теореме 1. 
Более подробное описание для максимальных гарантиро-

ванных результатов игрока 1 на i-м ходу ),( ,1111
1

1 ),( niiiii-
i TTyvx ,f −−−
− , 

i = 1, …, n выглядит следующим образом:  
)( ,1111

1
1 ),,( nnnnnn
n TTyvx ,f −−−−
−

)),(()( 1111

supmax{
nn-n-n-n-

n
nnn  ,TTyv,x D,yx ∈

=  

)(
)(

inf ,1,1111

,111
,

),,(
,),(

nnnnnnn
n

nnnnnnn
n

nn

TvTyvx
T,yTyv,xVv

,f
+−−−

−−−
+∈

, 

 
nnnnn-n-n-n-

n
nn XxTyv,xEy T ∈∈

supinf
),

,1111 ),((
 

})(
)(

inf ,1,1111

,111
,

),,(
,),( nnnnnnn

n

nnnnnnn
n

nn

TvTyvx
T,yTyv,xVv

,f
+−−−

−−−
+∈

; 

 )( ,1111
1

1 ),,( niiiii
i TTyvx ,f −−−−
−

)),(()( 1111

supmax{
ii-i-i-i-

n
iii  ,TTyv,x D,yx ∈

=  

 )(
)(

inf ,1,1111

,111
,

),,(
,),(

niiiiii
i

niiiiii
n

ii

TvTyvx
T,yTyv,xVv

,f
+−−−

−−−
+∈

, 

 
iinii-i-i-i-

n
ii XxTyv,xEy T ∈∈

supinf
),

,1111 ),((
 

L=
+−−−

−−−
+∈

})(
)(

inf ,1,1111

,111
,

),,(
,),(

niiiiii
i

niiiiii
n

ii

TvTyvx
T,yTyv,xVv

,f  

 
)),(()( 1111

supmax{
nn-n-n-n-

n
nnn  ,TTyv,x D,yx ∈

=L  

 )(
)(

inf ,1,1111

,111
,

),,(
,),( nnnnnnn

n

nnnnnnn
n

nn

TvTyvx
T,yTyv,xVv

,f
+−−−

−−−
+∈

, 
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nnnnn-n-n-n-

n
nn XxTyv,xEy T ∈∈

supinf
),

,1111 ),((
 

})(
)(

inf ,1,1111

,111
,

),,(
,),( nnnnnnn
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 i = 1, …, n – 1. 
Аналогичная процедура, проведенная последовательно до 

i = 1, дает )(0
1 Tf = )(0 Tnγ = max[ )(0 TnK , )(0 TnM ].  

Теорема доказана.  

3. Замечание 

Отметим, что в игре )(2 T Γ n  при рассмотрении задачи с 
конца функции )( ,1, niii

n

i Tv,xL +  являются промежуточными функ-

циями выигрыша, ),,12 ( niiii
i T,, yvxF −  – промежуточными агреги-

рованными функциями выигрыша, а функции ),( ,,111 niii
n
i TvxL −−−

 – 
промежуточными максимальными гарантированными результа-
тами игрока 2 на i-м ходу, i = 1, …, n.  

Для игрока 1, соответственно, функции )( ,11 niii
i T,,vxf +

 яв-

ляются функциями выигрыша, ),,11 ( niiii
i T,, yvxF −

 – агрегированны-

ми функциями выигрыша, а функции )( ,11
1

1 niii
i T,,vxf −−
−  – макси-

мальными гарантированными результатами на i-м ходу, 
i = 1, …, n.  
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MULTISTAGE TWO PERSONS GAMES WITH MAKING 
DECISIONS ON EACH STEP WITH AGGREGATED 
INFORMATION ON A CHOICE OF THE "CAUTIOUS" 
SECOND PLAYER 
 
Vagif Aliev, Federal state educational establishment of the supreme 
vocational training «Financial academy at the Government of the 
Russian Federation», Moscow, Cand.Sc., assistant professor 
(Aliev_VS@mail.ru). 
 
Abstract: Multistage game of two persons with the fixed sequence of 
moves at the information on everyone to a course about usual to the 
moment of decision making of background of game and the aggre-
gated information on a choice of the player 2 on it to a course. The 
player 1, having on each step this information, the first chooses the 
strategy on this step and informs its(her) to the second only on the 
next course. The player 2, receiving the information on a choice of 
the player 1, operates cautiously, i.e. a choice of strategy on this 
course aspires to increase of the payoff functions. The maximal 
guaranteed results and the appropriate optimum (epcilon-optimum) 
strategy of the first player on each step are found. 
 
Keywords: game, aggregation, optimum strategy, the maximal 
guaranteed result. 
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