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В статье рассматривается модель оптимального распределе-

ния ресурсов в распределенной системе обработки информации 

на основе двухуровневого векторного критерия оптимизации. 
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1. Введение 

Одним из направлений развития распределенных систем 

обработки информации (РСОИ) является совершенствование 

механизмов управления разнородными ресурсами (процессора-

ми, долговременной и оперативной памятью, хранилищами и 

базами данных, сетями) с целью достижения высокой произво-

дительности и устойчивости распределенных приложений. Со-

временные технологии построения РСОИ (Grid, CORBA, J2EE, 

РСУБД) позволяют реализовать коллективный разделяемый ре-

жим доступа к ресурсам и к связанным с ними услугам в рамках 

географически распределенной инфраструктуры [5, 7]. 
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В условиях жестких требований к качеству предоставляе-

мых услуг на первый план выступает необходимость оптималь-

ного использования ограниченных ресурсов РСОИ с учетом из-

меняющихся требований к ним и ненадежности элементов ин-

фраструктуры. 

Применяемые в настоящее время в РСОИ методы и алго-

ритмы балансировки нагрузки, как правило, имеют целью до-

стижение равномерной загрузки ресурсов и снижение перегру-

зок в РСОИ. При этом индивидуальные требования к качеству 

обслуживания пользователей либо не учитываются, либо учи-

тываются косвенно с использованием механизма приоритетов в 

обслуживании, чего явно не достаточно [5]. Более продуктив-

ным целесообразно считать подход, основанный на векторной 

оптимизации распределения ресурсов РСОИ, где в качестве 

частных критериев рассматривается максимизация степени до-

стижения требований к качеству обслуживания каждого пользо-

вателя [2, 3]. Это требует разработки соответствующих моделей 

и методов оптимизации. 

2. Задача оптимального распределения ресурсов 

Представим РСОИ в виде модели «ресурс–потребитель» 

(РП-модели) S = R, P, A (рис. 1). 
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Рис. 1. Модель «ресурс–потребитель» 

РП-модель содержит вершины двух типов: R = {r1, …, re} – 

множество поставщиков ресурсов РСОИ, P = p1, …, pm – мно-
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жество потребителей ресурсов. Будем считать, что все постав-

щики предоставляют пользователям ресурс одного типа. Чтобы 

учесть разнотипность ресурса, требуется определить отдельную 

модель S для каждого типа ресурса. 

Каждый поставщик rk может предоставить потребителям 

ресурс суммарным объемом не более ck. Предположим, что весь 

ресурс поставщика может делиться любыми долями на любое 

число потребителей. Единицы измерения ck должны соответ-

ствовать типу ресурса (таблица 1). Будем считать вектор  

C = c1, …, ce известным и строго положительным.  

Таблица 1. Величины и единицы измерения ресурсов РСОИ 

Тип ресурса Величина 
Единица  

измерения 

Сеть передачи  

данных 

Пропускная способность бит/с; 

число каналов 

Системы распределен-

ных вычислений 

Вычислительная мощность операций/с 

Файловые серверы и 

сетевые хранилища 

Объем памяти или дискового 

пространства 

байт 

Веб-серверы Максимальный обслуживаемый 

поток запросов 

запросов/с 

Серверы баз данных Скорость выполнения транзак-

ций 

транзакций/с 

 

Для каждого потребителя pi известна количественная мера 

его ресурсных требований di, которые измеряются в тех же ве-

личинах, что и объем поставляемого ресурса ck. Таким образом, 

задается известный положительный вектор ресурсных требова-

ний d  = {d1, …, dm}. 

Для удовлетворения своих потребностей каждый потреби-

тель может использовать ресурс одного или нескольких постав-

щиков одновременно, т.е. диверсифицировать поставки. Струк-

тура поставок определяется матрицей связности A = (aik), где 

aik = 1, если i-й потребитель может использовать ресурс k-го по-

ставщика, и aik = 0 в противном случае. Матрица A предполага-

ется известной. 
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Обозначим gik величину ресурса, предоставляемого k-м по-

ставщиком i-му потребителю. Матрица G = (gik), gik ≥ 0, задает 

распределение ресурсов РСОИ. Каждое распределение G одно-

значно определяет вектор обеспеченных ресурсных требований 

z  = {z1, …, zm}, где zi =


e

1k

ikg . Очевидно, что для рациональных 

распределений должно выполняться условие zi ≤ di, что соответ-

ствует принципу разумной достаточности: совокупный объем 

ресурса, полученный каждым потребителем, не может превы-

шать его потребностей. Кроме того, объем ресурса, отданный 

каждым поставщиком, не может превышать имеющегося у него 

объема ck. Таким образом, допустимое распределение G должно 

удовлетворять ограничениям 

(1) 

























m

i

kik

e

k

iik

ekcg

midg

1

1

.,...,2,1,

,,...,2,1,
 

Задача оптимального распределения ресурсов заключается 

в нахождении такого распределения G
*
, которое в наиболее 

полной мере удовлетворяло бы ресурсным требованиям d . Cте-

пень обеспеченности ресурсных требований (о.р.т.) для i-го по-

требителя будем определять коэффициентом о.р.т.: 

(2) 

i

i
i

d

z
K орт . 

При этом 10 орт  iK . Обеспеченность ресурсных требова-

ний для всей РСОИ оценивается вектором о.р.т.: 

(3) 










m

m

d

z

d

z
K ,...,

1

1
орт . 

Таким образом, рассматриваемая задача оптимизации мо-

жет быть представлена в виде 

(4) 
 

 орт
* maxarg KG

GG

 , 
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где {G} – множество всех распределений ресурсов, удовлетво-

ряющих ограничениям (1). Максимальное значение ортK  обо-

значим орт

*

K . 

Условия работы РСОИ таковы, что в ней могут происхо-

дить флуктуации векторов ресурсов c  и ресурсных требований 

d . При этом вектор z отклоняется от вектора d  при ухудшении 

ситуации и приближается при её улучшении. Степень такого 

отклонения оценивается вектором ортK . Задачей системы рас-

пределения ресурсов является подстройка матрицы G под изме-

нившуюся ситуацию путем решения оптимизационной зада-

чи (4) (рис. 2). 

 

 
Рис. 2. Схема распределения ресурсов РСОИ 

3. Исследование модели оптимального 
распределения ресурсов 

Существование допустимых распределений ресурсов сле-

дует из совместности системы линейных неравенств (1). Для 

доказательства совместности представим систему (1) в обоб-

щенном виде (5). 
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Поскольку все свободные члены ai неотрицательны (в силу 

положительности векторов c  и d ), то неравенства (5) всегда 

будут выполняться при gj = 0. Следовательно, система (1) имеет 

по крайней мере одно тривиальное решение. Покажем, что она 

имеет и нетривиальные решения. Для этого предположим, что 

все свободные члены ai строго положительны. Те неравенства, 

для которых ai = 0, из системы можно исключить, поскольку 

они дают только тривиальные решения. Пусть amin = min {ai}. 

Тогда соответствующее неравенство системы (5) можно преоб-

разовать в равенство (6) путем добавления свободного члена q: 

(6)  
j

ij aqg ,min
 

min0 aq  . 

Следовательно, любое из gj может быть увеличено на вели-

чину q, так что все неравенства (5) будут выполняться, причем 

одно из них будет строгим. Это значит, что система (1) имеет 

как минимум одно нетривиальное решение. Следовательно, 

данная система неравенств совместна, а определяемое ей мно-

жество допустимых распределений {G} не пусто. 

Из совместности системы (1) следует, что множество ее 

решений представляет собой выпуклый ограниченный много-

гранник в пространстве R
n
 с осями координат, соответствующи-

ми всем gj [6]. Каждой точке многогранника решений соответ-

ствует допустимое распределение G. Многогранник решений 

ограничен снизу координатными плоскостями, а сверху – ги-

перплоскостями, описываемыми уравнениями  
j

ij ag . Рас-

пределение ресурсов G
*
, оптимальное по векторному критерию 

(4), обеспечивает максимум по всем 
орт

iK  одновременно. Если 

1орт

*
K , то ресурса РСОИ достаточно для удовлетворения тре-

бований потребителей, в противном случае выполнить эти тре-

бования путем перераспределения ресурсов невозможно. Такая 

ситуация может возникнуть, например, при выходе из строя 

элементов РСОИ. 

Если распределение G таково, что улучшение по одному из 
орт

iK  невозможно без ухудшения 
орт

iK  других потребителей, то 

G – распределение, оптимальное по Парето [4]. Множество рас-
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пределений, не доминирующих друг над другом по вектору 

о.р.т., составляет множество Парето-оптимальных распределе-

ний. Очевидно, что область Парето-оптимальных распределений 

представляет собой поверхность выпуклого многогранника ре-

шений системы (1), не совпадающую с координатными плоско-

стями. 

Рассмотрим РП-модель в условиях недостаточности ресур-

сов, когда значение 1орт

*
K  недостижимо. Такая ситуация мо-

жет возникнуть в результате повреждений элементов РСОИ или 

резкого увеличения ресурсных требований. Возникающий при 

этом дефицит ресурсов приводит к росту конкуренции потреби-

телей. В этом случае становится актуальным распределение ре-

сурсов на основе некоторого компромисса, а свертка векторного 

критерия (4) должна быть такой, чтобы никто из потребителей 

не был дискриминирован и при этом были использованы все 

возможные ресурсы РСОИ, пока они могут пригодиться хотя бы 

одному потребителю. Очевидно, что компромиссное решение 

должно принадлежать области Парето. 

Одним из компромиссных методов свертки векторного кри-

терия является метод максимина, в основе которого лежит 

принцип гарантированного результата. Целесообразность его 

применения в задачах векторной оптимизации с равнозначными 

частными критериями показана в работах [3, 4]. Исходя из этого 

исходная оптимизационная задача (4) может быть представлена 

в виде 

(7) 
 

 miKG i
GG

,...,1,minmaxarg орт* 


. 

Максиминный критерий (7) позволяет гарантировать мак-

симальное значение коэффициента о.р.т. того потребителя, ко-

торый находится в наихудших условиях в смысле уровня обес-

печенности его ресурсных требований. 

Распределение ресурса G
*
, отвечающее критерию (7), назы-

вается конкурентным [3]. Соответствующее ему значение орт

iK  

называется величиной максиминной обеспеченности ресурсных 

требований. Будем обозначать его как 0.  
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Рассмотрим простейший пример конкурентного распреде-

ления ресурса – два потребителя, конкурирующие за разделяе-

мый ресурс единственного поставщика (рис. 3а).   
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Рис. 3. Конкурентное распределение ресурсов одного  

поставщика двум потребителям 

Очевидно, что максиминный уровень о.р.т. будет обеспечи-

ваться при орт
2

орт
1 KK  . Для нахождения максиминного распре-

деления ресурсов необходимо решить систему уравнений, пред-

ставленную на рис. 3б. Область Парето-оптимальных распреде-

лений представлена отрезком AB (рис. 3в). Точка 0 = 0,68, оп-

тимальная по критерию (7), может быть найдена, если двигаться 

вдоль отрезка AB, начиная от одного из его концов, до тех пор, 

пока значения орт
1K и орт

2K  не сравняются (рис. 3г). 

Используя выводы, полученные в [4], в общем случае мож-

но утверждать, что если 0 < 1, то найдутся два или более потре-

бителей, для которых выполняется соотношение 

0
орторт

2
орт
1 ...  inii KKK . Данное соотношение определяет узкое 

место («бутылочное горло») всей РП-модели. В узком месте 

каждый конкурирующий потребитель получит объем ресурса, 
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пропорциональный его требованиям. Такой принцип справедли-

вого распределения ограниченного ресурса соответствует из-

вестному принципу выравнивания Гермейера [1, 3].  

Несмотря на то что максиминный критерий в наибольшей 

степени соответствует задачам недискриминирующего распре-

деления ресурса РСИО, он не позволяет, в общем случае, полу-

чить Парето-оптимальных распределений, поскольку ориенти-

рован на нижнюю границу о.р.т. [3], при которой всем потреби-

телям обеспечивается 0-я часть их требований, тогда как для 

многих из них коэффициенты о.р.т. могли бы быть улучшены. 

Таким образом, невозможность обеспечить требования одних 

потребителей не способствует стремлению удовлетворить тре-

бования остальных. Тем не менее сама структура РП-модели 

ставит ее потребителей в неравные условия, учет которых поз-

воляет выбрать из всех конкурентных распределений макси-

мально обеспечивающее требования всех потребителей без дис-

криминации какой-либо из них. Такое распределение было 

предложено в работах [3] и названо суперконкурентным. Супер-

конкурентное распределение ресурсов определяется следующим 

образом. Обозначим через X0(c, d) множество конкурентных 

распределений потоков 

(8) 
  









 i

i

MiGG d

z
ArgdcX minmax),(0

. 

Пусть M0  M обозначает множество индексов i тех потре-

бителей, которым нельзя увеличить орт

iK  выше, не понизив при 

этом о.р.т. какого-либо потребителя ниже величины 0 (9). 

(9) 
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d

z
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i

i  . 

Если M0 ≠ M, то существуют такие распределения ресурсов, ко-

торые являются конкурентными не только на нулевом, но и на 

более высоких уровнях обеспеченности требований 0, 1, …, L. 

Множества конкурентных распределений более высоких уров-

ней определяются рекурсивно (10). 
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Рекурсивное построение повторяется до тех пор, пока все 

потребители не будут исчерпаны. Очевидно, что количество 

уровней L  m. Любое конкурентное распределение максималь-

но возможного уровня называется суперконкурентным или лек-

сикографически оптимальным [3]. Ему соответствует вектор 

),...,( 1

L

m

L
L

zzZ   с компонентами (11). 

Ни один компонент L

iz  не может быть увеличен без умень-

шения какого-либо другого компонента. Таким образом, супер-

конкурентное распределение является Парето-оптимальным. 

РП-модель с двумя уровнями суперконкурентного распределе-

ния ресурсов представлена на рис. 4. 
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Рис. 4. Суперконкурентное распределение ресурсов при 0 < 1 
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4. Обобщенный двухуровневый критерий 
оптимального распределения ресурсов  

Если θL = 1, то РП-модель имеет достаточно ресурса для 

полного обеспечения ресурсных требований одного или более 

(возможно, даже всех) потребителей. При этом ресурса может 

быть даже больше, чем требуется, так что часть его остается не-

распределенной. Ни вектор, ни уровни о.р.т. не дают количе-

ственной оценки степени избыточности ресурса. 

В условиях избытка ресурса для ряда потребителей супер-

конкурентное распределение может быть не единственным, а 

значит и решение задачи оптимизации будет неопределенным. 

Пример такой РП-модели представлен на рис. 4. 
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Рис. 4. Суперконкурентное распределение при избытке ресурсов 

Решить проблему неоднозначности лексикографического 

максиминного критерия (10) для случая θL = 1 возможно путем 

введения дополнительного критерия оптимальности, который 

бы учитывал приоритетность в выборе потребителем поставщи-

ков ресурсов. Таким образом, целевая функция распределения 

ресурсов должна стремиться не только в максимальной степени 

удовлетворить все потоковые требования, но и сделать это 

наиболее предпочтительным для потребителей способом. 
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Каждому из поставщиков, предоставляющему ресурс i-му 

потребителю, припишем весовой коэффициент win. При этом 

веса должны строго возрастать в соответствии с порядком их 

предпочтения для потребителя: Wi1 > Wi2 > … > WiNi. Тогда, ис-

пользуя аддитивную свертку, получим критерий максимума 

средневзвешенного суммарного ресурса ZW: 

(12) 
  in

Mi Nn

in
GG

w gwZ
i


 




*

max . 

С учетом критерия предпочтения (12) задача оптимизации 

распределения ресурсов может быть сформулирована в следу-

ющем виде: 

(13) 
 


Mi Ll

ilil
dcXG

iL

gwG
),(

** maxarg , 

где XL(c, d) – множество суперконкурентных распределений, 

которое определяется рекурсивно по формуле (10); веса путей 

win задаются априорно исходя из некоторого критерия предпо-

чтения. 

Таким образом, задача (13) – двухкритериальная с приори-

тетом критерия. Приоритетный критерий – лексикографический 

максимин вектора о.р.т. (10).  

Если полученное по первому критерию множество супер-

конкурентных распределений содержит более одного варианта, 

то из них выбирается максимальный относительно средневзве-

шенного суммарного ресурса Zw (12). 

5. Выводы и направления дальнейших исследований 

Представленная в данной работе модель оптимального рас-

пределения ресурсов учитывает индивидуальные требования 

пользователей РСОИ к качеству обслуживания через ресурсные 

требования услуг и распределенных приложений. Поскольку 

пространство допустимых распределений по-разному проявляет 

свои свойства в условиях недостатка и в условиях избытка ре-

сурсов, то целевая функция формируется на основе обобщенно-

го критерия оптимизации, работающего и в тех и в других усло-

виях. 

В настоящей работе не рассмотрен ряд вопросов, требую-

щих дополнительного исследования. Во-первых, требуется 
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определить необходимые и достаточные условия существования 

и единственности решения рассмотренной задачи оптимизации 

по обобщенному критерию (13). Во-вторых, требуется обобщить 

свертку (12) для случая линейно упорядоченного множества 

предпочтений, чтобы сделать ее нечувствительной к выбору 

числовых значений действительных коэффициентов win.  

В-третьих, необходимо исследовать задачу оптимизации для 

дискретного ресурса. 
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