
Управление большими системами. Выпуск 97

ОЦЕНКА ЭФФЕКТИВНОСТИ МАСОЧНОГО РЕЖИМА
ВО ВРЕМЯ ЭПИДЕМИИ COVID-19 В МОСКВЕ

В МОДЕЛИ SEIQRD
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Целью данной работы является оценка эффективности повсеместного ис-
пользования медицинских масок для борьбы с эпидемией. Распространение
эпидемии описывается моделью SEIQRD (susceptile – exposed – infected –
quarantined – recovered – deaths, восприимчивые – находящиеся в латентном
периоде – заболевшие – помещенные в карантин – выздоровевшие – умершие),
где ключевые переменные, отвечающие за развитие эпидемии, разделены на
две группы: соблюдающих и не соблюдающих масочный режим. Для модели
вычисляются базовый показатель репродукции, эластичности к параметрам
модели, а также минимальный процент населения, которому необходимо со-
блюдать масочный режим для нераспространения эпидемии. Параметры мо-
дели оцениваются на статистических данных эпидемии COVID-19 в г. Москва,
а затем численно моделируются сценарии развития эпидемии при разной сте-
пени соблюдения масочного режима.

Ключевые слова: COVID-19, масочный режим, эпидемия, SEIR, пока-
затель репродукции.

Введение

Эпидемии – одни из самых опасных и разрушительных явле-
ний для человечества. За всю историю человечество не раз стра-
дало от разрушительных эпидемий (чумы, холеры, оспы и др.),
влекущих за собой глубокий кризис и гибель миллионов людей.
В конце 2019 года средства массовой информации сообщили о
пневмонии неизвестного происхождения в городе Ухань в Ки-
тае. Постепенно вирус был зафиксирован во всех провинциях
Китая. 30 января 2020 года Всемирная организация здравоохране-
ния (ВОЗ) признала вспышку нового коронавируса чрезвычайной
ситуацией, имеющей международное значение, а 11 марта было
объявлено, что вспышка приобрела характер глобальной панде-
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мии [20]. Новое заболевание получило название COVID-19 и вы-
звало тяжелейший социально-экономический кризис. На начало
2022 года в мире было зафиксировано 288,7 млн инфицирован-
ных COVID-19, скончались свыше 5,4 млн человек [21].

Для предотвращения распространения эпидемии правитель-
ства многих стран приняли ряд превентивных мер: закрыли гра-
ницы, ввели режим самоизоляции, карантин и масочный режим.
Однако вопросы эффективности принятых мер остаются откры-
тыми. В настоящее время разрабатываются различные эпидемио-
логические модели для предсказания развития COVID-19 и оцен-
ки влияния потенциальных мер сдерживания развития эпидемии.
Большинство моделей основываются на первых классических
моделях: модели Kermack and McKendrick или SIR (susceptible –
infected – removed, восприимчивые – инфицированные – получив-
шие иммунитет) [9, 12, 15] и более поздней SEIR (susceptible –
exposed – infected – removed, восприимчивые – находящиеся в
латентном периоде – инфицированные – получившие иммуни-
тет) [2].

Целью данной работы является оценка эффективности ма-
сочного режима на основе математической модели SEIQRD и
определение минимальной доли населения, которой необходимо
соблюдать масочного режима для подавления эпидемии. Основой
для работы послужила статья [8], где рассматривается эффектив-
ность масочного режима в модели SEIR для США, Бразилии и
Италии. По сравнению с упомянутой выше работой, здесь рас-
сматривается более сложная модель SEIQRD, а также учитыва-
ется тот факт, что вероятность передачи инфекции между двумя
индивидуумами, один из которых в маске, зависит от того, на
больном или здоровом находится маска, в то время как в [8] эти
вероятности считаются равными. Кроме того, в работе вычисля-
ются ключевые показатели эпидемии: смертность и функционал,
характеризующий нагрузку на систему здравоохранения (сово-
купная продолжительность больничного периода).

Работа состоит из 6 частей. Первая часть – это введение,
во второй части описывается математическая модель SEIQRD.
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В третьей части рассчитывается базовый показатель репродукции
ℛ0. В четвертой части вычисляются эластичности ℛ0 к парамет-
рам модели и рассчитывается минимальный процент населения,
которому необходимо соблюдать масочный режим для нераспро-
странения эпидемии. Пятая часть посвящена результатам числен-
ного моделирования и вычислениям ключевых показателей эпи-
демии. Шестая часть содержит заключение и возможные направ-
ления будущих исследований.

1. Модель SEIQRD с масочным режимом

Модель SEIQRD – это усложнение модели SEIR [2], в ко-
торую добавлены компоненты 𝑄 – помещенные на каратин и
𝐷 – умершие. Переменные 𝑆 – восприимчивые (susceptible),
𝐸 – находящиеся в латентном периоде (exposed) и 𝐼 заболев-
шие (infectives) разделены на 2 группы: соблюдающих 𝑆𝑚, 𝐸𝑚

𝐼𝑚 и не соблюдающих 𝑆𝑛, 𝐸𝑛 и 𝐼𝑛 масочный режим. Итоговая
система обыкновенных дифференциальных уравнений выглядит
следующим образом:

(1)

dSn
d𝑡

= −𝛽𝑆𝑛

𝑁
(𝐼𝑛 + 𝑟𝐼𝐼𝑚),

dSm
d𝑡

= −𝑟𝑆𝛽𝑆𝑚

𝑁
(𝐼𝑛 + 𝑟𝐼𝐼𝑚),

dEn

d𝑡
=

𝛽𝑆𝑛

𝑁
(𝐼𝑛 + 𝑟𝐼𝐼𝑚)− 𝜎𝐸𝑛,

dEm

d𝑡
=

𝑟𝑆𝛽𝑆𝑚

𝑁
(𝐼𝑛 + 𝑟𝐼𝐼𝑚)− 𝜎𝐸𝑚,

dIn
d𝑡

= 𝜎𝐸𝑛 − 𝛾𝐼𝑛 − 𝛿𝐼𝑛 − 𝜇𝐼𝑛,

dIm
d𝑡

= 𝜎𝐸𝑚 − 𝛾𝐼𝑚 − 𝛿𝐼𝑚 − 𝜇𝐼𝑚,

dQ

d𝑡
= 𝛿(𝐼𝑛 + 𝐼𝑚)− 𝛾𝑄− 𝜇𝑄,

dR

d𝑡
= 𝛾(𝐼𝑛 + 𝐼𝑚 +𝑄),

dD

d𝑡
= 𝜇(𝐼𝑛 + 𝐼𝑚 +𝑄);

где 𝑆𝑛, 𝑆𝑚 – восприимчивые (susceptibles), 𝐸𝑛, 𝐸𝑚 – нахо-
дящиеся в латентном периоде (exposed), 𝐼𝑛, 𝐼𝑚 – заболевшие
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(infectives), индекс 𝑛 и 𝑚 означает соблюдение и не соблюдение
масочного режима, 𝑄 – помещенные в карантин, 𝑅 – выздоро-
вевшие и получившие иммунитет, 𝐷 – умершие; 𝛽, 𝜎, 𝛿, 𝛾, 𝜇 – со-
ответственно интенсивности заражения, перехода из латентного
периода 𝐸𝑛, 𝐸𝑚 в заболевшие 𝐼𝑛, 𝐼𝑚, перехода из 𝐼𝑛, 𝐼𝑚 в ка-
рантин 𝑄, выздоровления и смерти; 𝑟𝐼 , 𝑟𝑆 ∈ [0, 1] есть муль-
типликационные факторы маски, понижающие передачу инфек-
цию, где индекс 𝐼 обозначает, что маска находится на заболев-
шем, а 𝑆 – на восприимчивом. Считаем, что система замкнута,
т.ес. 𝑆𝑛 + 𝑆𝑚 + 𝐸𝑛 + 𝐸𝑚 + 𝐼𝑛 + 𝐼𝑚 + 𝑄 + 𝑅 + 𝐷 = 𝑁 . Пусть
𝑝 – начальная доля населения в маске, тогда 𝑝𝑁 – начальное чис-
ло людей, соблюдающих масочный режим. Для упрощения моде-
ли считаем, что процент людей, соблюдающий масочный режим,
остается постоянным, т.е. в системе нет прямого перехода между
состояниями c индексами 𝑛 и 𝑚.

2. Базовый показатель репродукции ℛ0

Базовый показатель репродукции (basic reproduction number)
ℛ0 – эпидемиологическая величина, обозначающая среднее ко-
личество новых случаев инфицирования, генерируемых типич-
ным инфицированным человеком, попавшим в полностью неим-
мунизированное окружение [1, 13]. С медицинской точки зрения
считается, что распространение эпидемии может быть эффектив-
но подавлено, если стратегии контроля и борьбы с эпидемией
(карантин, масочный режим, вакцинация и др.) уменьшают базо-
вый показатель репродукции ℛ0 до значения меньше единицы.
Базовый показатель репродукции ℛ0 зависит от выбранной мо-
дели; для простейших моделей, таких как SIR (𝑆̇ = −𝛽𝑆𝐼

𝑁 , 𝐼 =
𝛽𝑆𝐼
𝑁 − 𝛾𝐼, 𝑅̇ = 𝛾𝐼) и SEIR (𝑆̇ = −𝛽𝑆𝐼

𝑁 , 𝐸̇ = 𝛽𝑆𝐼
𝑁 − 𝜎𝐸, 𝐼 =

𝜎𝐸 − 𝛾𝐼, 𝑅̇ = 𝛾𝐼) базовый показатель репродукции R0 = 𝛽
𝛾 есть

отношение коэффициентов заражения 𝛽 и выздоровления 𝛾. В бо-
лее сложных моделях ℛ0 может быть вычислен так называемым
методом генерации матрицы нового поколения (next generation
approach) [7, 14, 18, 19].
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Вычислим ℛ0 для системы (1) методом генерации матрицы
нового поколения. Перепишем систему дифференциальных урав-
нений (1) в виде,
(2) 𝑥̇ = 𝑓(𝑥),

где 𝑥 = [𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4, 𝑥5, 𝑥6, 𝑥7, 𝑥8, 𝑥9]
⊤ = [𝑆𝑛, 𝑆𝑚, 𝐸𝑛, 𝐸𝑚, 𝐼𝑛,

𝐼𝑚, 𝑄,𝑅,𝐷]⊤.
Точками равновесия системы дифференциальных уравне-

ний (2) называются точки, удовлетворяющие условию 𝑥𝑒𝑞 :
𝑓(𝑥𝑒𝑞) = 0. Точки равновесия, в которых отсутствуют индивиды
в латентном периоде и заболевшие, называются точками равнове-
сия без заболеваемости, или DFE (disease free equlibriuum). Связь
устойчивости точки DFE и величины ℛ0 изучена в работе [19].
В частности показано, что при ℛ0 > 1 точка DFE неустойчи-
ва и для начала эпидемии достаточно всего одного заболевшего.
С другой стороны, при ℛ0 < 1 точка DFE является локально
асимптотически устойчивой.

Легко проверить, что 𝑥0 = ((1 − 𝑝)𝑁, 𝑝𝑁, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0)
есть точка DFE для системы (2). Выделим 𝑥𝐼 =
(𝐸𝑛, 𝐸𝑚, 𝐼𝑛, 𝐼𝑚, 𝑄) – инфекционные компоненты вектора
𝑥 – таким образом:
(3) 𝑥̇𝐼 = 𝑓𝐼(𝑥).

Система (3) может быть записана в виде 𝑓𝐼(𝑥) = ℱ𝐼−𝒱𝐼 , где ℱ𝐼 –
вектор-столбец с поступлением новой инфекции, а 𝒱𝐼 – вектор-
столбец переноса инфекции между компонентами:

(4) ℱ𝐼=

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
𝛽𝑆𝑛

𝑁 (𝐼𝑛 + 𝑟𝐼𝐼𝑚)
𝑟𝑆𝛽𝑆𝑚

𝑁 (𝐼𝑛 + 𝑟𝐼𝐼𝑚)
0
0
0

⎤⎥⎥⎥⎥⎦,𝒱𝐼=

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
𝜎𝐸𝑛

𝜎𝐸𝑚

−𝜎𝐸𝑛 + (𝛾 + 𝛿 + 𝜇)𝐼𝑛
−𝜎𝐸𝑚 + (𝛾 + 𝛿 + 𝜇)𝐼𝑚
−𝛿(𝐼𝑛 + 𝐼𝑚) + (𝛾 + 𝜇)𝑄

⎤⎥⎥⎥⎥⎦.
Вычислим матрицы 𝐹 = 𝜕ℱ𝐼

𝜕𝑥 (𝑥0), элементы который неотрица-
тельны, и 𝑉 = 𝜕𝒱𝐼

𝜕𝑥 (𝑥0) – невырожденная так называемая 𝑀 -
матрица [3]. Под 𝑀 -матрицей понимается матрица, такая что все
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элементы обратной к ней матрицы неотрицательны.

(5) 𝐹 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
0 0 𝛽(1− 𝑝) 𝛽𝑟𝐼(1− 𝑝) 0
0 0 𝛽𝑟𝑆𝑝 𝛽𝑟𝑆𝑟𝐼𝑝 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ ,

(6) 𝑉 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
𝜎 0 0 0 0
0 𝜎 0 0 0
−𝜎 0 𝛾 + 𝛿 + 𝜇 0 0
0 −𝜎 0 𝛾 + 𝛿 + 𝜇 0
0 0 0 0 𝛾 + 𝜇

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ ,

𝐹𝑉 −1 называется матрицей нового поколения (next generation
matrix), и базовый показатель репродукции ℛ0 вычисляется сле-
дующим образом:
(7) ℛ0 = 𝜌(𝐹𝑉 −1),

где 𝜌 обозначает спектральный радиус. Таким образом,

(8) ℛ0 =
𝛽 (1− 𝑝(1− 𝑟𝐼𝑟𝑆))

𝛾 + 𝛿 + 𝜇
.

3. Стратегии борьбы с эпидемией на основе ℛ0.
Эффективность масочного режима и вакцинации

Эластичность — мера чувствительности одного из пара-
метров к изменению другого, показывающая, на сколько про-
центов изменится первый показатель при изменении второго
на 1%. Эластичность ℛ0 к параметру 𝑥 рассчитывается как
𝜖ℛ0
𝑥 = 𝜕ℛ0

𝜕𝑥
𝑥
ℛ0

. Вычислим эластичности ℛ0 к параметрам модели:

(9)

𝜖ℛ0
𝛽 = 1, 𝜖ℛ0

𝜎 = 0, 𝜖ℛ0
𝑝 =

𝑝(𝑟𝐼𝑟𝑆 − 1)

𝑟𝐼𝑟𝑆 − 𝑝+ 1
,

𝜖ℛ0
𝛾 = − 𝛾

−𝛿 + 𝛾 + 𝜇
, 𝜖ℛ0

𝜇 = − 𝜇

−𝛿 + 𝛾 + 𝜇
,

𝜖ℛ0
𝛿 = − 𝛿

𝛿 + 𝛾 + 𝜇
, 𝜖ℛ0

𝑟𝐼
= 𝜖ℛ0

𝑟𝑆
=

𝑝𝑟𝐼𝑟𝑆
𝑟𝐼𝑟𝑆 − 𝑝+ 1

.

Таким образом, величина ℛ0 не зависит от 𝜎, возрастает по
𝛽, 𝑟𝐼 , 𝑟𝑆 и убывает по 𝛾, 𝜇, 𝛿, 𝑝.
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Интенсивность заражения 𝛽 является показателем заразно-
сти заболевания, а коэффициенты 𝛾, 𝜇 зависят от достижений
медицины в лечении данного заболевания и их невозможно из-
менить политикой государственных ограничений. Параметр 𝛿 по-
казывает важность введенных карантинных мер и самоизоляции.
Обозначим 𝑝* – минимальную долю населения, которой необхо-
димо соблюдать масочный режим для нераспространения эпи-
демии в точке DFE. Из части 2 следует, что эпидемия не будет
развиваться при ℛ0 < 1. Таким образом,

(10) 𝑝* =
1

1− 𝑟𝐼𝑟𝑆

(︂
1− 𝛾 + 𝛿 + 𝜇

𝛽

)︂
.

То есть для того чтобы эпидемия не начала развиваться в точке
DFE, необходимо соблюдения масочного режима более 𝑝 > 𝑝*

доли населения. Если 𝑟𝐼 = 0 и 𝑟𝑆 = 0, получаем, что ноше-
ние маски может означает полную непередачу инфекции и может
интерпретироваться как вакцинация. Пусть 𝑝** – минимальная
доля населения, которую необходимо вакцинировать для нерас-
пространения эпидемии в точке DFE, тогда

(11) 𝑝** = 1− 𝛾 + 𝛿 + 𝜇

𝛽
.

4. Численное моделирование

В Москве, как и в других частях мира, эпидемия корона-
вируса проходила волнами, после каждой волны происходил ло-
кальный спад, эпидемия шла на убыль, а потом снова вспыхивала
в виде новой волны. В этом разделе моделируется одна из волн
эпидемии в период с июня по сентябрь 2021 года в г. Москва. Па-
раметры модели оцениваются методом наименьших квадратов,
т.е. для различных параметров модели методом Рунге – Кутта
моделируются системы дифференциальных уравнений (1) и ми-
нимизируется квадратичное отклонения между моделируемыми
значениями и статистическими данными. Статистические дан-
ные содержат сведения по числу заболевших, выздоровевших и
умерших. Число людей, которые могут потенциально заболеть,
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вычисляется исходя из вышеуказанных данных и общего количе-
ства проживающих в г. Москва.

Рис. 1. Статистические данные и модель SEIQRD для г. Москва

Итак, в нашей модели статистическим данным о заболевших
соответствует 𝐼𝑛 + 𝐼𝑚 +𝑄, о выздоровевших – 𝑅, умерших – 𝐷,
и о тех, кто потенциально может заболеть, – 𝑆𝑛+𝑆𝑚+𝐸𝑛+𝐸𝑚.
Также полагаем, что параметр 𝑝 = 0,8, т.е. предполагается, что
большая часть людей добросовестна и соблюдает масочный ре-
жим. Согласно многим исследованиям в среднем 𝑟𝐼 = 0,3, 𝑟𝑆 =
0,95 [5, 6, 10, 16]. На рис. 1 представлены сравнения статиче-
ских данных и модели. Значения оцененных параметров методом
наименьших квадратов следующие: 𝛽 = 0,268, 𝛾 = 0,035, 𝜎 =
0,20, 𝛿 = 0,18, 𝜇 = 0,0005. Таким образом, за данный период
времени средняя продолжительность латентного периода равна
1/𝜎 = 5 дней, средняя продолжительность заболевания 1/𝛾 = 28
дней, и, согласно формуле (8), ℛ0 = 0,86.

Промоделируем развития эпидемий с оцененными парамет-
рами при разной степени соблюдения масочного режима (𝑝 > 0,5
– на рис. 2 и 𝑝 < 0,5 – на рис. 3). Из рис. 2 видно, что при
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𝑝 = 0,8, т.е. при условии соблюдения масочного режима более
80%, смертность падает в 5 раз по сравнению с гипотетическим
соблюдением правил половиной населения, а количество забо-
левших на конец периода сокращается в 10 раз. Рис. 3 показывает
сценарии развития эпидемии при малой степени соблюдения ма-
сочного режима, 𝑝 = 0, т.е. при полном отсутствии масочного ре-
жима смертность и количество заболевших возрастают примерно
в 4 раза по сравнению со случаем 𝑝 = 0,5.

Рис. 2. Модель SEIQRD для г. Москва при 𝑝 ∈ [0,5, 0,9]

Кроме сравнения конечного значения переменных моделей,
вычислим функционал 𝐴 – совокупное число больничного пери-
ода, характеризующий суммарную нагрузку на систему здраво-
охранения:

𝐴 =

∫︁ +∞

0
[𝐼𝑛(𝑡) + 𝐼𝑚(𝑡)] d𝑡.

Результаты значения функционала 𝐴 и показателя репродук-
ции ℛ0 при различных 𝑝 приведены на рис. 4. Мы видим, что
функционал 𝐴 убывает достаточно быстро, и при соблюдении
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Рис. 3. Модель SEIQRD для г. Москва при 𝑝 ∈ [0, 0,4]

масочного режима половиной население (𝑝 = 0,5) функционал 𝐴
падает примерно в 5 раз. Показатель репродукции ℛ0(𝑝), вычис-
ленный согласно формуле (8), убывает линейно по 𝑝, и при 𝑝 = 0,
т.е. при полном отсутствии масочного режима, ℛ0(𝑝) ≈ 2, что со-
ответствует оценке распространения коронавируса, проведенной
многими экспертами [4, 11, 17]. С учетом оцененных парамет-
ров модели вычислим минимальную долю населения 𝑝*, которой
необходимо соблюдать масочный режим для нераспространения
эпидемии в рассматриваемую волну эпидемии. Согласно форму-
ле (10), получаем 𝑝* ≈ 0,7, т.е. как минимум 70% населения необ-
ходимо соблюдать масочный режим.
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Рис. 4. Функционал 𝐴 (слева) и базовый показатель репродукции
ℛ0 (справа)

5. Заключение

В работе рассмотрена модель SEIQRD, в которой ключе-
вые переменные разделены на группы соблюдающих и не соблю-
дающих масочный режим. Для данной модели был рассчитан ба-
зовый показатель репродукции ℛ0. Из условия ℛ0 < 1 выводится
критическая доля населения 𝑝*, которой необходимо соблюдать
масочный режим для нераспространения эпидемии.

Методом наименьших квадратов проведена оценка парамет-
ров модели для одной из волн эпидемии в г. Москва и смодели-
рованы сценарии развития эпидемий при различных 𝑝. Получен-
ные результаты показывают, что при увеличении 𝑝 существен-
но снижаются показатель репродукции (с 2 при полном отсут-
ствии масочного режима до 0,6 при условии соблюдения масоч-
ных мер каждым индивидом), смертность и совокупная продол-
жительность больничного периода населения. Критическая доля
населения, которой необходимо соблюдать масочный режим для
нераспространения эпидемии для г. Москва, 𝑝* ≈ 0,7. Таким об-
разом, приведенный анализ подтверждает правильность решения
о действии масочного режима в г. Москва в период с июня по
сентябрь 2021 года, а также показывает, что эпидемия во многих
случаях может быть подавлена строгим соблюдением масочного
режима.

Дальнейшие исследования могут быть связаны с расшире-
нием и усложнением модели, в том числе: изменение степе-
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ни масочного режима с течением времени, введением в модель
нескольких центров и миграции, построение объединенной мо-
делb для всех волн в течение периода эпидемии, а также рас-
смотрение масочного режима в стохастических моделях распро-
странения эпидемии. В конечном счете в модель могут быть до-
бавлены функционалы финансовой нагрузки на население, такие
как стоимость страхового взноса и суммарные денежные потери
от эпидемии.
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EVALUATION OF THE EFFECTIVENESS OF THE
MASK REGIME DURING THE COVID-19 EPIDEMIC
IN MOSCOW IN SEIQRD MODEL

Alexey Chernov, HSE University, Moscow, PhD student
(chernov125@mail.ru).

Abstract: The aim of this work is to evaluate the effectiveness of the widespread
use of medical masks to control the epidemic. The epidemic spread is described by
the model SEIQRD (susceptible – exposed – infected – quarantined – recovered –
deaths), where the key variables responsible for the epidemic development are
divided into 2 groups: complined and noncomplined to mask regime. The baseline
reproduction rate, elasticities to model parameters, and the minimum percentage of
the population that needs to adhere to the mask regime to prevent the epidemic are
calculated for the model. Model parameters are estimated using statistical data from
the COVID-19 epidemic in Moscow and then scenarios of the epidemic development
with different degrees of mask compliance are numerically simulated.

Keywords: COVID-19, mask regime, epidemics, SEIR, reproduction
number.
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